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Resumen

El efecto del confinamiento cuántico es uno de los fenómenos f́ısicos más
importantes que determina el comportamiento en materiales de baja dimensiona-
lidad. Entre los más estudiados en los ultimos años, los nanocristales semicon-
ductores o puntos cuánticos, cuyas propiedades de emisión están en función al
tamaño del cristalito, han abierto un potencial campo de aplicaciones desde la
ciencia de los materiales para eficienes arreglos de celdas fotovoltaicas, hasta la
bioloǵıa molécular en métodos de diagnostico y entrega controlada de fármacos.

Utilizando la Teoŕıa del Funcional de la Densidad (DFT) en la aproxima-
ción LDA, se calculó la estructura electrónica de puntos cuánticos de Fosfuro
de Indio (InP). Pera asegurar la transferibilidad de nuestra aproximación, se
determinarón las propiedades estructurales, electrónicas y dispersión de fono-
nes en la condición de volumen. Posteriormente, se modelaron nanocristales con
geometŕıa esférica de InP de entre 0.80 a 1.80 nm de diámetro. Se estudio la
evolución de la estructura electrónica a partir de la densidad de estados y la
densidad de carga |ψ(r)|2 de los estados HOMO y LUMO.

(Palabras clave: Punto Cuántico, primeros principios, DFT, estructura electróni-
ca, enerǵıa de banda prohibida).
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les atómicos): Representación de los dipolos individuales (flechas
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Caṕıtulo 0. ÍNDICE DE FIGURAS x

4.1. Nanoestructuras no relajadas de InP con estequiometŕıa 1:1 en-
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remueven los estados fuera de Eg. (D) Diferentes especies que
recubren la superficie del nanocristal (79). . . . . . . . . . . . . . 59

4.7. Isosuperficie de la densdidad de carga de la nanoestructura con
la apropiada pasivación de superficie de (InP)13H30 inmersa la
supercelda. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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Caṕıtulo 0. ÍNDICE DE FIGURAS xii

5.15. Arriba: A partir de DOS, en la parte superior del HOMO se ob-
servan dos multipletes con naturaleza del orbital p que pertenecena
al P e In (en orden de peso de contribución), y una importan-
te aparición del estado d que se extiende desde -14 eV . Estos
estados corresponden a los niveles 3p del P y 5p y 4d del In. Es-
tudiando |ψ(r)|2 de el estado de valencia (a,b), se observan los
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Caṕıtulo 1

Introducción

La Nanotecnoloǵıa, definida como el campo multidisplinario para controlar
y reestructurar la materia a nivel átomico y molecular en el rango de 1 a 100 nm
(1 nm =1 × 10−9 m)(1; 21),a permitido el desarrollo de novedosos materiales
con propiedadades que han revolucionado la ciencia de materiales, la biotecno-
loǵıa y la electrónica del siglo actual (17). La transición de un sólo átomo al
comportamiento colectivo de un ensamble molecular es el umbral que la nano-
tecnoloǵıa explota.
Se define a un nanomaterial como aquel con alguna dimensión o estructura exter-
na, interna, o superficial en el rango de la nanoescala. En base a su geometŕıa,
éstos se pueden clasificar (con la apropiada terminoloǵıa) como nanopart́ıcu-
las, nanoplatos, nanotubos, nanoalambres y nanocristales (o puntos cuánticos)
(2). Esta amplia variedad de materiales presentan un comportamiento dráma-
ticamente diferente a la condición trandicional en volumen en que se disponen
en la naturaleza. Esto occure como consecuencia del aumento en la relación
área:volumen (por tanto, de la reactividad qúımica) y de los efectos cuánticos
que se dan lugar en esta dimensionalidad.
Éste último fenómeno f́ısico se vuelve fundamental y fáscinante en semiconduc-
tores nanoestruturados cuándo la enerǵıa fundamental del electrón es cuantiza-
da en todas las direcciones espaciales, y la función de onda sufre el efecto del
confinamiento cuántico: dependencia de las propiedades ópticas al tamaño del
nanocristal.
Un ejemplo de esto, es el drástico aumento de la banda prohibida que suele
presentar el semiconductor InP; de 1.35 (cercana a los 918 nm) (3) a 2.93 eV
(4) para el sistema en volumen y en nanocristal, respectivamente.
Con lo anterior, es posible reconocer que las propiedades fundamentales de los
materiales están dadas por la estructura electrónica, y con ello, por las leyes de
la mecánica cuántica.
Es posible estudiar, desde una simple aproximación, el efecto del confinamiento
cuántico en el nanocristal con la ecuación de Schödinger; esto es, considerando
el modelo de una part́ıcula dentro de una caja de dimensiones Lx, Ly y Lz (5; 6)
y sometida un potencial de confinamiento rı́gido V (x,y, z) (siendo nulo en el
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interior y abruptamente grande fuera de la caja) . La solución a la ecuación de
Schödinger es:

ψn1,n2,n3(x,y, z) =

√
8

LxLyLz
sen

(
πxn1

Lx

)
sen

(
πyn2

L2

)
sen

(
πzn3

Lz

)
, (1.1)

donde el conjunto {n1,n2,n3} representa al número cuántico principal que toma
valores enteros {n = 1, 2, 3...N} e impone el confinamiento de la función de
onda ψn1,n2,n3 en las tres dimensiones.
Mientras que los eigenvalores son:

En1,n2,n3 =
�
2π2

2m∗

(
n2
1

L2
x

+
n2
2

L2
y

+
n2
3

L2
z

)
. (1.2)

Se observa que enerǵıa del electrón E se encuentram cuantizada en las tres di-
mensiones espaciales.
Un modelo similar fue propuesto por Éfros Al. L. y Éfros A. L. (7), quienes
formularo el problema a partir de funciones de onda de electrónes y huecos so-
metidos a un pozo de potencial esférico y con parades de altura infinita.Esta idea,
conocida como la aproximación de las masas efectivas (en inglés Efective Masses
Aproximation ,EMA) (8). Se obsvervó que el confinamiento de una part́ıcula
esférica es proporcional a 1/d2 (donde d=diámetro) . Sin embargo, los da-
tos experimentales demuestran una dependencia inversamente lineal al tamaño
(∝ 1/d).
Una tratamiento mecánico-cuántico más realista se consigue con la introducción
de un potencial esférico finito lo suficientemnte profundo para que el electrón que-
de confinado (5) en el punto cuántico. La resolución a este problema proporciona
los niveles de enerǵıa:

{1s(2), 1p(6), 1d(10), 2s(2), 1f(14), 2p(6), ...}, (1.3)

donde el número dentro de cada paréntesis representa la degeneración (consi-
derándo al esṕın del electrón) de cada estado. Comparándo esta serie de ei-
genvalores con el aquel obtenido para el electrón en un potencial de Coulomb
V (r) = −e2/r,

{1s(2), 2s(2), 2p(6), 3s(2), 3p(6), 3p(18), ...}. (1.4)

En efecto, hay una similitud entre los espectros atómicos y los puntos cuánticos
esféricos. Por esta razón, algunos autores se refieren al nanocristal como átomo
artı́fical (9). Sin embargo, en situaciones más realistas (incluyendo interacciones
perturbativas o intensas) el grado de degeneración puede romperse y algunos
niveles degenerados pueden desdoblarse.

A pesar de que el potencial superficial no es rı́gido sino finito, existen in-
teracciones de muchos cuerpos, como el intercambio y la correlación que deben
añadirse al hamiltoniano del sistema (10; 11). Para considerar esto, se debe re-
solver la ecuación de Schrödinger de muchos electrones. Los diversos marcos para
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determinar la función de onda (y por tanto, resolver la ecuación de Schroödinger)
de forma exacta, esto es, sin la introducción de algún parámetro expeŕımental
(12; 13), son conocidos como métodos de primeros principios (o ab-initio) y pro-
porcionan la descripción más precisa del comportamiento mecánico cúantico en
sistemas de un pequeño agregado a cientos de átomos o moléculas (desde mate-
riales en fase condesanda, clusters, interfaces, superficies, etc.) (14). No obstante,
determinar la función de onda exacta de sistemas de muchos electrones conlleva
un desaf́ıo teoŕıco y computacional que no ha sido posible superar.
La Teoŕıa del Funcional de la Densidad (DFT) ha permitido disminuir la difi-
cultad teórica-computacional que conlleva el calcular la función de onda muchos
cuerpo, tratando únicamente a la densidad electrónica, n0(r) (15).
Su espı́ritu se basa en tratar a la enerǵıa total del sistema, como un único funcio-
nal de la densidad electrónica E[n0(r)] (13) a partir de una apropiada transfor-
mación de un sistema de N-part́ıculas interactúantes a un conjunto de ecuaciones
de una-partı́cula sugerida por Kohn Sham (16).
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Caṕıtulo 2

Fundamentos Teóricos

2.1. Métodos Ab-Initio

El término Ab-Initio (o primeros-principios) se refiere al estudio de siste-
mas de muchos-cuerpos constituidos por electrones y núcleos, bajo las bases
de la mecánica cuántica, sin la introducción de algún parámetro emṕırico (12),
y empleando un hamiltoniano no relat́ıvista dentro de la aproximación Bohr-
Oppenheimer (24).

El hamiltoniano para un sistema de electrones y núcleos sin aproximación
alguna se puede expresar,

Ĥ = − �
2

2me

∑
i

∇i
2 +
∑
i,I

ZIe
2

4πε0|ri −RI| +
1

2

∑
i �=j

e2

4πε0|ri − rj|

− �
2

2MI

∑
I

∇I
2 +

1

2

∑
I �=J

ZIZJe
2

4πε0|rI − rJ| , (2.1)

El conjunto de ı́ndices [i,j] e [I,J] se refieren a los electrones de masa me, y a
los núcleos con cargas y masas ZIZJ yMI , respectivamente. El hamiltoniano in-
cluye las enerǵıas cinéticas de electrones y núcleos (primer y cuarto factor) y los
efectos de muchos-cuerpos, como las interacciones de Coulomb electrón-núcleo,
electrón-electrón y núcleo-núcleo (segundo, tercer y quinto factor, respectiva-
mente) (13).

La masa de los núcleos (iones) es, aproximadamente dos órdenes mayor, que
la de los electrones (25), por tanto, su movimiento es retardado con respecto a los
últimos. La frecuencia de vibración de los iones en sólidos es menor a 1013s−1,
mientras que la frecuencia electrónica en la mayoŕıa de los semiconductores, es
del orden de 1015s−1. (26). Con esto, el movimiento de los núcleos es casi estacio-
nario y experimenan un potencial electrónico adiabático. Esta aproximación es
conocida como Abiabática o Bohr-Oppenheimer: el término 1/MJ en la ecuación
2.1 es relativamente pequeño, por lo que la contribución de la enerǵıa cinética
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de los núcleos puede tratarse como una perturbación del hamiltoniano, y todo el
conjunto de coordenadas nucleares se mantiene fijo. Por tanto, el hamiltoniano
fundamental para la teoŕıa de estructura electrónica es,

Ĥ = T̂ + V̂ ext + V̂ int + EII , (2.2)

Adoptando unidades atómicas, � = me = 4π/ε0 = 1. El operador de la
enerǵıa cinética T̂ es,

T̂ =
∑
i

−1

2
∇i

2, (2.3)

V̂ ext es el potencial actuando sobre los electrones debido a los núcleos,

V̂ ext =
∑
i,I

VI(|ri − rl|), (2.4)

V̂ int es la interacción electrón-electrón,

V̂ int =
1

2

∑
i �=j

1

|ri − rj| , (2.5)

el último término EII es la interacción clásica entre los núcleos y otros térmi-
nos que contribuyen a la enerǵıa total del sistema pero que no son esenciales en
la descripción de los electrones.

Las diferentes metodoloǵıas ab-initio pueden ser clasificadas en tres princi-
pales grupos:

Aproximación Hartree-Fock (1930 (27)): La función de onda de muchas
part́ıcula en el estado fundamental (Ψe

k=0) se expresa como un determi-
nante constituido por estados de una sola partı́cula, conocido como deter-
minante de Slater que salisface la condición de antisimetrı́a de la función de
onda. En esta aproximación, cada electrón experimenta un campo poten-
cial promedio de una nube electrónica (14); sin embargo, no incorpora la
correlación electrónica, esto es, las interacciones de Coulomb instantáneas o
efectos mecánico cuánticos entre todos los electrones (28).

Teorı́a del Funcional de la Densidad (1964-65)(29; 30): La enerǵıa en el
estado fundamental de un sistema electrónico sometido a un potencial
externo vext(r), puede ser expresada como un funcional de la densidad
E[n0(r)] (31). Por tanto, cualquier propiedad puede ser considerada como
un funcional de la densidad en un estado de mı́nima enerǵıa (13).
El problema fundamental de resolver la función de onda 3N -dimensional
(siendo N el número de part́ıculas), se simplifica en conocer a una función
tridimensional escalar, n0(r) (15)Dire
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Teorı́a de muchos Cuerpos (Aproximación GW, 1965) (32): Proporciona una
descripción del término cuasi-partı́cula a partir de la función de Green de
una-part́ıcula (G) y de su auto-enerǵıa (Σ). La cumplejidad de este método
proviene del carácter no Hermitiano, ausencia de localidad y dependiente
a la enerǵıa del operador Σ. Para el cálculo cuantitativo de las enerǵıas de
excitación en metales, semiconductores y aislantes, esta enerǵıa se puede
aproximar:

Σ ≈ GW, (2.6)

siendo W la interacción de apantallamiento de una cuasi-partı́cula (33).

Estos métodos permiten el estudio de la estructura electrónica de sólidos,
superficies, o clusters con el nivel de precisión que ofrecen los modernos métodos
computacionales.

Como consecuencia de la gran complejidad que presenta el resolver la ecua-
ción de Schrödinger de muchos-cuerpos, se han empleado algunas aproximacio-
nes de naturaleza técnica, como el esquema de un determinante de la función de
onda de muchos-cuerpos en la aproximación Hartree-Fock, o la representación
de una base finita constituida por funciones de una sola-partı́cula.

2.1.1. Principio Variacional Lineal

Séase una función de onda |ψi〉 que satisface las condiciones de fronteras
apropiadas; por tanto, el valor esperado del Hamiltoniano para todo estado
diferente del estado base, es superior a la enerǵıa en el estado fundamental
exacto de la enerǵıa. Esto es, śı se cumple la condición 〈ψi|ψi〉 = 1. Por tanto:

〈ψi|H |ψi〉 ≥ E0. (2.7)

El principio variacional para el estado fundamental, indica que la enerǵıa de una
función de onda de prueba es mayor al estado base. Ésto es una medida de la
calidad de la función de onda con su enerǵıa.

Problema Variacional Lineal

Dada una función de onda de prueba |ψ′
i〉, que depende de un conjunto de

parámetros, sea el valor esperado de la enerǵıa 〈ψ′
i|H |ψ′

i〉, una función de tales
parámetros.
Se permite una variación lineal de la función de prueba, śı:

|ψ′〉 =
N∑
i

ci |φi〉 , (2.8)

para un conjunto {φi} fijo de N funciones base; por tanto, el problema de
encontrar el óptimo conjunto de coeficientes {ci}, se puede reducir a diagonalizar
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una matriz.
Las funciones base son reales y ortogonales:

〈φi|φj〉 = δij (2.9)

Ahora, los elementos matriciales del hamiltoniano sobre la base {|φi〉} son
(H)ij = 〈φi|H |φj〉, y de condición de que el conjunto 2.8 este normalizado,
〈ψ′|ψ′〉 =∑ij cicj 〈φi|φj〉 =

∑
i c

2
i = 1, el valor esperado de la energia será:

〈ψ′|H |ψ′〉 =
∑
ij

cicj 〈φi|H |φj〉 =
∑
ij

cicjHij . (2.10)

El problema fundamental es determinar el conjunto de parámetros sobre los cua-
les 〈ψ|H |ψ〉 es un mı́nimo. Dado que los N-parámetros no son independientes,
no es posible resolver el siguiente conjunto:

∂

∂ck
〈ψ′|H |ψ′〉 = 0, , donde k = 1, 2, ..., N. (2.11)

Por lo tanto, empleando el método de Lagrange para multiplicadores indetermi-
nados:

L (C1, ..., cN , E) = 〈ψ′|H |ψ′〉 − E(〈ψ′|ψ′〉 − 1) =∑
ij

cicjHij − E(
∑
i

c2i − 1) (2.12)

donde,
∂L

∂cK
= 0 , k = 1, 2, ..., N − 1 (2.13)

Por lo que, derivando la ecuación 2.12, de acuerdo a 2.13:

∂L

∂ck
= 0 =

∑
i

ciHki +
∑
j

cjHkj − 2Eck, (2.14)

sabiendo de la simetŕıa del matriz Hamiltoniana, Hij = Hji, se tiene:

∑
j

Hijcj − Eci = 0. (2.15)

En notación matricial:
Hc = Ec (2.16)

Lo cual, es el problema estándar de eivenvalores para la matriz H (34).Dire
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2.1.2. Aproximación Hartree-Fock

El espiŕıtu de la teoŕıa Hartree-Fock (HF), equivalente a la aproximación
del orbital molecular. (34), descansa en describir el estado fundamental de un
sistema electrónico a partir de una simple función de onda antisimetŕıca de
part́ıculas no interactuantes. Un determinante de Slater introduce estas carac-
teŕısticas: una función de onda deN−electrones que cumple con el requerimiento
de antisimetŕıa impuesto por el principio de exclusión de Pauli,

Φi1...iN (r1σ1, ..., rNσN ) =
1√
N !

det

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

φi1(r1σ1) ... φiN (r1σ1)
φi1(r2σ2) ... φiN (r2σ2)

. .

. .

. .
φi1(rNσN ) ... φiN (rNσN )

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(2.17)

Donde (N ! )−1/2 es el factor de normalización; la dimensión de tal arreglo
consiste en N electrones {rNσN} ocupando N esṕın-orbitales {φiN }. Los renglo-
nes y columnas etiquetan a los electrones y a los esṕın-orbitales, respectivamente.
El antisimetŕıa de Φi1...iN (r1σ1, ..., rNσN ) se manifiesta con un intercambio de
renglones (y por tanto, de coordenadas electrónicas) en este determinante de
Salter, lo cual cambia el signo del determinante, dos columnas indénticas ( dos
electrones en el mismo esṕın orbital) anula al determinante.
Partiendo del hamiltoniano general:

Ĥ(R, r) =
N∑
i=1

ĥ1(i) +
1

2

N∑
i �=j

û2(i, j) (2.18)

donde, ĥi(i) = − �
2

2m∇r
2 + vext(R, ri), que describe el movimiento de un sólo

elecrón interactuando con todos los núcleos del sistemas y con un campo externo;
siendo {R, r} el conjunto de coordendas núcleares y electrones. Además:

û2(i, j) =
1

|ri − rj | (2.19)

representa el operador de la interacción de Coulomb electrón-electrón.
El valor esperado E0 = 〈Φi1...iN |H |Φi1...iN 〉 del hamiltoniano H(R, r) en el
estado Φi1...iN (determinante de Slater) se puede expresar como:

E0 = 〈Φi1...iN |H |Φi1...iN 〉 =
N∑
i

〈φi|h |φj〉+ 1

2

∑
i �=j

(
〈φiφj | 1

|ri − rj | |φiφj〉 − 〈φiφj | 1

|ri − rj | |φjφi〉
)

(2.20)

Empleando la técnica de los multiplicadores de Lagrange () es posible generar
una variación infinitesimal de la función de onda, φi + δψi, tal que el funcional
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E0[φi] sea un mı́mino. En otras palabras, se debe determinar la función φi, tal
que la variación de la enerǵıa sea cero, δE0[φi] = 0.
La variación de este funcional debe satisfacer la condición de ortonormalidad:

〈φi|φj〉 = δij , (i, j = 1, 2..., N). (2.21)

Bajo las condiciones estacionarias (cuyo procedimiento es desarrollado detalla-
damente por Szabo A. y Ostlund N. (34)), se obtienen los mejores espı́n-orbitales
que componen el estado fundamental que satisface a un conjunto de ecuaciones
integro-diferenciales no lineales :

[
−1

2
∇2 + vext(r) +

∫
ρ(r′)
|r− r′|dr

′
]
φi(r)−

∫
φ∗j (r

′)φi(r′)
|r− r′| φi(r)dr

′

= εiφi(r) (2.22)

Analizando cuidadosamente los términos que constituyen la Teoŕıa de Hartree-
Fock, el operador de Coulomb (J ) que actúa sobre φi(r) :

J φi(r) =

∫
ρ(r′)
|r− r′|dr

′φi(r), (2.23)

representa el potencial electrónico clásico ρ(r′) = φ∗j (r
′)φj(r′) generado por los

estados φj(r) y percibido por φi(r).
Por otro lado, la acción de K sobre φi(r):

K φi(r) =

∫
φ∗j (r

′)φi(r′)
|r− r′| dr′φj(r), (2.24)

es conocido como el operador de intercambio (K ), no tiene una interpretación
puramente clásica; surge por la naturaleza de antisimetŕıa del determinante de
Slater y es un operador no local.
La esencia la aproximación Hartree-Fock es reemplazar el problema de muchos-
cuerpos por aquel de un sólo-electrón, sobre el cual, el término de interacción
electrón-electrón se trata como un potencial promedio Finalmente, definiendo el
operador Fock (F ) de un sólo-electrón como la suma del operador ĥ y un po-
tencial efectivo de un sólo-electrón, conocido como potencial Hartree-Fock (vHF),
obtenemos

F = ĥ(1) + vHF (2.25)

siendo,

vHF =
N∑
i

(Jij −Kij). (2.26)

2.1.3. Teoŕıa de los Funcionales de la Densidad (DFT)

La enerǵıa y la función de onda del estado fundamental descrito por el Ha-
miltoniano 2.1 está determinado por la minimización de la enerǵıa total E. Para
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un sistema de N -electrones, el potencial externo Vext determina completamente
al Hamiltoniano (): v(r) define todo el marco núclear del sistema f́ısico, que con
el número de electrones N determina todas las propiedades electrónicas.
El punto de partida para la discusión de DFT es el teorema de Hohenberg y
Kohn (HK), propuesto en 1964 (). Éste asegura que cualquier sistema estacio-
nario de muchas part́ıculas puede ser definido (completamente) por la densidad
electrónica en el estado fundamental n0(r).

Es posible interpretar la solución de la ecuación de Schrödinger como una
transformación entre un conjunto de potenciales externos υ, los cuales difieren a
lo más de una constante, y el conjunto Ψ de estados fundamentales,

υ = {vext| siendo: vext multiplicativo, correspondiendo a |Ψ0〉 y

no degenerado, v′ext(r) 
= vext(r) + const}. (2.27)

Ψ = {|Ψ0〉 | siendo: |Ψ0〉 el estado fundamental correspondiendo

a un elemento de υ, |Ψ0〉∗ 
= eiφ |Ψ0〉 , siendo φ una fase global}. (2.28)

Denotando a la transformación de v a Ψ como A,

A : v −→ Ψ. (2.29)

La densidad del estado fundmental n0 se puede definir como,

n0(r) = 〈Ψ0| n̂(r) |Ψ0〉 (2.30)

Ahora, una segunda transformación B entre Ψ y el conjunto η de todas las
densidades del estado fundamental obtenidas de algún elemento de Ψ,

η = {η0|n0(r) = 〈Ψ0| n̂(r) |Ψ0〉 , |Ψ0〉 ∈ Ψ} , B : Ψ −→ η (2.31)

La importancia de esta transformación entre A y B es su carácter inyectivo1,
y por tanto, único: para un cierto vext existe un estado |Ψ0〉 en Ψ, no hay vext
que relacione a dos elementos de Ψ; de la misma forma, no hay estado Ψ0 que
corresponda a dos diferentes potenciales vext y V

′
ext que difieran por más de una

constante.

Prueba: Suponer que el estado |Ψ0〉 es simultáneo para dos potenciales vext
y v′ext, tal que v

′
ext 
= vext + const; se seben satisfacer las dos ecuaciones

de Schrödinger:

Ĥ|Ψ0〉 = [T̂ + V̂ ext + Ŵ ] |Ψ0〉 = E0 |Ψ0〉 (2.32)

Ĥ ′|Ψ0〉 = [T̂ + V̂ ′
ext + Ŵ ] |Ψ0〉 = E′

0 |Ψ0〉 . (2.33)

1Función uno-a-uno: cada elemento del dominio que transforma a un único elemento del
codominio ()
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Substrayendo 2.32 de 2.33, se obtiene:

[V̂ ′
ext − V̂ ext] |Ψ0〉 = [E0 − E′

0] |Ψ0〉 , (2.34)

Por tanto,
N∑
i=1

[vext(ri)− v′ext(ri)] = E0 − E′
0 (2.35)

Manteniendo N−1 de las coordenadas ri fijas y el resto libres, la ecuación
[3.14] conduce a una contradicción: el miembro derecho es una constante
(E0 −E′

0) mientras que se ha supuesto que vext y v
′
ext difieren por más de

una constante; el mapeo A es único: hay una correspondencia uno-a-uno
entre el potencial vext (más que una constante aditiva en vext ) y el estado
|Ψ0〉.
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Teorema Hohenberg-Kohn:

Considerando la correspondiencia uno-a-uno entre el potencial externo vext
en el Hamiltoniano H, el estado fundamental (no degenerado) |Ψ0〉, como
solución de la ecuación de Schrödinger, y la densidad n0 asociada a |Ψ0〉,

vext(r) ⇐⇒ |Ψ0〉 ⇐⇒ n0(r) = 〈Ψ0| n̂(r) |Ψ0〉 , (2.36)

vext, Ψ0 y n0 se determinan uno con otro uńıvocamente. En términos
matemáticos: el estado fundamental es el único funcional de la densidad del
estado base, denotado como |Ψ[n]〉. Sabiendo que n0 ∈ η:

|Ψ0〉 = |Ψ[n0(r)]〉 . (2.37)

Puede apreciarse que no hay información expĺıcita en vext requerida para
construir |Ψ0〉 a partir de n0 : |Ψ[n]〉 tiene la misma forma funcional para
todos los tipos de sistemas de muchas part́ıculas, desde átomos, moléculas
y sólidos. La geometŕıa part́ıcular del sistema a considerar está mediado
por la estructura de la densidad. Por tanto |Ψ[n]〉 es universal.
La existencia de |Ψ[n]〉 establace que cualquier observable en el estado
base es un funcional de la densidad,

O[n] := 〈Ψ[n]| Ô|Ψ[n]〉. (2.38)

Esto es verdad, en part́ıcular, para la enerǵıa total del estado fundamental,

E[n] := 〈Ψ[n]| Ĥ|Ψ[n]〉 = F [n] +

∫
d3rvext(r)n(r) (2.39)

F [n] := 〈Ψ[n]| T̂ + Ŵ |Ψ[n]〉 (2.40)

Principio mı́nimo para E[n]: Śı n0 es la densidad en el estado base corres-
pondiente a vext, para cualquier otra densidad n′0(r) 
= n0(r),

E[n0] < E[n′0] ⇐⇒ E0 = mı́n
n∈η

E[n]. (2.41)

El resultado f́ısico de lo anterior se basa en la reacción de las part́ıculas a un
cambio (arbitrariamente pequeño) en vext, para que la eneǵıa total se mińımize,
y su respuesta sea única. Como consecuencia de la localidad del potencial, no
habrá modificación de vext, lo cual no requiere de un reajuste en la función
de onda electrónica y, en consecuencia, de la distribución de la densidad. Se
pueden citar algunos casos: sı́ la carga núclear aumenta en un átomo, los orbitales
se contraen en una forma bien definida; la densidad electrónica en la vencidad del
núcleo refleja este cambio de vext. Si los átomos en una molécula son separados, la
función de onda y la densidad siguen este cambio espacial.

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ

)

minosnos
sidad delad del

(2.(

n vextext requerrequer
ma forma funma forma fun
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Estados Fundamentales Degenerados

La existencia de estados base con un grado de degeneración |Ψ0,i〉 y originados
por el mismo potencial vext, modifica, en cierta medida, el argumento de HK
para estados no degenerados. Mediante una apropiada definición de V , L y N :

V = {vext| donde vext siendo multiplicativo , v′ext(r) 
= Vext(r) + const}, (2.42)

L = {|Ψ〉 | donde , |Ψ〉 =
q∑

i=1

ci |Ψ0,i〉 ,

|Ψ0,i〉 = estado base degenerado de vext}, (2.43)

L =
⋃
vext

Lvext , (2.44)

Nvext
= {n(r)| donde n(r) = 〈Ψ| n̂(r) |Ψ〉 , |Ψ〉 ∈ Lvext

} (2.45)

N =
⋃
vext

Nvext
. (2.46)

Por tanto, dos diferentes vext corresponden a dos subconjuntos de Lvext
.

Una densidad n0 ∈ N , solo puede ser un elemento de un único conjunto Nvext
.

Dos densidades de diferentes subconjuntos Nvext
corresponden a dos potenciales

vext que difieren por más de una constante.

Aproximación de Kohn-Sham

El teorema HK no proporciona la forma explićıta de E[n] (o F [n]), su motivación
introdujo una transformación exacta entre un problema de N -part́ıculas que
interactúan en un sistema efectivo no-interactuante.
El aproximación de Kohn-Sham (KS), propuesta en 1965 (30), reemplaza la
dificultad que representan los sistemas de muchas part́ıculas interactuantes (Si)
impuestas por el Hamiltoniano H (ecuación 2.1), por un sistema auxiliar (Sni)
cuya densidad electrónica del estado base n0(r) sea la misma para el marco
interactuante.

Sea el sistema auxiliar no interactuante de electrones, definiendo a un hamil-
toniano Hs, un potencial externo Vs, y determinado por un determinante de
Slater |Φ0〉,

Ĥs = T̂ + V̂ s, siendo V̂ s =

∫
d3rn̂(r)vs(r), (2.47)
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〈r1, ..., rN |Φ0〉 = Φ0(r1, ..., rN ) =
1√
N !

det

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

φ1(r1) ... φN (r1)
φ2(r2) ... φN (r2)
. .
. .
. .

φ1(rN ) ... φN (rN )

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (2.48)

donde |Φ0〉 es solución de la ecuación de Schödinger,

Ĥs |Φ0〉 = E0,s |Φ0〉 (2.49)

Cada función φi de 2.48 proporciona una ecuación de una-sola partı́cula:(
−�

2∇2

2m
+ vs(r)

)
φi(r) = εiφi(r), (2.50)

Además, la densidad del estado fundamental del estado |Ψ0〉 es:

n0s(r) =
N∑
i=1

Θi|φi(r)|2, (2.51)

donde Θi es la función ocupación, conocida como función escalón:

Θi = Θ(εF − εi) =

{
1, para εF > εi

0, en cualquier otro caso.

Empleando la formulación [3.31] para un sistema a temperatura finita T > 0,
Θi se reemplaza por la distribución de Fermi:

Θi =

[
1 + exp

(
εi − μ

kB

)]−1

(2.52)

La eneǵıa total para el estado base |Φ0〉 es:

Es,0 =
∑
i

Θi

∫
d3rφ∗i (r)

−i�2∇2

2m
φi(r) +

∫
d3rvs(r)n0s(r). (2.53)

Es posible extraer un conjunto de observaciones hasta este punto:
El teorema de HK es válido para un sistema de part́ıculas no-interactuantes;
por tanto, el estado fundamental |Φ0〉 (ecuación 2.37) es un único funcional de
la densidad en el estado base,

|Φ0〉 = |Φ[n0s]〉 ; (2.54)

|Φ[n]〉 no es idéntica a la función |Ψ0〉 (definida en [3.18], para un sistema Si

cuando w 
= 0).
El funcional de la enerǵıa para el hamiltoniano Ĥs,

Es[n] = 〈Φ[n]| T̂ + V̂ s |Φ[n]〉 = 〈Φ[n]| T̂ |Φ[n]〉+
∫
d3rvs(r)n(r), (2.55)
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ǵıa total paraa total para

EEs,s,00 =
∑∑

Es posibEs posi
El teoremEl teore
por tapor t
la dla
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donde 〈Φ[n]| T̂ |Φ[n]〉 es el funcional de la enerǵıa cinética Ts[n].
Como consecuencia de las observaciones de HK, la universalidad de |Φ[n0s]〉
(esto es, su indenpendencia a vs) debe conservarse también sobre Ts[n]. La
enerǵıa cinética, definida sobre una base de orbitales de un electrón φi(r) (primer
factor de la ecuación 2.53) sugiere que el conjunto φi(r) es un funcional de la
densidad. Esto puede demostrarse aplicando el argumento de HK: un cambio
en n es inducido por vext, y por tanto, altera al conjunto de orbitales φi(r) de
|Φ0〉 de igual manera; si dos potenciales vs y v′s 
= vs + const correspondierán a
un estado φi,

[vs(r)− v′s(r)]φi(r) = [εi − ε′i]φi(r), (2.56)

termina con una contradicción con la transformación A, y por tanto, en B,
donde φi(r) no seŕıa un funcional de n. Ahora:

φi(r) = φi[n](r). (2.57)

Asúmase que para un potencial admisible vext, la densidad del estado base n0(r)
de un sistema interactuante Si es simultáneo a la densidad elemental de un sis-
tema no interactuante Sni que contiene el potencial de un sola part́ıcula vs
(diferente de vext). Llamése a este último sistema KS: su existencia está determi-
nada por la v-representabilidad no interactuante2. Ahora asumiendo la existencia
del sistema KS, es posible representar la densidad del sistema Si en términos de
orbitales de una sola part́ıcula φi del sistema KS:

n0(r) =
∑
i

Θi|φi(ri)|2. (2.58)

Como consecuencia de que el potencial vs refleja la naturaleza del sistema Si,
una manera de determinar vs, es descomponer el funcional de la enerǵıa total
E[n] de un forma apropiada. En primer lugar, de acuerdo a 2.55, el funcional de
la enerǵıa cinética Ts[n] está completamente expresada para las densidades del
estado base de todos lo sistemas interactuantes, para los cuales vs existe. Por
tanto:

E[n] = Ts[n] + EH [n] + Eext[n] + Exc[n]. (2.59)

El término Eext[n] acopla a las paŕıculas con el potencial externo,

Eext[n] =

∫
d3rvext(r)n(r). (2.60)

Finalmente, el funcional de la energı́a de intercambio y correlación (xc) Exc[n]
definido en 2.59, considera todos los efectos complicados de muchos cuerpos que
no se consideran en los términos Ts,EH y Eext.
Bajo la Aproximación de la Densidad Local (LDA), se utiliza la enerǵıa de intercambio-
correlación de un gas de electrones homogéneo, evaluando la densidad de carga
en el punto r. Esta aproximación es válida cuando la no-homegenidad de la
densidad n(r) debido al potencial externo v(r) puede ignorarse. La clave de
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la metodoloǵıa LDA es mantener esa aproximación de la enerǵıa Exc, incluso
cuando la irregularidad es intensa.

Empleando el principio variacional, se toma la variación de la enerǵıa, con
respecto a la densidad local obteniendo:{∫

δn(r)
δT [n]

δn(r)
+ v(r) +

∫
ρ(r′)
|r− r′|dr

′ + μxc[n](r)− μ

}
dr = 0 (2.61)

Imponiendo la condición, ∫
n(r)dr = N, (2.62)

ademas que, μxc[n] es el potencial qúımico local de intercambio y correlación:

μxc[n](r) =
δExc

δn(r)
. (2.63)

La cantidad Ts[n] no es el funcional exacto de la enerǵıa cinética. La esencia del
método KS es establecer un sistema de interés (conocido por el término sistema
KS) de tal forma que Ts[n] sea la componente del verdadero funcional T [n] (35).

Las ecuaciones de Kohn-Sham son:

{
−�

2∇2

2m
+ vext(r) + vH[n](r) + vxc[n](r)

}
φi(rσ) = εiφi(rσ), (2.64)

Para producir una apropiada distinción entre TS [n] y T [n], se puede redifinir
F [n] como:

F [n] = Ts[n] + EH [n] + Exc, (2.65)

donde:
Exc = T [n]− Ts[n] + EH [n] (2.66)

2.1.4. Método de Muchos Cuerpos

La Teoŕıa de los Funcionales de la Densidad (DFT) dentro de la aproximación
de la densidad local (LDA) proporciona una descripción precisa de las propieda-
des energéticas y estructurales del estado fundamental. Las enerǵıas y funciones
de onda de una part́ıcula que se obtienen de este formalismo, son cantidades
auxiliares para el cálculo de la densidad electrónica, y por tanto, éstas no tienen
un significado f́ısico (13).

No obstante, la descripción de estados excitados para el cálculo de estructura
electrónica y espectros de absorción (33) requiere del concepto de quasipartı́cu-
la: en un sólido, un electrón, o una part́ıcula desnuda, repele al resto de los
electrones mediante un potencial Coulómbico, y por tanto, esta polarización de
carga genera una nube con una carga parcial positiva que rodea a cada electrón.
El apantallamiento entre esta nube y el electrón, forma una quasipartı́cula que
interactúa debilmente con otras quasipartı́culas mediante apantallamiento
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Caṕıtulo 2. / 2.2. SIMETRÍA CRISTALINA 21

El Método Perturbativo de Muchos-Cuerpos (MBPT), formulada en térmi-
nos de Funciones de Green (FG) de una part́ıcula, permite describir matemática-
mente a una quasipartı́cula. Por ello, proporciona un marco de trabajo riguroso
para describir el proceso las propiedades de estados excitados de materiales,
como la estructura de bandas electrónica. Los efectos no clásicos (como las in-
teracción electrón-electrón) están contenidos en el ingrediente principal de esta
aproximación: la auto-energia de intercambio-correlación, Σ.

2.2. Simetŕıa Cristalina

Las operaciones de simetrı́a de un sólido es aquel conjunto de elementos que
dejan invariante y conmutan con el Hamiltoniano del cristal (37; 12).
Los elementos relevantes de simetŕıa en sólidos incluyen rotaciones (propias e
impropias) y translaciones, conocidos como grupos espaciales S (36). Los opera-
dores de tales simetŕıas pueden representarse como {U |t}, siendo U la corres-
pondiente rotación propia o impropia, y t una translación (15). Su acción sobre
vectores en el espacio real r es una transformación de coordenadas:

{U |t}r = Ur+ t, (2.67)

U puede ser representado por una matriz ortogonal 3×3. El conjunto {U |t}
restaura al cristal a śı mismo, dejando invariante sus propiedades f́ısicas ma-
croscópicas 3.
Además, cualquier elemento O del grupo espacial {U |t} ∈ S puede operar sobre
una función de onda del cristal Ψn

k(r), manteniendo su invarianza y, por ello,
al mismo conjunto de eigenvalores {εnk} (siendo n y k, una banda de enerǵıa y
punto k,respectivamente). Esto es:

O{U |t}Ψn
k(r) = Ψn

Uk(r) (2.68)

εnUk = εnk (2.69)

La simetŕıa de mayor importancia en un cristal es su invarianza bajo trans-
laciones espećıficas.
Además de la simetrı́a traslacional, la mayoŕıa de los cristales poseen simetrı́a
rotacional. Estas propiedades son esenciales para estudiar estados electrónicos,
reduciendo la complejidad del cálculo de la estructura de bandas en sólidos,
evaluar elementos de matriz y valores esperados de las propiedades eléctricas y
magnéticas de moléculas, (? 28), estudiar las reglas de selección para transicio-
nes entre estados, etc (36).
El principio fundamental de estudiar la simetrı́a de un sistema-cuántico se basa en
que los operadores mecánico-cuánticos que representan a una operación de simetrı́a
conmuten con el Hamiltoniano del cristal (36).

3El término macroscópico se refiere a que estas propiedades permanecen invariantes a
translaciones de red que no son sensibles a efectos de superficie. Algunos ejemplos: tensores
de conductivilidad, piezoeléctrico, etc
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2.2.1. Grupo Translacional {T}
El arreglo periódico de un cristal está definido por una Red de Bravais (RB).

Ashcroft (38) define a una RB como:
(1) Conjunto infinito de puntos discretos que presentan el mismo arreglo y orientación
desde cualquier sitio donde un observador se disponga.
(2) Puntos cuyas posiciones están descritos por vectores R de la forma:

R = n1a1 + n2a2 + n2a2 (2.70)

donde a1,a2 y a3 y n1, n2 y n3 son un conjunto de vectores y valores no
coplanares, respectivamente.

Considerando a un conjunto de puntos R que constituyen a una RB y a una
onda plana eik·r, es posible definir a otro conjunto de vectores de ondas K que
generan ondas planas con la periodicidad de una RB, conocidos como la red
recı́proca correspondiente:

eiK·(r+R) = eiK·r, (2.71)

es evidente que el conjunto K debe satisfacer:

eiK·R = 1,=⇒ e2πni = 1; (2.72)

donde ni = 0, 1, 2, ..., N toma valores enteros; por tanto,

K ·R = 2πni. (2.73)

Una RB determina a la red rećıproca; por tanto, el conjunto de K es una red
rećıproca solo si los vectores R correponden a una red de Bravais. Ahora, a
partir de un conjunto de vectores primitivos de la red real {a1,a2,a3}, pueden
definirse tres vectores primitivos que generan la red rećıproca {b1,b2,b3}:

b1 = 2π
a1 × a2

a1 · |a2 × a3| , b2 = 2π
a3 × a1

a1 · |a2 × a3| , b3 = 2π
a1 × a2

a1 · |a2 × a3| . (2.74)

Para un cojunto de vectores de la red rećıproca, se puede observar que bi

satisface:

bi · aj = 2πδij (2.75)

Ahora, cualquier vector k puede ser escrito como una combinación lineal de bi:

k = k1b1 + k2b2 + k3b3. (2.76)

De la definición de R [3.8] , y a partir de [3.13]:

k ·R = 2π(k1n1 + k2n2 + k3n3) (2.77)

Cumpliendo la condición impuesta en 2.73.
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Sea {ε|t} una translación pura t de un cuerpo. Por tanto, el efecto sobre una
función de onda ψ será

{ε|t}ψ = ψ(r− t) = ψ[{ε|t}−1
r], (2.78)

donde, t = n1a1+n2a2+n2a2. {ε|t} constituye el grupo translacional de una red
espacial. Este grupo es Abeliano. Por tanto, éste es el producto directo de tres
grupos ćıcliclos con elementos {ε|n1a1}, {ε|n2a2} y {ε|n3a3}, respectivamente.
En este sentido , todos los vectores de Bravais son isomórficos, y su representa-
ción esta constituida por representaciones de una-dimensión (37).

El problema fundamental de muchos-cuerpos debe considerar las interaccio-
nes electrón-electrón y electrón-núcleo de acuerdo a la ecuación 2.1 para el cristal.
Entre los diferentes métodos para el estudio de la estructura electrónica, en la
aproximación de un solo-electrón, estas interacciones se representan por un poten-
cial efectivo de un sola-partı́cula U(r); esta función contiene el potencial periódico
debido a los iones y los efectos de las interacciones de un electrón con el resto de
las part́ıculas (electrones y iones). Una correcta eleccción de U(r), permite con-
siderar los efectos de mayor interés en el ambiente cristalino (38). La ecuación
de Schrödinger para un solo electrón es:

Ĥψnk =

(
− �

2

2m
∇2 + U(r)

)
ψnk = εφnk, (2.79)

donde U(r) tiene la periodicidad del cristal. Cuando una part́ıcula se mueve
en un potencial U(r), la función de onda correspondiente es una función de
Bloch (26), la cual corresponde al producto de un factor exponencial eik·r y una
función unk(r) con la pediodicidad de la red directa (12):

φnk(r) = eik·runk(r) (2.80)

donde

unk(r+R) = unk(r), (2.81)

siendo los sub́ındices n y k,
Primera demostración: Con las condiciones periódicas de frontera sobre un

volumen de N3 puntos de red, el grupo translacional es abeliano; esto es, un
subgrupo donde todas las operaciones conmutan (39). Por tanto, todas las re-
presentaciones irreducibles de este grupo tienen una dimensión. Definimos un
operador de translación de red T:

Tx = x+ tmnp = x+ma+ nb+ pc, (2.82)
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siendo m,n, p enteros; por tanto,

Tmnpφnk(x) = φnk(x+ma+ nb+ pc) (2.83)

El conjunto de operaciones T forman un grupo ćıclico; debido a que las
resentaciones son unidimensionales,

Tmnpφnk(x) = cmnpφnk(x) (2.84)

siendo, cmnp una constante. Ahora,

T100φnk(x) = φnk(x+ a) = c100φnk(x) (2.85)

Para una estructura que tiene N puntos de red en una dimensión,

TN00φnk(x) = φnk(x+Na) = (c100)
Nφnk(x) (2.86)

Obedeciendo las condiciones periódicas de frontera

φnk(x+Na) = φnk(x), (2.87)

es evidente que

(c100)
N = 1; (2.88)

Por tanto, (c100)
N debe ser una de las N-raı́ces de la unidad:

c100 = e2πiζ/N, (2.89)

donde ζ = 1, 2, 3, ..., N . Esta condición es satisfecha por la función

φnk(x) = eik·runk(x) (2.90)

Si unk(x) tiene el periodo de la red y,

Nk = ζa∗ + ηb∗ + τc∗, (2.91)

es un vector de la red rećıproca; ζ, η, τ son enteros. Ahora, para una translación
de red t,

φnk(x+ t) = eik·(x+t)unk(x+ t) = eik·xeik·tunk(x) = eik·tφnk(x)

= ei2π(mζ+nη+bτ)/Nφnk(x), (2.92)

Por tanto, eik·tn es el eigenvalor del operador de red translacional Tn :

Tnφnk(x) = eik·tnφnk(x) (2.93)

donde tn es un vector de translación de la red; φnk(x) es una eigenfunción de
Tn.
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El vector de onda k que aperece en el teorema de Bloch se encuentra confinado
en la Primera Zona de Brillouin (PZB), utilizando un vector apropiado k dentro
de PZB, tal que k = k′ +G, (esto es, que translade dentro de la PZB). Tal
procedimiento es conocido como mapeo sobre el esquema de la zona reducida (63).
Esto es, una función de Bloch ψk′ puede encontrarse fuera de la PBZ figura 2.2,
es posible, con la eleción del vector G, transladar a k, k = k′ +G, dentro de
PZB:

ψk′(r) = eik
′·ruk′(r) = eik·r(e−iG·ruk′(r)) = eik·ruk(r) = ψk(r). (2.94)

donde, uk(r) = ei−G·ruk′(r). Por tanto,cualquier vector k′ que pernecezca a
alguna celda primitiva rećıproca, puede ser confinado por un otro G,como:

k′ = k+G (2.95)

En un cristal perfecto, el vector k conserva el módulo de cualquier vector de la

Figura 2.1: Primera Zona de Brillouin (PZB)de la red cuadrada de lado a. El
vector k′ puede ser transladado a la primera zona k′ +G. El vector de onda en
el punto A, sobre la zona frontera, es llevado por G a A′, en la frontera opuesta
de la misma zona. Ambos puntos son idénticos en PZB al estar conectados por
un vector de red rećıproco ().

red recı́proca G dentro de una celda primitiva (15). Mientras que en las regiones
frontera de la BZ (planos perpendiculares bisectores de los vectores rećıprocos)
hay discontinuidades en εnk, donde se produce la dispersión de Bragg, dentro
del volumen no existen tales frontera y las bandas εnk son continuas y anaĺıticas.

Condiciones de Fronteras Born-Von Karman
Imponiendo las condiciones de frontera apropiadas sobre la función de onda,

es posible demostrar que el vector de onda k es real, y está restringido a ciertos
valores permitidos. La condición de frontera para una función de onda ψ(r):

ψ(r+Niai) = ψ(r), donde: i = 1,2,3, (2.96)
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Figura 2.2: Ejemplo de la contrucción de una onda de Bloch,
ψk(r) = uK(r)eik·r: a partir de una función con la periodicidad del cristal uk(r)
y una función de onda de prueba cos(kx + δ) (gráficos superiores, respectiva-
mente).El producto, uK(r)cos(kx+ δ), es una función de onda que satisface al
teorema de Bloch (41).

donde ai es un conjunto de vectores primitivos y Ni son todos los posibles ente-
ros de orden N1/3, donde N = N1N2N3 es el número total de celdas primitivas
en el cristal.
Aplicando el teorema de Bloch a la condición de frontera 2.96; esto es, generando
una translación Niai:

ψnk(r+Niai) = eik·Niaiψnk, (2.97)

donde se requiere que,
eiNik·ai = 1, (2.98)

de la expresión 2.72, es posible orbservar:

e2πiζNi = 1, (2.99)

por tanto,

ζ =
mi

Ni
, donde mi un entero. (2.100)

Por tanto, la forma general de los valores permitivos para los vectores de onda
de Bloch:

k =
3∑

i=1

mi

Ni
bi (2.101)

Ahora, el volumen Δk del espacio k−espacio para un sólo valor permitivo de k,
es sólo el volumen de un pequeño paraleleṕıpedo con aristas bi/Ni:

Δk =
b1

N1
·
(
b2

N2
× b3

N3

)
==

1

N
b1 · (b2 × b3), (2.102)

ahora, el término b1 · (b2 × b3) es el volumen de una celda primitiva en el
espacio rećıproco; esto es, el número de vector de ondas permitido en una celda
primitiva en el espacio recı́proco es igual al número de sitios en el cristal.
Siendo que el volumen de una celda primitiva en el espacio rećıproco es (2π3)/v,
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donde v = V/N , es el volumen de una celda primitiva directa, la ecuación
anterior, puede ser escrita:

Δk =
(2π)3

V
, volumen de un vector de onda permitido k (2.103)

Segunda prueba: cualquier función de obedezca las condiciones de frontera de
Born-Von Karman 2.97, y por tanto, cuyos vectores de onda tengan la estructura
[2.101], tiene un desarrollo en un conjunto de ondas planas:

ψ(r) =
∑
k

Cke
ik·r. (2.104)

Como consecuencia que U(r) tiene la periodicidad de la red, su desarrollo en
ondas planas preservará esa misma periodicidad con los vectores de onda de la
red rećıproca:

U(r) =
∑
G

UGe
iG·r. (2.105)

Los coeficientes de Fourier UK serán:

UG =
1

v

∫
cell

dre−iG·rU(r). (2.106)

El potencial U(r) es real; a partir de 2.106, estos coeficientes satisfacen:

U−G = U∗
G. (2.107)

Si se asume que el cristal presenta simetŕıa de inversión, para que, con una
adecuadad elección del origen, U(r) = U(−r), por lo que implica que Uk es real
y, por ello,

U−G = U∗
G = UG, ( para cristales con simetrı́a de inversión). (2.108)

Resolviendo la ecuación de Schrödinder a partir de ψ(r) y U(r) propuestos,(
− �

2

2m
∇2 + U(r)

)
ψ(r) = εψ(r) (2.109)

Los términos de la enerǵıa cinética y potencial pueden ser escritos, respectiva-
mente:

− �
2

2m
∇2ψ(r) =

∑
k

�
2

2m
k2Cke

ik·r, (2.110)

Uψ =

(∑
G

UGe
iG·r
)(∑

k

Cke
ik·r
)

=
∑
Gk

UGCke
i(G+k)·r (2.111)

Ahora, usando la conservación del vector de onda del cristal K en la primera zona
de Brillouin (63), y Δk = G, donde se define k′ − k = G, se puede expresar la
suma en términos de k′:

Uψ =
∑
Gk′

UGCk′−Ge
ik′·r. (2.112)
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y, posteriormente, haciendo un cambio en los ı́ndices de la suma, Gk′ −→ G′k :

Uψ =
∑
G′k

UG′Ck−G′eik·r, (2.113)

La ecuación de Schödinger del cristal adquiere la siguiente estructura:

∑
k

eik·r
{(

�
2k2

2m
− ε

)
Ck +

∑
G′

UG′Ck−G′

}
ψ = 0 (2.114)

Las funciones de ondas que obedecen las condiciones de fronteras de Born-
Von Karman deben ser un conjunto ortogonal, los coeficientes de cada término
separado deben anularse, y, por ello, para todos los valores permitidos de k, se
debe cumplir: (

�
2k2

2m
− ε

)
Ck +

∑
G′

UG′Ck−G′ = 0 . (2.115)

Con la ecuación 2.95, es puede usar k = k′′ −G, donde k′′ se encuentra en BZ;
donde: (

�
2

2m
(k′′ −G)2 − ε

)
Ck′′−G +

∑
G′

UG′Ck′′−G−G′ = 0 (2.116)

Finalmente, haciendo el siguiente cambio de variable G′ −→ G′ −G

(
�
2

2m
(k′′ −G)2 − ε

)
Ck′′−G +

∑
G′

UG′−GCk′′−G′ = 0 (2.117)

Este conjunto de ecuaciones algebraicas, fijas sobre un sólo punto k de la BZ
y las cuales son una representación de la ecuación de Schödinger en el espacio
rećıproco, están acopladas a los coeficientes del desarrollo {Ck, Ck−G, Ck−G′′ ,
Ck−G′′′ , ...}, cuyos vectores de onda k difieren por un vector de la red rećıproca
(38). Por ello, el problema original se ha separado en N problemas (N=número
de celda unidad), cada uno, correspondiendo a un vector k en la celda unidad
del espacio rećıproco. Cada uno de los N sistemas tiene una solución que es
representada por una superposición de ondas planas con un vector k que difieren
por vectores de la red rećıproca {G}, {k,k−G,k−G′′,k−G′′′, ...}, que tiene
la siguiente forma:

ψk =
∑
G

Ck−Ge
ik−G·r. (2.118)

Ahora, adoptando la estructura del teorema de Bloch:

ψk = eik·r(
∑
G

CK−Ge
−iG·r), (2.119)

donde la función periódica u(r) es:

u(r) =
∑
G

CK−Ge
−iG·r. (2.120)
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Para un vector en espećıfico, k, hay un conjunto discreto de bandas (enumeradas
con el ı́ndice n en la PZB) o eigenvalores de la ecuacicón de Schrödinger. En el
limite Ω −→ ∞, los puntos k y eigenvalores εnk se convierten en valores y bandas
continuas, respectivamente (15).

Figura 2.3: En el esquema del electrón libre, la relación εk = �
2k2/2m es ilus-

trada en la zona reducida de Brillouin (PZB). Esta construcción es útil,ya que
da una idea de la la estructura de bandas de un cristal. Un potencial del cristal
U(x) introduce regiones prohibidas (band gaps) en las fronteras de esta zona
(puntos A y A’ ) y en la región central (en C )(63).

Un conjunto de eigenenerǵıas (bandas) sobre un mismo valor de k serán inde-
pendientes entre śı; cada una difiere por los valores de los coeficientes {Ck+G,
Ck+G′ , Ck+G′′ , Ck+G′′′ , ....} y al estar constituidas por diferentes combinaciones
de componentes de ondas planas (63).
Con lo anterior, las funciones de Bloch son eigenfunciones del operador trans-
lación y de todos los operatores que conmutan con operadores de translación,
como el Hamiltoniano para sistemas periódicos. Por tanto, las funciones de Bloch
son la base para la representación irreducible del grupo de translaciones de red, ca-
da una correspondiente a un vector k, y por tanto, a partir de la teorı́a de grupos,
las funciones base pertenecientes a diferentes representaciones irreducibles que son
ortogonales entre ellas (36).

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ

la relaciónla relación ε
B). Esta con. Esta co

as de un cristde un crist
(band gapsband gaps) e

ntral (enl (en CC )(6)(
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Figura 2.4: Transformación de una matriz Hamiltoniana cuanda se expresa en
una base de funciones de Bloch. Cada bloque de dimensión nf × nf (donde nf
en el ı́ndice para cada bandas) representa un grupo irreducible sobre un sólo
punto k. En cada submatriz, hay un sistema de nf−ecuaciones que difieren por
los coefientes {C(k−G′′n)...} para cada eigenvalor(40; 37).

En esta base, la matriz Hamiltoniana está en bloques diagonales, donde cada
bloque se refiere a un punto k en part́ıcular. Ahora, teniendo una base finita de
nf funciones de Bloch, esta matriz, consiste en bloques diagonales de nf × nf
elementos, donde cada bloque es indepediente al resto, tal que los elementos
de cada bloque no interactuan con otras que corespondan a otro bloque, y, por
tanto, pueden ser separados.(40)

2.2.2. Grupo Puntual {P}
La acción rotacional única (o de reflecciones) sobre r de la expresión 2.67, esto

es: {U |0}, forma un grupo, conocido como grupo puntual {P}. Este conjunto
define la completa simetŕıa de funciones de onda de moléculas o clusters (para
este trabajo, las nanoestructuras),

2.3. Estructura Electrónica

El cálculo de la estructura electrónica en sólidos conlleva al problema de mu-
chos electrones: śı se estudia el hamiltoniano en la aproximación Bohr-Oppenheimer
(ecuación 2.2), se observa que éste contiene las interacciones electrón-núcleo
V̂ ext y electrón-electrón V̂ int (26). Este último efecto depende de la configura-
ción de todos los electrones, lo que a su vez lo hace con la funciones de ondas
de cada part́ıcula.
Dentro de la aproximación de una partı́cula (o también conocida como aproxima-
ción de electrones independientes), estas interacciones son representadas por un
potencial efectivo de un sólo electrón U(r), desacoplándo la ecuación de Schödin-
ger de muchas partı́culas en un sistema de ecuaciones de una sola partı́cula (38):(

− �
2

2m
∇2 + U(r)

)
ψnk(r) = Ekψnk(r), (2.121)

donde U(r) y ψnk(r) deben obedecer a la periodicidad traslacional del cristal
ante un vector de Bravais R. Por tanto, para U(r):

U(r+R) = U(r); (2.122)
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Caṕıtulo 2. / 2.3. ESTRUCTURA ELECTRÓNICA 31

mientras que ψnk(r) es un estado de Bloch.

La elección de una base de ondas planas en ψnk obecede al hecho de que ésta
es diagonal en la representación de la enerǵıa cinética (en esencia, del momento
en p2/2m) y por lo tanto, es solución al problema de la red vacı́a (potencial igual
a cero). Asumiéndo el hecho que una pequeña perturbación periódica ΔV (r)
puede introducirse al hamiltoniano (potencial del cristal) , es comprensible pen-
sar que las funciones de ondas tendrán un comportamiento cercano al de una
onda plana (Modelo del Electrón Casi Libre, MECL)

En los sólido, de acuerdo la Teoŕıa del Ĺıquido de Fermi (como una guı́a
para los métodos de estructura de bandas, pues es aplicada directamente a me-
tales), las excitaciones electrónicas adquieren un comportamiento de partı́culas
independientes cerca del nivel de Fermi (adoptando el término de pseudo- o quasi-
partı́cula). Con esto, la interacción V̂ ext (meramente un potencial de Coumlomb)
es mayor que la contribución de Hartree e intercambio-correlación de V̂ int de los
electrones de valencia, tratándo estos efectos lo suficientemente débiles que la
aproximación MECL pueda ser utilizada en algunos casos.

La esencia de la Aproximación Pseudopotencial es basa en reemplazar el fuerte
potencial núclear (como consecuencia de la gran contribución de los potenciales
V̂ ext y de Hartree de las cargas núcleares, aśı como el componente de intercambio
y correlación entre los estados internos y de valencia), por un pseudopotencial,
cuya función de onda imita a toda la función de onda fuerta afuera de un radio
nuclear seleccionado.

2.3.1. Teoŕıa del Pseudopotencial

Debido a que los estados internos pueden ser inertes para ciertos propósitos,
como el ambiente qúımico y las propiedades electrónicas (42), es esencial estu-
diar las funciones de onda de los estados de valencia, pues éstos determinan el
comportamiento electrónico en un sólido en una variedad de circunstancias. La
dificultad de estudiar estos estados en cálculos prácticos, es el intenso potencial
núclear U(r) al cual están sometidos, haciendo que la aproximación MECL no
puede ser aplicada para tales casos (26).
Ilustrando la gran contribución de U(r), Schowalter M., et al., (43; 44), calcu-
laron el potencial de Coulumb U(r) de una variedad de semiconductores tipo
III-V; entre la selección de materiales, se observó un rango de 11.39 a 17.35 eV
para el AlP y InN, respectivaente. Esto sugiere, que U(r) puede adquirir varios
eV para un gran número de vectores de la red rećıproca K, y por tanto, U(r) es
comparable con la enerǵıa cinética de los electrones (38).
En un sólido periódico, el potencial presenta una simetŕıa aproximadamente
esférica y crece abruptamente cerca del núcleo; en las regiones intersticiales, es
suave (y a mayores distancias domina la simetŕıa del cristal) (45).

La naturaleza de la funciones de onda interna ψc
k(r) y de valencia ψv

k(r) es
claramente afectada por U(r): ψc

k(r) es apreciable y oscila debido a las altas
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Figura 2.5: Estados de valencia y potencial coulómbico en un cristal (45)

enerǵıas cinética y potencial dentro de la vecindad inmediata al núcleo.
ψv
k(r), que está ubicada en mayores niveles de enerǵıa, presenta la misma eneǵıa

potencial, pero una mayor enerǵıa cinética, reflejando mayores oscilaciones que
ψc
k(r). Ashcroft M. (38) parte del hecho de que los eigenestados del mismo Hamil-

toniano con diferentes eigenvalores deben ser ortogonales,∫
drψc

k(r)
∗
ψv
k(r) = 0 (2.123)

Este prinpicio de ortogonalidad entre los estados internos y los de valencia,
produce una larga enerǵıa cinética, la cual contribuye a un potencial efectivo
repulsivo para ψv

k(r) (? ).
La teoŕıa Pseudopotencial comienza como una extensión del método OPW,

formulada por primera vez por E. Antoncik en 1957 (46).
Ahora, la función de onda exacta para los niveles de valencia puede desarrollarse
como una combinación lineal de ondas planas:

ψV
k (r) = φV

k (r)−
∑
c

(∫
dr′ψc∗

k (r′)φV
k (r′)

)
ψc
k(r), (2.124)

utilizando un desarrrollo de ondas planas :

φV
k (r) =

∑
G

cKe
i(k+G)·r. (2.125)

Siendo ψV
k (r) y ψc

k(r) la función de onda exacta de valencia y los estados internos
exactos, respectivamente. Ambas funciones preservan al mismo hamiltoniano del
sistema H que satisface la ecuación de Schrödinger en las dos regiones atómicas:

HψV
k (r) = E V

k ψV
k (r) , sobre toda la región atómica. (2.126)

Hψc
k(r) = E c

kψ
c
k(r) , sobre la región núclear. (2.127)
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Figura 2.6: (a) Dependencia espacial de la función de onda interna ψc
k(r). Se

aprecia Re Ψ a lo largo de la posición de los iones. La envolvente es senosoidal,
con una longitud de onda λ = 2π/k. Entre los sitios de red, la función de onda
es pequeña. (b) Dependencia espacial de la función de onda de valencia ψv

k(r):
presentan mayores oscilaciones atómicas en la región núclear y no desaparece
entre los sitios de red (38).

Ahora, introduciendo ambas ecuaciones en 2.124:

HφV
k −

∑
c

(∫
dr′ψc∗

k (r′)φV
k (r′)

)
E c
kψ

c
k(r) =

Ek
V

(
φV
k −

∑
c

(∫
dr′ψc∗

k (r′)φV
k (r′)

)
ψc
k(r)

)
; (2.128)

agrupando los término con el factor común
∑

c

(∫
dr′ψc∗

k (r′)φV
k (r′)

)
ψc
k(r) en el

primre mienbro y rearreglando los demás términos:

∑
c

(E V
k − E c

k)

(∫
dr′ψc∗

k (r′)φV
k (r′)

)
ψc
k(r) = (E V

k −H)φV
k (2.129)

Es posible definir al operador V R (48):

V RψV
k =

∑
c

(E V
k − E c

k)

(∫
dr′ψc∗

k (r′)φV
k (r′)

)
ψc
k(r). (2.130)

Redefiendo la ecuación de Schrödinger [3.78] con el término V R:

(H + V R)φV
k = E V

k φV
k (2.131)
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Esta expresión, conocida como ecuación efectiva de Schrödinger, satisface la re-
gión suave φV

k de la función de Bloch. Esto sugiere que la región externa puede
ser aproximada por una combinación lineal de un pequeño número de ondas
planas, por lo que la Teorı́a de los Electrones casi Libres puede ser aplicada para
determinar los niveles de valencia de H+V R. El término pseudopotencial puede
definirse como la suma de los potenciales U y V R (38):

H + V R = − �
2

2m
∇2 + V pseudo , definición de Pseudopotencial (2.132)

Para introducir la teoŕıa del electrón casi libre en los electrones de valencia, el
término pseudopotencial de la expresion 2.132 debe ser pequeño. Además, puede
apreciarse, que el potencial U es atractivo cerca de los núcleos, y por ello, los
elementos matriciales 〈ψi|U |ψj〉 son negativos y, para V R:

〈ψ|V R |ψ〉 =
∑
c

(E V
k − E c

k)

∣∣∣∣
∫
drψc∗

k ψ

∣∣∣∣
2

; (2.133)

ahora, las enerǵıas correspondientes a los estados de valencia se alinean sobre las
eneǵıas núcleares; por tanto, este término es siempre positivo y atractivo (48),
proporcionando una cancelación parcial cuando se añade a U (49).
Algunas caracteŕısticas de V R es su carácter no local, esto es, su efecto sobre una
función de onda ψ(r) no es un producto de alguna función con dependencia r.
Adicionalmente, la dependencia del pseudopotencial con el nivel energético E V

restringe su aplicación a alguna otra eigenfunción que pertenezca a un diferente
eigenvalor, haciendo no aplicable a Hpseudo sobre estos estados. No obstante,
esta dificultad puede ser removida definiendo a E V en 2.133 y en V pseudo a un
nivel de enerǵıa de mayor interés, como la enerǵıa de Fermi (EF). Con esto, los
eigenvalores de H+V pseudo no son exclusivos al hamiltoniano original, excepto
a los niveles en la enerǵıa de Fermi. Por ejemplo, de esta forma, es posible el
mapeo de la superficie de Fermi a partir de un conjunto de estados k donde
Ek = EF.
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Figura 2.7: Esquema que muestra la sustitución de la función de onda completa
ψ(r) y el potencial nuclear V (r) por la pseudo-función ψPS(r) y el pseudopo-
tencial V PS(r) (50).

2.3.2. Pseudopotenciales de Norma Conservativa

El método pseudopotencial, propuesto por Phillips y Kleinman (48) (PK)
sobre el marco OPW, no ha sido completamente práctico en el cálculos de es-
tructura electrónica. La presencia de estados internos ψc en la definición de V R

2.133 genera un pseudopotencial no suave (”hard core”) (15) (esto es, altamente
resulsivo en el origen), que contiene singularidades (51) que no pueden ser ex-
pandidas con un razonable número de ondas planas (52).
Se han desarrollado aproximaciones para el cálculo de pseudopotenciales, tales
como el Método de Psedupotenciales Empı́ricos (53; 54) el cual, contienen un pe-
queño número de factores de forma obtenidos experimentalmente; éstos pueden
ser interpolados sobre la posición de los picos de un espectro de reflectividad
óptica (26). A pesar de esta dependencia al experimento, los factores de forma
pseudpotencial de cierto átomo son, a menudo, transferibles: pueden ser emplea-
dos en diferentes ambientes qúımicos. Al mismo tiempo, los pseudopotenciales
empı́ricos de núcleo suave (en inglés, solf-core) fueron propuestos por Austin J.,
(55) para usar la expansión de ondas planas.
Otra metodoloǵıa para generar pseudopotenciales atómicos, sin la introduc-
ción de algún parámetro experimental, es mediante métodos ab initio o auto-
consistentes (56). Bajo este ambiente, el pseudopotencial debe preservar el prin-
cipio conservación de la norma, esto es, una ausencia de nodos sobre la región
núclear y el mismo comportamiento fuera de tal espacio entre la pseudo-función y la
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verdadera función de onda del sistema de interés (57). Con esto, aumenta la preci-
sión del cálculo y se adquiere un carácter transferible.
Comparándo la aproximación PK, las pseudofunciones con norma conservativa
ψi

PS están normalizadas y son soluciones del potencial que reproduce las pro-
piedades de los estados de valencia. Para su aplicación en sistemas complejos,
como moléculas, clusters, sólidos,etc., la pseudofunción de valencia satisface la
condición de ortonormalidad (15):〈

ψi
PS
∣∣∣ψj

PS
〉
= δij (2.134)

Condición de Norma Conservativa

Hamann, Schlüler y Chiang (58) propuesieron un conjunto de propiedades que
un apropiado pseudopotencial debe conservar v́ıa ab initio,

1. Los eigenvalores correspondientes a la función de onda de todos los electro-
nes (ψ) y a los pseudo-estados (ψPS) deben corresponder a la configuración
del sistema atómico de referencia.

2. Las eigenfunciones de ψ y ψPS deben corresponder más alla de la región
núclear rc.

3. El pseudopotencial debe ser transferible (esto es, que el V PS generado para
una cierta configuración atómica sea reproducible con la mayor precisión);
esto ayudará a asegurar que los resultados serán confiables en las aplica-
ciones de estado sólido, donde el potencial cristalino es necesariamente
diferente del potencial atómico. Una medida de la transferibilidad esta da-
da por las derivadas logaŕıtmicas en el radio atómico impuesto (rc), de
todas las funciones y pseudofunciones, ψ y ψPS, resctivamente. La condi-
ción de que r ≥ rc asegura que las derivadas logaŕıtmicas en rc son las
mismas para la configuración atómica de referencia. Esto es:

1

ψPS(rc, E)

dψPS(rc, E)

dr
=

1

ψ(rc, E)

dψ(rc, E)

dr
, (2.135)

donde E es la enerǵıa de referencia. Esta ecuación considera que E es igual
a los eigenvalores atómicos de referencia. Ahora (utilizando el teorema de
Gren):

− ∂

∂E

∂

∂r
Inψ(rc, E) =

1

rcψ∗(rc, E)ψ(rc, E)

∫ rc

0

drr2ψ∗(r)ψ(r) (2.136)

4. La densidad de pseudo-carga (densidad electrónica construida con la pseu-
dofunción de onda ψPS) debe reproducir la densidad de carga de valencia
con la mayor precisión posible dentro del radio nuclear rc (conservación
de la norma):∫ rc

0

drr2ψPS∗(r)ψPS(r) =

∫ rc

0

drr2ψ∗(r)ψ(r), (2.137)

:
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H

Figura 2.8: Esquema de la función de valencia del orbital 3s cerca del núcleo
(la cual es ortogonal a los estados 1s y 2s). Izquierda. Representación de la
región suave de la función de los estados de valencia que ha sido definida por
la ecuaciones en la aproximación OPW. Derecha. Pseudofunción suave que
satisface la condición de norma conservativa (13).

La condición de la norma conservativa asegura que no sólo las derivadas lo-
gaŕıtmicas de ψ y ψPS son continuas sobre la enerǵıa de referencia, sino que la
primera derivada con respecto a E también lo es (50).
Los puntos 1 y 2 igualan el potencial atómico fuera del radio rc para los dos es-
tados. Esto es consecuencia de la correspondencia entre el potencial y la función
de onda. El punto 3 asegura la suavidad del potencial a través de la continui-
dad de la función de onda y su derivada radial. Además, a través del teorema
de Gauss, se demuestra que el potencial electrostático producido fuera de rc
es idéntico para la distribución de carga real y los pseudoestados. La cuarta
caracteŕıstica establece que las propiedades de dispersión en los núcleos reales
son reproducidos por un mı́nimo error cuando hay un enlace qúımico o cuando
las eigenenerǵıas se alejan de la imagén atómica aislada. Estas últimas dos pro-
piedades son esenciales para tener óptima transferibilidad del pseudopotencial
entre la variedad de ambientes qúımicos en cálculos auto-consistentes (58).

Troullier y Martins (59) propusieron un procedimiento para la generación de
pseudopotenciales con norma conservativa, manteniendo la suavidad y, por tanto,
la eficiencia computacional sobre una base de ondas planas.

2.3.3. Estructura Electrónica de Semiconductores III-V

Este grupo de semiconductores están constituidos por dos elemento perte-
necientes de los grupos III (e.g., Ga) y V (e.g. As) de la tabla periódica (61).
Presentan una estructura tipo Zinc -Blenda basada en un arreglo Cúbico Centrado
en las Caras (FCC) (65): dos sub-redes tipo FCC impenetrables, cada una con
un átomo localizado sobre cada punto de red, están desplazadas por un cuarto
de la diagonal en dirección [111]. En la estructura resultante, cada átomo está
rodeado por cuatro primero vecinos formando una tetraedro (26).
La estructura electrónica de sólidos covalentes se describe por orbitales de enla-
ce en una base de estados con hibridación sp3. Una combinación lineal de tres
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orbitales p y un orbital s (conocida como hibridación sp) corresponde a una
distribución de probabilidad antisimétrica que se orienta en la dirección de los
ejes de los orbitales p. En sólidos tetraédricos, los estados hibridización son orto-
gonales y la densidad electrónica es mayor en la dirección a primeros vecinos.
Las funciones de onda normalizadas para los estados |p〉 están orientadas en
los tres ejes correspondientes, |px〉 , |py〉 y |pz〉; en términos del estado |s〉, la
hibridación sp3 (donde hay tres veces mayor probabilidad de encontrar a un
electron en |p〉 que en |s〉) se expresa como (62),⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
|h1〉 = 1

2 [|s〉+ |px〉+ |py〉+ |pz〉] en la orientación [111]

|h2〉 = 1
2 [|s〉+ |px〉 − |py〉 − |pz〉] en [1 1 1]

|h3〉 = 1
2 [|s〉 − |px〉+ |py〉 − |pz〉] en [1 1 1]

|h4〉 = 1
2 [|s〉 − |px〉 − |py〉+ |pz〉] en [1 1 1],

donde las funciones de onda hibridizadas son ortonormales,

〈hi|hj〉 = δij , (2.138)

Cualquier rotación a este conjunto conduce a otro que es ortonormal, orientada
en la dirección de un tetaedro rotado.

Figura 2.9: Evolución de los orbitales s y p en las bandas de conducción y de
valencia en un semiconductor. EF es el nivel de Fermi (26).

Método Pseudopotencial
Entre las diferentes metodoloǵıas para el cálculo de la estructura electróni-
ca en sólidos, una alternativa sofisticada es la técnica pseudopotencial (26).
El hecho de sólo considerar a los orbitales enlazantes de valencia a prime-
ras vecinos en la estructura cristalina mejora la descripción de los estados
en hibridación sp3 de la familia III − V de semiconductores. Estos esta-
dos no son afectados por la carga nuclear debido al apantallamiento de
los estados internos, desarrollando una relación de ortogonalidad entre los
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Figura 2.10: celda Unidad tipo Blenda de Zinc (ZB) y la fase tetraédrica a
primeros vecinos (100)

estados internos (core) y estados de valencia. Introduciendo una pseudo-
función de onda (definida en la sección 3.3.1) φkV (ri) en la ecuación de
Schrödinger de un solo-electrón,(

p2

2m
+ V pseudo(ri)

)
φk

V (ri) = Ekφk
V (ri) , Ecuación de pseudo-onda

(2.139)
La función φk

V (ri) es una buena aproximación de la verdadera función de
onda fuera de la región núclear y, por tanto, puede ser usada para calcular
las propiedades f́ısicas de semiconductores que son dependientes única-
mente a los electrones de valencia y conducción. Como el psedopotencial
es una perturbación débil al caso del electrón-libre, un punto de partida
apropiado para diagonalizar 2.136 es utilizar el desarrollo 2.125 como una
suma de ondas planas:

φk
V (ri) =

∑
G

cG |k+G〉 , (2.140)

donde G es un vector de la red rećıproca y el estado |k+G〉 es una onda
plana con vector de onda k, ei(k+G)·r. Los coeficientes cG y eingenvalores
Ek son determinados por la ecuación secular:

det

∣∣∣∣
[
(�k)2

2m
− Ek

]
δk,k+G + 〈k|V pseudo(r) |k+G〉

∣∣∣∣ = 0 (2.141)

Los elementos matriciales del pseudopotencial V pseudo(r) son:

〈k|V pseudo(r) |k+G〉 =
[
1

N

∑
R

e−iG·R
]
1

Ω

∫
Ω

V pseudo(r)e−iG·rdr,

(2.142)
siendo R un vector de la red directa y Ω es el volumen de la celda
primitiva. Como resultado de la suma sobre todos los vectores de red sobre
el corchete, los elementos de la matriz pseudopotencial se anularán a menos
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débil al casébil al cas
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Figura 2.11: (Izquierda). Estructura de bandas del Fosfuro de Indio (InP) y (De-
recho) Densidad de Estados Parcial (PDOS) cálculada por el método Pseudo-
potencial (el pseudopotencial empleado ha sido construido bajo el procedimiento
de Troullier y Martins, por Caperley, Perdew A. y Wang con LDA (60)).

que G sea un vector de la red rećıproca. En otras palabras, los elementos
matriciales del pseudopotencial están determinados por los componentes de
Fourier del pseudopotencial VG, definido como:

VG =
1

Ω

∫
Ω

V pseudo(r)e−iG·rdr (2.143)

Si hay un sólo átomo por celda primitiva, estos componentes de Fourier
del pseudopotencial son conocidos como factor de forma del pseudopoten-
cial(26).
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cial eststan detean dt´

al VVGG, definidefini

VVGG =
11raΩΩ
∫∫
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2.4. Estructura Electrónica de Semiconductores
Nanoestructurados

De acuerdo a la Organización Internacional para Estandarización (por sus
siglas en inglés, International Organization for Standardisation, ISO), un nano-
material puede definirse como aquel material con alguna dimensión externa, interna
o estructura superficial en un rango de entre 1 y 100 nm(ISO TS 80004-1) (2).
Las inusuales propiedades electrónicas y ópticas que ofrecen los materiales en
esta dimensionalidad han ofrecido un campo novedoso de aplicaciones y estudios
teóricos (3). Entre la amplia clasificación de nanomateriales, los nanocristales
semiconductores (puntos cuánticos), sistemas compuestos por un solo cristal en-
tre algunos cientos y miles de átomos (83) cuyos portadores de carga están
confinados en las tres coordenadas espaciales (84), han abierto un ventana a
materiales cuyas propiedades pueden ser modificadas con el tamaño y forma de
los cristalinos que los constituyen (85).

Figura 2.12: Fenómeno de confinamiento cuántico en el punto cúantico. Una
disminución en el tamaño de part́ıcula, aumenta el valor de la enerǵıa prohibida
Eg, permitiendo una amplio espectro de emisión (83).

Un ejemplo notable de lo anterior es el drámatico aumento de valor de la
brecha prohibida del semiconductor fosfuro de indio (InP) en estado de volumen
de 1.35 eV (3) a una amplio espectro de entre 2.32 a 2.93 eV en nanocristales
con diámetros de 4.2 a 1.3 nm (86).
Algunas de sus potenciales aplicaciones para el desarrollo de técnologias y dis-
positivos pueden citarse: emisores en marcadores biológicos (87; 88), LEDs (89),
lásers (90), transistores (91), ondas de gúıa (92) y celdas solares (93).
El impacto de la dependencia de las propiedades en el tamaño de part́ıcula en
las diversas aplicaciones de nanocristales ha reunido un considerable interés de
los f́ısicos y qúımicos por estudiar la estructura electrónica y la relación con sus
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dimensiones.

Los estudios teóricos sobre la estructura y propiedades electrónicas de se-
miconductores se han transladado por diferentes esquemas: Modelo de Masas
Efectivas, LCAO, Tight Binding (94), Hartree-Fock (30),teoŕıa pseudopotencial
(68), etc.

Las primeras aproximaciones teóricas que permitieron estudiar la influencia
de los efectos de cuantización en las absorciones interbanda en semiconductores
esféricos fueron propuestas por Al. Éfros y A. Éfros (7). Bajo el marco del modelo
de las masa-efectivas, los autores introducieron tres régimenes de confinamiento
cuántico en función al radio del semiconductor a: (1) cuando a < ae, ah, siendo
ae y ah los radios de Bohr4 para el electrón y el hueco, respectivamente; (2)
ah < a < ae y (3) ae, ah < a.
El primer caso, conocido como confinamiento fuerte, la contribución de la enerǵıa
cinética es dominante, por lo que se ignora completamente la interacción de
Coulomb entre los portadores de carga(8). El movimiento del electrón y el hueco
está cuantizado. Se obteniene una relación sobre la cual, el valor de la brecha
prohibida incrementa con la reducción del radio de la esfera a:

�ωl,n = Eg +
�
2

2μa2
φl,n, (2.144)

donde ω es la frecuencia de la onda incidente, Eg es el valor de la enerǵıa
prohibida del semiconductor en volumen, μ = memh/me +mh es la masa re-
ducida (me,mh son las masas efectivas del electrón y el hueco) y φl,n es un
conjunto universal de números cuánticos. En el caso especial cuando l = 0,
φl,n = πn cuando n = 1, 2, ...
Para a < ae, ah (confinamiento intermedio), la enerǵıa del electrón es mayor que
la enerǵıa del hueco, el potencial electrónico que actúa sobre el hueco puede ser
considerado como un promedio, por lo que adopta una aproximación adiábatica.

Finalmente, el tercer estado, ae, ah < a, también conocido como régimen de
confinamiento débil es apropiado para puntos cuánticos de dimensión mayor.
El análisis teórico introduce coordenadas relativa y un centro de masa, similar
al semiconductor tradicional volumen. Los efectos de confinamiento están go-
bernados por la masa total del excitón M o centro de masas de movimiento:

Δ = −Eex +
�
2π2

2Ma2
, (2.145)

siendo Δ = �ω − Eg, M = me + mh. Una caracteŕıstica de este caso es la
presencia de un gran número de estados en regiones energéticas ligeramente es-
paciadas y, debido a la falta de invarianza translacional, no hay conservacion del
momento que prohiba la transición de ciertos estados, conduciendo a un espec-
tro continuo de enerǵıa. Por tanto, la situación es diferente para el régimen de
confinamiento fuerte, donde la distancia entre niveles confinados discretos son

4
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grandes, y se obtiene un espectro discreto.

Figura 2.13: Densidad de estados (DOS) de los niveles energéticos en estructuras
semiconductoras a medida que disminuye la dimensionalidad (3D, 2D, 1D y
punto cuántico) (83).

A medida que disminuye la dimensionalidad del semiconductor, el profundo
efecto f́ısico del confinamiento cuántico se observa en la Densidad de Estados
(DOS). Para el sistema en volumen:

ρ3D(E) =

(
m∗

�2

)3/2
V

π2

√
2E , DOS en volumen, (2.146)

siendo m∗ la masa efectiva del portador de carga, V es el volumen del cristal
y E la enerǵıa. Ahora, para un sistema de dos dimensiones (pozo cuántico de
profunidad infinita):

ρ2D(E) =
Sm∗

π�2

∑
n

Θ(E − εn) , DOS para un pozo cuántico, (2.147)

donde S es el producto de las dimensiones lineales del pozo, S = LxLy; Θ(x)
es una función escalón Heaviside. Restringiendo a una dimensión espacial Lx

(alambre cuántico):

ρ1D(E) =
Lx

π

√
2πm∗

�2

1√
E − εn1,n2

Θ(E − εn1,n2) , DOS para un alambre cuántico;

(2.148)
finalmente, para un punto cúantico:

ρ0D(E) =
∑
v

δ(E − Ev) , DOS para un punto cuántico, (2.149)
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siendo un conjunto de estados con naturaleza Delta de Dirac. Las interaccio-
nes electrónicas, dispersiones con los fonones de la red y algunas impurezas,
provocarán un ensanchamiento en los niveles discretos (5).

2.4.1. Transiciones Ópticas en Nanocristales

El efecto de confinamiento cuántico puede distingurse en las propiedades
ópticas de los nanocristales (NCs): el espectro de absorción consiste en una
serie discreta de transiciones ópticas entre los portadores de carga. Utilizando
una apropiada notación de los niveles energéticos de acuerdo a Verlag, como
S,P,D, ..., las transiciones observadas pueden ser designadas como 1Sh −→
1Se, 1Ph −→ 1Pe, 1Dh −→ 1De (donde los sud́ındices e y h corresponden al
electrón y hueco).
El proceso de excitación óptica es la mezcla de los estados fundamental y vir-

Figura 2.14: A(escenario atómico): representación de la combinación lineal de
orbitales |s〉 y |p〉.1. Cuando dos orbitales del mismo valor de L se mezclan (dos
estados |s〉 o dos |p〉), la función de onda resultante no contiene un momento
dipolar total (ΔL = 0). 2 y 3: La combinación de un estado |s〉 y |p〉 da como
resultado una función de onda asimétrica con un momento dipolar (ΔL = 1)
(28).B y C(versión molecular; un arreglo unidimensional de orbitales atómi-
cos): Representación de los dipolos individuales (flechas pequeñas) y el dipolo
resultante (suma de las especies individuales) que surge cuando los orbitales
átomicos VB se mezclan con los orbitales CB para la transición interbanda
1Sh −→ 1Se. (Comentario: La dirección del dipolo individual puede deducirse
de la imagen. En B la transición óptica es permitida (formación de un dipo-
lo total). Mientras que en (C) los dipolos individuales se cancelan y no hay
transición(83).
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tual (o excitado) como resultado de la inducción de una onda electromagnética
(fotón). Esto tiene lugar si el estado que describe la transición tiene un momento
dipolar con el que pueda interactuar el campo eléctrico de la onda incidente, y
la frecuencia del fóton corresponde a la requerida entre la diferencia de los dos
estados involucrados.
La regla de selección de Laporte dice que las únicas transiciones permitidas
serán aquellas que involucran un cambio en la paridad de los orbitales (e.g.,
s −→ p, p −→ s, p −→ d, etc), donde ΔL = ±1.
Las transiciones ópticas en puntos cuánticos involucran transiciones entre los
orbitales moleculares (MOs) que constituyen los extremos energéticos de HO-
MO y LUMO. Para NCs de la familia III-V, las transiciones involucran a MO
en una base de estados |p〉 y |s〉 de los elementos constituyentes; que al formar
una combinación lineal, forman los estados orbitales σp,s πpy

. En el estado HO-
MO, todos los dipolos atómicos (cada uno dentro de una celda unidad) están
dirididos en la misma dirección. La transición electrónica se basará en el cambio
de paridad de estos momentos dipolares átomicos. La suma de estos momentos
individuales da como resultado un momento dipolar total a partir del cual la
transición óptica es permitida en términos de la partidad atómica.
Por lo anterior, es evidente observar que las transiciones involucran estados de
la misma paridad 1Sh −→ 1Se, 1Ph −→ 1Pe, 1Dh −→ 1De.
Las transiciones de electrones y huecos en estados con diferente paridad, tal co-
mo 1Sh −→ 1Pe, 1Sh −→ 1De, no están permitidas, y nunca han sido observadas
en espectros de absorción de nanocristales.

Figura 2.15: Espectro de absorción de puntos cuánticos de PbSe sobre un rango
de diámetro entre 4 a 6 nm. El espectro se modificada a mayores enerǵıas cuando
el punto cuántico disminuye. Algunas transiciones diferentes dentro del espectro
se indican sobre el espectro magenta (6 nm) (83).Dire
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Caṕıtulo 3

Hipótesis y Objetivos

3.1. Justificación

Los nanocristales semiconductores son objetos fascinante de la f́ısica, pues
exhiben propiedades electrónicas más simples que el átomo de hidrógeno con
algún recubrimiento dieléctrico. Las aplicaciones aplicaciones de estos sistemas
son: marcadores biológicos, LEDs, lásers, transistores, celdas solares etc. Entre
los semiconductores II-VI y III-V, el InP es uno de los ofrece un rango de emisión
compatible con los puntos cuánticos de CdSe, pero sin la toxicidad intŕınseca que
caracteriza a éste último. Su śıntesis es complicada y con ello, ofrece una pobre
eficiencia de emisión, poco control en la distribución de tamaño de part́ıcu-
la y una baja estabilidad. Sin embargo, la presencia de enlaces covalentes en
la estructura de InP, disminuye drásticamente la toxicidad sobre el ambiente.
Además, para mejorar las propiedades fluorescentes de estas estructuras, se ha
recurrido a métodos de pasivación sobre la superficie con una coraza de ZnS.
Estudiar la estructura electrónica de estos sistemas, nos permitirá conocer los
efectos del tamaño de cristal, pasivación sobre la superficie, posibles defectos
estructurales y de forma, sobre las propiedades de emisión de los NC’s de InP
pensando en su aplicación como marcadores biológicos.

3.2. Hipótesis

La disminución en el diámetro de nanocristales semiconductores de Fosfuro
de Indio (InP) aumentará el valor de la brecha prohibida (Eg), mejorando sus
propiedades de emisión.
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3.3. Objetivos

3.4. Objetivo General

Utilizando calculos de primeros principios para determinar las propiedades
estructurales y electrónicas de nanocristales semiconductores de Fosfuro de Indio
(InP)

3.5. Objetivos particulares

Cálcular las propiedades estructurales, electrónicas y dispersión de fonones
del semiconductor InP en volumen utilizando el método pseudopotencial
en el marco de la Teoŕıa de los Funcionales de la Densidad (DFT).

Optimizar las condiciones para modelar a cada nanocristal aislado.

Efectuar una apropiada pasivación en la superficie de la nanoestructura.

Calcular la distribución de carga de los Orbitales Moleculares HOMO y
LUMO, aśı como la Densidad de Estados.
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Caṕıtulo 4

Metodoloǵıa

Los cálculos ab-initio de las propiedades estruturales, electrónicas, vibracio-
nales y ópticas de los sistemas en volumen y de baja dimensionalidad del se-
miconductor Fosfuro de Indio (InP) se efectuaron a cabo empleando la código
de computo libre ABINIT () versión 8.6.1 [http://www.abinit.org] (64), bajo el
formalismo de ondas planas en el marco a la Teoŕıa del Funcional de la Densidad
(DFT) y la Teorı́a Perturbativa de Muchos-Cuerpos o GW.

Como consecuencia de la no-linealidad de las ecuaciónes de Kohn-Sham de un
un-electrón; esto es, que la soluciones φi determinan la densidad, y ésta última,
el potencial efectivo vs:(

−�∇2

2m
+ vs(r)

)
φi(r) = εiφi(r), (4.1)

este conjunto de ecuaciones son se resuelven bajo un proceso autoconsistente,
similar a las ecuaciones HF (14).
Comenzando con una densidad de prueba n(1), la cual, de acuerdo al primer teo-
rema de Hohenburg-Kohn (HK) (65) determina el potencial externo (asumiendo
que la derivada funcional de Exc[n] ha sido proporcionada):

v(1)s (r) = vext(r) + vH [n
(1)
0 ](r) + vex[n

(1)
0 ](r), (4.2)

En esencia, la primera estimación de n(1), que parte de una apropiada base de
funciones de onda (para este caso, un base de ondas planas), es cruda.

Alternativamente, es posible comenzar con un potencial efectivo de prueba

v
(1)
s (r) que, de acuerdo a las obsevaciones de HK, sobre la transformación injec-

tiva y por tanto, único entre vext(r) y φi, se determina a φ
(2)
i , lo cual conduce a

una densidad mejorada, n(2) mediante,

n0(r) = n0s(r) =
∑

σ=↑,↓

∑
i

Θi|φi(σr)|2. (4.3)

Por tanto, la densidad n(2) es usada para obtener los potenciales mejorados
vH [n(2)] y vxc[n

(2)]. Este procedimiento iterativo se repite hasta que la diferencia
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entre dos valores sucesivos iterativos de la densidad sea menor al criterio de
precisión definido (14), esto es:

vi −→ ni −→ vi+1 −→ ni+1 −→ ..., (4.4)

Densidad de prueba:

n(r)
Base de ondas planas

φkn(r) = eik·r
∑

GcG(kn)eiG·r

Potencial

efectivo de prueba:

V in
s

Cálculo del potencial efectivo:

vσs = Vext(r) + VH [n] + Vxc[n]

Resolver ecuación de

una sola-partı́cula:(
−�∇2

2m + vσs (r)
)
φi(r) = εiφi(r)

Cálculo de la densidad electrónica:

nσ0 (r) =
∑

σ=↑,↓
∑

iΘi|φi(σr)|2
Resolver la ecua-

ción de Poisson:

∇2VH [n] = −4πnσ0 (r)

Calcular:

Vxc = f [nσ
0 (r)],

sumar contribuciones:

V out
s = VH [n] + Vxc[n]

Auto-consistencia

Soluciones:

Energı́as,fuerzas,stress, eigenvalores...
Comparar

Mezclar

potencial:

V in,V out − V in
0

No

Title of picture
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El conjunto de ecuaciones de Schrödinger de una sola-partı́cula deben ser
resueltas bajo la condición de que el potencial efectivo V σ

s (r) y la densidad
n(r, σ) sean auto-consistentes. Para llegar a una solución, se debe definir un
nuevo, nout −→ V new, el cual comienza un nuevo ciclo empleando V new como la
entrada al ciclo autoconsistente ilustrado en el gráfico 5.1.

4.1. Sistema InP en volumen

Para todos los cálculos del sistema InP en volumen, se uso una estructura
tipo zinc-blena (ZB) que presenta un arreglo Cúbico Centrado en las Caras;
asociado a cada punto de red hay dos átomos, los cuales están desplazados uno
con respecto a otro por un cuarto del cuerpo de la diagonal a lo largo de la
dirección [111]. Se presenta una estequiometŕıa 1:1 entre los átomos In y P (66)
y un grupo espacial simórfico T 2

d (o F43m en la notación internacional) (26).
Los cálculos estructurales y electrónicos fueron llevados a cabo en la Aproximación
de la Densidad Local (LDA) e dentro del formalismo pseudopotencial.

4.1.1. Optimización

En principio, se optimizó el tamaño de la base de ondas planas para poste-
riores cálculos,

φkn = (NΩ0)
−1/2

∑
G

uk(G)ei(k+G)·r. (4.5)

De acuerdo a la expresión 4.5, para un solo punto k se requiere de un conjunto
infinito de vectores G para el desarrollo las funciones de onda. Estudiando los
elementos matriciales del Hamiltoniano en la base φkn (12),

HGG′(k) = 〈k+G|H |k+G′〉 = 1

2
|k+G′|2δG,G′ + veffec(G−G′), (4.6)

es posible apreciar que la expresión 4.5, al ser una solución de la ecuación de
Schrödinger con un hamiltoniano H 4.6, tiene una enerǵıa cinética 1

2 |k+G′|2.
De acuerdo a Sholl D. y Steckel J ((67)), es razonable ĺımitar el conjunto φkn
a aquellas soluciones con una enerǵıa cinética menor a un cierto valor definido,
conocido como enerǵıa de corte (Ecut):

Ecut =
1

2
|Gcut|2, (4.7)

reduciendo la base,

φkn = (NΩ0)
−1/2

∑
|k+G′|<Gcut

uk(G)ei(k+G)·r. (4.8)
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Por tanto, la enerǵıa cinética es una función del número de ondas planas.
Una elección inadecuada de Ecut dará como resultado descontinuidades en la
enerǵıa, presión, y en funciones del parámetro de red, además de un alto costo
computacional (68).

Como segundo criterio, se procedió a optimizar el número de puntos k en la
primera Zona de Brillouin (o zona reducida, ZBI). Esto, para hallar un conjunto
apropiado de puntos k que nos permita resolver integrales de la forma:

f =

∫
BZ

dk

(2π)3
F (k), (4.9)

que proporcione precisión fı́sica y refleje la simetŕıa cristalina.
Ejemplos incluyen la densidad electrónica, enerǵıa total, constante dieléctrica,
suceptibilidad, etc. (67; 15). La solución de estas integrales conlleva a un alto
costo computacional en cálculos de estructura electrónica. Para superar esto, en
este cálculo el método de puntos especiales de BZ, propuesto por Monkhorst y
Pack (69) válido para cualquier cristal (13):

kn1,n2,n3 =
3∑
i

2ni −Ni − 1

2Ni
Gi, (4.10)

siendoGi los vectores primitivos de la red rećıproca (donde ni = 1, 2, 3, ..., Ni

toma valores enteros) que definen una red uniformemente espaciada, nk1×nk2×
×nk3 .

En este cálculo, se observó que a partir de una malla de 6× 6× 6 puntos k,
la enerǵıa total es independiente del tamaño de la muestra de puntos k, con una
variación en la enerǵıa (ΔETot) menor a 30 y 40 Ry, para LDA y GGA, respec-
tivamente. De acuerdo a (cite), un adecuado criterio de convergencia numérica
se construye con ΔETot ≈ 0.001 Ry entre la vecindad de puntos en cuestión.
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Información

Estructural y

electrónica

Pseudopotencial

Estructura cristalina

Simetrı́as espaciales

Coordenadas atómicas

Pesos y números átomicos

Optimizar:

Optimizar tamaño

de la malla

de puntos k

Cálculo de fuerzas

Minimización

de la energı́a:

Relajación estructural

Base de ondas planas Ecut:

φk(r) = (NΩ0)
−1/2

∑
G Uk(G)ei(k+G)·r

Teorema de Hellmann-Feynman:

Fα = − ∂E
∂Rα

= − ∫ d3rn(r)∂vext(r)
∂Rα

4.1.2. Estructura Electrónica

Desarrollo de Ondas Planas

Los eigenestados de la ecuación de Schrödinger de una part́ıcula que se mueve
en un potencial efectivo Veff (r), satisfacen la ecuación(

− �
2

2m
∇2 + Veff (r)

)
ψi(r) = εiψi(r) (4.11)

En un sólido, es conveniente que los estados sean normalizados y obedezcan
las condiciones periódicas de frontera en un volumen Ω que tiende al infinito.

La representación de una función periódica como una serie de Fourier implica
que la elección de sus coeficientes determina uńıvocamente la función (65). Por
tanto, una eigenfunción puede expresarse como

ψi(r) =
1√
Ω

∑
q

Ci,qe
i(q·r) =

∑
q

Ci,q |q〉 (4.12)Dire
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Caṕıtulo 4. / 4.1. SISTEMA INP EN VOLUMEN 53

donde Ci,q son los coeficientes de las funciones de onda en la base ortonormal
de ondas planas |q〉 que safisface la condición,

〈
q

′
∣∣∣q〉 =

1

Ω

∫
Ω

drei(q−q
′
)·r = δq,q′ (4.13)

Sustituyendo las componentes de Fourier de ψi(r) en la ecuación de Schrödin-
ger, ∑

q

〈q′|Heff |q〉Ci,q = εi
∑
q

〈q′|q〉 ci,q = εiCi,q′ (4.14)

Los elementos matriciales del operador de la enerǵıa cinética y los compo-
nentes de Fourier del potencial efectivo Veff (r), respectivamente, son

〈q′| − �
2

2m
∇2 |q〉 = �

2

2m
|q|2δq,q′ (4.15)

Veff (r) =
∑
m

Veff (Gm)eiGm·r (4.16)

Siendo Gm los vectores de la red rećıproca, ahora

Veff (G) =
1

Ωcell

∫
Ωcell

Veff (r)e
−iGm·rdr (4.17)

integrando sobre el volumen Ωcell de la celda primitiva. Ahora, los elementos
matriciales del potencial:

〈q′|Veff (r) |q〉 =
∑
m

Veff (Gm)δq′−q,Gm (4.18)

siendo diferente de cero a menos que los vectores de onda q y q′ difieran de un
vector de la red rećıproca Gm.

Definiendo, q = k+Gm, y q′ = k+Gm′ que difieren por un vector de la
red rećıproca; esto es, Gm′′ = q− q′ = Gm −Gm′ . Por tanto, la representación
matricial de la ecuación de Schrödinger para un punto k será,∑

m′
Hm,m′(k)Ci,m′(k) = εi(k)Ci,m′(k) (4.19)

donde,

Hm,m′(k) = 〈k+Gm| Ĥeff |k+Gm′〉 = �
2

2m
|k+Gm|2δm,m′+

Veff (Gm −Gm′). (4.20)
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Se han etiquetado los eigenvalores y eigenfunciones {i=1,2,...,} para el conjunto
discreto de soluciones de las ecuaciones matriciales en un punto k. Por tanto, las
ecuaciones 4.19 y 4.20 son las ecuaciones de Schrödinger para el sólido periódico
que nos proporcionarán las propiedades formales de las bandas electrónicas (13).
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4.2. Sistemas de baja dimensionalidad de InP:
Nanocristales

4.2.1. Aspectos Generales

Como referencia del trabajo experimental sobre la śıntesis de puntos cuánticos
de InP e InP@ZnS en sistemas coloidales de Mendoza-Álvarez, et. al. (77), se
calculó, mediante primeros principios, la estructura electrónica de nanocristales
con geometŕıa esférica en la fase zinc blenda.

Para modelar a cada nanoestructura de InP, se empleo la aproximación LDA
en el marco pseudopotencial en una base de ondas planas sobre un sólo vector de
onda k en Γ (k=0). Se establecieron Condiones Periódicas de Fronteras, CPFs
(80), que permitieran el desarrollo de ψnk en el ambiente no-periódico del nano-
cristal.

Figura 4.1: Nanoestructuras no relajadas de InP con estequiometŕıa 1:1 entre
las especies In y P. De acuerdo a (InP)xHy:(x,y)= (6,20,), (13,30), (18,40),
(34,70), (66,130) (de izquierda a derecha) con diámetros de 0.830, 1.074, 1.480
y 1.844 nm, para cada NC, respectivamente.
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Figura 4.2: Optimización del tamaño de la base de ondas planas (Eg en Hartree.)
de cuatro nanoestructuras en referencia a la diferencia energética entre cada
tamaño. El valor óptimo para las primeras dos nanoestructuras ((InP )6H20 y
(InP )13H30) y el resto fue de 30 y 55 Hartrees, respectivamente.

4.2.2. Método de Supercelda

El tratamiento ab-initio de sistemas no periódicos cuya simetŕıa traslacional
ha sido interrumpida por algún defecto en el cristal (átomo intersticial, vacan-
cia, dislocación)(74), vaćıo (moléculas, cúmulos átomicos o clusters, sistemas
láminares) (75), interfaces, materia suave etc., pueda ser reformulado usando el
concepto de supercelda.

Estudiado ampliante por Markov G. y Payne M.C. (80), las Condiciones
de Frontera Periódicas se recuperan con la introducción de una supercelda que
contenga al sistema no periódico; ésta se repetirá periódicamente, y generará
réplicas vecinas, separadas por un vaćıo apropiado que reduzca las interacciones
entre estás (81; 11).
En primer lugar, se estudió la convergencia de la enerǵıa E en función a la
dimensión lineal de la supercelda L, cuando L >> parámetro de red del sis-
tema en volumen; su comportamiento fı́sico está determinado por las fuerzas
electrostáticas de largo alcance, como consecuencia de las interacciones entre la
densidad de carga de las imágenes con las celdas vecinas impuestas por las CFs.
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Figura 4.3: Función que obedece las Condiciones de Frontera Periódicas
(CFPs) sobre las diferentes réplicas. Utilizando la aproximación de la Trans-
formada de Fourier, la función resultante es la superposición de Gaussianas
repetidas periódicamente (81).

Por la naturaleza polar del semiconductor InP, se empleo el funcional de la
enerǵıa electrostática con un término adicional dependiente al dipolo, propuesto
por Makov G. y Payne C. (80):

E[ρ(r)] =
1

2

∫
cell

d3rρ(r)

∫
cell

d3r′ρ(r′)ψ(r, r′) +
2π

3Vc

∣∣∣∣12
∫
cell

d3rrρ(r)

∣∣∣∣
2

, (4.21)

donde, ρ(r) es la densidad de carga dentro de la celda entre dos puntos r y r′

localizados en el origen y en un sitio arbirario, respectivamente; ψ(r, r′) es una
consideración numérica que facilita la convergencia de una suma sobre todas las
superceldas y Vc es el volumen de la celda unidad.
Debido a la dependencia del funcional E[ρ(r)] en la geometŕıa, se seleccionó una
celda cúbica simple (SC) que contuviera totalmente a la nanoestructura para
minimizar la posible interacción dipolo-dipolo entre las imágenes y, por tanto,
lograr una convergencia más rápida y estable a un orden O(L−5).
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a b

b c

Figura 4.4: Convergencia de la enerǵıa total Etot(L) con respecto al tamaño (L)
de la supercelda cúbica simple (CS) para cada nanoestrutura. De acuerdo a
Makov y Payne (80), esta convergencia retiene el compotamiento de la siguiente
función E(L) = E0 +

B
L3 + C

L5 .

4.2.3. Pasivación de superficie en Nanoestructuras

En sistemas de baja dimensionalidad, las propiedades de superficie se vuelven
importantes a medida que aumenta la relación superficie/volumen. El fundamen-
to termodinámico de este comportamiento se explica con la teoŕıa clásica de la
cristalización, mediante la ecuación de Gibbs-Thomson. Para apreciar la impor-
tancia energética de tales efectos, es posible asumir que la enerǵıa superficial
es proporcional al número de enlaces rotos en la superficie nsuperficie, por la
enerǵıa que corresponde a la formación del enlace. Esto es,

γparticula(d) ∝ nsuperficie

nvolumen
Eb(d) = (1− q)Eb(d), (4.22)

donde γparticula(d) es la enerǵıa superficial que depende al diámetro d de la
nanopart́ıcula, nvolumen es el número de atómos en el interior, Eb es la enerǵıa
por enlace y q es el número de coordinación (76).
En el caso de un punto cuántico, la superficie adquiere, durante el crecimiento
cristalino (77), estados electrónicos activos de enlaces rotos insaturados que alte-
ran sus propiedades electrónicas.
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e la enerǵıa toa enerǵıa
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Por tanto, sin un exitoso esquema de pasivación en estos enlaces, ha impedido,
durante muchos años, el modelado de nanoestructuras del grupo IV, III-V y
II-VI.

Una apropiada pasivación superficial removerá los estados localizados de
superficie que aparecen en la región de la banda prohibida sin modificar el
carácter intŕınseco del Orbital Molecular Ocupado de Mayor enerǵıa y el Orbital
Molecular Desocupado de Menor enerǵıa, (en inglés, highest energy occupied mo-
lecular orbital y Lowest energy unoccupied molecular orbital, HOMO y LUMO,
respectivamente)(78).
En este trabajo se procedió a utilizar el pseudopotencial propio de los átomos de
hidrógeno para remover los estados activos en la superficie. Ésto debe mantener
la calidad del enlace (esto su, el estado de hibridación de las nanoestructuras,
figura 4.5) y generar un pozo de potencial que confine a los portadores de carga.

Figura 4.5: Estructura de un Punto Cuántico (PC). (A) Evolución de
la estructura electrónica de un material semiconductor en volumen a un pun-
to cuántico de diferentes tamaños. (B) Enlaces rotos en la superficie del PC
que introducen estados energéticos en la banda de enerǵıa prohibida, Eg. (C)
Interacción de los átomos superficiales con los agentes de pasivación (átomos
hidrogenoides); éstos remueven los estados fuera de Eg. (D) Diferentes especies
que recubren la superficie del nanocristal (79).Dire
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sto debe manto debe m

las nanoestras nanoest
los portadorelos portador

FigurFigu
lal
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4.2.4. Cálculo de Fuerzas

Entre los problemas fundamentales de los métodos de primeros-principios,
está el determinar la configuración geometrica que minimiza la enerǵıa total
(34). Debido a que el arreglo nuclear Rα, propuesto inicialmente para realizar
los estudios numéricos de convergencia en Ecut y puntos k bajo la aproximación
Bohr-Oppenheimer, no se localiza en un mı́nimo energético, se calculó la fuerza
total del cristal y se minimizó la enerǵıa del sistema.

La derivada de la enerǵıa con respecto a algún parámetro λi en el Hamiltonio
de muchas-partı́culas H(λi), está determinada por el principio del trabajo virtual,
siendo λi, para este caso, el conjunto de coordenadas nucleares. (26).
La fuerza conjugada de la posición Rα se puede expresar como:

Fα = − ∂E

∂Rα
. (4.23)

Usando la Teoria Perturbativa (PT) de primer orden, la derivada de la enerǵıa
total se puede expresar (asumiendo 〈Ψ|Ψ〉 = 1 ):

− ∂E

∂Rα
= −〈Ψ| ∂Ĥ

∂Rα
|Ψ〉 −

〈
∂Ψ

∂Rα

∣∣∣∣Ĥ
∣∣∣∣Ψ
〉
−
〈
Ψ

∣∣∣∣Ĥ
∣∣∣∣ ∂Ψ∂Rα

〉
− ∂EII

∂Rα
. (4.24)

Ahora, de acuerdo al principio variacional, se asume que la solución exacta se
encuentra en el estado fundamental; por tanto, la enerǵıa es un extremal con
respecto a todas las variaciones de la función de onda, despreciando el segundo
y tercer factor del miembro derecho de la ecuación 4.23. Estudiando la depen-
dencia expĺıcita en la posición núclear (Rα) en E:

E =
〈Ψ|Ĥ|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 =

〈
Ĥ
〉
=
〈
T̂
〉
+
〈
V̂ int

〉
+

∫
d3rn(r)Vextn(r) + EII , (4.25)

el único término que contribuye a la fuerza sobre los núcleos es la densidad
electrónica n(r) (13),

Fff = − ∂E

∂Rα
= −

∫
d3rn(r)Vextn(r)− ∂EII

∂Rα
. (4.26)

Este teorema está construido sobre una base de funciones de onda exacta, y
otros conjuntos similares (tal como el ĺımite Hartree-Fock)(70). Si la base no
es completa y ésta depende de las posiciones núcleares, algunos términos adi-
cionales deben ser explićıtamente incluidos para que el teorema de la fuerza se
cumpla (13).Dire
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(InP)34H70 indica una buena calidad del enlace covalente (con la correspondiente hibridación sp3) entre las átomos de la
superficie.

(InP)34H70 indica una buena calidad del enlace covalente (con la corres-
pondiente hibridación sp3) entre las átomos de la superficie.

Figura 4.6: Función Electrónica Localizable (ELF) de la nanoestructura

(InP)34H70 indica una buena calidad del enlace covalente (con la correspon-
diente hibridación sp3) entre las átomos de la superficie.
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Figura 4.7: Isosuperficie de la densdidad de carga de la nanoestructura con la
apropiada pasivación de superficie de (InP)13H30 inmersa la supercelda.
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Definir supercelda de dimen-

sión arbitraria con enla-

ces superficies pasivados:

Input

Geometrı́a molecular inicial
Números y pesos átomicos

Información Estructural

Base ondas planas.inicial
Psedopotencial

Información

Electrónica

Γ = [0, 0, 0]
(Gamma)

Optimización:Eliminar interacciones entre imágenes
Convergencia de energı́a total

Tama~no de supercelda

Ecut:

φk(r) = (NΩ0)
−1/2

∑
G Uk(G)ei(k+G)·r

Base de ondas planas

Minimización de la energı́a:
relajación molecular

Densidad de Estados

Estructural Electrónica:
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Caṕıtulo 5

Resultados y Discusión

5.1. InP en volumen

5.1.1. Propiedades Estructurales

Con el estudio numérico previo de la enerǵıa de corte Ecut−off y el tamaño de
la malla de puntos k , se determinaron las propiedades estructurales estáticas del
semiconductor Fosfuro de Indio (InP) en volumen dentro de la aproximaciones
LDA y GGA en el estado fundamental a T= 0 K (15). Con lo cual se calculó la
enerǵıa libre total E0 en función al volumen de la celda unidad V .
En cada cálculo, E0 está constituida por las contribuciones de la enerǵıas cinética

(Ek), pseudopotencial (Epse) que contiene las contribuciones locales (E
Local

pseu ) y

no locales (E
No−local

pseu ), electrostática (clásica) o Hartree (Eelec), Ewald (EEwald)
y de intercambio- correlación (Exc), lo mismo en la aproximaciones LDA y GGA
(57):

E0 = Ek + Epse + Eelec + EEwald + Exc. (5.1)

Con las enerǵıas cálculadas a diferentes volúmenes y un ajuste mediante mı́nimos
cuadrados a la Ecuación de Estado de Murnaghan E(V )(98) (ecuación 5.2) se
obtuvó el volumen que mı́nimiza a la enerǵıa de la estructura tipo fcc a una

presión igual a cero (donde P (V ) = −∂E(V )
∂V = 0), el módulo de volumen B0

(siendo B0 = −V0 ∂P
∂V ) y su primera derivada con respecto a la presión B0

′:

E(V ) = E0 +
B0V

B′
0

[
1

(B′
0 − 1)

(
V0
V

)B′
0

+ 1

]
− B0V0

(B′
0 − 1)

. (5.2)

Empleando la termodinámica (con las condiciones de nuestro cálculo de T, P =
0), el potencial de Gibbs G = U + PV − TS se reduce a G = U , por lo tanto,
E0 = U corresponde a la enerǵıa libre interna que considera sólo las interacciones
mecánico-cuántica (26).
Las propiedades estructurales en equilibrio se calcularon con mallas de {6×6×6}
y {8 × 8 × 8} puntos k y Ecut−off de 30 y 45 Ha para los funcionales LDA y
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btuvó el volutuvó el vo
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GGA, respecitvamente.
Nuestro cálculo proporciona un parámetro de red con una subestimación en la
aproximación LDA del 0.33% (aLDA

0 = 5.846Å) , mientras que GGA (aGGA
0 =

5.988Å) se encuentra 2.10% por encima del parámetro de red experimental,
reportado por 5.8657 Å. La tendencia de esta sub- y sobrestimación de ambas
aproximaciones con el parámetro estructural es un hecho bien reportado (? ).

Figura 5.1: Enerǵıa total libre E0 (Ry) como función del volumen de la celda

unidad (Å
3
) para la estructura tipo Zinc-blenda del semiconductor InP en volu-

men. Se usaron las aproximaciones LDA (izquierda) y GGA (derecha) sobre el
cálculo DFT (puntos) y un ajuste usando la ecuación de estado de Murnaghan
(ĺınea continua).

Para sólidos y moléculas,es bien conocido que GGA mejora la enerǵıa de cohe-
sión y de enlace, respectivamente (12). Hamman () encontró, en sistemas molécu-
lares, que los puentes de hidrógeno son bien descritos cuando se usa un desarrollo
en potencias de una perturbación del gradiente de la densidad electrónica ,∇ρ
(siendo ρ la densidad electrónica). Se espera, por tanto, que GGA proporcione
buenos resultados donde hay pequeños gradientes de densidad; en otros casos,
donde hay grandes variaciones de la densidad de carga, GGA no necesariamente
mejora en resultados comparándolo con LDA, explicando la sobreestimación en
las propiedades estructurales de sólidos.

Sung-Hoon Lee, et al., (99),calcularon las propiedades estructurales de se-
miconductores del grupo IV y III-V usando los funcionales LDA y GGA. Se ob-
servó, que el GGA muestra una tendencia a ser menos preciso cuando hay un in-
cremento en el número átomico, obteniendo mejores resultados para el C y BH si
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se compara con LDA.

Tabla 5.1: Propiedades Estructurales del InP (Unidades: a0 [Å], B0 [GaP])

Sólido LDA GGA Experimento

a0 B0 B′
0 a0 B0 B′

0 a0 B0 B′
0

InP(bulk) 5.846 67.67 4.658 5.988 57.23 4.304 5.86871 66. 671 4.021

Otros cálculos 5.8462 71.272 4.672 5.8893 66.673 4.6543

5.8384 78.8964 4.18924 5.98145 59.855 5.185

5.1.2. Estructura Electrónica

Usando el parámetro de red optimizado con el funcional LDA (5.846 Å), se

procedió a calcular la dispersión de bandas E(�k) del InP en volumen.
Entre los puntos de mayor simetŕıa, el grupo del vector k en el punto Γ (k =
0, 0, 0), muestra la respectiva degeneración de los niveles Γ7,Γ6 y Γ8, que corres-
ponden a las funciones de onda en estado de hibridización sp3 con naturaleza
mayoritaŕıa del orbital p (según la Densidad Parcial de Estados, PDOS. Figura
5.3, izquierda) sin añadir la interacción espı́n-orbita que rompe con esta condi-
ción de degeneración (65). Sobre este mismo punto, se aprecia el máximo de la
banda de valencia que conecta a una transición vertical permitida para una ab-
sorción óptica hacia Γ6, la banda de conducción. Por tanto, con nuestro cálculo
se confirma la naturaleza de transición directa para el InP. A menores enerǵıas, se
observa bien localizado el nivel s en Γ6 y su respectiva pertenencia mayoritaria
al fosforo (en DOS).
A lo largo de la dirección [100], sobre el punto X, son apreciables los primeros
dos estados de menor enerǵıa X6 como una consecuencia de la ionicidad del InP.
Ahora, estudiando la PDOS (figura 5.3), puede comprobarse que los estados cer-
canos al valor máximo de la banda de valencia presentan el caracter p enlace,
y están asocidados al átomo de P (más electronegativo) en el sólido. Aquellos
estados próximos al mı́nimo de la banda de conducción tienen carácter p de
antienlace, y están asociados con el In (menos electronegativo).
Es bien conocido el problema intŕınseco de la teoŕıa DFT en la sub-estimación
del valor de la banda de enerǵıa prohibida de los semiconductores (12). En nues-
tro estudio electrónico, se obtiene que el valor hallado para la banda de enerǵıa
prohibida en la aproximación LDA y GGA es 0.48 eV y 0.34 eV, respectivamen-
te.

1Ref.(100)
2Ref. (102)
3Ref. (106)
4Ref. (101)
5Ref. (103)
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Figura 5.2: Izquierda: Primera zona de Brillouin de la estructura ZB para el
Fosfuro de Indio (100).

Figura 5.3: Izquierda: Estructura de bandas cálculada para el InP, mostrándo la
naturaleza de semiconductor de banda directa con un band gap (Eg) de 0.4219
eV y derecha: Densidad Total y Parcial de Estados y del InP (en volumen)
bajo la aproximación LDA.Dire
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Por otra parte, R. Ahmed (19), usando el parámetro de red experimental del InP
(11.091 Bohr) calcularon los eigenvalores de la enerǵıa de Kohn-Sham, con el
método FP-L(APW+ lo), utilizado para el potencial de intercambio-correlación,
LDA y GGA-PBE. Además, éstos mismos emplearon otra forma de GGA desa-
rrollada por Engel y Vosko: GGA-EV, mejorando los resultados a valor de 1.50
eV. (? )

Potencial Modificado de Becke-Johnson para la corrección del Band gap

Los cálculos de estructura electrónica usando las ecuaciones de Khon-Sham den-
tro de las aproximaciones (semi) locales LDA y GGA, permiten tener resultados
lo suficientemente precisos. Sin embargo, su aplicación a sólidos puede conducir,
dependiendo del sólido y la propiedad estudiada, a predicciones teóricas muy
malas con referencia al experimento, e.g., la sobre-estimación de la enerǵıa de la
banda prohibida en semiconductores y algunos aislante (104; 105). Generalmen-
te, para potenciales independientes al orbital (i.e., potenciales constantes para
todos los orbitales) el band gap calculado del espectro de eigenvalores difiere del
valor real de (Eg) (potencial de ionización I menos la afinidad electrónica A)
por la descontinuidad de la derivada del potencial de intercambio y correlación
Δxc.

A partir de la solución a las ecuaciones de Khon-Sham,

[T + VH + Vxc + Vext]φi(r) = εiφi (5.3)

donde T es el operador de la enerǵıa cinética, VH el potencial Hartree y Vxc
el potencial de intercambio y correlación, Vxc = δExc [ρ]/δρ, es posible calcu-
lar la densidad electrónica en el estado fundamental de un sistema de muchas
part́ıculas (30). Para la resolución de las ecuaciones (1), se requiere de una ex-
presión expĺıcita de Exc[ρ]. Sin embargo, se desconoce la expresión exacta que
incluya todo tipo de correlaciones entre las part́ıculas del sistema. Las primeras
y más conocidas aproximaciones son: LDA (60) seguido de GGA (? ), y meta-
GGA, entre otros. Estos potenciales reproducen bien la estructura de bandas
de incluso, sistemas metálicos complejos, pero falla a semiconductores. Como
una posible solución emṕırica a este problema, Blaha et al., (104), reporto el
potencial mBJLDA, el cual es una modificación al potencial de intercambio y
correlación de Becke y Johnson (BJ) (105). Este nuevo potencial reproduce el
valor de Eg experimental de semiconductores con varios ordenes de precisión
comparados con otros cálculos. El potencial mBJLDA es:

V mBJ
x,σ (r) = cV BR

x,σ + (3c− 2)
1

π

√
5

12

√
2tσ(r)

ρσ(r)
(5.4)

donde ρσ(r) es la densidad de estados dependiente al esṕın, tσ(r) es la den-
sidad de la enerǵıa cinética, y V mBJ

x,σ (r) es el potencial de Becke-Roussel (BR)
(). El valor de c es:

c = α+

(
β

1

Vcell

∫
d3r

| ∇ρ(r) |
ρ(r)

)1/2

(5.5)
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donde α y β son parámetros libres.

Un problema con el potencial mBJLDA es que no hay un funcional de la
enerǵıa de intercambio y correlación EXC definido para esta formulación. Por
tanto, no hay un procedimiento de optimización consistente. Este hecho es el re-
sultado del carácter emṕırico de dicho potencial (107). Tran y Blaha (104) sugie-
re comenzar con una optimización usando GGA o LDA e introducir el parámetro
de red en el cálculo de estructura electrónica. Por tanto, con el formalismo de
ondas planas de la suit de Abinit, se procedió a optimizar el parámetro de red
usando la ecuación de estado de Murnaghan con ambas aproximaciones (tabla
1). Puede apreciarse que LDA y GGA presentan una desviación del parámetro
de red de 5.846 y 5.98 Å, respectivamente,con respecto al valor experimental
(107).

Se han realizado los cálculos de la densidad de estados y la estructura de
bandas empleando LDA y el potencial mBJLDA.

Con respecto a mBJ, se pueden observar los siguientes puntos:

Un desplazamiento de la banda de conducción (BC) hacia valores mayores
de enerǵıa. En el punto Γ, esta banda presenta una menor curvatura si se
compara con el cálculo de LDA.

Los estado |d〉 se desplazan cerca de 3.5 eV hacia mayores valores de
enerǵıa comparado con LDA, (ubicándose para mBJ y LDA en -10.9342
y -14.4244 eV, respectivamente).

Estudiando la PDOS del InP, el estado |s〉 del P, presenta el mayor corrimiento
a mayores valores de enerǵıa con mBJ. Se observa una importante contribución
del mismo estado en -11.8 eV, mientras que con LDA, éste se traslapa con los
estados |d〉 del In. Es importante mencionar, que el aumento en la enerǵıa de
la banda prohibida en mBJ es consecuencia del desplazamiento de la banda de
conducción (BC) que tiene contribuciones |p〉 del P y |s〉 del In. El valor de Eg

obtenido con LDA y mBJA es de 0.4219 y 1.176 eV, respectivamente.

Analizando la expresión para el potencial mBJLDA (2) puede apreciarse una
dependencia con el parámetro de red a partir del volumen (Vcell) de la celda.
J. Camargo y R. Baquero (), usando la metodoloǵıa del potencial completo (li-
nealizado) en ondas planas aumentadas y orbitales locales [FP-(L)APW + lo]
implementada en el código WIEN2K, consideraron este hecho y observaron dos
importantes puntos: usando un parámetro de red promedio aavg entre las aproxi-
maciones LDA y GGA, (aavg = (aLDA + aGGA/2)) se obtiene el mejor del valor
del Eg. En cambio introdiciendo el valor experimental, se tienen importantes
desviaciones del Eg experimental (tabla 2).Dire
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Figura 5.4: Estructura de bandas calculada con la aproximación LDA y
mBLDA, mostrándo una mejora en el band gap de enerǵıa de 0.4219 a 1.176
eV, respectivamente.

Figura 5.5: Densidad Parcial de Estados calculada con la aproximación LDA y
mBLDA.
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Tabla 5.2: Propiedades electrónicas del InP

Band Gap (eV)

Sólido ELDA
g BmBJLDA

g BmBJLDA
g EOtros

g Eexpe
g

InP(bulk) 0.4219 1.176 1.70, 1.52 1.10 (100) 1.42

5.1.3. Dispersión de bandas de Fonones

Para el cálculo de la relación de dispersión de fonones del InP, se uso la
implementación de Funciones Respuesta en Abinit, que genera una base de datos
de segundas derivadas de la enerǵıa total del sólido (2DTE) con respecto a las
diferentes perturbaciones; para este caso, la perturbaciones serán los fonones y
un campo eléctrico homogéneo estático, que represetan las matrices dinámicas,
el tensor diélectrico y las cargas efectivas de Bohr. El soporte de estos cálculos
es la Teoria de Perturbaciones de los Funcionales de la Densidad (DFTDT) (68)

La perturbación del tipo fonónica, es el desplazamiento de un átomo a lo
largo de un eje fijo de la celda unitaria por una unidad de longitud. Para el
segundo tipo de perturbación, se aplica un campo eléctrico a lo largo de un eje
de la red reciproca, siendo la derivada del hamiltoniano con respecto al vector
de onda eléctrico a lo largo del eje.
El cálculo fonones se realizó con 6 x 6 x 6 puntos k especiales mediante el
método de Monkhorst y Pack. Se empleo, con la aproximación LDA, el método
pseudopotencial. Con una enerǵıa de corte de 13.0 Hartrees. Para el cálculo de
los elementos de la matriz dinámica, se emplearon 4× 4× 4 puntos q.

En la figura , se aprecia las curvas de dispersión del InP calculadas, mostrándo-
se 6 ramas caracteŕısticas: tres ramas acústicas y tres ópticas(una longitudinal,
LA y LO; dos transversales, TA y TO, para cada caso, respectivamente). Se
pueden observar algunas caracteŕısticas singulares de estas relaciones de disper-
sión:

Las ramas de fonones TA son casi planas cercas de las zonas fronteras
(puntos K, L, X y W ) y sus enerǵıas son mucho menores comparadas a
los fonones tipo LA cerca de estas regiones.

En los semiconductores con estructura tipo zinc blenda, los fonones LO
tienen mayor enerǵıa que los fonones TO cerca de la zona central (punto
Γ), y por lanto con una mayor frecuencia. Esto es debido a la presencia
de una fuerza restauradora con origen de un potencial de Coulomb, que
surge por la polaridad del enlace In-P (y al campo eléctrico longitudinal
generado) en los fonones tipo LO (esto no ocurre con TO). (26)
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En el punto de alta simetŕıa Γ, los fonones TO y LO deben estar degene-
rados por la simetŕıa de la red.

A diferencia de otros semiconductores de la familia III-V, como el GaAs,
las ramas del InP de fonones son menos dispersivas y presenta un gran
valor de banda prohibida entre las ramas acústicas y ópticas. Esto surge,
debido a la diferencia de masas significativas entre el In y el P (? )

Figura 5.6: Cálculo de dispersión de fonones comparándo con valores experi-
mentales (11; 26; 100) (izquierda) y (derecha) densidad parcial de fonones
del InP en volumen usando la aproximación LDA.

En la tabla 5.3 se muestran las frecuencias calculadas en los puntos de si-
metŕıa Γ, X y L de los fonones acústicos (LA, TA) y ópticos (LO,TO; cuya
perturbación es un campo eléctrico homogéneo), comparado con el estudio de
primeros principios que J. Fritsch, et al., (100) realizan calculado en volumen
y superficie (110) del InP y que Borcherds, et a., (? ) llevan a cabo, de forma
experimental, empleando dispersión de neutrones y dispersión Raman.
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Tabla 5.3: Frecuencias cálculadas y experimentales (100) de los modos vibracio-
nales del InP en volumen

Modos vibracionales Frecuencias (cm−1)

ν ωLDA ωrep ωexp

νTO(Γ) 315.700 317.553 308.213(4 k)
νLO(Γ) 351.163 353.912 349.575 (4K)
νTO(X) 328.401 324.559 323.557
νLO(X) 331.151 334.231 331.896
νTA(X) 64.391 - 68.381
νLA(X) 184.126 - 193.467
νTO(L) 320.656 319.554 316.886
νLO(L) 337.162 338.568 341.236
νTA(L) 52.716 - 55.038
νLA(L) 169.035 - 166.7820

En el cálculo de J. Fritsch, et al. (100), se emplearon, con LDA, una mues-
tra de 10 k puntos especiales, una malla de 4 x 4 x 4 q puntos para la matriz
dinámica y una enerǵıa de corte de 8 Hartrees. Se observa, un 0.6 % de dife-
rencia, comparando las frecuencias calculadas en este estudio con las obtenidas
en Abinit. Con respecto a los valores experimentales, en nuestros cálculos se
aprecia una sobrestimación del 0.2 al 6.0 %.

81
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5.2. InP: Sistemas de baja dimensionalidad

Para estudiar la dependencia de la enerǵıa de la banda prohibida Eg con el
tamaño de punto cuántico (PC), se cálculo la estructura electrónica de cinco na-
noestructuras esféricas usando la teoŕıa de los funcionales de la densidad dentro
la aproximación de la densidad local con una base de ondas planas.
El diámetro efectivo de los puntos cuánticos d se cálculo a partir de la depen-
dencia con el número de part́ıculas N que constituye a cada NC; propuesta
incialmente por Wang. L y Zunger A. (11), y modificada posteriormente por
Cho E., et. al (71), d = a(3N/4π)1/3, siendo a la constante de red obtenida
para InP en volumen con LDA (5.846 Å). Esto proporciona dimensionales linea-
les de {20, 30, 35 y 40 Å} de la supercelda cúbica simple, para las estructuras
(InP)6H20, (InP)13H30, (InP)18H40, (InP)34H70, respectivamente.

Figura 5.7: Conjunto de imagénes periódicas impuestas por las CPs del punto
cuántico. Tamaño de la supercelda L, y distancia entre cada réplica dvaćıo.

Al no conservar la simetŕıa translacional de un sólido periódico, se utilizó
sólo el punto Γ para cada nanoestructura. El método de supercelda utiliza un
vacio apropiado dvaćıo que mı́nimiza las interacciones entre cada imagen produ-
cida por las CP impuestas (Tabla 5.4). En la región de vaćıo, no se requiere que
la función de onda se anule exactamente en el superficie, sino ésta debe decaer
suavemente a lo largo de dvaćıo. Esto requiere de un aumento progresivo del
tamaño de la base .
La optimización de Ecut−off sugirió enerǵıas de corte de un rango entre {35 −
55Ha} para los respectivos puntos cuánticos. Como conscuencia del alto costo
computacional, se procedio a realizar los cálculos de optimización y PDOS en un
segundo nivel de paralelización entre el de orbitales m y transformas de Furier
rápida (FFT) p con los siguientes arreglos de procesadores p×m {6×3, 9×3, 12×
3}.

5.2.1. Relajación Estructural

La figura 5.7 muestra las nanoestructuras relajadas con una fuerza promedio
de Hellmann-Feyman menor a 0.011 eV/Å para a cada átomo. Las longitudes
del enlace In-P en el interior de cada estructura están en el rango de 2.528-2.5445
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Tabla 5.4: Optimización de nanocristales de InP

Optimización del dvac y Ecut−off

Nanoestructura Lsupercelda (Å) dvaćıo (Å) Ecut−off (Ha)

(InP)6H20 20.0 11.697 30.0
(InP)13H30 30.0 19.256 55.0
(InP)18H40 35.0 20.198 55.0
(InP)36H70 40.0 21.560 55.0
(InP)43H78 45.0 55.0

Åsimilar al estado en volumen (2.533 Å), hecho discutido por Zunger A. (11).
Las enlaces superficiales disminuyeron ligeramente con respecto a las uniones
internas del NC a 2.501-2.535 Å.

Las longitudes de los enlaces en la superficie entre los átomos hidrogenoides H y
las especies de In y P se mantuvieron en 1.719 y 1.425 Å, respectivamente, para
todas los puntos cuánticos. Ambos tipos de enlace preservaron la coordinación
tetragonal, indicando estados con hibridación sp3 similar al estado en volumen.
Para demostrar lo efectivo de la pasivación de los enlaces In-H y P-H se calculó la
densidad electrónica no-consistente figura 5.8 sobre el plano [110]. El análisis del
gráfico de contorno de n(r) para el NC (InP)13H30 sobre el bloque superior de
átomos, numerada según el orden {H4−P3− In9−P1− In7−P11−H10},
{H6− In4−P5− In5−H14} muestra un desplazamiento de carga electróni-
ca entre las especies. Para las uniones H4−P3 y P11−H10 se observa una
deformación de la nube electrónica respecto de la geometŕıa esférica concebida
para el átomo aislado (11), indicando la localidad de la carga en el punto medio
del enlace, y por tanto, la formacion del enlace covalente ligeramente polar. Lo
diferencia de electronegativdad ΔX entre las especies P y H cerca de cero (para
ambos elementos de 2.1, aproximadamente (62)), indica la naturaleza covalente.

Por otro lado, en la secuencia inferior, los enlaces H6− In4 y In5− In14 no
presentan una intensa deformación sobre n(r) (geometŕıa casi esférica) de cada
átomo, indicando un cáracter mayormente iónico. El estudio de X para el In y
H de 1.7 y 2.1, por tanto,ΔX =0.4, sugiere un enlace covalente polar, con una re-
tención de la carga en el átomo hidrógeniode, como se puede apreciar en el gráfico
5.8.

En la tabla 5.5 puede observarse la fuerza total (en eV/Å) después del proceso
de relajación de las posciones atómicas de cada nanoestructura, según el criterio
de Hellman-Feyman. A medida que aumenta el tamaño del punto cuántico, la
fuerza es mayor; esto ocurre, en parte, como una alternativa para evitar el alto
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Figura 5.8: Nanoestructuras relajadas de InP con estequiometŕıa 1:1 entre las
especies In y P. De acuerdo a (InP)xHy : (x,y)=(6,20,), (13,30), (18,40),
(34,70), (66,130) (de izquierda a derecha) con diámetros de 0.830, 1.074, 1.480
y 1.844 nm, para cada NC, respectivamente.

Tabla 5.5: Nanoestructuras de InP optimizadas

Fuerza total

Nanoestructura Ftotal(eV/Å)

(InP)6H20 0.0067
(InP)13H30 0.0074
(InP)18H40 0.0771
(InP)36H70 0.1090
(InP)43H78 0.028

costo computacional, sin perdder la precisión fisica. Cho, et al. (71) acondiciona
valores de fuerza total menor a 0.2 eV/Åen nanoestructuras de composición
similiar, sugiriéndonos que nuestros cálculos se encuentran sobre un aceptable
criterio de relajación.
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Figura 5.9: Mapa de contorno de la densidad electrónica para la nanoestructura
(InP)13H30 sobre la dirección [110].

Figura 5.10: Longitudes de enlaces superficiales e interiores optimizados en el
punto cuántico.

5.2.2. Estructura Electrónica

Se calculo la densidad de estados proyectada (PDOS) y la distribución de

carga |ψ(r)|2 de los orbitales HOMO y LUMO para estudiar la relación entre el
tamaño y los estados electrónicos de las nanoestructuras.
Para esta discusión en necesario considerar el marco de referencia molécular (72)
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junto al estado cristalino de las nanoestructuras para enriquecer algunas obser-
vaciones (Figura 5.10).

En los gráficos 5.12-5.15 se puede observar que, a pesar de la dimensio-
nalidad, cada nanoestructura preserva la hibridación sp3, con la aparición de
algunas singularidades.
Para todos los puntos cuánticos, el orbital ocupado de mayor enerǵıa (HOMO)
retiene un carácter mayoritario tipo |p〉 por parte del P (estado 3p) y, en menor
medida, del In (5p). A medida que aumenta el diámetro, este orbital se despla-
za +0.311 eV, pero se mantiene altamente localizado sobre el cuerpo del punto
cuántico.

Ahora, el orbital desocupado de menor enerǵıa (LUMO) presenta un com-
portamiento particular para cada estructura: la mayor contribución orbital per-
tenece a los estados |s〉 y |p〉 de los subniveles 3s y 3p del átomo del P, respectiva-
mente. Sin embargo, hay una inusuable contribución |s〉 del In (en virtud al nivel
5s) para el primer estado de conducción de la nanoestructura (InP)13H30 que
no se presenta en el resto de las naoestructuras, pero es notable en la condición
de volumen del InP . A medida que aumenta el tamaño, éste orbital molecular
se desplaza -0.456 eV y hay una importante delocalización sobre los átomos su-
perficiales.

Carter J., et. al. (108), y Mcintosh C., et al. (109) han reportado esta im-
portante deslocalización de LUMO en nanorots de GaN y en nanodiamantes de
carbono pasivados con átomos de hidrógeno. Este comportamiento en la dis-
tribución de carga y su apreciable desplazamiento en la enerǵıa son los efectos
de que el confinamiento cuántico no es intenso sobre los estados LUMO si se
compara con HOMO (110). Un estudio teórico hecho por Vöros M., et al. (112)
ha revelado que este hecho toma importancia en puntos cuánticos pequeños con
previa pasivación en nanocristales de carbono (en su trabajo original, se utilza el
término en inglés, diamond nanocrystals) que se encuentran en la estado Rydberg
1, esto es, a una doble dimensión del radio del excitón Bohr (esto es, tamaño
de part́ıcula donde se presenta el confinamiento cuántico), siendo una posible
consecuencia de la ausencia del confinamiento sobre LUMOs.

1Estado energético de un átomo o molécula en el cual los electrones son excitados a un
gran valor del número cuántico principal, al ĺımite de la ionización (12)
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Figura 5.11: A partir de la teoŕıa desarrollada por Slater y Koster (72), Coulson,
et al. (73), para sistemas con hibridación sp3, es posible formular la estructura
electrónica de cristales a partir de una base de orbitales moleculares entre los
primeros átomos vecinos: un conjunto de orbitales sigma σ constituyen a HOMO,
mientras σ∗, estados de antienlace, forman a LUMO. La mı́mima base contiene
tres orbitales P y un S; estas bandas tienen la estructura de Bloch eik·rXμ(r)

.
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Caṕıtulo 5. / 5.2. INP: SISTEMAS DE BAJA DIMENSIONALIDAD 80

Figura 5.12: Densidad de Estados Parcial de nanoestructuras mostrando la va-
riación de los niveles HOMO y LUMO con respecto a la enerǵıa de la brecha
prohibida, Eg.

La diferencia de desplazamientos entre los orbitales en las bandas de valencia
y de conducción refuerza el hecho de que los electrones están más fuertemente
confinados que los huecos cuando se disminuye el tamaño de los NCs.
Sobre el borde de la banda de conducción en la PDOS para cada NC, se apre-
cia el primer estado aislado donde cada orbital (|p〉 , |s〉 de los niveles 3s y 3p,
para el P, y 5s y 5p para el In ) presenta un punto máximo de acuerdo a la
contribución discutida anteriormente. A partir de los trabajos de Efros E. (7),
bajo el marco de la teoŕıa de las masas efectivas (11), cuyas condiciones de fron-
tera (confinamiento) son aplicadas a la función envolvente de Bloch del punto
cuántico, se podŕıan establecer la regla de selección que nos permitan ilustrar las
transiciones entre los estados HOMO y LUMO ΔL = 0 En pequeños nanocris-
tales, donde el número de los átomos superficiales es comparable con el número
de átomos en el sistema en volumen, esta aproximación se vuelve cŕıtica. Por
tanto, la Teoŕıa de las Masas Efectivas requiere de correcciones adicionales para
el caso de pequeños puntos cuánticos. Para el confinamiento cuántico en ban-
das no parabólicas proh́ıbe los efectos de Coulomb, donde la enerǵıa cinética no
puede compensar la divergencia del potencial de Coulomb atractivo a pequeñas
distancias y la ecuación de Schrodinger se vuelve patológica.
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Figura 5.13: PDOS y Función Electrónica Localizable de la nanoestructura
(InP)6H20. (Izquierda: PDOS) La mayor contribución en el estado HOMO se
le atribuye a los orbitales |p〉 del P y, en menor medida, del In. Un pequeño
estado en el techo de esta región aparece con un carácter mayoritaŕıo p y s del
P y p del In (con menor peso), respectivamente. Una deslocalización del orbital
átomico |d〉 que corresponde al nivel 4d del In se observa desde -14.0 eV hasta
el HOMO.
En LUMO, el orbital p del P vuelve a ser notable, mientras le sigue una ligera
mezcla de estados s y p del P e In, respectivamente. A partir de lo anterior, es
posible observar que la transición 1Sh −→ 1Se ocurrirá con un baja probabili-
dad por la mı́nima intensidad del estado s del In en LUMO, sugieriendo que la
transición más probable correspondeŕıa entre estados p (valencia) y s (conduc-
cion) del P.
(Derecha: Función Electrónica Localizable, FEL)2: es posible observar el
carácter local de la función de onda de los estados de valencia a lo largo del
punto cúantico. Los dos lóbulos correspondientes al P se encuentran orientados
hacia las funciónes del In, preservando la estructura del orbital p; además, se
observa una ligera deformación con los átomos de H, indicando que la retención
de la carga se encuentra dentro del NC. Las funciones de los átomos de In man-
tienen una simetŕıa casi esférica, sugiriendo su alto carácter s en el estado de
HOMO

.
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Figura 5.14: Arriba:Densidad de estados parcial para (InP)13H30. Para el
caso del estado HOMO se observa una combinación lineal de estados p con la
mayor contribución del P, y le sigue, en menor medida, del In. La distribución
espacial de carga |ψ(r)|2 de este orbital molecular (a,b) indica la localidad del
estado p como dos lóbulos que rodean a los átomos de P, y una apreciable
densidad electrónica sobre el In. Ahora, para el LUMO, n(r) (figuras c,d)
adquiere una deslocalización dentro y fuera del NC, y algunas regiones esféricas
centradas sobre especies de In, correspondiendo al estado s. Esto permite sugerir
la transicion óptica más probable como 1Sh −→ 1Se entre el orbital p y s del P
e In, respectivamente.
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Figura 5.15: Arriba: A partir de DOS, en la parte superior del HOMO se
observan dos multipletes con naturaleza del orbital p que pertenecena al P e In
(en orden de peso de contribución), y una importante aparición del estado d que
se extiende desde -14 eV . Estos estados corresponden a los niveles 3p del P y
5p y 4d del In. Estudiando |ψ(r)|2 de el estado de valencia (a,b), se observan
los lóbulos en hibridación con carácter p centrados en los átomos P (etiquetados
en a), con una ligera deslocalización sobre algunos átomos de In internos (la
posible contribución de los orbitales p y d del In)). No hay presencia de carga
sobre la superficie.
En LUMO, algunos estados con carácter s y p del In se encuentran en el primer
rango energético de DOS; una distribución de carga con simetŕıa esférica y en
forma de lóbulo confirma la presencia de estos estados (en las figuras c,d). Sin
embargo, es apreciable una gran cantidad de carga deslocalizada de este orbital
molecular en el NC.
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Figura 5.16: Derecha: Función de onda localizable (Elf) de la nanoestructura
(InP)34H70 revela la naturaleza covalente del enlace molecular entre P e In:
lóbulos en los átomos de P orientados hacia los orbitales s del In (altamente lo-
calizables). Además, la función de onda del los enlaces terminales P-H muestran
la transferencia uno con otro de orbitales (carácter covalente puro). Izquierda:
Mapa de contorno de la densidad electrónica.

Es importante mencionar algunos puntos de nuestro cálculo con los reporta-
dos en el experimento y por otros trabajos teóricos: En la experimentación, los
espectros de absorción UV-Vis involucran intŕınsecamente el efecto de unión del
excitón. Este cálculo no incluye tal variable, pues el marco convencional DFT
no involucra efectos de muchos cuerpos. Sin embargo, de acuerdo al estudio
realizado por Bryant (109), a medida que el efecto de confinamiento cuántico
es dominante (disminuyendo el diámetro de los NCs), el efecto de correlación
entre el hueco-electrón, y con ello la interacción de Coulomb Ec pierde impor-
tancia, mientras que la enerǵıa cinética del excitón crece. Esto mejora la fuerza
de oscilación de dicha cuasipart́ıcula (en el experimento, es posible distinguir
una mejor eficiencia de la luminiscencia en excitaciones de fotoluminiscencia).
Esto indica que el rango de tamaño de los puntos cuánticos sobre el cual se han
elaborado nuestros cálculos no requiere la inclusión necesaria de la corrección
del excitón.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

El marco de la Teoŕıa del Funcional de la Densidad (DFT), dentro de la
aproximación LDA, permitió el cálculo eficiente de las propiedades estructura-
les, electrónicas y de dispersión de fonones del semiconductor InP en volumen.
El cálculo del parámetro de red (5.846Å) mostró una desviación del 0.2% con
respecto al valor experimental (siendo de 5.860 Å), manteniendo, incluso, una
mejor aproximación que otros cálculos reportados (5.838 (101), 5.824 Å(102)).
Mientras tanto, nuestros cálculos confirmaron el naturaleza de este semiconduc-
tor al ser de banda directa (Γv −→ Γc), cuya enerǵıa de la brecha prohibida (Eg)
fue inferior al valor reportado en el laboratorio (Eg

exp), siendo éstos de 0.442
eV y 1.420 eV, respectivamente. A pesar de que este hecho de subestimación de
Eg es bien conocido dentro del formalismo de DFT, el potencial empı́rico mBJ
con LDA mejoró razonablemente el valor de Eg en 1.17 eV (casi el triple valor
del Eg calculado únicamente con LDA y con un 17% por debajo de Eg

exp)
siendo una buena aproximación śı se compara con los valores obtenidos en otros
formalismos de elevado nivel de teória (y con esto, de alto costo computacional),
como GW.
El uso de la Teoŕıa Perturbativa (PTDFT) para el cálculo de curvas de disper-
sión de fonones, ofreció una sobrestimación de 0.2-6.0% de las frecuencia de
fonones con respecto a los valores experimentales, mientras que con otros cálcu-
los, se observó una diferencia 0.6%. Se mantuvo una buena tendencia entre las
frecuencias de las regiones acústica y óptica de los fonones, y se comprobó la
respectiva contribución del P e In, para estas regiones, respectivamente.

Fue posible modelar las nanoestructuras esféricas aisladas empleando el
método de supercelda y un apropiado método de pasivación en la superficie
de cada punto cúantico. Para lo anterior, se utilizo átomos de hidrógeno optimi-
zados que removieron los estado interbanda, mantuvieron la calidad de enlace
entre los átomos de la superficie y sin modificar el comportamiento intŕınseco
de los orbitales moleculares HOMO y LUMO.
Fue posible obtener un criterio de relajación de fuerzas para las nanoestructu-
ras menor a 0.01 eV/Å, manteniendo un mejor régimen śı se compara con otros
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cálculos reportados (71). Se observó que la longitud de enlace In-P dentro del
cuerpo de cada nanoestructura no se modifica si se compara con el sistema en
volumen calculado previamente (siendo de 2.532 Å), mientras que los enlaces
superficiales sufren una notable disminución.
La reducción del diámetro de nanocristales semiconductores esféricos de InP
de 1.8 a 0.8 nm mostró un aumento significativo en el band gap de enerǵıa de
3.20 a 2.9 nm, como consecuencia del confinamiento cuántico de los portadores
de carga en un régimen fuerte, donde se desprecia la correlación entre el par
electrón-hueco y la interacción de Coulomb. Esto se comprobó con el estudio
de la densidad de estados parcial y la densidad electrónica |ψ(r)|2 de los esta-
dos de valencia y de conducción. A pesar que el estado de hibridación sp3 aún
se conserva en cada punto cúantico, se observó que el efecto del confinamiento
cuántico se produce soló en los electrones (en HOMO) y los estados LUMO no
contribuyen, en gran medida, a tal fenómeno, deslocalizándose sobre la super-
ficie. La transición óptica que produce la alta eficiencia de emisión en NCs de
InP es 1Sh −→ 1Se.
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Caṕıtulo 6. / BIBLIOGRAFÍA 88
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Caṕıtulo 6. / BIBLIOGRAFÍA 90
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