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RESUMEN

Usando la teoria APOE (Accion, Proceso, Objeto y Esquema), desarrollada por el Dr. Ed
Dubinsky y sus colaboradores con base en las ideas constructivistas propuestas por Piaget,
como marco tedrico y metodologico, el presente trabajo de tesis expone el disefio y validacién
de cuatro descomposiciones genéticas como parte de un proyecto para desarrollar una
propuesta didactica para la ensefianza y evaluacion del algebra a nivel bachillerato
(estudiantes entre 15 y 18 afios) en México. El trabajo se enfoca en los sistemas de ecuaciones
lineales y sus conjuntos solucién. La primera parte de la metodologia de trabajo consiste en
un analisis tedrico de cuatro métodos algebraicos para la resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales: método de Cramer, método de reduccion, método de sustitucion y
método de igualacion. Dicho analisis tedrico lleva al disefio de cuatro descomposiciones
genéticas hipotéticas donde se describe el camino que se espera que los estudiantes sigan
para la construccion de los conceptos de solucion Unica, solucién vacia y soluciones infinitas.
Posteriormente, dentro de la metodologia, se describe el disefio de una serie de cuestionarios
cuyo objetivo es validar lo propuesto en las descomposiciones genéticas y, finalmente el
proceso de aplicacion de dichos instrumentos y el anélisis de los resultados obtenidos. Los
instrumentos se aplicaron a un grupo de estudiantes de tercer semestre de un bachillerato
perteneciente a la Escuela de Bachilleres de la Universidad Auténoma de Querétaro. Al
analizar los datos obtenidos de los cuestionarios se llega a dos interesantes conclusiones. La
primera es acerca de las deficiencias que presentan los estudiantes en cuanto a conocimientos
previos, y la segunda es que es necesario llevar de la mano la parte algebraica y la parte
geomeétrica para facilitar a los estudiantes el aprendizaje de los conceptos de interes.

(Palabras clave: algebra, descomposicion genética, sistema de ecuaciones lineales, teoria
APOE)



SUMMARY

Using APOS (Actions, Process, Objects and Schemes) theory, developed by Dr. Ed Dubinsky
and his collaborators based on the constructivist ideas proposed by Piaget, as a theoretical
and methodological framework, the present research paper exposes the design and validation
of four genetic decompositions as part of a project to develop a didactic proposal for the
teaching and evaluating of algebra at high school (students between 15 and 18 years old)
level in Mexico. The paper focuses on linear equation systems and their solution sets. The
first part of the methodology consists on a theoretical analysis of four algebraic methods for
solving linear equation systems: Cramer’s rule, elimination method, substitution method and
equalization method. This theoretical analysis leads to the design of four hypothetical genetic
decompositions, where the path that students are expected to follow in order to construct the
concepts of single solution, empty solution and infinite solutions is described. Subsequently,
within the methodology two phases are described; the design of a series of questionnaires
whose objective is to validate what is proposed in the genetic decompositions, and finally,
the process of applications of said questionnaires and the analysis of the collected data. The
questionnaires where applied to a group of students on the third semester of a high school
that belongs to the Universidad Autbnoma de Querétaro. By analyzing the data collected
from the questionnaires two interesting conclusions can be found. The first one is about the
deficiencies that student present in terms of prior knowledge, and the second one is that, it is
necessary to work with the algebraic and the geometrical interpretations at the same time, in
order to make it easier for students to learn the concepts of interest of this work.

(Key words: algebra, genetic decomposition, linear equation systems, APOS theory)
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INTRODUCCION

Basandose en la teoria APOE (Acciones, Procesos, Objetos y Esguemas)
desarrollada por el Dr. Ed Dubinsky y sus colaboradores, este trabajo de tesis aborda el

camino que se siguid para disefiar cuatro descomposiciones genéticas distintas.

El objetivo de dichas descomposiciones es describir como un estudiante, de primer
semestre de bachillerato en México, construye los conceptos de solucion Unica, solucion
vacia y soluciones infinitas para sistemas de ecuaciones lineales, al trabajar con cuatro

distintos métodos de resolucion: Cramer, reduccidn, sustitucion e igualacion.

El primer capitulo del trabajo, antecedentes, resume algunas de las investigaciones
recientes (Gltimas dos décadas) que aportaron algo al desarrollo de este trabajo.
Investigaciones relacionadas con el algebra y los sistemas de ecuaciones lineales, abordadas
desde distintos marcos tedricos y metodologicos, e investigaciones sobre algebra realizadas

bajo el marco tedrico y metodoldgico de la teoria APOE.

En el segundo capitulo se describe la problematica que hizo surgir la idea para este
trabajo, tomando en cuenta principalmente, estudios que resaltan la importancia del algebra
en la formacion de los estudiantes, asi como algunas estadisticas de las pruebas
internacionales PISA, donde se evidencian los huecos en la formacion matemética de los
estudiantes mexicanos. En este mismo capitulo se plantean los objetivos generales y

particulares que se busca alcanzar con este trabajo.

El capitulo tres aborda el marco teorico en base al cual se realizé este trabajo, la
teoria APOE. Para entender mejor el marco tedrico, en primer lugar se da un esbozo general
de cdmo es que el Dr. Ed Dubinsky y sus colaboradores propusieron la teoria APOE en base
al concepto de abstraccion reflexiva de Piaget. Después, se abordan las componentes que
conforman esta teoria: las construcciones y mecanismos mentales, explicando qué es cada

una de ellas y como es que un mecanismo mental permite llegar de una construccién a otra.

Finalmente, en este capitulo se explica el ciclo de investigacion de la teoria APOE,

abordando lo que es la descomposicidn genética o analisis tedrico, el disefio y aplicacion de

14



las secuencias de ensefianza y la metodologia para el analisis y recoleccién de datos, siendo
el primero, analisis tedrico, y el altimo, recoleccidn y analisis de datos, los dos elementos

mas importantes de este trabajo de tesis.

El capitulo cuatro, metodologia, se divide en tres apartados. En el primero de ellos
se describe el objeto matematico con el objetivo de facilitar al lector la comprension de la
segunda parte del capitulo, el andlisis tedrico. En esta segunda parte, se lleva al lector paso a
paso por el disefio de las descomposiciones genéticas, iniciando por el método de Cramer y
continuando con los métodos de reduccion, igualacion y sustitucion. En la tercera parte del
capitulo se presentan los instrumentos disefiados para la validacion de las descomposiciones
genéticas, es decir para la recoleccion y analisis de datos, acompafiados de su andlisis a priori,
donde se explica la finalidad de cada instrumento y la informacién que se espera recolectar

al aplicarlos.

El objetivo del capitulo cinco es, precisamente, mostrar la informacion recolectada
durante la aplicacién de los instrumentos. Para ello se explica el contexto en el que se
aplicaron los instrumentos, se presentan las respuestas dadas por los estudiantes, y se analiza
lo que estas implican en términos de construcciones mentales. Todo esto se hace con base en

el andlisis a priori de los instrumentos, mostrado en el capitulo cuatro.

El capitulo seis se presentan algunos ejercicios y su evaluacion propuesta. El
objetivo del capitulo es mostrar como algunos de los ejercicios utilizados para la validacion
de las descomposiciones genéticas podrian ser utilizados durante la instruccion de los temas

de ecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales.

Finalmente en el capitulo nueve se expondran las conclusiones a las que se llegé en
el desarrollo de este trabajo. Estas conclusiones incluyen un breve analisis de como los
resultados obtenidos al aplicar los instrumentos afectan a las descomposiciones genéticas
propuestas en el capitulo cuatro. También se hablara acerca de las preguntas que surgen a
partir de este trabajo y se concluira respecto al cumplimiento de los objetivos planteados en

el capitulo dos.

CAPITULO 1: ANTECEDENTES
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En esta seccion se presentaran algunos trabajos de investigacion que se han
realizado previamente, y que guardan alguna relacion con el trabajo de tesis a desarrollar. En
la primera seccidn se presentan trabajos que hablan acerca de la importancia de la ensefianza
y aprendizaje del algebra. En la segunda seccion se presentan trabajos que hablan sobre
sistemas de ecuaciones lineales. Finalmente, en la tercera seccién se abordan trabajos que
utilizan la teoria APOE como marco tedrico y metodoldgico para realizar investigaciones
sobre la ensefianza y aprendizaje del algebra.

1.1. Investigaciones relacionadas con el algebra

Diversas investigaciones en educacion matematica sefialan al algebra como un
elemento esencial en el desarrollo de estructuras de pensamiento l6gico y racional que el
estudiante necesitara fuera del contexto escolar. Por ejemplo, Sanchez y Serna (2013) sefialan
que el aprendizaje del algebra genera un desarrollo en el estudiante, que permite la activacion
de procesos mentales que no podrian desarrollarse por si mismos. También sefialan que el
algebra esté presente en innumerables formas, una de ellas serian las palabras, consideradas
como una generalizacién, incluso nos dicen: “Cada una tiene un significado en especifico,
por lo tanto la palabra es un acto verbal del pensamiento, asi como el algebra es el acto escrito

que ayuda a la generalizacion y a la resolucion de problemas en matematicas” (p. 97).

Hace mas de veinte afios se realizan investigaciones para integrar el algebra al
curriculo de la educacién basica (Molina, 2009). Esta corriente recibe el nombre de Early-
Algebra y propone introducir modos de pensamiento algebraicos, desde los primeros afios de
la educacion basica. Estos modos de pensamiento, explica Molina, consisten en “proponer la
observacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas y, de este modo, cultivar
habitos de pensamiento que atiendan a la estructura que subyace a las matematicas” (p. 136).

Todo esto con la finalidad de facilitar al aprendizaje del algebra. Para ello, el early-
algebra considera al algebra como un concepto amplio que engloba el estudio de relaciones
funcionales y numéricas, de patrones, de estructuras, la formalizacion de generalizaciones,

modelizacién, entre otras cosas.
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Como puede observarse, las investigaciones referentes a la ensefianza y aprendizaje
del &lgebra en las ultimas dos décadas, son numerosas y apuntan a diversos aspectos.
Algunas, como la del Ruano, Socas y Palarea (2008) y la de Socas (2008) se enfocan en tratar
de explicar las dificultades que los estudiantes presentan en el aprendizaje del algebra,
atribuyéndolas a una pobre o mala formacion en el aritmética. Uno de los enfoques del grupo
de trabajo de investigadores en algebra del International Group of the Psychology of
Mathematics Education es el anélisis de las transicion que los estudiantes hacen del
aritmética al algebra (Kieran, 2006) (Socas, 2011).

Otras como la de Carraher y Schliemann (2007) (citado de Socas, 2011), retomado
en Molina (2009) apuntan a facilitar el aprendizaje del algebra a través de la introduccion

temprana a algunas de sus tematicas a través de la propuesta del early algebra.

Algunas aportaciones interesantes, como la de Papini (2003) tratan de explicar
situaciones referentes a la ensefianza y aprendizaje del algebra desde el punto de vista
vigotskiano, describiendo el funcionamiento del algebra desde cuatro lineas: el algebra como
una actividad modelizadora, el lenguaje simbolico como herramienta en la actividad
modelizadora, la generalizacion como un instrumento del pensamiento y, la relacion entre la

actividad modelizadora y el aprendizaje.

Cabe resaltar que todas estas investigaciones corresponden a los ultimos 20 afios de
investigacion, sin embargo, es posible encontrar investigaciones en la ensefianza del algebra

con hasta treinta afios de antiguedad.

Con eso queda claro que el campo de investigacion que se puede dedicar al algebra
en la matematica educativa es muy vasto, tanto que los ultimos 30 afios de investigacion no
han bastado, y que las corrientes que persiguen estas investigaciones son diversas, manejando

distintos puntos de vista y distintos objetivos de investigacion.

1.2. Investigaciones relacionadas con sistemas de ecuaciones lineales

17



Dentro de las investigaciones de matematica educativa dedicadas al algebra, se
pueden encontrar trabajos enfocados en los sistemas de ecuaciones lineales. A continuacion
se presentan algunos de ellos para brindar una idea muy general de las lineas de investigacion

que los abordan y los objetivos que se persiguen.

Segura de Herrero (2004) presenta una secuencia didactica para el aprendizaje de
sistemas de ecuaciones lineales de dos ecuaciones con dos incdgnitas y su conjunto solucion
utilizando la teoria semidtica de Duval como marco teorico y la ingenieria didactica como
marco metodoldgico, sin embargo la autora sefiala el uso de diversas teorias e investigaciones
para el disefio de la secuencias. Dicha secuencia es aplicada a estudiantes de 15 afios que
cursan el tercer afio de ensefianza media en el sistema escolar argentino de un instituto
privado. La autora concluye que con la secuencia didactica “se logro desarrollar en la alumna
comportamientos matematicos y cognitivos que no solo le sirvieron para que asimilara estos

objetos, sino también que hay otra forma de aprender.” (p. 74).

Figueroa (2013) presenta en su tesis para obtener el grado de maestria, la
elaboracion, aplicacion y analisis de una secuencia didactica para la ensefianza de resolucion
de problemas con sistemas de ecuaciones lineales en alumnos de cuarto afio de secundaria en
Per0. La secuencia fue disefiada bajo el marco tedrico de la teoria de situaciones didacticas
de Brosseau y como marco metodoldgico la ingenieria didactica, para el anélisis de los
resultados obtenidos se empled la teoria semidtica de Duval, ademas del uso del software

GeoGebra para el disefio y aplicacién de ejercicios a los estudiantes.

Ochoviet (2009) en su tesis doctoral, disefia una propuesta didactica para la
ensefianza del concepto de solucion de un sistema de ecuaciones lineales con dos incdgnitas

a alumnos uruguayos de entre 14 y 15 afios de edad.

Su trabajo se basa en los modos de pensamiento de Sierpinska. Ochoviet considera
que al trabajar con distintos modos de pensamiento, los alumnos desarrollan un mejor
entendimiento del concepto y concluye que para la ensefianza del concepto solucién de un
sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas, no se deberia restringir al ambito de los

sistemas de dos ecuaciones.
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1.3. Investigaciones realizadas en el marco tedrico APOE sobre el algebra

La teoria APOE (acciones, procesos objetos y esquemas), adaptada por el Dr. Ed
Dubinsky de las ideas constructivistas de Piaget, es un marco de referencia en base al cual,
desde hace mas de dos décadas, se realizan investigaciones para analizar la ensefianza y
aprendizaje de diversas areas de las matematicas. Dubinsky sefiala que en el proceso de
ensefianza de las matemaéticas no deben evitarse los aspectos abstractos y formales de los
conceptos, siendo estos la esencia de la misma, sino que es necesario brindar a los estudiantes
experiencias agradables cuando se inician en el estudio de dichos conceptos (Oktag y
Trigueros, 2010).

Al hacer una busqueda de trabajos de investigacion relacionados con el algebra,
cuyo marco tedrico y metodologico sea la teoria APOE, se encuentra que las aportaciones se
centran en el algebra lineal, en conceptos como espacio vectorial, transformacion lineal, base,

etc., y que son relativamente recientes (Parraguez, 2011).

En estos trabajos se ha encontrado que el ciclo de investigacion de la teoria APOE,
que como sefiala Parraguez (2011) consta de tres etapas: analisis tedrico o descomposicién
genética, disefio y aplicacion de secuencia de ensefianza y recoleccion y analisis de datos, es
una herramienta poderosa para explicar los problemas que tienen los estudiantes en

comprender los conceptos abstractos del algebra lineal.

En Roa-Fuentes y Oktac (2010) se describe el disefio de una descomposicién
genética sobre el concepto de transformacién lineal, es decir, los autores se centran en la
primera etapa del ciclo de investigacion con APOE.

El trabajo describe dos caminos distintos para la construccién del concepto,
mostrando asi el hecho de que una descomposicion genética no es Unica, ademas las autoras

describen las dificultades encontradas para el disefio de la descomposicion.

En Roa-Fuentes y Oktac (2012) se retoma la descomposicién genética elaborada por
los autores para el concepto de transformacion lineal, y se completa el ciclo de investigacion
de APOE. El trabajo presenta una descripcion detallada de cémo validar la descomposicion

genética propuesta. Los autores plantean el disefio de los instrumentos que se aplicaron con

19



base en el analisis tedrico preliminar, haciendo énfasis en la importancia de analizar

previamente los instrumentos a aplicar.

Parraguez (2011) utiliza la teoria APOE como marco teorico y metodoldgico para
intentar explicar como los estudiantes construyen el concepto de combinacion lineal de
vectores. La investigacion se centra en un grupo de estudiantes de nivel licenciatura de la
Pontificia Universidad Catolica de Valparaiso. Para ello se propone un analisis teérico del
concepto que lleva a la construccion de una descomposicion genética y se aplican
cuestionarios y entrevistas a los estudiantes, con la finalidad de determinar si el analisis
tedrico propuesto se apega a las construcciones mentales que los estudiantes realizan. Entre
los resultados arrojados, destaca que en los estudiantes existe una descoordinacion del
concepto matriz asociada al sistema de ecuaciones lineales y el concepto suma de vectores y

multiplicacién por escalar.

También Parraguez (2013) realiza una investigacion en la que se explica la
construccién del concepto de espacio vectorial desde el marco de referencia de la teoria
APOE, considerando particularmente la importancia que juega el campo en esta
construccion. El trabajo presentado incluye las tres etapas del ciclo de investigacion con
APOE: andlisis teodrico (descomposicidn genética), disefio y aplicacion de instrumentos, y

analisis y verificacion de datos.

De igual forma en un trabajo de Parraguez y un grupo de colegas (Trigueros,
Maturana, Parraguez, y Rodriguez, 2015) podemos encontrar una investigacion acerca de los
mecanismos y construcciones mentales que un estudiante necesita desarrollar para la
construccion de una Matriz Asociada a una Transformacion Lineal (MATL). El trabajo de
investigacion considerd un grupo de 18 estudiantes de tres universidades chilenas distintas,
adscritos a carreras de pedagogia en matematicas. Los autores desarrollaron una
descomposicion genética del concepto de MATL ademas de instrumentos que les permitieran

documentar en los estudiantes, los constructos previstos en la descomposicion genética. Estos
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instrumentos les permitieron hacer un andlisis de la manera en que los estudiantes aprenden

dicho concepto vy las dificultades que encuentran para construirlo como un objeto.

Salgado y Trigueros (2014) hablan de la dificultad del aprendizaje de los conceptos
del algebra lineal debido a su alto nivel de abstraccion. En particular reportan los resultados
obtenidos de una investigacion acerca del aprendizaje de los conceptos de valores, vectores
y espacios propios en un curso cuyo disefio didactico esta basado en la teoria APOE. El
trabajo reporta una descomposicion genética del concepto matematico de interés disefiado
por las autoras, también el disefio e implementacion de métodos de ensefianza basados en la
descomposicion genética disefiada, asi como la recoleccion y analisis de datos que les
permitieron validar la descomposicion genética disefiada. Los instrumentos se aplicaron
durante cinco semestres a estudiantes que cursaban la materia de algebra lineal en la carrera
de Licenciatura en Economia. La investigacion dejo claro que, los conocimientos previos,
fueron indispensables para la construccion de los conceptos buscados por las autoras,
destacando que es necesaria un estado de construccion proceso de los sistemas de ecuaciones
lineales y su conjunto solucidn para poder realizar la interiorizacion de las acciones que se

necesitan para construir los conceptos de valores, vectores y espacios propios.

Trigueros, Oktac y Manzanero (2007) presentan un estudio enfocado en alumnos
que tomaron un curso de algebra lineal disefiado con base en el marco teérico APOE. El
curso no incluia el tema de sistemas de ecuaciones lineales de forma explicita, sin embargo
las autoras esperaban observar la evolucién de este concepto a través del curso, dada la
necesidad de aplicarlo en otros temas. Para estudiar el entendimiento del concepto de
sistemas de ecuaciones lineales y las dificultades que los estudiantes presentan en su
aprendizaje, se disefid una posible descomposicion genética del concepto solucion de un
sistema de ecuaciones lineales. Para las autoras, en el contexto del algebra lineal, los
estudiantes deben conocer los conceptos de conjunto, funcion, igualdad y espacio vectorial

antes de trabajar con los sistemas de ecuaciones lineales. El trabajo concluye que la falta de
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ciertos conocimientos previos, que incluyen un buen manejo algebraico, impide que los
estudiantes involucrados en el estudio, construyan los nuevos conceptos abstractos
relacionados con los sistemas de ecuaciones lineales. Los estudiantes que mostraron un buen
entendimiento del algebra elemental, demostraron una evolucion en las construcciones
relacionadas al esquema de sistema de ecuaciones, sin embargo, los resultados obtenidos al
aplicar el curso basado en la metodologia de ensefianza de APOE no fueron tan satisfactorios

como las autoras esperaban, al menos con respecto al concepto de sistemas de ecuaciones.

Oktac y Trigueros (2010) toman como base los materiales de ensefianza disefiados
por RUMEC (Research in Undergraduate Mathematics Education Community), un grupo
que se dedica a hacer investigacion en matematica educativa utilizando la teoria APOE, para
realizar un analisis tedrico de los conceptos involucrados en la ensefianza del algebra lineal
y, en base a dicho andlisis, realizar sugerencias didacticas, trabajando con conceptos como
espacio vectorial, transformacion lineal y sistemas de ecuaciones lineales. Dentro de los
conceptos analizados se encuentra el de solucion de sistemas de ecuaciones lineales. Oktag
y Trigueros (2010) sefialan que este es un concepto de suma importancia, no solo para la
comprension de otros conceptos del algebra lineal, sino también para otras areas de las

matematicas.

Para el analisis de este concepto, los autores disefiaron y validaron una
descomposicion genética que les permitio6 modelar la posible construccion de estos
conceptos, y asi identificar algunas de las dificultades que los estudiantes presentan cuando
estudian estos conceptos. Entre los resultados interesantes arrojados por la validacion,
encontraron que para llegar a la construccion del sistema de ecuaciones lineales como
esquema, resulta indispensable la previa construccion de un esquema de variable, que incluya
sus usos, diferenciacion e interpretacién, asi como la construccion del concepto de solucidn

de una ecuacion.

Como puede verse, los sistemas de ecuaciones lineales también han sido explorados
desde loa perspectiva de la teoria APOE, aunque las investigaciones apuntan a una vision en

donde los sistemas son la base para el estudio de otros topicos en algebra lineal.
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CAPITULO 2: DESCRIPCION DEL PROBLEMA

2.1 Justificacion

En educacion matematica existe un namero muy amplio de teorias que intentar
explicar los procesos de ensefianza y aprendizaje que se dan cuando el estudiante, el profesor,
las matematicas y otros elementos interactian. Entre estas teorias existen algunas que
defienden la idea de que las matematicas van mas alla de una serie de conceptos y formulas.
Entre ellas, por ejemplo, la vision socio critica de Skovsmose quien sefiala que las
matematicas representan un conjunto de practicas sociales que influyen grandemente en la

formacion de los futuros ciudadanos (Skovsmose, 1985).

Por otro lado, como sefialan Alsina 'y  Domingo  (2010) algunas

reinterpretaciones de los trabajos de Vygotsky, desde el punto de vista de la educacion
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matematica, apuntan a que el estudiante construye los conceptos en un contexto social y

cultural a través del dialogo, la interaccion y la negociacion.

Lo anterior implica que, en la ensefianza de las matematicas, los profesores e
investigadores deben apuntar a ayudar a los estudiantes en el desarrollo de una capacidad de
analisis y critica que les permita contribuir a la toma de decisiones informadas dentro del
contexto social al que pertenecen, apoyandose de una constante interaccion con sus pares.
Dentro de todo este rol de suma importancia para la formacion de los estudiantes, el algebra
destaca por ser una de las ramas de las matematicas con mayor presencia, al menos en el
sistema educativo mexicano. Basta revisar los planes y programas de estudio de nivel basico

y medio superior para observar la presencia del algebra.

En el caso de los planes de estudio para educacion secundaria (SEP, 2017),
estudiantes entre 12 y 15 afios, los tres afios de estudio consideran topicos de algebra,
geometria y andlisis de datos. Para el caso de bachillerato (SEP, 2013), estudiantes entre 15
y 18 afios, se dedica la totalidad del primer semestre para el algebra, repasando temas vistos

en secundaria e introduciendo nuevos temas.

También a nivel internacional el algebra es considerada como uno de los temas de
mayor importancia. Un ejemplo de ello es el reporte presentado por el Departamento de
Educacién de los Estados Unidos, Foundations for succes: The final report of The National
Mathematics Advisory Panel (2008). Este reporte sefiala diversas dificultades que los
estudiantes enfrentan en su formacién matematica, sin embargo, recalca que las politicas
educaciones del pais ven al algebra como una de sus preocupaciones principales. Esto se basa
en una consideracion de que los conocimientos adquiridos durante los cursos de algebra seran
necesarios para los cursos que el estudiante deba enfrentar mas adelante. Ademas, resultados
de investigaciones incluidas en este reporte, han encontrado una fuerte relacion entre el éxito
de los estudiantes para completar los cursos de algebra a nivel bachillerato, y el éxito que
tendran a nivel licenciatura asi como el nivel de ingresos que podran alcanzar una ver que se

adentren en la vida laboral.
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El algebra representa una herramienta indispensable para el desarrollo del
pensamiento l6gico matematico, ademas de servir como conocimiento base para el estudio
de otras ramas de la matemaética (calculo, geometria, probabilidad, etc). Para Sanchez y Serna
(2013) el aprendizaje del algebra implica el desarrollo de estructuras mentales superiores en
el alumno, es asi que consideran que el aprendizaje del algebra ayuda al estudiante a

desarrollar procesos y estructuras mentales que no podrian desarrollarse por si mismas.

Por lo anterior es que se decidio enfocar este trabajo de tesis en la ensefianza del
algebra, siendo esta la primera materia de matematicas que los estudiantes cursan al ingresar
a la educacion media superior. El trabajo se enfoca en la resolucion de ecuaciones de primer
grado, al considerarse este uno de los temas claves del curso, pues como lo mencionan
Salgado y Trigueros (2014) y Oktac y Trigueros (2010), este tema resulta un conocimiento
previo esencial cuando se trabaja con topicos méas avanzados de algebra lineal, es decir,
topicos a los que la mayoria de los estudiantes de enfrentaran tanto a nivel medio superior

como a nivel licenciatura.

2.2 Descripcion del problema

Reconocer la importancia de la educacién matematica, y del algebra en particular,
en la formacion de los estudiantes no parece ser suficiente para obtener los aprendizajes
esperados. Como un ejemplo de esto tenemos los resultados de las pruebas estandarizas PISA

aplicadas a estudiantes mexicanos.

Recordemos que las pruebas PISA evalGan una serie de competencias que se espera
que los estudiantes posean al término de la educacion béasica y realiza una comparacion entre
los sistemas educativos de los distintos paises adscritos a la OCDE (Organizacion para la
Cooperacion y el Desarrollo Econdmico). Estas competencias van enfocadas a tres dominios

principales: lectura, ciencias y matematicas.

En el dominio matematico el objetivo es evaluar si los estudiantes han adquirido la

competencia de alfabetizacion matematica, la cual Salas (2012) define como “la capacidad
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de las y los jovenes para analizar, razonar, modelar, argumentar y comunicarse eficazmente
cuando se enuncian, formulan y resuelven problemas matematicos en diferentes contextos y

situaciones” (p. 3).

La evaluacion PISA se aplica cada tres afios y en cada aplicacion, se hace énfasis en
alguna de las tres areas mencionadas. En los afios 2003 y 2012 el énfasis estuvo en el dominio
matematico. De los resultados publicados por la OCDE (2013) sobre las pruebas PISA 2012
aplicadas a estudiantes mexicanos, tenemos que menos del 55% de dichos estudiantes
alcanzan en nivel de competencias basicas en matematicas, ademas que nuestra media (413
puntos) queda 81 puntos por debajo de la media de la OCDE, lo que equivale a un rezago
escolar de dos afios, es decir, nuestros estudiantes de 15 afios (primer afio de educacion media
superior o ultimo afio de educacion basica) presentan un nivel educativo equivalente al primer

afio de educacion secundaria.

Es necesario tomar acciones encaminadas a subsanar estas deficiencias que vayan
mas alla de obtener mayores puntajes en las pruebas y evaluaciones, PISA por ejemplo, y
que apunten a generar aprendizajes significativos y duraderos en los estudiantes. Dichas
acciones, ademas de hacer énfasis en el proceso de aprendizaje del estudiante, deben permear

también en la manera en que los estudiantes son evaluados.

2.3 Objetivos

Como parte inicial de este proyecto se desarrollé un protocolo de tesis en el cual,
entre otras cosas, se incluian objetivos generales y particulares para el trabajo. Entre estos
objetivos destaca el disefio de una propuesta didactica para la ensefianza y evaluacion del
algebra a nivel bachillerato, utilizando la teoria APOE como marco teorico y metodoldgico.
Sin embargo, derivado de una estancia de investigacion y de los trabajos y lecturas realizados
durante ella, se encontrd que la aplicacion del ciclo de investigacion de la teoria APOE
obligaba a replantear los objetivos originales propuestos en el protocolo, por lo que a

continuacion, se plantean los nuevos objetivos.
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El objetivo principal de este trabajo de investigacion es el disefio y validacion de
cuatro descomposiciones genéticas correspondientes a cuatro métodos de resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales cuadrados, estudiados por alumnos de primer semestre de
bachillerato en Meéxico, alumnos de entre 15 y 16 afios. Para la validacion de las
descomposiciones, se disefiaran instrumentos de evaluacion, se aplicaran y los datos
obtenidos de las aplicaciones seran analizados para determinar si las descomposiciones

genéticas se validan o se refinan.

Como objetivo particular se busca ofrecer al lector, profesor o investigador,
ejercicios propuestos para trabajar con sistemas de ecuaciones lineales cuadrados. Estos
ejercicios estaran acompafados de ribricas sugeridas para su evaluacién. Ambos objetivos

seran trabajados utilizando la teoria APOE como marco tedrico y metodoldgico.

CAPITULO 3: MARCO TEORICO

3.1 Primera aproximacion: del constructivismo piagetiano a la teoria APOE

De acuerdo con Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky y Mathews, (1997) las ideas
aportadas por Piaget comenzaron a influir en la investigacion en matematica educativa, a
principios de la década de los ochentas, para cambiar de métodos de investigacion
cuantitativos a métodos cualitativos. Esto llevo a Dubinsky y sus colaboradores a conformar
un grupo informal de investigadores, nombrado RUMEC: Research in Undergraduate
Mathematics Education Community, con la finalidad de investigar y desarrollar un marco de
referencia que les permitiera mejor el entendimiento acerca de como se aprenden las
matematicas y desarrollar una pedagogia, respaldada por la teoria, para ensefiar matematicas

a nivel pregrado.

Meel (2003) sefiala que las ideas de Dubinsky para el desarrollo de este marco de
referencia, que posteriormente seria llamado APOS Theory, o APOE por sus siglas en
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espafol (acciones, procesos, objetos y esquemas), surgieron a partir del concepto de
abstraccion reflexiva propuesto por Piaget. Este concepto buscaba explicar coémo es que los
nifios desarrollan el pensamiento l6gico- matematico y Dubinsky lo extenderia a nociones
matematicas superiores. Asi, Dubinsky utiliza el concepto de abstraccion reflexiva para
intentar explicar como el individuo realiza ciertas construcciones mentales sobre un concepto

matematico determinado.

Piaget divide la definicion de abstraccion reflexiva en dos partes. La primera habla
acerca de la reflexion en el sentido de un pensamiento consciente y contemplativo y en el
sentido de una reflexion de los contenidos y operaciones. La segunda parte habla acerca de
la reconstruccion y reorganizacion de los contenidos y operaciones, de tal manera que las
operaciones se conviertan en contenidos por si mismas, contenidos a los cuales se les puedan
aplicar nuevas operaciones (Arnon, Cottrill, Dubinsky, Okta¢, Roa-Fuentes, Trigueros y
Weller, 2014). Dubinsky encontr que esta segunda parte describia un fendmeno que era
similar a ciertas ideas matemaéticas (Dubinsky et al., 2014).

Ademas, Piaget identifico tres tipos de abstracciones: empirica, pseudoempirica y
reflexiva, definiendo que la reflexiva dependia de las dos anteriores, pues la empirica “le
permite al individuo abstraer propiedades comunes de varios objetos y realizar acciones sobre
ellos, a través de la interiorizacion y coordinacion de las acciones en nuevas y crear nuevos
objetos ” (Roa-Fuentes y Oktag, 2010, p. 92). Es decir, cuando al individuo se le plantea una
situacion problema matematica, debe recurrir a los conocimientos previos que posee y hacer
una reestructuracion de los mismos a partir de la reflexion sobre la nueva situacion problema
a la que se estd enfrentando. De esta manera, las estructuras que el individuo posea

previamente, seran clave en la construccion de un nuevo concepto.

3.2 Los elementos de la teoria APOE: construcciones y mecanismos mentales

De los trabajos de investigacion realizados por Dubinsky y sus colaboradores de la
RUMEC surgi6é el marco de referencia conocido como APQOS: actions, process, objects,
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scheme. En la literatura en espariol, este marco es conocido como la teoria APOE por su
traduccidn directa del inglés. Como se menciono, APOE es una teoria constructivista basada
en las aportaciones de Piaget. Dubinsky, creador de la teoria APOE utiliza las ideas de Piaget
para describir como un individuo logra ciertas construcciones mentales sobre un concepto
matematico determinado (Ku, Trigueros y Oktag, 2008). Para Piaget, el entendimiento de los
conceptos tiene su origen en la manipulacion de objetos fisicos. En el caso de las
matematicas, conforme el nivel de estas aumenta, se vuelve necesario construir nuevos
objetos, que ya no podran ser fisicos si no que tendran que ser mentales y que deberan ser
manipulados para poder construir las ideas matematicas (Dubinsky, 1996). Dubinsky (1996)

menciona:

El conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder a las
situaciones matematicas problematicas reflexionando sobre ellas en un contexto
social y construyendo o reconstruyendo acciones, procesos Yy objetos matematicos
y organizando en esquemas a fin de manejar las situaciones. (p. 32 — 33)

En esta reflexion se mencionan las construcciones mentales accion, proceso, objeto
y esquema. Segun Dubinsky (1996) estas construcciones se dan en forma espontanea, hasta
cierto punto, siempre y cuando el sujeto, en este caso el estudiante, esté bajo la presencia de
experiencias apropiadas. Estas construcciones surgen a partir de la abstraccion reflexiva, la
cual, en el caso de la teoria APOE consiste en ciertos mecanismos mentales, como lo son la

interiorizacion, encapsulacion, coordinacion, desencapsulacion, reversion y tematizacion.

Segun Dubinsky et al. (2014) una construccion o estructura mental en el marco de
la teoria APOE, es considerado como una etapa en el aprendizaje de un concepto matematico,
la cual es utilizada por el individuo, en este caso el estudiante, para dar sentido del concepto
matematico que se esta construyendo. Es importante resaltar que estas construcciones no se
dan necesariamente de manera lineal, pues la construccion del conocimiento matematico no

es lineal.

Para que estas construcciones mentales surjan es necesaria la abstraccion reflexiva,

la cual en el caso de la teoria APOE implica ciertos mecanismos mentales. En las siguientes
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secciones se describiran las cuatro construcciones mentales consideradas en la teoria APOE,

asi como los mecanismos mentales que llevan a su construccion.

3.2.1 Acciones

La mas simple de las construcciones es la accion. Barbosa (2003) define la accion
como una transformacion que el individuo realiza a un objeto matematico que posee
previamente. Dicha transformacion es algoritmica es decir, el estudiante realiza la
transformacion a través de una serie de pasos a seguir, generalmente estimulado por un agente
externo. Dentro de la accidn se realizan manipulaciones repetibles que transforman un objeto
en otro objeto, dichas manipulaciones pueden ser fisicas 0 mentales. Se dice que la accion es
una construccion externa, en el sentido de que cada paso de la transformacion debe ser

realizado explicitamente guiado por instrucciones externas al individuo.

Ademas, cada paso indica el siguiente y el individuo no se encuentra en condiciones
de saltarse o imaginarse pasos (Dubinsky et al., 2014). Aunque la accién es la méas simple de

las construcciones, resulta fundamental en la construccion de las siguientes estructuras.

3.2.2  Procesos, interiorizacién, coordinacion y reversion

De acuerdo con Dubinsky et al. (2014) existen dos mecanismos mentales a través
de los cuales puede surgir un proceso, el primero de ellos es el de interiorizacion y el segundo

el de coordinacion.

Una vez que el individuo comienza a repetir la accion y a reflexionar sobre ella sin
realizarla de manera explicita, se llega a la interiorizacion de la misma, es decir, el estudiante
construye la accion en su mente y es capaz de reflexionar acerca del objeto matematico sin
tener que manipularlo de manera especifica. Cuando el estudiante llega a este punto se dice
que esté en el estado de construccion proceso. Un proceso es una construccion mental que
realiza la misma transformacion que la accion, pero completamente en la mente del

individuo, lo cual le permite al individuo imaginar los pasos a seguir en la transformacion,
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sin necesidad de realizarlos todos de manera explicita, pudiéndose saltar algunos (Dubinsky
etal., 2014).

Ademas de la interiorizacion de una accion, es posible llegar al nivel de proceso a
través de la coordinacion de dos o mas procesos, esto implica que el individuo realiza
conexiones entre dos 0 mas procesos y establece relaciones que llevan a generar un nuevo

proceso.

Por otro lado, en ocasiones resulta necesario un tercer mecanismo mental: la
reversion. De acuerdo con Meel (2003) en la reversion, el estudiante deshace un proceso
existente para generar uno nuevo que se contrapone al anterior. Dubinsky et al. (2014) sefiala
que los problemas matematicos que requieren la reversidn de un proceso, suelen representar

mayor dificultad para los estudiantes.

3.2.3 Objetos, encapsulacién y desencapsulacion

Cuando el individuo es capaz de reflexionar acerca del proceso como un todo, es
decir, es capaz de analizar y construir las transformaciones que pueden actuar sobre el
proceso en general, se dice que pasé al estado de construccion objeto como resultado de la
encapsulacion de un proceso. Es decir, el individuo ha construido un objeto, cuando su
entendimiento del concepto matematico es tan profundo que la trata como un total y es capaz

de realizar acciones sobre ese total (Barbosa, 2003).

Segln Dubinsky et al. (2014) “la encapsulacion ocurre cuando un individuo aplica
una accion a un proceso, esto es, ve una estructura dindmica (proceso) como una estructura
estatica a la cual se le pueden aplicar acciones” (p. 21). Diversas investigaciones y estudios
realizados con base en la teoria APOE, sefialan que la encapsulacion es el mecanismo mas
dificil de lograr (Roa-Fuentes y Oktag, 2010).

Igual de importante es el mecanismo de desencapsulacion, en el cual el individuo

debe ser capaz de desarmar el objeto, para llegar de nuevo al proceso que le dio origen. Este
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mecanismo se da siempre y cuando, algin problema matematico haga surgir la necesidad
(Dubinsky et al., 2014).

3.2.4 Esquemas

Los esquemas son las construcciones mas amplias de un conocimiento matematico
y surgen cuando se da una interaccion entre las acciones, proceso y objetos y. posiblemente,
otros esquemas. Los esquemas se caracterizan por ser estructuras dinamicas en constante
cambio y reconstruccion, segun lo requiera la actividad matematica (Dubinsky et al., 2014).
Todas estas construcciones mentales se encuentran conectadas coherentemente, de manera
consciente o no, en la mente del individuo y, para llegar a su construccion es necesaria una

generalizacion.

Esta coherencia que menciona Barbosa (2003) estd determinada por la capacidad
del estudiante de discernir si el esquema puede ser utilizado para lidiar con una situacion

matematica particular.

Dubisnky et al. (2014) explica que una vez que el esquema es construido como una
coleccidon coherente de estructuras mentales interconectadas ente si, el esquema puede
entonces ser transformado en una estructura estatica, es decir, en un objeto, o puede ser usado
como una estructura dindmica para asimilar otros objetos y esquemas. EI mecanismo mental

que permite transformar el esquema en un objeto, es conocido como tematizacion.

“Por lo tanto los esquemas son estructuras que contienen descripciones,
organizacion y ejemplificaciones de las estructuras mentales que el individuo ha construido

con respecto a un concepto matematico” (Dubinsky et al., 2014, p. 25).

3.3 El ciclo de investigacion de la teoria APOE

En Dubinsky et al. (1997) se da una vision general de la teoria APOE como un
marco de referencia para realizar investigaciones en matematica educativa. En este contexto,

se propone el ciclo de investigacion de la teoria APOE el cual consiste en tres elementos:
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analisis teorico (o descomposicidn genética), disefio y aplicacion de secuencia de ensefianza
y recoleccion y analisis de datos. Este ciclo permite estudiar el desarrollo cognitivo del
individuo cuando intenta aprender un concepto matematico, para ello es necesario aplicar el
ciclo de investigacion de manera iterada y realizar refinaciones al mismo en cada iteracion,
estas refinaciones iran de acuerdo con los datos obtenidos en la tercera etapa del ciclo. En las

siguientes secciones se dara una descripcion de cada una de las etapas.

3.3.1 Andlisis teorico: descomposicién genética

El ciclo de investigacion con la teoria APOE comienza con la realizacion de un

modelo cognitivo conocido como descomposicidn genética.

Este modelo debe ayudar a explicar que es lo que significa entender el concepto
matematico en juego y como es que el individuo puede construir el entendimiento de dicho
concepto (Dubinsky et al., 1997). Este primer analisis se basa en el entendimiento que el
investigador tiene acerca del concepto, en sus propias experiencias como estudiante y como

profesor.

El objetivo de la descomposicion genética es describir las posibles construcciones y
mecanismos mentales que el individuo realiza en el proceso de aprendizaje de un concepto
matematico (Parraguez, 2011). Es importante entender que este disefio de descomposicion
genética no es mas que un modelo hipotético que en un inicio, se basa Unicamente en el
entendimiento del investigador y que, en ningin momento, serd la Unica descomposicién

genética correspondiente a un concepto matematico particular.

El andlisis teorico resulta ser el fundamento de los resultados que se obtengan al
aplicar todo el ciclo de investigacion. El investigador puede apoyarse en libros de texto,
resultados de estudios previos y otros aspectos que considere pertinentes, para modelar el
concepto matematico desde una perspectiva epistemoldgica y cognitiva (Roa-Fuentes y
Oktac, 2010).

Dado que la teoria APOE sefiala que el aprendizaje de un concepto matematico
surge a partir de transformar los conceptos que el individuo ya posee, se considera que la

descomposicion genética es una descripcion de las acciones que los individuos realizan sobre
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€s0s conceptos ya existentes y como, posteriormente, estas acciones son interiorizadas en
procesos, estos procesos encapsulados en objetos, etc. (Dubinsky et al., 2014). Por ello,
ademas de describir como se construye un concepto matematico particular, una
descomposicion genética puede incluir una descripcion de los conocimientos previos que son

necesarios para el surgimiento del nuevo concepto.

El primer disefio de descomposicidn genética permitira desarrollar las secuencias de
ensefianza que, posteriormente seran aplicadas con la finalidad de recolectar y analizar datos

que permitan ir refinando el disefio original de la descomposicion genética.

3.3.2 Disefio y aplicacion de secuencia de ensefianza

El siguiente paso en el ciclo de investigacion de la teoria APOE es el disefio de la
secuencia de ensefianza. Este disefio se hace con base en la descomposicion genética
generada en la primera etapa del ciclo y su finalidad es ayudar a los estudiantes en la

construccion de las estructuras mentales propuestas.

De acuerdo con Dubinsky et al. (1997), el analisis tedrico de la primera fase influye
en la ensefianza de dos formas: la primera es que el analisis permite sefialar los constructos
mentales que el profesor debe buscar fomentar en la ensefianza, la segunda forma, y que
necesitaria analizarse a mayor profundidad, es que este analisis tedrico puede fomentar el

redisefio del contenido matematico para un curso en particular.

Roa-Fuentes y Okta¢ (2012) sefialan que para esta fase es necesario considerar
aspectos relacionados con el tiempo, el curriculo, el nimero de investigadores necesarios,
etc., pues en ocasiones para implementar las secuencias de ensefianza disefiadas de acuerdo
con la descomposicion genética es necesario realizar redisefios en el curriculo y la aplicacion
del modelo propuesto requiere bastante tiempo. Estos aspectos, de acuerdo con las autoras,
han generado que muchas investigaciones pasen de la fase 1, analisis tedrico, directamente a

la fase 3, recoleccion y analisis de datos.
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Lo anterior implica que, una vez que se tiene el analisis tedrico inicial, es decir, la
descomposicion genética hipotética, se disefian instrumentos que permitan analizar o evaluar

la manera en que los estudiantes han construido o estan construyendo un concepto.

3.3.3 Recoleccidén y andlisis de datos

De acuerdo con Dubinsky et al. (1997), son muchos los datos que pueden
recolectarse en esta fase. Por un lado, se puede recolectar informacion acerca de los
estudiantes y el (los) curso(s) que estén tomando. En algunos casos, se busca encontrar
informacién acerca de los estudiantes que ya han estudiado en concepto matematico en

cuestion en cursos cuya metodologia de ensefianza no se ha basado en la teoria APOE.

En otras ocasiones se busca analizar en particular a los estudiantes que han estudiado

determinado concepto matematico en cursos cuya instruccion se basa en la teoria APOE.

En un trabajo de Roa-Fuentes y Oktac (2012), las autoras sefialan que el analisis de
los datos empiricos obtenidos en esta fase del ciclo de investigacion, en comparacion con el
andlisis tedrico que se haya propuesto en la primera fase, dan pie a un analisis mas veraz

sobre la manera en que los estudiantes construyen el concepto matematico en cuestion.

El disefio de los instrumentos se hace con base en la descomposicién genética
generada en la primera etapa del ciclo y su finalidad es recolectar datos que permitan analizar
y reconsiderar dicha descomposicion genética, por ello el andlisis a priori de los
instrumentos es fundamental para establecer su relacion con los aspectos cognitivos de la

descomposicion genética.

Asi mismo, Aldana (2011) sefiala que los datos obtenidos al aplicar los instrumentos
deben ser analizados desde la descomposicion genética disefiada en la primera fase. Este
analisis debe servir para detectar si hay elementos que no fueron considerados en la
descomposicion genética original o si, por el contrario, hay elementos considerados en la
descomposicion genética, de los cuales no se muestran evidencias en los datos recolectados.
Asi mismo, los instrumentos disefiados para esta fase pueden ser refinados como resultado

también del andlisis de los datos obtenidos.
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La totalidad del ciclo de investigacion de APOE puede ser aplicada una y otra vez
procurando en cada una de las aplicaciones, llegar a descomposiciones genéticas, a
secuencias de ensefianza y a instrumentos para recoleccion de datos que sean mas certeros y
cercanos a la realidad de los estudiantes con quienes se esta trabajando y, de este manera,
tener una compresion mas profunda de la manera en que los estudiantes construyen el

concepto matematico en cuestion.
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CAPITULO 4: METODOLOGIA

En este capitulo se describen los aspectos metodologicos del trabajo de tesis. La
teoria APOE no solo servira como referente tedrico, si no que su ciclo de investigacion seré

el referente metodoldgico del trabajo.

Para iniciar, se describe el objeto matematico en el cual se ha enfocado el trabajo de
tesis. Enseguida, se describen los aspectos relacionados a la primera fase del ciclo de
investigacion APOE: el analisis tedrico. En este apartado se desarrollan las descomposiciones

genéticas pertinentes al objeto matematico descrito en la primera seccion.

Més adelante se describe como se disefiaron y aplicaron los instrumentos para la
recoleccion de datos correspondiente a la fase tres del ciclo de investigacion APOE.
Finalmente, se muestra el analisis realizado a los datos obtenidos al aplicar los instrumentos
y se describe como estos resultados afectan las descomposiciones genéticas hipotéticas

disefiadas en la fase de analisis teorico.

4.1 Descripcion del objeto matematico

El programa de Matematicas | de la Subsecretaria de Educacion Media Superior
(SEP, 2013) sefiala que los estudiantes de primer semestre de bachillerato, estudian sistemas
de ecuaciones lineales con dos y tres incdgnitas y sus métodos de resolucién, los cuales
clasifican en tres rubros: i) Numérico: determinantes, ii) Algebraicos: eliminacion por

igualacion, reduccion (sumay resta) y sustitucion, iii) Graficos.

De acuerdo con Zill y Dewar en su libro Algebra, trigonometria y geometria
analitica (2012), un sistema de ecuaciones consta de dos o mas ecuaciones, donde cada una

de ellas tiene al menos una variable.
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Si estas ecuaciones son lineales, entonces el sistema también es lineal. Para un
sistema de n ecuaciones con n variables, la solucion del mismo estara formada por los valores
de las n variables, que satisfacen todas las ecuaciones del sistema al mismo tiempo. Zill y

Dewar (2012) llaman a esta solucién una n-ésima tupla ordenada.
En este sentido, un sistema de ecuaciones lineales puede tener tres tipos de solucion:

)} Unica: el sistema tiene exactamente una solucion. Es decir, existe una Unica
n-ésima tupla ordenada de valores que satisfacen todas las ecuaciones del
sistema. Se dice que el conjunto solucion del sistema es Unico.

i) Infinitas: el sistema tiene infinitas soluciones, es decir, existen infinitas n-
ésimas tuplas ordenadas de valores que satisfacen a todas las ecuaciones del
sistema. Se dice que el conjunto solucion del sistema es infinito.

iii) Vacia: el sistema no tiene solucién. Es decir, no existe ninguna n-ésima tupla
ordenada de valores que satisfaga todas las ecuaciones del sistema. Se dice

que el conjunto solucién del sistema es vacio.

Este trabajo de tesis considera trabajar dos de los tres tipos de métodos de solucién
sefialados en el programa: numérico y algebraicos. Los sistemas de ecuaciones lineales
considerados en el desarrollo de las descomposiciones genéticas, son sistemas cuadrados de
dos o tres incognitas, no homogeéneos, con coeficientes k bien definidos y que pertenecen a
los reales, y se consideran sistemas de ecuaciones lineales con los tres tipos de solucion

seflalados anteriormente.

También es importante sefialar que el analisis tedrico del trabajo de tesis se
desarrolla pensando en estudiantes regulares de primer semestre de bachillerato en México,
es decir, jovenes entre los 15 y 16 afios, que han concluido la educacion secundaria y, por lo

tanto, ya han estudiado tépicos introductorios al algebra.

4.2 Analisis tedrico: descomposiciones genéticas hipotéticas
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Como se describid en los objetivos del trabajo, esta tesis busca hacer el disefio y
validacion de cuatro descomposiciones genéticas, que corresponden a cuatro distintos
métodos de resolucion para sistemas de ecuaciones lineales que cumplan con las
caracteristicas sefialadas en el apartado 4.1 Descripcion del objeto matematico, enfocandose

en los tres distintos tipos de conjunto solucién para ellos.

Como se describe en el ciclo de investigacion de la teoria APOE, la primera fase a
trabajar es el analisis tedrico, es decir, es necesario realizar la descomposicion genética del
concepto matematico que se busca construir, la cual posteriormente debe ser evaluada para
su validacion o refinacién. En este apartado, se busca dar un panorama general de las
descomposiciones genéticas que se desarrollaran a fin de abordar el concepto matematico
principal que este trabajo envuelve: métodos de resolucion y conjuntos solucion para

sistemas de ecuaciones lineales.

Se busca que, a través de la ensefianza de cuatro distintos métodos de resolucién
(Cramer, reduccidn, sustitucién e igualacion) el estudiante llegue a la construccion del
conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales como un esquema. Para llegar a este
constructo esquema, es necesario que el estudiante construya tres conceptos principales en
un estado de construccion proceso: solucion Unica, solucién vacia y soluciones infinitas, tal
y como se muestra en la Figura 1. Estos procesos se construiran a traves del trabajo con los

métodos de resolucion.

4 Conjunto solucion de un sistema de ecuaciones
lineales
(Esquema)
Solucién tinica Solucién vacia
(Proceso) (Proceso)
Soluciones
infinitas
(Proceso)

Figura 1. Esquema conjunto solucion de un Sistema de Ecuaciones Lineales (procesos).
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Como se mencion0 anteriormente, para llegar a estas construcciones se trabajara a
través de cuatro distintos métodos de resolucién, los cuales permitiran llegar a los conceptos
de la Figura 1 en un estado de construccion proceso Y, posteriormente, estos procesos
deberian ser encapsulados por medio de ejemplos tipo enunciado! dados en contextos no
estrictamente matematicos. En la Figura 2 se muestra como se busca llegar a un estado de
construccion objeto de los conceptos mencionados.

Soluciones
infinitas
(Proceso)

Solucion tnica Solucion vacia
(Proceso) (Proceso)

Encapsulacion Encapsulacion Encapsulacion
(Problemas tipo (Problemas tipo (Problemas tipo
enunciado) enunciado) enunciado)

Solucion tnica Solucion vacia Soluciones

Objeto Objeto infinitas
(Objeto) (Objeto) (Objeto)

Figura 2. Esquema conjunto solucion de un Sistema de Ecuaciones Lineales (objetos).

En los apartados siguientes se iran desarrollando las descomposiciones genéticas
para los cuatro métodos de resolucion mencionados y el lector podréa observar como se llega
a la construccion proceso de estos tres conceptos, solucion Unica, solucidn vacia y soluciones

infinitas.

1 El siguiente es un ejemplo de problema planteado como enunciado:
“Anabel pago $145 por 3 cajas de palomitas y 2 vasos de refresco. Claudia compré 5 cajas de palomitas y 7
vasos de refresco y tuvo que pagar $315. ;Cual es el precio de cada caja de palomitas y vaso de refresco?”.
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Primero se describe la descomposicion genética para el método de Cramer, por
considerarse un caso especial, como se describira més delante. Posteriormente se presentara
la descomposicion para el meétodo de reduccion, esto por considerarse que es la
descomposicion mas compleja y que algunas de las estructuras mentales construidas al
trabajar con este método seran necesarios para trabajar con los siguientes metodos. En tercer
lugar se describe el disefio de la descomposicion genética para el método de sustitucion, y en
ultimo lugar se presenta la descomposicion genética para el método de igualacién, por ser
este el Unico que no puede ser utilizado para resolver sistemas de ecuaciones lineales de tres

ecuaciones con tres incognitas.

4.2.1 Meétodo de Cramer

Como se ha mencionado anteriormente, las descomposiciones genéticas disefiadas
en este trabajo de tesis, hacen referencia a topicos ensefiados en el primer semestre de

bachillerato en México.

De acuerdo con lo sefialado en el programa de estudios de Matematicas | de la
Subsecretaria de Educacion Media Superior (SEP, 2013), en este nivel los estudiantes deben
resolver sistemas de ecuaciones lineales mediante el método numérico de determinantes, es
decir, el Método de Cramer. Sin embargo, al llegar a este nivel educativo, los alumnos no
han estudiado topicos relacionados con matrices y/o determinantes, ni en secundaria (SEP,
2017) ni en los bloques previos en bachillerato. Debido a lo anterior, se considera que al
trabajar con el Método de Cramer los estudiantes solo lo haran de una manera mecéanica y
repetitiva. Dada la naturaleza de APOE, estas acciones mecénicas no le permitiran al alumno
construir el concepto de solucion de un sistema de ecuaciones lineales, ni como proceso ni

como objeto.

Esta particularidad nos lleva a que el concepto de solucion asociado a la
descomposicion genética del método de Cramer, se convierta en un mecanismo auxiliar en
la encapsulacion y desencapsulacién de otros conceptos matematicos y no en una
construccién mental por si mismo. En el desarrollo de la descomposicidn genética para el

método de Cramer, el cual se presenta a continuacion, se podra observar este uso de los
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conceptos de solucion Unica, vacia e infinita. Esto diferencia a ésta descomposicion genética

de las que se describiran en las siguientes secciones.

Para la construccion del concepto del método de Cramer, el estudiante necesita
haber construido previamente dos esquemas: Aritmética y Ecuacion Lineal. Del esquema
aritmético, que puede ser demasiado amplio, es necesario que el estudiante sea capaz de
realizar las operaciones basicas (suma, resta, multiplicacion y division) con nameros del
conjunto de los enteros y racionales. Es importante que utilice de manera intuitiva las
propiedades de cada operacion (conmutativa, asociativa, distributiva, etc.) aunque no sea

capaz de dar una definicion ni una demostracién formal de ellas.

El esquema de ecuacion lineal resulta particularmente importante, pues a partir de
él se construye el concepto de Sistema de Ecuaciones Lineales (SEL), el cual sera esencial
para el desarrollo no solo de ésta, sino de todas las descomposiciones genéticas que

conforman este trabajo de tesis.

Por ello, la construccidn de estos conceptos se explica en especial detalle en éste
apartado con la finalidad de ser retomado con mas simpleza en las descomposiciones

genéticas que siguen.

De este esquema, ecuacion lineal, se espera que el estudiante sea capaz de identificar
una ecuacién lineal con una, dos, tres incognitas, distinguiéndola de las ecuaciones
cuadraticas, que identifique los elementos que la conforman (variables, coeficientes de las
variables, términos independientes). Ademas, el estudiante debe ser capaz de comprender un
problema dado por un enunciado y expresarlo en forma de ecuacion lineal, puede operar una
ecuacion lineal hasta encontrar el valor de la o las incdgnitas y, reconoce la solucién Unica e

infinita de una ecuacion lineal y que es lo que esto implica para un problema contextualizado.

Al haber construido previamente el esquema de ecuacion lineal, es posible que el
estudiante construya la accion de definir un sistema de ecuaciones lineales (SEL). En esta
construccidn el estudiante es capaz de integrar ecuaciones lineales (de dos y tres incdgnitas)
para formar sistemas de ecuaciones lineales cuadrados. Reconoce las partes que forman al
sistema debido a que reconoce las partes que conforman a una ecuacion lineal. Sin embargo,

no es capaz de resolver el sistema. En la Figura 3 se muestran estas construcciones.
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Ecuacion lineal
(Esquema)
J

Definicién de Sistema
de Ecuaciones Lineales
(Accion)

Figura 3. Definicion de SEL, accion.

Esta accion que se ha construido, serd interiorizada a través de ejemplos dados en
forma de enunciado que los estudiantes tendran que expresar en forma de sistema de
ecuaciones lineales, detallando cual es la informacién que poseen, cuéles son las incognitas
a encontrar, de qué manera se relacionan dichas incognitas, llegando asi a construir el sistema
de ecuaciones lineales como un proceso. En este punto el estudiante no sélo reconoce las
partes que conforman al sistema, sino que lo concibe como un conjunto de ecuaciones que
pueden ser manipuladas de manera simultanea hasta encontrar una solucion que las satisfaga

a todas. La Figura 4 ilustra estas construcciones.

Definicion de Sistema
de Ecuaciones Lineales
(Accion) )

Interiorizar
(Ejemplos)

Sistema de Ecuaciones
Lineales
(Proceso) )

Figura 4. Interiorizacion del SEL como proceso.

Por otro lado, teniendo el esquema aritmético como base, el estudiante construira la

accion determinante. El hecho de que el determinante permanezca como un estado de
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construccion accion se debe a que el estudiante no posee los conocimientos previos
necesarios (matrices) para interiorizar el concepto de determinante. Con esta construccion el
estudiante podré calcular el valor de un determinante dado, pero Unicamente sera capaz de
hacerlo de manera mecanica, siguiendo indicaciones dadas por el profesor o el libro y siempre
revisando sus célculos a lo largo del proceso. En la Figura 5 se muestra lo descrito en este

parrafo.

Artimética
(Esquema)

Determinante
(Accion)

Figura 5. Construccion de la accion determinante.

El alumno ahora necesita construir una nueva accion, arreglo matricial del sistema
de ecuaciones lineales, la cual se trabajara a la par con el proceso de sistemas de ecuaciones

lineales que ha construido previamente.

La accion arreglo matricial del sistema de ecuaciones lineales le permite al alumno
organizar el sistema en un arreglo matricial, diferenciando las filas como ecuaciones y las
columnas como las constantes que corresponden a cada variable y a los términos
independientes. Esta accidn va ligada al sistema de ecuaciones lineales (como proceso) pues,
recordemos que el alumno adn no ha estudiado tépicos sobre matrices y Unicamente

relacionard el arreglo matricial con el sistema particular que esté trabajando.

El estudiante reconocera que existe un orden explicito para el acomodo de los
elementos pero sin ser capaz de comprender las razones detras de este arreglo o los errores
que generara el no respetarlo y le serd necesario revisar las reglas dadas para el orden cada
vez que necesite generar estos arreglos matriciales. En la Figura 6 podemos observar cémo

estas dos construcciones se encuentran a la par.
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(A

Sistema de Ecuaciones rreglo matricial del Sistema
Lineales de Ecuaciones Lineales
(Proceso) ) (Accion) )

Figura 6. Arreglo matricial, accion.

En este punto, el estudiante ha construido dos acciones importantes: arreglo
matricial del sistema de ecuaciones lineales y determinante. Estas acciones seran ahora
interiorizadas en un nuevo proceso, Método de Cramer. La interiorizacion se realizara cuando
al estudiante se le presenten las férmulas correspondientes al Método de Cramer y tenga que
resolver sus primeros ejercicios utilizando el método. Para resolverlos necesitara ambas
acciones, por lo gque la interiorizacién de una no se puede dar sin la presencia de la otra. La

Figura 7 ilustra esta interiorizacion de ambas acciones.

Determinante Arreglo matricial del Sistema
(Accion) de Ecuaciones Lineales
(Accion)
Interiorizar e Interiori
. : nteriorizar
(Con arreglo matricial) M¢étodo de
|

(Determinante)

Cramer
Proceso
( ) )

Figura 7. Interiorizacion en método de Cramer.

Cuando se ha construido el Método de Cramer como un proceso se comienzan a
trabajar ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales con los estudiantes. Estos ejemplos

deben corresponder a sistemas con solucion Unica.
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Cuando el estudiante haya trabajado con suficientes ejemplos podra manejar el
método con mayor fluidez llegando a encapsularlo. Es importante no introducir a los
estudiantes a ejemplos que no tengan solucidn o tengan soluciones infinitas antes de que
demuestren gue han encapsulado el método de Cramer en un objeto, pues esto los confundiria

al no poder resolver los sistemas por este método.

Una vez que se haya logrado esta encapsulacion podemos introducir al estudiante
ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales cuyos conjuntos solucién sean vacios o infinitos.
Los estudiantes se enfrentaran a un conflicto cuando no puedan resolver el ejercicio, lo cual
generara la necesidad cognitiva de desencapsular el objeto previamente construido, método
de Cramer, para encontrar el origen de la falla, lo que les permitira llegar a la conclusion de
que, si el determinante asociado al sistema es igual a cero, el sistema no se puede resolver

por éste método. En la Figura 8 se muestran estas construcciones y mecanismos mentales.

Método de
Cramer
(Proceso)

Encapsular
(SEL con solucion Unica)

Método de Desencapsular 4 Método de
Cramer = (SEL sin solucién o Cramer
(Objeto) ) soluciones infinitas) (Proceso)

Figura 8. Encapsulacion y desencapsulacion del método de Cramer.

Finalmente, en la Figura 9 se puede apreciar la descomposicidén genética en su
totalidad.
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4 Artimética Ecuacion lineal
(Esquema) (Esquema)

' ) Definiciéon de Sistema
Determinante . .
Accis de Ecuaciones Lineales
ey (Accién)
Interiorizar
(Ejemplos)
Sistema de Ecuaciones (Arreglo matricial del Sistema
Lineales de Ecuaciones Lineales
(Proceso) ) (Accion)
Interiorizar
(Determinante)
L (" Método de
Interiorizar
- Cramer

Con arreglo matricial
( g ) (Proceso)

Encapsular
(SEL con solucion Unica)

Método de Desencapsular ( Método de
Cramer = (SEL sin soluci6n o Cramer
(Objeto) ) soluciones infinitas) (Proceso)

Figura 9. Descomposicién genética, Método de Cramer.
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4.2.2 Meétodo de reduccién

El método de reduccion es otro de los métodos de resolucion incluidos en el
programa de Matematicas | para bachillerato de la Secretaria de Educacion Pablica (SEP,
2013). Este método es aplicable a los dos tamafios de sistemas que se consideran en el trabajo
de tesis, 2x2 y 3x3. Al trabajar este método de resolucién, el estudiante pone en juego
construcciones y mecanismos mentales que le permitiran llegar a un estado de construccion
proceso de los tres conceptos matematicos principales en este trabajo: solucion Unica,
solucidn vacia y soluciones infinitas de un sistema de ecuaciones lineales que cumple con las

caracteristicas descritas en la seccion 4.1 Descripcion del objeto matematico.

Como conceptos previos, antes de trabajar el método de reduccion, el estudiante
debe haber construido el concepto de sistema de ecuaciones lineales como un proceso, tal y
como se describi6 en la seccion 4.2.1 Método de Cramer. Se espera que el alumno demuestre
que ha construido el concepto de ecuacién lineal como un esquema, gracias a lo cual podra
construir la accion de definir sistema de ecuaciones lineales y, posteriormente, interiorizar
estd accién a traves de una serie de ejemplos dados como enunciado. En la Figura 10 se

muestran estas construcciones dentro de la descomposicion genética.

Ecuacion lineal
(Esquema)

Definicién de Sistema
de Ecuaciones Lineales
(Accion)

Interiorizar
(Ejemplos)
|

Sistema de Ecuaciones
Lineales
(Proceso)

Figura 10. Construccién del SEL como un proceso.
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Otro concepto previo que el estudiante debe haber construido es el de expresion
algebraica como esquema. El estudiante debe demostrar que es capaz de reconocer una
expresion algebraica, ademas de realizar manipulaciones con dichas expresiones, por
ejemplo, sumar, restar, multiplicar o dividir una expresion con otra o con algin nimero k
entero o racional. También se espera que simplifique, factorice y desarrolle expresiones
algebraicas segun sea necesario y que demuestre una correcta aplicacion de la ley de los

exponentes cuando manipula las expresiones.

En particular existen dos procesos dentro del esquema de expresién algebraica que
seran indispensables para el manejo del método de reduccion. Estos procesos son el de
igualdad y el de simplificacion de expresiones algebraicas. EI que el estudiante haya
construido el proceso de igualdad implica que es capaz de identificar dos expresiones

algebraicas, e incluso aritméticas, como iguales aun cuando no se encuentren expresadas de
. . a 2a -4
la misma manera. Por ejemplo;ax + by = 3% + <X + by.Con la construccion

simplificacion de expresiones algebraicas, el estudiante debe manipular expresiones dadas
hasta dejarlas en su forma mas simple, es decir, irreducible. En la Figura 11 podemos ver

como esos dos procesos se desprenden del esquema de expresion algebraica.

Expresion algebraica

(Esquema)
Igualdad de Simplificacion de
expresiones expresiones
algebraicas algebraicas
(Proceso) (Proceso)

J

Figura 11. Expresion algebraica, esquema y procesos.

J
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Cuando estos dos procesos se coordinan a traves de las reglas para la manipulacion
de expresiones que el estudiante ya ha construido, dentro del esquema de expresion
algebraica, surge un nuevo proceso: reduccion de expresiones algebraicas. Al construir este
nuevo proceso, el estudiante es capaz de reducir expresiones algebraicas aisladas y aquellas
que surgen de combinar dos 0 mas expresiones distintas. Es decir, al operar dos 0 mas
expresiones entre ellas, o al operar una expresion con un namero real k, el estudiante podra
Ilevar el resultado de esa operacion a su mas simple expresion, manteniendo la equivalencia
con la expresion original. En la Figura 12 se muestra la coordinacion que lleva a la

construccion de este proceso.

Igualdad de fSimpliﬁcaci(')n de

expresiones Coordinar expresiones
algebraicas [ (Reglas de manipulacién) | algebraicas
(Proceso) y (Proceso)

Reduccion de
expresiones algebraicas
(Proceso)

Figura 12. Reduccion de expresiones algebraicas, proceso.

Una vez que se el estudiante ha construido este proceso, es posible coordinarlo con
el proceso sistemas de ecuaciones lineales. Esta coordinacién se dara a través del método de
resolucion, en este caso el método de reduccién. En la Figura 13 se observa dicha
coordinacion.

Reduccién de L (Sistema de Ecuaciones
. loebrai Coordinar Lineal
expresiones algebraicas (Método de reduccion) ineales
(Proceso) ) (Proceso)

Figura 13. Coordinacion por método de reduccion.
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Lo que se construya a partir de la coordinacién mostrada en la Figura 12, dependera
del tipo de sistema con el que se esté trabajando. Cuando el estudiante esté trabajando con
un sistema de ecuaciones con solucion Unica, al aplicar el método de resolucion, cualquiera
que este sea, llegard a obtener la ecuacion lineal equivalente (proceso), la cual podra

manipular hasta encontrar la solucion al sistema.

Sin embargo, si esta trabajando con un sistema de ecuaciones lineales con solucion
vacia o soluciones infinitas, al aplicar el método lo que se obtendra es una expresion
algebraica o aritmética (proceso) de la cual no se puede obtener el valor de las incognitas,
entonces, el estudiante tendra que involucrar otros constructos para concluir si el sistema
tiene solucion vacia o infinitas soluciones. La Figura 14 muestra estos dos procesos

construidos a partir de la misma coordinacion aunque en momentos distintos.

Reduccion de Coordinar [Sistema de Ecuaciones
expresiones algebraicas (Método de reduccion) Lineales
(Proceso) ) (Proceso)
Ecuacion lineal Expresion aritmética
equivalente o algebraica
(Proceso) (Proceso)

Figura 14. Coordinacién por método de reduccién 2.

Las construcciones que el estudiante realizara a partir de este punto, son cruciales

para la construccion de los conceptos matematicos principales de este trabajo: solucién Unica,
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solucidn vacia y soluciones infinitas. Por este motivo, y para facilitar su comprension, lo que

pasa después de cada uno de estos procesos se abordard de manera independiente.

Ademas, estas construcciones son comunes a las tres descomposiciones genéticas
que corresponden a los tres métodos de resolucidn algebraicos: reduccion, igualacion y

sustitucion, por lo que seran abordadas nuevamente en los apartados siguientes.

4.2.2.1 Ecuacion lineal equivalente. Método de reduccion

Como se menciond anteriormente, cuando el estudiante trabaja con sistemas de
ecuaciones lineales con solucion Unica, al realizar la coordinacion mostrada en la Figura 13
lo que se construye es el proceso de ecuacion lineal equivalente, como se muestra en la Figura
15.

Reduccion de L (Sistema de Ecuaciones
. lecbrai Coordinar Lineal
expresiones algebraicas (Método de reduccion) ineales
(Proceso) ) (Proceso)

Ecuacion lineal
equivalente
(Proceso)

Figura 15. Ecuacion lineal equivalente, proceso.

Es decir, cuando el estudiante coordina los procesos de reduccion de expresiones
algebraicas y sistema de ecuaciones lineales, al trabajar con un sistema con solucion unica,
obtiene la ecuacién (para sistemas de 2x2) o las ecuaciones (para sistemas de 3x3)

equivalentes al sistema original.

Al llegar a este punto, el estudiante necesita continuar reduciendo el sistema hasta

llegar a una ecuacion lineal de una incognita. Como sabemos, el estudiante es capaz de
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manipular una ecuacion lineal de una incdgnita (esquema de ecuacion lineal) hasta llegar a
la solucidon de la misma, encontrando el valor de la primera incognita. Esto es, el estudiante
realiza una coordinacion entre el proceso de reduccion de expresiones algebraicas, que ha

construido previamente, y el de ecuacion lineal equivalente.

Esté coordinacion se da a través de la sustitucion (de la primer incognita encontrada)
y la comprobacion (de los valores de las incdgnitas que ya se han determinado). Esta

coordinacion se muestra en la Figura 16.

Reduccién de . 4 Ecuacion lineal
. . Coordinar .
expresiones algebraicas | N . equivalente
(Sustitucion y comprobacion)
(Proceso) ) (Proceso)

Figura 16.Coordinacion por sustitucién y comprobacion.

Es decir, el estudiante puede manipular el sistema dado hasta encontrar el valor de
todas las incognitas y comprobar que los valores encontrados satisfacen todas las ecuaciones
del sistema, lo cual lo llevara a la construccidn del proceso solucién Gnica, como se ilustra

en la Figura 17.

Reduccion de . 4 Ecuacion lineal
. . Coordinar .
expresiones algebraicas fr— L - equivalente
(Sustitucion y comprobacion)
(Proceso) Y, (Proceso)

Solucion tnica
(Proceso)

Figura 17. Solucion Unica, proceso. Método de reduccion.

4.2.2.2 Expresion aritmética o algebraica. Método de reduccion
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Cuando el estudiante trabaja con sistemas con solucion vacia o soluciones infinitas,
al realizar la coordinacion mostrada en la Figura 13 lo que se construye es el proceso de

expresion aritmética o algebraica, tal y como se muestra en la Figura 18.

Reduccién de . (Sistema de Ecuaciones
. lecbrai ‘ Coordinar Li 1
expresiones algebraicas (Método de reduccion) ineales
(Proceso) ) (Proceso)

Expresion aritmética
o algebraica
(Proceso)

Figura 18. Expresion aritmética o algebraica, proceso.

Cuando el estudiante trabaja con ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales en los
que el conjunto soluciédn es vacio o infinito, al aplicar el método de resolucién, en este caso
por reduccion, no le sera posible llegar a una ecuacion lineal equivalente de una incognita,
sino que obtendra una expresion aritmética (por ejemplo, a = a,d = ccona,d,c ER) 0
una expresion algebraica (por ejemplo, ax + ¢ = ax + ¢,by +d =dy +acona,b,c,d €
R) irreducible. Dado que el estudiante ha construido la expresion aritmética o algebraica
como proceso, le es posible identificar que se trata de una expresion que ya no puede ser
manipulada, en donde el valor de la incdgnita, si es que aln hay una, no podrd ser

determinado.

Cuando lo anterior ocurra el estudiante necesitara otra construccion mental que lo
ayude a llegar a una conclusién para el problema que esta trabajando. Dicha construccién
sera la igualdad de expresiones como proceso, la cual se sabe que el estudiante ha construido

previamente dado que construyo el esquema de expresiones algebraicas.

La construccion de este proceso implica que el estudiante entiende el concepto de

igualdad de expresiones (algebraicas o aritmeéticas) viéndolo como una equivalencia entre
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partes y no como un resultado. Es decir, el estudiante comprende que para que una igualdad
sea cierta, ambas partes de ella deben tener el mismo valor y elementos. Estos dos procesos,
expresion aritmética o algebraica e igualdad de expresiones se coordinan para dar una
resolucion al problema. La conclusion a la que el estudiante llegue dependera del mecanismo

mental que utilice para realizar esta coordinacion.

Cuando el estudiante determine que la expresion aritmética o algebraica que
encontréd representa una contradiccion concluirda que el sistema no tiene solucion,

construyendo el proceso de solucion vacia, esto se muestra en la Figura 19.

Expresion aritmética - 4 Igualdad de
o algebraica Coordinar expresiones
(Contradiccion)
(Proceso) ) (Proceso)

Solucion vacia
(Proceso)

Figura 19. Solucion vacia, proceso. Método de Reduccion.

Por otro lado, cuando encuentre que su expresion representa una verdad, concluira
que el sistema tiene infinitas soluciones, construyendo asi el proceso de solucién infinita,

como se muestra en la Figura 20.
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Expresion aritmética . 4 Igualdad de
o algebraica Coordinar expresiones
(Verdad)
(Proceso) ) (Proceso)

Soluciones infinitas
(Proceso)

Figura 20. Soluciones infinitas, proceso. Método de reduccion.

Es decir, el estudiante comprende de manera intuitiva el concepto de verdad y
contradiccion, sin apegarse a una definicion matematica formal y, como anteriormente ha
construido el concepto de solucion y soluciones infinitas para una ecuacién lineal, es capaz
de entender que el llegar a una verdad implica que los pares o tercias de valores que satisfacen

todas las ecuaciones del sistema son infinitos.

Si llega a una contradiccion el estudiante comprende la falta de l6gica en la
expresion y la asocia a no poder resolver el sistema, es decir, a no poder encontrar ningun
par o tercia de valores que satisfagan a todas las ecuaciones y, por lo tanto, que el sistema no
tiene solucién. Finalmente, en la Figura 21 se puede apreciar en su totalidad la

descomposicion genética correspondiente al método de reduccion.
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(" Expresion algebraica Ecuacion lineal
(Esquema) (Esquema)
(" Igualdad de Simplificacién de 4 . ., .
. o ; Definicion de Sistema
expresiones Coordinar expresiones X .
. — | | — . de Ecuaciones Lineales
algebraicas (Reglas de manipulacion) algebraicas Accid
(Proceso) (Proceso) (Accién)
T
Interiorizar
(Ejemplos)
1
Reduccioén de Coordinar (Sistema de Ecuaciones
expresiones algebraicas (Método de reduccion) Lineales
(Proceso) ) (Proceso)
Coordinar Ecuacion lineal Expresion aritmética Igualdad de
(Sustitucion y comprobacion m—— equivalente o algebraica expresiones
(Proceso) (Proceso) (Proceso)
Coordinar Coordinar
(Contradiccion) (Verdad)

Solucion tGnica Solucion vacia Soluciones infinitas

(Proceso) (Proceso) (Proceso)

Figura 21. Descomposicion genética Método de Reduccion.
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4.2.3 Meétodo de sustitucion

Otro de los métodos algebraicos que se manejan en el primer semestre de
bachillerato en México, es el método de sustitucion. Al igual que el de reduccion, este método
se aplica a los dos tamafios de sistemas que el programa maneja, 2x2 y 3x3. En la
descomposicion genética observaremos constructos mentales que se han observado en el
método de Cramer y en el método de reduccion, por lo que algunas de las explicaciones para
estos constructos seran breves vy, si el lector desea profundizar en ellas, podra regresar a los

apartados anteriores.

Al igual que con el método de reduccion, en este método se espera que el estudiante
alcance un estado de construccidn proceso de los conceptos de solucion Unica, solucion vacia
y soluciones infinitas para un sistema de ecuaciones lineales como el definido en el apartado

4.1 Descripcion del objeto matematico.

Previo a trabajar con este método, el estudiante debe haber construido el concepto
de sistema de ecuaciones lineales como un proceso. Esta construccion se explica a detalle en
la seccion 4.2.1 Método de Cramer. La Figura 22 muestra estos constructos mentales dentro

de la descomposicion genética del método de sustitucion.

Ecuacion lineal
(Esquema)

Definicién de Sistema
de Ecuaciones Lineales
(Accion)
Interiorizar
(Ejenl1plos)

Sistema de Ecuaciones
Lineales
(Proceso)

Figura 22. Sistema de ecuaciones lineales como un proceso. Método de sustitucion.
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Dentro del esquema de ecuacion lineal, el estudiante debe demostrar que es capaz
de despejar una incégnita dada en una ecuacion lineal y encontrar el valor de la misma. Es
decir, dentro de la construccion del esquema de ecuacion lineal, el estudiante debe haber
construido el despeje de ecuaciones lineales al menos como un proceso. Este proceso sera

necesario para trabajar el método de sustitucion.

Por otro lado, dentro de la descomposicion genética del método de reduccion se
describe como el estudiante construye un proceso que llamamos reduccién de expresiones
algebraicas. Es posible que el estudiante coordine estos dos procesos, despeje de ecuaciones
lineales y reduccion de expresiones algebraicas, a través de las reglas de manipulacion de
expresiones que el ya conoce (esquema de expresion algebraica). Esta coordinacién se

muestra en la Figura 23.

Reduccién de _ (Despeje de ecuaciones
expresiones algebraicas = Coordinar lineales
P & (Reglas de manipulacion)
(Proceso) ) (Proceso)

Figura 23. Coordinacién por reglas de manipulacion.

De esta coordinacion surge un nuevo proceso que le permitird al estudiante
establecer las bases para trabajar el método de sustitucion. Este nuevo proceso es el de

sustitucion de expresiones algebraicas y ecuaciones lineales, y se muestra en la Figura 24.
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Reduccién de _ (Despeje de ecuaciones
expresiones algebraicas f— Coordinar — lineales
p g (Reglas de manipulacion)
(Proceso) ) (Proceso) )

Sustitucion de
expresiones algebraicas
y ecuaciones lineales
(Proceso)

Figura 24. Proceso de sustitucion de expresiones algebraicas y ecuaciones lineales.

Al haber construido este proceso, el estudiante es capaz de despejar correctamente
literales o constantes de una ecuacion o expresion algebraica y sustituir el valor de dicha

literal 0 constante en otra expresion o0 ecuacion segun sean necesario.

Cuando el estudiante ha construido este conocimiento puede utilizar el método de
reduccion. Este método sera un mecanismo que nos permita coordinar dos procesos
importantes, el de sustitucién de expresiones algebraicas y ecuaciones lineales que el
estudiante acaba de construir, y el de sistemas de ecuaciones lineales, como se muestra en la

Figura 25.

Sustitucion de . -
expresiones algebraicas Coordinar Sistema C_le Ecuaciones
y ecuaciones lineales (Método de sustitucion) LLimel 58
(Proceso) (Proceso)
4

Figura 25. Coordinacion por método de sustitucion.

A partir de esta coordinacion, al igual que en la descomposicion genética para el
método de reduccidn, pueden surgir dos procesos distintos, y cual de ellos surgird, depende
del tipo de sistema con el que se esté trabajando. Si el sistema tiene solucién Unica, se

construira el proceso de ecuacion lineal equivalente, como se muestra en la Figura 26.
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Por otro lado, si el sistema tiene solucién vacia o infinitas soluciones, se construira

el sistema de expresion aritmética o algebraica, mostrado también la Figura 26.

Sustitucion de o -
expresiones algebraicas Coordinar Sistema (.16 Ecuaciones
y ecuaciones lineales [ (Método de sustitucion) Lincales
(Proceso) (Proceso)
Ecuacion lineal Expresion aritmética
equivalente o algebraica
(Proceso) (Proceso)

Figura 26. Dos construcciones a partir de una coordinacion.

4.2.3.1 Ecuacion lineal equivalente. Método de sustitucion.

Al igual que en el método de reduccién, cuando el estudiante trabaja con un sistema
con solucién Unica, al aplicar el método de sustitucion obtendrd una ecuacion lineal
equivalente. Cuando haya construido este proceso, podra coordinarlo con el proceso de
reduccion de expresiones algebraicas para llegar a la construccién de la solucién Gnica como
un proceso. Estas construcciones se muestran en la Figura 27 y son explicadas a detalle en el
apartado 4.2.2.1 Ecuacion lineal equivalente. Método de reduccién.

Reduccién de Coordinar 4 Ecuacion lineal
expresiones algebraicas (Sustitucion y comprobacion equivalente
(Proceso) ) (Proceso)

Solucién tinica
(Proceso)

Figura 27. Solucion Unica, proceso. Método de Sustitucion.
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4.2.3.2 Expresion aritmética o algebraica. Método de sustitucion.

Cuando el estudiante trabaja con sistemas con solucion vacia o soluciones infinitas,
se encontrara con el obstaculo de no poder llegar a una ecuacién equivalente, sino que
simplemente obtendra una expresion aritmética o algebraica que es irreducible. Entonces el
estudiante, quien ya ha construido el proceso de expresion aritmética o algebraica, necesitara
de otros y mecanismos constructos mentales que le auxilien para dar una conclusion al

problema con el cual esta trabajado.

En este caso, los conceptos que ayudaran al estudiante serdn el de igualdad de
expresiones y el de verdad y contradiccion. El primero, igualdad de expresiones, lo ha

construido anteriormente como un proceso.

Los segundos, verdad y contradiccién, mas que conceptos corresponden a ideas
intuitivas del estudiante que, para él, carecen de definiciones formales o demostraciones. Los
constructos y mecanismos que se han descrito en este apartado, le permitiran al estudiante
realizar coordinaciones con las cuales llegar a una conclusion sobre el sistema de ecuaciones

lineales particular con el que esté trabajando.

Cuando el sistema tenga solucién vacia, el estudiante coordinara el proceso de
expresion aritmética o algebraica y el proceso de igualdad de expresiones apoyandose de su
concepto de contradiccion como mecanismo mental. De esta coordinacion se construira el
proceso de solucidn vacia. Estos constructos de muestran en la Figura 28 y son explicados
de manera amplia en la seccién 4.2.2.2 Expresion aritmética o algebraica. Método de

reduccion
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Expresion aritmética _ 4 Igualdad de
o algebraica Coordinar expresiones
g (Contradiccion)
(Proceso) ) (Proceso)

Solucién vacia
(Proceso)

Figura 28. Solucién vacia, proceso. Método de Sustitucion.

Por otro lado cuando el estudiante trabaje con un sistema de ecuaciones lineales con
soluciones infinitas, necesitara su concepto de verdad para realizar la coordinacion entre estos
dos procesos y asi llegar al concepto de soluciones infinitas como un proceso. La Figura 29
ilustra esta coordinacion, la cual se explica a detalle en el apartado 4.2.2.2 Expresion

aritmética o algebraica. Método de reduccion

Expresion aritmética Coordinar 4 Igualdad de
o algebraica (Verdad) expresiones
(Proceso) ) (Proceso)
Soluciones
infinitas
(Proceso)

Figura 29. Soluciones infinitas, proceso. Método de sustitucion.

Finalmente, en la Figura 30 se muestra la imagen completa de la descomposicién

genética para el método de sustitucion.
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Ecuacion lineal
(Esquema)

Reduccion de Coordinar Despeje de ecuaciones (Deﬁnici(’m de Sistema
expresiones algebraicas h - lineales de Ecuaciones Lineales
(Reglas de manipulacion) 9z
(Proceso) (Proceso) (Accion)
I
Interiorizar
(Ejemplos)
L 1
Sustitucion de . -
expresior}es algf:btaicas Coordinar Slstemi?zeljlceusamones
y ecuaciones lineales (Método de sustitucion)
(Proceso) (Proceso)
J
) Ecuacion lineal Expresion aritmética Igualdad de
Coordinar 2 . :
Sustitucis bacic equivalente o algebraica expresiones
(Sustitucion y comprobacion) (Proceso) (Proceso) (Proceso)
Coordinar Coordinar
(Contradiccion) (Verdad)

Solucién tnica

(Proceso)

Solucion vacia Soluciones infinitas

(Proceso) (Proceso)

Figura 30. Descomposicion genética, Método de Sustitucion
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4.2.4 Método de igualacion

El altimo de los métodos que se abordara es el método de igualacion. A diferencia
de los tres métodos anteriores, este método Unicamente es aplicable para sistemas de
ecuaciones lineales de 2x2, por ello, dentro del programa para primer semestre de bachillerato
de la Subsecretaria de Educacion Media Superior (SEP, 2013) este método solo se incluye
en el bloque VII correspondiente a sistemas de ecuaciones de 2x2 y no en el bloque VIII,

correspondiente a sistemas de ecuaciones lineales de 3x3.

A pesar de esta diferencia, el trabajar con este método le exige al alumno la
construccion de conceptos matematicos que también han sido necesarios en los tres métodos
anteriores. Este el caso del concepto de sistema de ecuaciones lineales como un proceso, el
cual es construido a partir del esquema de ecuacion lineal que el alumno debe tener como
conocimiento previo. La Figura 31 muestra las construcciones mentales que llevan a este
proceso Yy en la seccién 4.2.1 Método de Cramer se explica a detalle como es que se van

formando dichos constructos mentales.

Ecuacion lineal
(Esquema)

[Deﬁnici(')n de Sistema
de Ecuaciones Lineales
(Accion)
|
Interiorizar
(Ejerrl1plos)

Sistema de Ecuaciones
Lineales
(Proceso)

Figura 31. Sistema de ecuaciones lineales como un proceso. Método de Igualacion.

66



Un concepto que serd crucial para el uso de este método es el de despeje de
ecuaciones lineales. Como se menciona en la descomposicion genética para el método de
sustitucion, el estudiante debe haber construido este concepto previamente cuando construyo
el esquema de ecuacidn lineal. Este proceso, despeje de ecuaciones lineales, implica que el
estudiante es capaz de despejar correctamente una literal o constante dada en una ecuacion,
ya sea para encontrar el valor de una incognita o para sustituir valores en otra ecuacion dada.
En este caso, el estudiante necesitara este proceso para coordinarlo con el de sistema de
ecuaciones lineales, por medio del méetodo de igualacion. Esta coordinacidn se muestra en la

Figura 32.

Despeje de ecuaciones _ (Sistema de Ecuaciones
li ‘ Coordinar ‘ .
ineales p— . | — Lineales
(Método de igualacidn)
(Proceso) ) (Proceso)

Figura 32. Coordinacién por método de igualacion.

Una vez que el estudiante aplique el método de igualacion obtendrd dos posibles
resultados, dependiendo del tipo de sistema con el que esté trabajando. Si el sistema tiene
solucidn unica, entonces el estudiante llegard a una ecuaciéon lineal equivalente, un proceso
que ha construido previamente. Si el sistema, en cambio, no tiene solucion o su conjunto
solucion es infinito, el estudiante llegara a una expresion aritmética o algebraica. En ambos
casos, mostrados en la Figura 33, el estudiante ya ha construido los conceptos matematicos

que le serdn necesarios para concluir el sistema de ecuaciones lineales dado.
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Despeje de ecuaciones Coordinar fSistema de Ecuaciones
Mmeles I (Método deigualaciony | Lineales
(Proceso) (Me ’ (Proceso)
J J
Ecuacion lineal Expresion aritmética
equivalente o algebraica
(Proceso) (Proceso)

Figura 33. Dos procesos a partir de la coordinacién por método de igualacion.

4.2.4.1 Ecuacion lineal equivalente. Método de igualacion.

Cuando el estudiante aplica el método de igualacion a un sistema de 2x2 con
solucion Unica, obtiene una expresion algebraica con las caracteristicas de una ecuacién
equivalente, de la que le sera posible obtener el valor de la incdgnita. Sin embargo, en primera
instancia esta expresion puede que no se vea como un ecuacion lineal desde la perspectiva

del estudiante.

Por ello el estudiante necesitara del proceso de reduccion de expresiones
algebraicas. Al haber construido este proceso, como se explica en la seccion 4.2.2.1 Ecuacién
lineal equivalente. Método de reduccion, el estudiante tendra el conocimiento y capacidad
de manipular dicha expresion hasta determinar el valor de la primera incdgnita, el cual usara,
a su vez, para encontrar el valor de la segunda incdgnita y asi llegar a la solucién unica del

sistema. Estas construcciones mentales se ilustran en la Figura 34.
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Reduccion de Ecuacion lineal

- Coordinar :
expresiones (Reglas de manipulacion) equivalente
algebraicas J P (Proceso)
(Proceso)

Solucién tinica
(Proceso)
J

Figura 34. Solucién Unica, proceso. Método de Igualacion.

4.2.4.2 Expresion aritmética o algebraica. Método de igualacion.

Cuando lo que se esté trabajando es un sistema de 2x2 sin solucién o con soluciones
infinitas, al aplicar el método de igualacion, el estudiante llegara a una expresion aritmética
o0 algebraica que serd irreducible, es decir, el estudiante no podra encontrar un valor Gnico

para las incognitas del sistema.

En el apartado 4.2.2.2 Expresion aritmética o algebraica. Método de reduccion de
este documento se explica a detalle como es que, a partir de esta expresion aritmética o
algebraica y apoyandose de conceptos matematicos que ha construido previamente, el

estudiante podra llegar a concluir si el sistema tiene solucidn vacia o soluciones infinitas.

En ambos casos el estudiante necesitara el concepto de igual de expresiones. En el
caso de solucion vacia, este concepto se coordinaré a través del concepto que el estudiante
posee de contradiccion para llegar a determinar que el sistema no tiene solucién, como se

muestra en la Figura 35.
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Expresion aritmética . 4 Igualdad de
o algebraica Coordinar expresiones
(Contradiccion)
(Proceso) ) (Proceso)

Solucién vacia
(Proceso)

Figura 35. Solucion vacia, proceso. Método de Igualacion.

En el segundo caso, el estudiante utilizara su concepto de verdad para coordinar los
procesos de expresion aritmética o algebraica e igualdad de expresiones, y asi concluir que
el sistema tiene soluciones infinitas. Estas construcciones se muestran en la Figura 36 y se
explican a detalle en la seccion 4.2.2.2 Expresion aritmética o algebraica. Método de

reduccion.

Expresion aritmética . 4 Igualdad de
o algebraica Coordinar expresiones

g (Verdad) P
(Proceso) ) (Proceso)

Soluciones infinitas
(Proceso)

Figura 36. Soluciones infinitas, proceso. Método de Igualacion.

Por altimo, en la Figura 37 de muestra la descomposicion genética para el método

de igualacion en sus totalidad.
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Despeje de ecuaciones

Coordinar

( Reduccion de
expresiones
algebraicas

(Proceso)

Ecuacion lineal
(Esquema)

Definicién de Sistema
de Ecuaciones Lineales
Accion
( ) )

1
Interiorizar

(Ejemplos)
1

(Sistema de Ecuaciones

Lineales
P
(Proceso) )

Expresion aritmética

o algebraica

(11)1;1:::1) y (Método de igualacion)
) Ecuacion lineal
Coordinar cquivalente
(Reglas de manipulaciéon) q
(Proceso)

Solucioén tnica
(Proceso)

Figura 37. Descomposicion genética, Método de Igualacion.

(Proceso)

Igualdad de

J
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4.3 Validacion de las descomposiciones genéticas

De acuerdo con lo discutido en la seccién 3.3 El ciclo de investigacion de la teoria
APOE, muchas investigaciones que trabajan con esta teoria como marco teorico y
metodoldgico, pasan de la fase de analisis tedrico directamente a la fase de recoleccion y
andlisis de datos. Esto implica que, después de disefiar la o las descomposiciones genéticas
hipotéticas para el concepto matematico en cuestion, se disefian instrumentos de evaluacion.
Estos instrumentos deberian permitir evaluar si los estudiantes poseen los constructos y

mecanismos mentales que se han considerado en el analisis teorico.

Al aplicar y analizar los instrumentos existen dos posibles resultados. Por un lado,
la descomposicion genética puede ser validada tal y como fue planteada o, puede que necesite
hacerse una refinacion de la misma, ajustandose a los constructos que los estudiantes

demuestren.

En la siguiente seccion se describiran los instrumentos disefiados para la validacion
de las cuatro descomposiciones genéticas presentadas en la seccion 4.2 Anélisis teorico:

descomposiciones genéticas hipotéticas.

4.3.1 Disefio y analisis a priori de los instrumentos de validacién

Considerando las descomposiciones genéticas hipotéticas se disefiaron una serie de
cuestionarios para la recoleccion de datos. Con la finalidad de hacer més fécil y eficiente la
recoleccion y analisis de los datos, las descomposiciones genéticas se segmentaron en cuatro

secciones, lo que dio origen a cuatro cuestionarios diferentes.

En las siguientes secciones se explican uno a uno los instrumentos. En primer lugar
se explica a qué segmento de las descomposiciones corresponde el cuestionario y cuél es su

objetivo principal.
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Después se presentan uno a uno los reactivos que forman cada instrumento,
sefialando qué relacion mantiene con la descomposicion genética, cuél es la respuesta
matematica esperada y, ademas, se presenta una rubrica que sera Gtil para que el investigador
determine, en base a las respuestas del estudiante, el estado de construccién del concepto

matematico que se esta evaluando.

4.3.1.1 Cuestionario 1: Conocimientos previos

El primer cuestionario esta disefiado para evaluar los constructos de las
descomposiciones genéticas que son considerados conocimientos previos, es decir, todas
aquellas construcciones mentales que el estudiante debid haber construido previo a empezar
a trabajar con los sistemas de ecuaciones lineales y su solucion. Algunos de estos constructos
aparecen en las cuatro descomposiciones genéticas, mientras que otros aparecen solo en una
de ellas, sin embargo, todos se consideran igualmente importantes para la construccién de la

solucidn del sistema de ecuaciones lineales.

Se recomienda que las respuestas que los estudiantes den para este cuestionario,
sean analizadas antes de seguir adelante con el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales,
pues si los estudiantes no demuestran haber construido estos conceptos, es altamente
probable que no tengan éxito en el aprendizaje de los métodos de solucién para los sistemas
de ecuaciones lineales, pues de acuerdo con la teoria APOE el estudiante no puede aprender

sin una base de conocimientos previos sélidamente construidos.

Pregunta 1

En la descomposicién genética para el método de Cramer, se explica que es

necesario que el estudiante haya construido un esquema aritmético.

73



La pregunta 1 de este cuestionario estd pensada, precisamente, para evaluar este
esquema en el estudiante, mostrado en la Figura 38.

Artimética
(Esquema)

Figura 38. Constructo pregunta 1, cuestionario 1.

Lo que se busca, en particular, es que el estudiante haya llegado a un estado de
construccidn objeto de las operaciones basicas (suma, resta, multiplicacién y division) con
nimeros enteros y racionales. Es decir, que el estudiante sea capaz de realizar estas
operaciones con numeros que pertenezcan al conjunto de los reales. Para evaluar esto se le

plantea al estudiante el ejercicio mostrado en la Tabla 1.

Tabla 1. Pregunta 1, cuestionario 1.

Enunciado:

Resuelve las siguientes operaciones sin utilizar calculadora:
3.1

a 57_1—12

3

Respuesta matematica esperada:

—-177
16

La rdbrica mostrada en la Tabla 2 describe las acciones observables realizadas por
el estudiante al resolver el ejercicio y como estas son un indicador, para el investigador, del

estado de construccion en que se encuentra el concepto.
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Tabla 2. Rubrica 1, cuestionario 1.

Estado de construccién

Aritmética

Accidén

Proceso

Objeto

Pregunta 2

El estudiante no realiza correctamente las operaciones o solo
las realiza correctamente de manera individual, pero presenta
problemas cuando tiene que hacer varias operaciones, no
respeta el orden que dan los paréntesis y tiene dificultades con
los signos.

El estudiante realiza correctamente la suma y resta, pudiendo
presentar dificultades con la multiplicacion o division. Puede
presentar dificultades con leyes de los signos y orden de las
operaciones.

El alumno realiza correctamente todas las operaciones,
respetando leyes de los signos y el orden dado por los
paréntesis.

La descomposicion genética para el método de reduccién habla de la necesidad de

que el estudiante haya construido el esquema de expresiones algebraicas antes de iniciar el

trabajo con sistemas de ecuaciones lineales, en particular es necesario que haya construido

dos procesos. Uno de ellos, el que esta pregunta evalla, es el de igualdad de expresiones

algebraicas, mostrado en la Figura 39.

Igualdad de

expresiones
algebraicas
(Proceso)

Figura 39. Constructo pregunta 2, cuestionario 1.
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Cuando el estudiante ha construido este proceso, es capaz de entender una igualdad
como una equivalencia entre partes y no como un resultado a obtener, y entiende que esta
equivalencia se mantiene aun cuando las expresiones estén escritas de manera distinta. Para

evaluar lo anterior se le pide al estudiante que responda el ejercicio mostrado en la Tabla 3.

Tabla 3. Pregunta 2, cuestionario 1.

Enunciado:

Sefiala cuales de los siguientes pares de expresiones son equivalentes entre si.
Explica como llegaste a esa conclusion.

a. 7x+12; —4x+74+5x—4+6x+9
b. —6z+7 —2z—4—6z+10
C. 4x—6 x+5+3x—11

Respuesta matematica esperada:

a. Las ecuaciones son equivalentes entre si.
b. Las ecuaciones no son equivalentes entre si.
c. Las ecuaciones son equivalentes entre si.

En la ribrica 2, mostrada en la Tabla 4, se muestran las acciones observables que el
estudiante realiza al resolver el ejercicio y como estas son un indicador del estado de

construccion en que se encuentra el concepto.

Tabla 4. Rabrica 2, cuestionario 1.

Estado de construccion Igualdad de Expresiones algebraicas

76



El estudiante no reconoce ningun par de expresiones como

Accion . .
celo iguales o equivalentes.
El estudiante reconoce los dos pares de expresiones que son
Proceso equivalentes, sefialando que esta equivalencia se da porque
ambas expresiones representan la misma cantidad de
elementos.
Pregunta 3

Otro proceso que surge del esquema de expresiones algebraicas es el de
simplificacion de expresiones algebraicas, mostrado en la Figura 40.

Simplificacion de
expresiones
algebraicas

(Proceso)

Figura 40. Constructo pregunta 3, cuestionario 1.

Cuando el estudiante trabaje los métodos de solucién para resolver sistemas de
ecuaciones lineales necesitara este proceso, el cual le permitira llevar expresiones a su forma
irreducible, agrupando elementos semejantes, respetando leyes de signos y signos de
agrupacion. Para evaluar el estado de construccion de este concepto en el estudiante, se

plantea el ejercicio mostrado en la Tabla 5.

Tabla 5. Pregunta 3, cuestionario 1.

Enunciado:

Simplifica las siguientes expresiones algebraicas:
a 3x—4+4+x*-9x+18-2x+2—-x+1
b. 6y+2y3 -8+ y2—-2y+6
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Respuesta matematica esperada:

a. x?-—9x+17
b. 2y3+y?+4y—2

La Tabla 6 muestra la rdbrica correspondiente a esta pregunta, la cual nos permite
observar el estado de construccion del proceso de la Figura 39 con base en las respuestas del

estudiante.

Tabla 6. Rubrica 3, cuestionario 1.

Estado de construccién Simplificacion de expresiones algebraicas

El alumno no lleva las expresiones a su forma irreducible.
Accion El alumno comete errores al agrupar términos, ignorando
leyes de signos o de exponentes.

Proceso El alumno lleva las expresiones a su forma irreducible.

Pregunta 4

Otro de los elementos considerados como conocimiento previo es el esquema de
ecuacion lineal. Dentro de este esquema se espera que el estudiante demuestre que ha
construido ciertos conceptos a un nivel proceso. Existen tres procesos que destacan por su
importancia en la posterior construccion del concepto de sistemas de ecuaciones lineales y
de su solucion. Para facilitar su analisis, estos tres procesos se evaluaran en preguntas

separadas.

El primero de ellos es el de identificacion de ecuaciones lineales, mostrado en la

Figura 41.
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Ecuacion lineal
(Esquema)

Identificacion de
ecuaciones
lineales
(Proceso)

Figura 41.Constructo pregunta 4, cuestionario 1.

La construccion de este proceso implica que el estudiante reconoce las
caracteristicas de una ecuacion lineal, distinguiéndolas de las ecuaciones cuadraticas. Para

evaluar esto, se le presenta al estudiante la pregunta mostrada en la Tabla 7.

Tabla 7. Pregunta 4, cuestionario 1.

Enunciado:

En la siguiente lista, sefiales cuales de las ecuaciones son lineales y cuéles no.
Justifica tu respuesta.

a x3+7x>—4x=8

b. h=2x+8

C. 2a—2b+c—-5=0

d 2xy+7=12

Respuesta matematica esperada:

La ecuacion no es lineal.
La ecuacion si es lineal.
La ecuacion si es lineal.
La ecuacion si es lineal.

o0 o

La Tabla 8 nos muestra la rubrica correspondiente a esta pregunta.
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Tabla 8. Rubrica 4, cuestionario 1.

Estado de construccion Identificacion de Ecuaciones Lineales

El estudiante no identifica correctamente las ecuaciones que
si son lineales.

Accién El estudiante identifica correctamente las ecuaciones lineales
pero también sefiala la ecuacion del inciso a o del inciso d
como lineal.

El estudiante identifica correctamente las ecuaciones que si
Proceso son lineales y justifica correctamente por queé las ecuaciones
del inciso a 'y d no son lineales.

Pregunta 5

Esta pregunta busca evaluar otro de los procesos que surgen del esquema de
ecuacion lineal, el proceso de despeje de ecuaciones lineales, como se muestra en la Figura
42.

Ecuacioén lineal

(Esquema)

4 Despeje de
ecuaciones lineales

(Proceso)

Figura 42. Constructo pregunta 5, cuestionario 1.

Si el estudiante ha construido este proceso, debe ser capaz de emplear correctamente
las reglas de despeje para encontrar el valor de una incognita dada en una ecuacion lineal. El
ejercicio que se presenta en la Tabla 9 tiene el objetivo de evaluar si el estudiante ha llegado

a un estado de construccién proceso de este concepto.
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Tabla 9. Pregunta 5, cuestionario 1.

Enunciado:

Encuentra el valor de “x” en las siguientes ecuaciones. ;Qué puedes concluir
respecto a la solucién de las ecuaciones?
a. 7x+12—-y=3y+8

b. 4=2x+7

Respuesta matematica esperada:

=t 4
=7V =3

3

b. x=—=
2

La rabrica 5, mostrada en la Tabla 10, ayuda a analizar las respuestas dadas por el
estudiante para determinar el estado de construccion del concepto de despeje de ecuaciones

lineales.

Tabla 10. Rubrica 5, cuestionario 1.

Estado de construccion Despeje de ecuaciones lineales

El estudiante no despeja correctamente la literal. Comete
errores de signos o en las reglas de despeje.

Accibn . . : :
En el inciso a deja ambas literales al mismo lado de la
ecuacion o sefiala que no se puede encontrar el valor de Xx.
El estudiante despeja correctamente la literal en ambas
ecuaciones, respetando signos y reglas de despeje.

Proceso P gnos y reg Pe]

Sefiala que si se puede determinar el valor de x en ambos casos
ya que reconoce que la literal y representa un nimero general.
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Pregunta 6

Con este ejercicio se pretende evaluar el proceso de interpretacion de ecuaciones

lineales, también derivado del esquema de ecuacidn lineal, mostrado en la Figura 43.

Ecuacion lineal
(Esquema)

Interpretacion de
ecuaciones lineales
(Proceso)

Figura 43. Constructo pregunta 6, cuestionario 1.

Cuando el estudiante ha construido este proceso es capaz de comprender un
problema dado por un enunciado y expresarlo en forma de ecuacién lineal y, gracias a otros
conceptos que ha construido dentro del esquema de ecuacion lineal, puede manipular esa

ecuacion hasta determinar el valor de la o las incognitas.

Para evaluar este proceso, se le presenta al estudiante un problema dado en un
enunciado y se le pide que encuentre un valor que no esta dado por el problema, por lo que
el estudiante tendrd que plantear la ecuacion y poner en juego esas herramientas para
encontrar el valor requerido. El problema se muestra en la Tabla 11

Tabla 11. Pregunta 6, cuestionario 1.

Enunciado:

a. Resuelve el siguiente problema:
Estas de vacaciones en la playa y quieres rentar un bote para pasear con tus
amigos. Dispones de $8,000 para hacerlo. Si la renta del bote es de $2,500 mas
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$1,100 por cada hora que lo tengas, ¢cuantas horas podras pasear en el bote con
tus amigos?

Respuesta matematica esperada:

a. 5horas

En la Tabla 12 se muestra la rdbrica para analizar la respuesta del estudiante a este
ejercicio.

Tabla 12. Rubrica 6, cuestionario 1.

Estado de construccion Interpretacion de ecuaciones lineales

El estudiante no puede plantear una ecuacion lineal.

El estudiante plantea una ecuacion lineal que no refleja
Accién correctamente la informacion dada por el problema.

El estudiante no puede resolver la ecuacion que el mismo

planteo.

El estudiante plantea correctamente la ecuacion, encuentra el
Proceso valor de la incognita y la expresa en términos del problema
dado.

Pregunta 7
El Gltimo de los conocimientos previos a evaluar es el de sistema de ecuaciones

lineales como un proceso, como se muestra en la Figura 44.
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Definicion de Sistema
de Ecuaciones Lineales
(Accion)

.I -
Interiorizar
(Ejer;lplos)

Sistema de Ecuaciones
Lineales
(Proceso)

Figura 44. Constructo pregunta 7, cuestionario 1.

Al llegar a esta construccion, el estudiante es capaz de formar sistemas de
ecuaciones lineales con la informacion dada por un problema, de la misma manera que
planteaba ecuaciones lineales, aunque aun no posee los conocimientos necesarios para
resolver los sistemas, sino que estos se construirdn mas adelante a partir de todas las
construcciones previas que se han evaluado en esta seccion. Para validar si el estudiante ha

Ilegado a este estado de construccion, se le platea el problema mostrado en la Tabla 13.

Tabla 13. Pregunta 7, cuestionario 1.

Enunciado:

a. Escribe la o las ecuaciones que consideres describan la informacion dada en
el siguiente problema:
Tus amigos y td pasean en el bote que rentaste, vas navegando contra
corriente a una velocidad de 30 km/h. Cuando navegas a favor de la
corriente alcanzas una velocidad de 60 km/h.
b. ¢Consideras que con las ecuaciones que escribiste podrias encontrar la
velocidad de tu bote? ¢ Por qué?

Respuesta matematica esperada:

a x—y=30
x+y =60
b. Opinion del estudiante
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La Tabla 14 muestra la rabrica para analizar los argumentos que el estudiante de
Como respuesta.

Tabla 14. Rubrica 7, cuestionario 1.

Estado de construccién Sistema de Ecuaciones Lineales

El estudiante plantea ecuaciones independientes entre si,
aunque usa las mismas literales le cuesta trabajo ver la
relacién entre las ecuaciones.

Plantea mas 0 menos ecuaciones de las necesarias.

Accidén

El estudiante plantea las dos ecuaciones necesarias y es capaz
Proceso de ver y explicar la relacion que existe entre ellas, aunque ain
no pueda encontrar el valor de la incognita

4.3.1.2 Cuestionario 2: Método de Cramer

La finalidad de disefiar este cuestionario, es la de evaluar los constructos que se
considera que el estudiante debe poner en juego cuando resuelve un sistema de ecuaciones

lineales por medio del método de Cramer.

Si el estudiante ha aplicado el cuestionario 1, con resultados favorables, se espera
que haya demostrado que ha construido previamente el esquema aritmético. Este esquema es
considerado un conocimiento previo indispensable para que el estudiante pueda trabajar el

calculo de determinantes.

El instrumento disefiado contiene dos reactivos, el primero de ellos permitira
observar si el estudiante es capaz de calcular el valor de un determinante. El segundo pretende
observar si el estudiante logra una construccion objeto del método de Cramer y si es capaz
de realizar la desencapsulacion descrita en la descomposicion genética hipotética. A
continuacion se hace un analisis de ambas preguntas, tal y como se analizaron los reactivos

del cuestionario 1 en la seccién 4.3.1.1 Cuestionario 1: Conocimientos previos.

Pregunta 1
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Esta pregunta esta pensada para evaluar el estado de construccion al que el
estudiante ha llegado del concepto determinante, mostrado en la Figura 45.

Determinante
(Accion)

Figura 45. Constructo pregunta 1, cuestionario 2.

Para validar si el estudiante ha construido esta accion, se usa un ejemplo de un
determinante de 3x3. El estudiante debe conocer el método para calcular estos determinantes
y, como previamente ha construido el esquema aritmético, no debera tener problemas para
realizar el célculo. Si calcular el determinante le causa conflicto o lo hace incorrectamente,
es posible que no pueda seguir avanzando en la construccion del Método de Cramer, pues el
calculo de determinantes es la base de éste. Dado que, como se explica en el desarrollo de la
descomposicion genética para el método de Cramer en la seccion 4.2.1 Método de Cramer,
Unicamente se busca llegar a un estado de construccion accion de este concepto, es posible
durante la aplicacién del instrumento apoyar al estudiante en los pasos para el calculo del
determinante, si éste asi lo solicita. El ejercicio que se le plantea al estudiante, se muestra en
la Tabla 15.

Tabla 15. Pregunta 1, cuestionario 2.

Enunciado:

Calcula el valor del siguiente determinante. No utilices calculadora.

1 0 —4
9
a. |3 -1 6
4 2
4
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Respuesta matematica esperada:

a. Det =-50

Si el estudiante resuelve el problema correctamente esta demostrando, de manera
implicita, que también puede realizar calculos de determinantes de 2x2. La Tabla 16 muestra
la rubrica para este reactivo, la cual ayudara al investigador a relacionar las acciones que
realiza el estudiante con el estado de construccion del concepto.

Tabla 16. Rubrica 1, cuestionario 2.

Estado de construccion Determinante

El estudiante aplica el método dado para calcular
determinantes de 3x3. Necesita auxiliarse de flechas y dibujos
que le sefialen el orden que debe seguir.

Accién El estudiante solicita ayuda para recordar los pasos para el
célculo de determinantes.
El estudiante comete errores (aritméticos o del método) pero
revisa e intenta corregir.

Pregunta 2

La pregunta 2 del cuestionario 2 se divide en dos incisos. El primer inciso busca

recoger datos de tres construcciones mentales a la vez, las mostradas en la Figura 46.

87



Arreglo matricial del Sistema
de Ecuaciones Lineales
(Accion)

Interiorizar
(Determinante)

Método de
Cramer
(Proceso)

Encapsular
(SEL con solucién Unica)

Método de
Cramer
(Objeto)

Figura 46. Constructos pregunta 2, inciso a, cuestionario 2.

El segundo inciso se disefid con la finalidad de recoger datos de las dos

construcciones y del mecanismo mental que se muestran en la Figura 47.

4 M¢étodo de Desencapsular 4 M¢étodo de
Cramer p—(SEL sin solucion o Cramer
(Objeto) ) soluciones infinitas) (Proceso)

Figura 47. Constructos pregunta 2, inciso b, cuestionario 2.

Se le plantea al estudiante un problema con dos incisos, el inciso a) es un sistema de
2x2 con solucidn Unica, mientras que el inciso b) es un sistema de 2x2 con solucion vacia y

se le pide al estudiante que los resuelva especificamente por el método de Cramer.
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En primer lugar, el estudiante debe calcular el determinante asociado al sistema, al
acomodar correctamente los elementos del sistema para calcular su determinante, el

estudiante demuestra que ha construido la accién arreglo matricial.

En el inciso a, cuando el estudiante calcula todos los determinantes que necesita y
aplica las formulas para determinar el valor de las incognitas, demuestra que ha construido
el proceso método de Cramer. Debido a que el sistema del inciso b tiene solucion vacia no
es posible resolverlo por método de Cramer. Cuando le pedimos al estudiante que comente
las dificultades encontradas, esperamos que indique que ese sistema no se puede resolver por
este método, pues no posee una solucion unica. Al expresar esto, el estudiante demuestra que
pudo encapsular el proceso método de Cramer y que, ademas, lo des-encapsulé cuando fue
necesario para determinar por qué no se podia resolver (determinante asociado al sistema

igual a cero).

La Tabla 17 muestra el ejercicio planteado al estudiante y las respuestas esperadas.

Tabla 17. Pregunta 2, cuestionario 2.

Enunciado:

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones utilizando el método de Cramer.
¢Encuentras alguna dificultad para resolverlo? Si es asi, ¢cudl es la dificultad y a
qué consideras que se debe?

a. x—y =30
x+y =60

b. 2x+y =21
4x + 2y = 28

Respuesta matematica esperada:

a. x=45; y=15
b. El sistema no se puede resolver (no tiene solucion).
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En la rabrica mostrada en la Tabla 18 se sintetiza el andlisis hecho en el parrafo
anterior, con la finalidad de ayudar al investigador a determinar el estado de construccion

que el estudiante demuestra, de los conceptos matematicos involucrados.

Tabla 18. Rubrica 2, cuestionario 2.

Estado de construccion Arreglo matricial del SEL
El estudiante acomoda correctamente los elementos del
Accion sistema de ecuaciones lineales para calcular los determinantes
necesarios.
Estado de construccion Método de Cramer

El estudiante aun comete errores en el acomodo o en el calculo
de los determinantes.

Si el determinante asociado al sistema es igual a cero, el
estudiante continda con los calculos.

El estudiante necesita anotar las formulas del método, de otra
manera no sabe cuales elementos necesita calcular.

Accidén

El estudiante calcula correctamente los determinantes que se

necesitan para el método.

Cuando el sistema tiene solucion Unica (inciso a) el estudiante

puede llegar a ella sin problema.

Si comete errores de calculo los corrige al hacer la
Proceso comprobacion.

Si el determinante asociado al sistema es igual a cero, el

estudiante continuta con los célculos.

Cuando el sistema no tiene solucion o tiene infinitas

soluciones (inciso b) el estudiante asume que ese sistema no

se puede resolver.

El estudiante calcula correctamente los determinantes que se
necesitan para el método.

Cuando el sistema tiene solucion Unica (inciso a) el estudiante
puede llegar a ella sin problema.

Reafirma el resultado obtenido por comprobacion.

Cuando el sistema no tiene solucién o tiene infinitas
soluciones (el determinante asociado al sistema es igual a
cero, inciso b) el estudiante es capaz de determinar que el
sistema no se puede resolver por método de Cramer, pero eso
no implica que no tenga solucion.

Objeto
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4.3.1.3 Cuestionario 3: Métodos de solucion: reduccion, sustitucién e
igualacion.

Cuando el estudiante demuestra que ha construido los conocimientos previos
pertinentes (evaluados en el cuestionario 1), es posible comenzar a trabajar en la construccion
del concepto conjunto solucion, a través de los tres métodos de solucion algebraicos que

considera este trabajo de tesis.

Este trabajo considera una descomposicion genética independiente para cada uno de
los tres métodos de solucién algebraicos. Sin embargo, se puede observar que estas
descomposiciones comparten la mayoria de sus componentes, diferencidndose entre si en

algun constructo previo que es necesario para cada metodo en particular.

Todos estos constructos llevan a un mismo punto, la construccién de los conceptos
solucidn unica, solucion vacia y soluciones infinitas como procesos, siendo los métodos de
resolucion un mecanismo que permite coordinar los procesos necesarios para construir

dichos conceptos.

Este cuestionario fue disefiado, precisamente con el propésito de evaluar la
construccion de estos conceptos (solucion unica, solucion vacia y soluciones infinitas), a

través de los tres métodos de solucidn algebraicos.

Originalmente se considerd que una manera de recolectar mas datos que permitieran
llegar a un analisis mas profundo de los constructos mentales propuestos en las
descomposiciones genéticas, seria incluir en el instrumento un sistema de ecuaciones lineales

por cada método y por cada tipo de solucidn, es decir, 9 sistemas diferentes.

Sin embargo, en la practica esto resultaria en un cuestionario muy tedioso para los
informantes, lo cual podria resultar, contrario a lo que se penso6 originalmente, perjudicial
para la recoleccién de datos. Por lo anterior, se decide que la validacion se lleve a cabo a
través de dos cuestionarios. Cada uno de estos cuestionarios contendra tres sistemas de

ecuaciones que el estudiante debe resolver. De estos tres sistemas uno sera con solucion
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Unica, uno con solucion vacia y otro con soluciones infinitas, y se le solicitara al estudiante

que resuelva cada uno de ellos por alguno de los tres métodos algebraicos.

Los sistemas planteados para los cuestionarios seran seleccionados tomando en
cuenta las consideraciones que se describen a continuacion. Por un lado, dado que el método
de igualacion no se maneja en los sistemas de ecuaciones lineales de 3x3, los sistemas a
trabajar con este método seran de 2x2. Por otra parte, los sistemas de 3x3 que se planteen
tendran solucion Unica, esto con la finalidad de que el estudiante tenga que realizar un manejo
aritmético y algebraico completo, a diferencia de los sistemas sin solucion o con soluciones
infinitas que, idealmente, quedan resueltos en pocos pasos, y asi brinde mas informacion al
investigador para el andlisis de las descomposiciones genéticas. De los cuatro sistemas de

2x2 que se plantearan, dos tendran solucion vacia y dos tendran soluciones infinitas.

Entonces, los cuestionarios a plantear seran como se describe a continuacion:

i)  Cuestionario 3, tipo 1: un sistema de 3x3 con solucién unica a resolver por el
método de reduccidn, un sistema de 2x2 con solucion vacia a resolver por el
método de igualacion, y un sistema de 2x2 con soluciones infinitas a resolver
por el método de sustitucion.

i)  Cuestionario 3, tipo 2: un sistema de 3x3 con solucién unica a resolver por el
método de sustitucion, un sistema de 2x2 con solucién vacia a resolver por el
método de reduccion, y un sistema de 2x2 con soluciones infinitas a resolver

por el método de igualacion.

Los sistemas de ecuaciones lineales que se planteen en ambos cuestionarios seran
los mismos, solamente cambiando el método por el cual deben resolverse. Esto con la
finalidad de comparar como trabajan los estudiantes distintos métodos de resolucion con un
mismo sistema. A continuacion se hara el analisis de cada uno de los reactivos para ambos

cuestionarios.

Cuestionario 3, tipo 1. Pregunta 1
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La pregunta 1 de este cuestionario esta pensada para evaluar las construcciones y

los mecanismos mentales que el estudiante pone en juego cuando necesita construir el

concepto de solucién Unica de un

método de reduccién. Estos const

Reduccion de
expresiones algebraicas |

(Proceso) )

Coordinar
(Sustitucion y comprobacion ) se—

sistema de ecuaciones lineales, a través del trabajo con el

ructos se muestran en la Figura 48.

(Sistema de Ecuaciones
Lineales
(Proceso)

Coordinar
(Método de reduccion)

(" Ecuacion lineal
equivalente
(Proceso)

Solucidén tnica
(Proceso)

Figura 48. Constructos pregunta 1, cuestionario 3, tipo 1.

Para hacer la validacion se le plantea al estudiante un sistema de ecuaciones lineales

de 3x3 y se le da la instruccidn especifica de que lo resuelva por el método de reduccion.

Las primeras manipulaci
del sistema para llegar a un siste

lineal equivalente, daran muestra

ones que el estudiante realice con las ecuaciones lineales
ma equivalente de 2x2 y, posteriormente a una ecuacion

de la construccion del concepto reduccion de expresiones

algebraicas como un proceso, y de la coordinacion que se da entre éste concepto y el de

sistema de ecuaciones lineales,

también construido como un proceso, y como esta
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coordinacion lleva a construccion del concepto ecuacion lineal equivalente, también como

un pProceso.

Cuando el estudiante determine el valor de la primera incognita se espera que lo
utilice para sustituir en alguna de las ecuaciones del sistema equivalente, para asi determinar
el valor de la segunda incdgnita, y entonces tener que repetir este proceso para determinar el
valor de la tercera incognita. Una vez que tenga los tres valores, se espera que compruebe los
resultados que obtuvo, sustituyendo el valor de las incognitas en las ecuaciones originales,
esto dara muestra de que el estudiante esta construyendo el concepto de solucion Gnica como

un proceso.

Todo lo anterior permite observar si el estudiante ha coordinado los procesos de
reduccion y ecuacion equivalente y, ademas, permite observar si se ha llegado a la
construccién del concepto de solucion unica como proceso. En la Tabla 19 se muestra el

ejercicio que se le plantea al estudiante.

Tabla 19. Pregunta 1, cuestionario 3, tipo 1.

Enunciado:

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de reduccion.
¢ Qué puedes comentar acerca de la solucion?

x+2y+z=-6
4x -2y —z=—4
2x—y+3z=19

Respuesta matematica esperada:

XxX=-2y=-52z=6
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La rabrica mostrada en la Tabla 20 permite al investigador relacionar las acciones
observables del estudiante con los estados de construccion de los conceptos involucrados en

la pregunta.

Tabla 20. Rubrica 1, cuestionario 3, tipo 1.

Estado de construccion Reduccion de expresiones algebraicas

El estudiante no identifica las operaciones que debe realizar
para eliminar la incognita deseada.

Realiza operaciones al azar hasta llegar a un resultado.
Realiza las operaciones correctamente después de algunos
intentos.

El estudiante no logra eliminar la incégnita deseada.

Accidn

El estudiante opera correctamente las ecuaciones,

multiplicando y sumando para eliminar la incognita deseada.
Proceso Respeta leyes de los signos.

Logra llevar el sistema a una ecuacion lineal equivalente de

una incognita.

Estado de construccién Ecuacion lineal equivalente
Accion El estudiante obtiene una ecuacion lineal que no es
equivalente al sistema original.
El estudiante reduce correctamente el sistema de 3x3 hasta
llegar a una ecuacion lineal con una incégnita.
Manipula correctamente la ecuacion lineal para obtener el
Proceso PR
valor de la incognita.
Utiliza el valor encontrado y la reduccion para encontrar los
dos valores faltantes.
Estado de construccion Solucién Gnica
El estudiante no realiza la comprobacion una vez que ha
Accion obtenido el valor de las tres incognitas.
El estudiante realiza la comprobacion. Da el ejercicio por
bueno aun si no se satisfacen las tres ecuaciones.
El estudiante realiza la comprobacion con los valores
encontrados.
Proceso

No da la respuesta por correcta hasta que los valores satisfagan
a las tres ecuaciones a la vez.

Cuestionario 3, tipo 1. Pregunta 2
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Con esta pregunta se busca evaluar las construcciones que el alumno hace para llegar

al concepto de solucidn vacia como un proceso, utilizando el método de igualacion.

En la Figura 49 se muestran dichas construcciones.

Despeje de ecuaciones Coordinar (Sistema de Ecuaciones
dezlies ‘—(I\/Ie'todo de igualacién)—‘ Ltszzllss
(Proceso) ) (Proceso)

Expresion aritmética Coordinar Igualdad de
o algebraica i expresiones
(Contradiccion)
(Proceso) ) (Proceso)

Soluciéon vacia
(Proceso)

Figura 49. Constructos pregunta 2, cuestionario 3, tipo 1.

Para evaluar los constructos de la Figura 49, se le plantea al estudiante un sistema
de ecuaciones lineales con dos ecuaciones y dos incdgnitas, cuyo conjunto solucion es vacio,

y se le da la instruccion de resolverlo por el método de igualacién.

Para poder resolver el sistema, el estudiante debe primero despejar la misma
incognita de ambas ecuaciones. Al hacer esto estara dando muestras del estado de
construccidn en el que se encuentra el concepto de despeje de ecuaciones lineales. Cuando
el estudiante iguale los valores despejados, estara coordinando el concepto de despeje de
ecuaciones lineales, como un proceso, con el concepto de sistema de ecuaciones lineales

(también un proceso) y la coordinacion se estara dando a travées del método de igualacion.
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Debido a que es un sistema sin solucion, al hacer la igualacion el estudiante llegara
a una expresion (aritmética o algebraica) que carecera de sentido para el (por ejemplo, 2=8;
2x=4x, etc.). Si el estudiante es capaz de reconocer que se trata de una expresion algebraica
irreducible dénde el valor de la incégnita no puede ser determinado, es porque ha construido

el concepto de expresion algebraica como un proceso.

Si el estudiante es capaz de llegar a la conclusion de que el sistema de ecuaciones
lineales no tiene solucion dado que la expresion aritmética o algebraica que encontrd carece
de sentido, estd demostrando que posee el concepto de igualdad de expresiones como un
proceso, y que es capaz de coordinarlo con el concepto de expresion aritmética o algebraica
(también un proceso) a través de la contradiccion. Todo esto llevard al estudiante a la
construccién del concepto de solucion vacia como un proceso. Entonces el estudiante
comprende que no le serd posible encontrar valores ningun conjunto de valores que satisfagan
las ecuaciones que conforman al sistema. La Tabla 21 muestra el ejercicio que se le plantea

al estudiante.

Tabla 21. Pregunta 2, cuestionario 3, tipo 1.

Enunciado:

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de igualacion.
¢Encontraste alguna dificultad? ;Qué puedes comentar acerca de la solucion?

2w+n=21
4w + 2n = 28

Respuesta matematica esperada:

El sistema no tiene solucion. El conjunto solucidn del sistema es vacio.

En la Tabla 22 se muestra la rubrica correspondiente a este reactivo.
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Tabla 22. Rubrica 2, cuestionario 3, tipo 1.

Estado de construccion Despeje de ecuaciones lineales

El estudiante no despeja correctamente la literal. Comete
errores de signos o en las reglas de despeje.

El estudiante despeja correctamente la literal, siempre y
cuando su coeficiente sea 1.

Accién

El estudiante despeja correctamente la literal respetando
signos y reglas de despeje.

Despeja correctamente la literal aunque su coeficiente sea
diferente de 1.

Proceso

Estado de construccion Expresion aritmética o algebraica

Accion Encuentra la expresion algebraica, no la analiza y finaliza el
ejercicio diciendo que el sistema no se puede resolver.
Analiza la expresion encontrada y llega a la conclusion de que

Pr - -,
0ceso es una contradiccion.

Estado de construcciéon Solucioén vacia

Reconoce que por ser una contradiccion el sistema no se puede
resolver.

No reconoce si el sistema tiene solucion vacia o soluciones
infinitas.

Reconoce que el llegar a la contradiccion implica que el
sistema no tiene solucion.

Accidén

Proceso

Cuestionario 3, tipo 1. Pregunta 3

Esta pregunta estd planteada con la intencion de observar las construcciones
mentales que el alumno desarrolla para llegar al concepto de soluciones infinitas de un
sistema de ecuaciones lineales de 2x2 cuando lo resuelve por el método de sustitucién. Dichas

construcciones mentales se muestran la Figura 50.
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Sustitucion de s .
expresiones algebraicas Coordinar Sistema ‘fle Ecuaciones
y ecuaciones lineales (Método de sustitucion) Lineales
(Proceso) (Proceso)
Expresion aritmética Coordi Igualdad de
o algebraica E— (\0/(;: d?da)r_ expresiones
(Proceso) ) (Proceso)

Soluciones infinitas
(Proceso)

Figura 50. Constructos pregunta 3, cuestionario 3, tipo 1.

Cuando el alumno comience a trabajar el ejercicio necesitara, en primer lugar,
despejar una de las incdgnitas de una de las ecuaciones lineales y sustituir el valor encontrado
en la otra ecuacion lineal del sistema. Estos paso daran muestra del estado de construccién
que el alumno ha alcanzado del concepto de sustitucion de expresiones algebraicas y
ecuaciones lineales y de si es capaz de coordinar este concepto (que debi6 llegar a un estado
de construccion proceso) con el concepto de sistema de ecuaciones lineales, a través del

método de sustitucion.

Dado que el sistema con el que se esta trabajando tiene infinitas soluciones, cuando
el estudiante realice la coordinacion mencionada en el parrafo anterior, le sera imposible
Ilegar a una ecuacién lineal equivalente y, en su lugar, obtendra una expresion algebraica o
aritmética que representa una verdad (6=6, y=y, etc.). Si el estudiante es capaz de reconocer
que se trata de una expresion algebraica irreducible donde el valor de la incdgnita no puede
ser determinado, es porque ha construido el concepto de expresion aritmética o algebraica

COMO un proceso.

Para que el ejercicio quede concluido, es necesario que el estudiante note que se
trata de un sistema con infinitas soluciones. Lo anterior implica que el estudiante realice una
coordinacion entre los conceptos de expresion aritmética o algebraica e igualdad de
expresiones, ambos construidos como procesos, a traves de su concepto intuitivo de verdad.

Si el estudiante es capaz de realizar esta coordinacion y de relacionar el hecho de que la
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expresion que encontro representa una verdad con el hecho de que el sistema de ecuaciones
lineales tiene infinitas soluciones, entonces podremos decir que el estudiante ha construido

el concepto de soluciones infinitas como un proceso.

La Tabla 23, mostrada a continuacion, contiene el sistema de ecuaciones lineales de

2x2 planteado en este reactivo y su correspondiente respuesta esperada.

Tabla 23. Pregunta 3, cuestionario 3, tipo 1.

Enunciado:

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales utilizando el método de
sustitucion. Comenta si encontraste alguna dificultad y escribe tus conclusiones
acerca de la solucion.

3g+h=2
99+3h=6

Respuesta matematica esperada:

El sistema tiene infinitas soluciones. El conjunto solucién del sistema es infinito.

La rdbrica mostrada en la Tabla 24 sintetiza lo descrito en los parrafos anteriores, y
servira como guia al investigador para determinar si el estudiante ha construido los conceptos

sefialados en la descomposicion genética hipotética del método de sustitucion.

Tabla 24. Rubrica 3, cuestionario 3, tipo 1.

Estado de construccién Sustitucién ecuacioén algebraica

El estudiante comete errores en el despeje de la incognita,
generando resultados errdneos en los siguientes pasos.

El estudiante despeja correctamente la incognita pero comete
errores al sustituirla.

Accion
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El estudiante realiza correctamente el despeje y sustitucion de

Proceso NS - .
la incognita y logra llegar a la expresion algebraica.
Estado de construccion Expresion aritmética o algebraica
Accion Encuentra la expresion algebraica, no la analiza y finaliza el
ejercicio diciendo que el sistema no se puede resolver.
Analiza la expresion encontrada y llega a la conclusion de
Proceso que es una verdad.
Estado de construccion Soluciones infinitas
Reconoce que por ser una verdad el sistema no se puede
. resolver.
Accion i i . L . .
No reconoce si el sistema tiene solucion vacia o soluciones
infinitas.

Reconoce que el llegar a la verdad implica que el sistema tiene
soluciones infinitas.

Proceso Intenta encontrar algin par ordenado que satisfaga ambas
ecuaciones o expresar la solucién con una incégnita en
términos de la otra.

Cuestionario 3, tipo 2. Pregunta 1

Como se describié al inicio de la seccién 4.3.1.3 Cuestionario 3: Métodos de
solucién: reduccion, sustitucion e igualacion., esta segunda version del cuestionario esta
disefiada con la intencion de recolectar mas datos que contribuyan a enriquecer el analisis de

las descomposiciones genéticas propuestas.

Para ello, se consideran los mismos sistemas planteados en la version 1 pero siendo
resueltos por métodos distintos. La pregunta 1 plantea un sistema de 3x3 con solucion Unica
que debe ser resuelto por el método de sustitucion, esto permitira evaluar los constructos

mostrados en la Figura 51.
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Sustitucion de o :
expresiones algebraicas Coordinar Sistema gie Ecuaciones
y ecuaciones lineales [~ (MVétodo de sustitucion) Lifazelizs
(Proceso) (Proceso)
J
( Ecuacion lineal

Reduccion de
expresiones algebraicas ‘_(Sustitucién y comprobacién) equivalente
(Proceso) ) (Proceso)

Solucion Gnica
(Proceso)

Figura 51. Constructos pregunta 1, cuestionario 3, tipo 2.

Coordinar

Al igual que en la pregunta 3 de la version 1 del cuestionario 3, el estudiante
necesitara, en primer lugar, despejar una de las incdgnitas de una de las ecuaciones del
sistema y sustituir su valor en las otras ecuaciones. Si el estudiante es capaz de repetir este
proceso las veces necesarias, hasta llegar a obtener una ecuacion lineal equivalente, estara
demostrando que ha construido los conceptos de sustitucion de expresiones algebraicas y
ecuaciones lineales y el de sistemas de ecuaciones lineales como procesos, y que es capaz de
coordinarlos a través del método de sustitucion. De esta coordinacion, se construye el
concepto de ecuacion lineal equivalente como un proceso. Si el estudiante es capaz de
determinar el valor de la primera incognita y utilizarlo para encontrar el valor de las dos
incdgnitas restantes, estd dando muestras de que es capaz de coordinar el concepto de
reduccion de expresiones algebraicas (construido como un proceso) con el de ecuacion lineal
equivalente, por medio de la sustitucion y comprobacion lo cual lo llevara, finalmente, a

construir el concepto de solucién Gnica como un proceso.

La Tabla 25 muestra el ejercicio que se le plantea al estudiante.
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Tabla 25. Pregunta 1, cuestionario 3, tipo 2.

Enunciado:

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de sustitucion.
¢ Qué puedes comentar acerca de la solucion?

x+2y+z=-6
4x —2y—z=—4
2x—y+3z=19

Respuesta matematica esperada:

x=-=-2;y=-5z=6

La Tabla 26 muestra la rabrica que servird como guia al investigador para el

analisis de las respuestas del estudiante.

Tabla 26. Rubrica 1, cuestionario 3, tipo 2.

Sustitucién de expresiones algebraicas y ecuaciones

Estado de construccién g
lineales

El estudiante comete errores en el despeje de la incdgnita,
generando resultados errdneos en los siguientes pasos.

Accion . . NP
El estudiante despeja correctamente la incognita pero comete
errores al sustituirla.

Proceso El estudiante realiza correctamente el despeje y sustitucién de
la incognita y logra llegar a la expresion algebraica.

Estado de construccion Ecuacion lineal equivalente

., El estudiante obtiene una ecuacion lineal que no es
Accion

equivalente al sistema original.
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El estudiante reduce correctamente el sistema de 3x3 hasta
llegar a una ecuacion lineal con una incégnita.
Manipula correctamente la ecuacion lineal para obtener el

Proceso NP
valor de la incognita.
Utiliza el valor encontrado y la reduccion para encontrar los
dos valores faltantes.
Estado de construccion Solucién dnica
El estudiante no realiza la comprobacion una vez que ha
Accion obtenido el valor de las tres incognitas.
El estudiante realiza la comprobacion. Da el ejercicio por
bueno aun si no se satisfacen las tres ecuaciones.
El estudiante realiza la comprobacion con los valores
encontrados.
Proceso

No da la respuesta por correcta hasta que los valores satisfagan
a las tres ecuaciones a la vez.

Cuestionario 3, tipo 2. Pregunta 2
Este reactivo plantea un sistema de ecuaciones lineales de dos ecuaciones con dos

incdgnitas, con solucion vacia, que debe ser resuelto por el método de reduccion.

El objetivo es evaluar los constructos que se muestran en la Figura 52.
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Reduccion de (Sistema de Ecuaciones

. locbrai Coordinar Lineal
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(Proceso) (Proceso)
Expresion aritmética . (" Igualdad de
o algebraica Coordinar expresiones
g (Contradiccion) P
(Proceso) ) (Proceso)

Solucién vacia
(Proceso)

Figura 52. Constructos pregunta 2, cuestionario 3, tipo 2.

Si al intentar resolver el sistema de ecuaciones dado por el método de reduccién, el
estudiante obtiene una expresion aritmética y no una ecuacion lineales equivalente, estara
dando muestra de que ha construido el concepto de reduccion de expresiones algebraicas
como un proceso, y que ademas es capaz de coordinar dicho proceso con el proceso de

sistema de ecuaciones lineales, por medio del método de reduccién.

Al igual que en la pregunta 2 del cuestionario 3 tipo 1, al aplicar el método de
solucion correctamente, el estudiante debera obtener una expresién aritmética o algebraica
irreducible que representara una contradiccion (2 = 8, 2x = 4x, etc.). Cuando el estudiante
sea capaz de reconocer que, precisamente, se trata de una expresion aritmética o algebraica
irreducible, de la cual es imposible determinar el valor de las incognitas, estara dando
muestras de que ha construido el concepto de expresion aritmética o algebraica como un

proceso.

Si, ademas de lo anterior, es capaz de concluir que el sistema de ecuaciones lineales

no tiene solucidn (conjunto solucidn vacio), es porque ha construido el concepto de igualdad
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de expresiones como un concepto y porque fue capaz de coordinar dicho concepto con el de
expresion aritmética o algebraica por medio de sus concepto intuitivo de contradiccion.

Al llegar a esta conclusion, el estudiante ha construido el concepto de solucion vacia
Como un proceso, y entiende que no seré posible encontrar ni un par de valores que satisfagan

ambas ecuaciones del sistema. La Tabla 27 muestra el ejercicio que se le plantea al estudiante.

Tabla 27. Pregunta 2, cuestionario 3, tipo 2.

Enunciado:

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de reduccion.
¢Encontraste alguna dificultad? ;Qué puedes comentar acerca de la solucién?

2w+n=21
4w + 2n = 28

Respuesta matematica esperada:

El sistema no tiene solucion. El conjunto solucion del sistema es vacio.

En la Tabla 28 se muestra la rubrica correspondiente a este reactivo.

Tabla 28. Rubrica 2, cuestionario 3, tipo 2.

Estado de construccién Reduccion de expresiones algebraicas

El estudiante no identifica las operaciones que debe realizar
Accién para eliminar la incognita deseada.
Realiza operaciones al azar hasta llegar a un resultado.

El estudiante opera correctamente las ecuaciones,
Proceso multiplicando y sumando para eliminar la incognita deseada.
Respeta leyes de los signos.

Estado de construccion Expresion aritmética o algebraica
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Encuentra la expresion algebraica, no la analiza y finaliza el

Accién e -
ejercicio diciendo que el sistema no se puede resolver.
Proceso Analiza la expresion encontrada y llega a la conclusion de que
es una contradiccion.
Estado de construccion Solucién vacia

Reconoce que por ser una contradiccion el sistema no se puede

. resolver.
Accion . . . ., . .
No reconoce si el sistema tiene solucion vacia o soluciones
infinitas.
Reconoce que el llegar a la contradiccion implica que el
Proceso

sistema no tiene solucion.

Cuestionario 3, tipo 2. Pregunta 3

Este reactivo plantea un sistema de ecuaciones lineales de 2x2 cuyo conjunto
solucidn es infinito, y que debe resolverse por el método de igualacién. Su objetivo es evaluar
los constructos mostrados en la Figura 53.

Despeje de ecuaciones L (Sistema de Ecuaciones
lineales f— Coordinar o Lineales
(Método de igualacion)
(Proceso) ) (Proceso)
Expresion aritmética Coordi (" Igualdad de
o algebraica (\0/2:_ d;r:;r expresiones
(Proceso) ) (Proceso)

Soluciones infinitas
(Proceso)

Figura 53. Constructos pregunta 3, cuestionario 3, tipo 2.

Para que el estudiante intente resolver el sistema por el método de igualacion, sera
necesario que despeje la misma incégnita de ambas ecuaciones y que las iguale. Si al hacer

esta manipulacion el estudiante es capaz de obtener la expresion aritmética o algebraica, sera
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muestra de que ha construido el concepto de despeje de ecuaciones lineales como un proceso,
y que es capaz de coordinarlo a través del método de igualacion, con el proceso de sistema

de ecuaciones lineales.

Una vez que haya aplicado el método, el estudiante debe ser capaz de notar que lo
que ha obtenido no es una ecuacion equivalente, sino una expresion aritmética o algebraica
irreducible. Si lo hace, es porque ha construido el concepto de expresion aritmética o

algebraica como un proceso.

Por ultimo, si el estudiante es capaz de llegar a la conclusion de que el sistema dado
tiene infinitas soluciones, estard dando muestra de cosas, por un lado que ha construido el
concepto de igualdad de expresiones como un proceso, y por otro lado, que es capaz de
coordinad este proceso con el de expresion aritmética o algebraica por medio de su concepto
intuitivo de verdad. Cuando el estudiante se percate de que los pares de numeros que
satisfacen a ambas ecuaciones a la vez es infinito, dado que la expresion que obtuvo
representa una verdad, habra construido el concepto de soluciones infinitas como un proceso.

En la Tabla 29 se muestra el ejercicio que se le plantea al estudiante y la respuesta esperada.

Tabla 29. Pregunta 3, cuestionario 3, tipo 2.

Enunciado:

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales utilizando el método de
igualacion. Comenta si encontraste alguna dificultad y escribe tus conclusiones
acerca de la solucion.

3g+h=2
99 +3h =6

Respuesta matematica esperada:

El sistema tiene infinitas soluciones. El conjunto solucion del sistema es infinito.
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La rdbrica para este reactivo, se muestra en la Tabla 30 y en ella se puede apoyar el
investigador para determinar el estado de construccion que el estudiante ha alcanzado de los

conceptos evaluados por este reactivo.

Tabla 30. Rubrica 3, cuestionario 3, tipo 2.

Estado de construccion Despeje de ecuaciones lineales

El estudiante no despeja correctamente la literal. Comete
errores de signos o en las reglas de despeje.

Accion ; . . .
celo El estudiante despeja correctamente la literal, siempre y
cuando su coeficiente sea 1.
El estudiante despeja correctamente la literal respetando
Proceso signos y reglas de despeje.
Despeja correctamente la literal aunque su coeficiente sea
diferente de 1.
Estado de construccion Expresion aritmética o algebraica
AcCCion Encuentra la expresion algebraica, no la analiza y finaliza el
ejercicio diciendo que el sistema no se puede resolver.
Proceso Analiza la expresion encontrada y llega a la conclusion de que
es una verdad.
Estado de construccion Soluciones infinitas
Reconoce que por ser una verdad el sistema no se puede
L resolver.
Accion . . . L . .
No reconoce si el sistema tiene solucién vacia o soluciones
infinitas.

Reconoce que el llegar a la verdad implica que el sistema tiene
soluciones infinitas.

Proceso Intenta encontrar algun par ordenado que satisfaga ambas
ecuaciones o expresar la solucion con una incdgnita en
términos de la otra.

4.3.1.4 Cuestionario 4: Encapsulacion

Una vez que el estudiante demuestra que ha construido los conceptos de solucién
Unica, solucion vacia y soluciones infinitas como procesos, es momento de llevarlo al

siguiente paso, la encapsulacion de los mismos. De acuerdo con lo propuesto en el analisis
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tedrico de este documento, esta encapsulacion se dard cuando el estudiante sea capaz de
interpretar problemas dados como enunciados en términos de sistemas de ecuaciones
lineales, plantear y resolver dichos sistemas y asignar a la solucidn que encuentre (sea Unica,

vacia o infinitas) una interpretacion de acuerdo al contexto dado por el problema.

La intencion del cuestionario cuatro es precisamente la de evaluar si el estudiante es
capaz de realizar la interpretacion mencionada en el parrafo anterior. Sin embargo, el lector
podra observar que el cuestionario Unicamente considera problemas que tienen solucion

Unica, dejando de lado los de solucion vacia y soluciones infinitas.

Esta discriminacion se dio debido a la dificultad que se encontrd en plantear
problemas tipo enunciado cuya solucion correspondiera a la solucién vacia o a las soluciones

infinitas de un sistema de ecuaciones lineales.

Después de realizar una basqueda en diversos libros de problemas, se encontré que
los problemas que cumplian con estas caracteristicas correspondian a contextos que resultan
muy confusos o muy elevados para estudiantes de bachillerato, por ejemplo la pagina web
Khan Academy (https://es.khanacademy.org/math/algebra/systems-of-linear-
equations/systems-of-linear-equations-word-problems/v/systems-word-problem-with-no-

solution) propone el siguiente problema:

“Una fabrica tiene maquinas que producen juguetes, los cuales se empacan por los
trabajadores de la fabrica. Un dia cada maquina produce 14 juguetes y cada trabajador
empaca 2 juguetes, por lo que un total de 40 juguetes queda sin empacar. Ademas, el nimero

de trabajadores ese dia era 8 menos que 7 veces el nimero de maquinas.”

Al plantear un sistema de ecuaciones que representa la informacién dada por el
problema anterior, se encuentra que este no tiene solucion. Sin embargo, si el estudiante
tratara de darle sentido a este hecho dentro del contexto del problema, esto seria complicado,
pues no se entenderian exactamente las implicaciones de ello, ¢si no hay solucién es porque
no hay fabrica? Entonces, desde esta perspectiva, el problema no tiene utilidad en la

encapsulacion del concepto solucién vacia en un objeto.
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Dadas estas dificultades es que se decidié Unicamente considerar sistemas con
solucién unica para este cuestionario, los cuales permitiran al investigador observar si el

estudiante ha logrado llegar a la encapsulacion de dicho concepto.

A continuacion se muestran los problemas presentados a los estudiantes y sus
respuestas matematicas esperadas. A diferencia de las preguntas de los cuestionarios
anteriores, estas preguntas no estaran acompafiadas de rubrica para el investigador, ni de la
figura que representa los constructos a evaluar. Debido a que, dependiendo del método que
el estudiante seleccione para resolver el sistema, los constructos observables y la rubrica a

utilizar cambiaran.

Por lo anterior, para analizar las respuestas dadas por el estudiante y determinar el
estado de construccion del concepto, primero se debera determinar que método de resolucién
utiliz6, para entonces emplear la rabrica correspondiente al mismo para evaluar las

construcciones del estudiante.

Pregunta 1

La pregunta o ejercicio uno, plantea un problema dado como enunciado. Para
resolver este problema, el estudiante debera plantear un sistema de dos ecuaciones con dos
incdgnitas y resolverlo por el método que el encuentre conveniente, pues en la instruccion

dada no se especifica el método a utilizar.

La respuesta al ejercicio corresponde a los valores de las incognitas que se planteen

en el sistema. En la Tabla 31 se muestra el problema y la respuesta matematica esperada.

Tabla 31. Pregunta 1, cuestionario 4.

Enunciado:

Lee con atencidn el siguiente enunciado:

Claudia y Anabel fueron al cine con algunos amigos y compraron palomitas y
refrescos. Anabel pagé $145 por tres cajas de palomitas y 2 vasos de refresco.
Claudia compro 5 cajas de palomitas y 7 vasos de refresco y tuvo que pagar $315.
¢ Cuanto costd cada caja de palomitas y cada vaso de refresco?

111



a. Plantea la o las ecuaciones que consideres representan la informacion dada por
el problema y que te ayudaran a contestar la pregunta hecha en el enunciado.

b. Encuentra la informacion que el enunciado te solicita y exprésala en términos
del problema dado.

c. Comenta si encontraste alguna dificultad para resolver el problema

Respuesta matematica esperada:

Cada caja de palomitas cuesta $35 y cada refresco cuesta $20.

Pregunta 2

Para resolver este problema, el estudiante necesitara plantear un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas. La pregunta principal del problema no le pide al
estudiante que determine el valor de alguna de las incognitas, sin embargo necesita uno de

esos valores para responder la pregunta planteada. En la Tabla 32 de muestra el ejercicio.

Tabla 32. Pregunta 2, cuestionario 4.

Enunciado:
Lee con atencién el siguiente enunciado:

Marcos fue al supermercado y se compré chocolates con nueces y chocolates con
leche. El chocolate con leche cuesta $8 y el chocolate con nueces $11. Si Marcos
gasto $79 en un total de 8 chocolates, ¢cuanto gasto en chocolate con nueces?

d. Plantea la o las ecuaciones que consideres representan la informacion dada por
el problema y que te ayudaran a contestar la pregunta hecha en el enunciado.

e. Encuentra la informacion que el enunciado te solicita y exprésala en términos
del problema dado.

f.  Comenta si encontraste alguna dificultad para resolver el problema
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Respuesta matematica esperada:

Marcos gasto $55 en chocolates.
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CAPITULO 5: RECOLECCION Y ANALISIS DE DATOS

En este capitulo se describira el proceso que se siguio para la recoleccién y analisis
de los datos que permitiria validar las descomposiciones genéticas hipotéticas. En un primer
apartado se describe brevemente al grupo de estudiantes a los cuales se les aplicaron los

instrumentos de validacion y la manera en que dichos instrumentos se aplicaron.

En un segundo apartado se analizan las respuestas dadas por los estudiantes para los
diferentes instrumentos y, finalmente, en un tercer apartado se resumen algunos de los
resultados obtenidos en el andlisis de los datos, y como estos afectan a las descomposiciones

genéticas propuestas en el capitulo 4.

5.1 Los informantes y la aplicacion de los cuestionarios

Para la aplicacion de los instrumentos se buscaba, idealmente, contar con un grupo
de estudiantes de primer semestre de bachillerato regular, es decir, estudiantes de 15 a 16
afios que cursaran por primera vez el bachillerato y que recientemente hubieran estudiado los

topicos relacionados a los sistemas de ecuaciones lineales y su solucion.

Sin embargo, los instrumentos se aplicaron durante los meses de octubre y
noviembre del presente afio, y durante esas fechas, los estudiantes de primer semestre de
bachillerato ain no cursaban estos temas o estaban estudiandolos en ese momento. Por ello,

se opto6 por buscar un grupo que ya hubiera estudiado dichos topicos.

El grupo seleccionado cursa el tercer semestre de bachillerato en la Preparatoria
Norte de Querétaro, la cual forma parte de la Escuela de Bachilleres de la Universidad
Auténoma de Querétaro (UAQ). Dicho grupo cursa, al momento de la aplicacion, la materia
de geometria euclidiana, impartida por una profesora egresada de la Maestria en Didactica
de las Matematicas, también de la UAQ, quien prestd su apoyo para la aplicacién de los

instrumentos.
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Los estudiantes tienen entre 16 y 17 afios y dos semestres antes, en primer semestre,
cursaron la materia de algebra, estudiando topicos de sistemas de ecuaciones lineales y su

solucion.

La aplicacion de los instrumentos se dio en dos etapas. En la primera etapa se aplico
el Cuestionario 1: Conocimientos previos a un total de 44 estudiantes que conforman el
grupo. Los resultados obtenidos de este cuestionario se analizaron para seleccionar a los

estudiantes que participarian en la segunda etapa.

En la segunda etapa Unicamente se seleccionaron cuatro estudiantes y a cada uno de
ellos se le aplicd un instrumento diferente de entre los cuestionarios 2, 3 tipo 1, 3 tipo 2 y
cuestionario 4. La seleccién se hizo analizando cuéles estudiantes habian demostrado, en la
aplicacion del cuestionario 1, que poseian los conceptos previos necesarios para contestar

alguno de los siguientes cuestionarios.

El hecho de solo haber seleccionado cuatro estudiantes para la aplicacion de los
cuestionarios 2, 3 (en sus dos versiones) y 4 se debié a que no se contaba con el tiempo
suficiente para analizar todos los instrumentos si se aplicaban cada uno de los cuatro

cuestionarios a los 44 estudiantes.

En la siguiente seccion se analizaran las respuestas dadas por los cuatro estudiantes,
tanto en el cuestionario 1 como en los cuatro cuestionarios siguientes. El analisis se hace en

base a las rubricas planteadas en el analisis a priori de los instrumentos en el capitulo 4.

5.2 Analisis de las respuestas obtenidas

En esta seccidn se presentara el andlisis de las respuestas obtenidas al aplicar los
instrumentos a los informantes, basado en las rabricas disefiadas en el capitulo 4 para cada
una de las preguntas. Para ello, se presentara un analisis, pregunta por pregunta, de las
respuestas dadas por los informantes, para cada uno de los cinco cuestionarios. Seguido del
analisis amplio se presentard una tabla donde se sintetiza la informacion encontrada en el

analisis de los instrumentos.
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Cada seccion abordard uno de los cuestionarios aplicados. En las secciones
correspondientes a los cuestionarios 2, 3 tipo 1, 3tipo 2 y 4, en primer lugar, se explicara por
qué se eligid al informante para el instrumento y, después, se presentara el analisis pregunta

a pregunta de cada instrumento.

Para nombrar a las imégenes que se presentardn, usaremos la siguiente
nomenclatura: 11: Informante 1; 12: Informante 2; 13: Informante 3; 14: Informante 4; C1:
Cuestionario 1; C2: Cuestionario 2; C3-1: Cuestionario 3 tipo 1; C3-2: Cuestionario 3 tipo 2;
C4: Cuestionario 4. Las preguntas se sefialaran con una P seguida del nimero de pregunta

que se esta presentado.

5.2.1 Cuestionario 1: Conocimientos previos

En esta seccidn se presentara un analisis amplio de las respuestas dadas por los
informantes para cada una de las preguntas. Al final de la seccion se muestra la Tabla 33.
Analisis respuestas cuestionario 1, en la cual se condensa la informacion presentada a

continuacion.

Pregunta 1

La pregunta 1 estaba pensada para evaluar el estado de construccion del esquema
aritmético en los estudiantes. Para ello se le plantea al estudiante una operacion gue involucra
suma y divisién de fracciones y enteros. Para consultar el reactivo y la respuesta matematica

esperada, puede dirigirse a la Tabla 1. Pregunta 1, cuestionario 1.

El informante 1 muestra un manejo adecuado de las operaciones, ademas de
realizarlas de manera relativamente ordenada. También se puede apreciar que el informante
necesito realizar algunas de las multiplicaciones y restas por separado. Esto pudiera ser un
indicador de que el concepto no ha llegado a un estado de construccion esquema, sin
embargo, considerando que las operaciones necesarias implican trabajar con centenas es

compresible que el informante necesite realizar dichas cuentas por separado.
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También es observable un correcto manejo de los signos. Todo lo anterior evidencia

un estado de construccidn objeto del concepto. En la Figura 54 se muestra la respuesta del
informante.
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Figura54.11,Cl1, P1

Similar al inférmate 1, el informante 2 muestra un correcto manejo de las
operaciones con fracciones. De igual forma que en el caso anterior, el informante 2 necesit6
realizar algunas de las operaciones de manera independiente, integrando después los
resultados obtenidos a la operacién principal. Muestra un correcto manejo de los signos y
respeta el orden en que se realizan las operaciones, es decir, da muestra de tener el concepto

en un estado de construccién objeto. En la Figura 55 se muestran las operaciones realizadas
por el informante.

o

oJ

Figura55. 12, C1, P1
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El informante 3 realiza la suma y division de fracciones de manera correcta, sin
. . ., ,15-192,,
embargo, presenta un problema con los signos. Al realizar la operacion — . »aunque

realiza correctamente la resta, obteniendo el resultado de 177, no anota el signo negativo que
le corresponde.

Es decir, para el estudiante el signo Gnicamente implicaba la resta de dos nimeros
y no era necesario una vez obtenido el resultado. Por ello, y de acuerdo con la rubrica para
este reactivo, se concluye que el estudiante ha llegado a un estado de construccion proceso

del concepto de aritmética. En la Figura 56 se muestran las manipulaciones realizadas por el

estudiante.
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Figura 56. 13, C1, P1.

Finalmente, el informante 4 no da muestra del estado de construccion del concepto
de aritmética, pues Unicamente realiza la primera operacion dejando el ejercicio inconcluso.
Por ello se concluye que su concepto se encuentra en un estado de construccion accion, lo
cual podria resultar en un obstaculo para responder correctamente a otros reactivos de los

instrumentos. En la Figura 57 se muestra las acciones realizadas por el estudiante.

3.1 S S
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Figura 57. 14, C1, P1.
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Pregunta 2

La pregunta 2 planteaba a los estudiantes tres pares de expresiones algebraicas y se
les solicitaba que en cada uno de ellos sefialaran si las dos expresiones eran equivalentes
entre si, ademas, se les pedia que explicaran como llegaron a la respuesta. Para consultar el

reactivo y su respuesta esperada, puede dirigirse a la Tabla 3. Pregunta 2, cuestionario 1.

El informante 1 lleg6 a la respuesta correcta para los tres incisos. EI manejo que
realiza de las expresiones da muestra de que reduce términos semejantes hasta llevar la
expresion a su forma irreducible, y asi decidir si es equivalente a la otra expresion dada o no.
Sin embargo no termina su explicacion acerca de como llego a la respuesta, pero la manera
en que se expresa hace pensar que no finalizé la descripcién por falta de ganas y no por falta
de conocimiento. El estudiante demuestra tener el concepto de igualdad de expresiones

algebraicas en un estado de construccidn proceso. La Figura 58 muestra la respuesta del

estudiante.
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Figura 58. 11, C1, P2
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El informante 2 respondid correctamente a los tres incisos ademas de que expresd
de manera verbal como habia llegado a esa conclusion. Al explicar que las ecuaciones son
equivalentes porque cuando “junte términos equivalentes” obtuvo dos expresiones iguales,
el informante esta demostrando que su concepto de igualdad de expresiones esta en un estado

de construccidn proceso. En la Figura 59 se muestra la respuesta del estudiante.
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Figura 59. 12, C1, P2.

El informante 3 lleg6 a la respuesta correcta para los tres incisos, y aunque no
explicd como fue que llegd a esas conclusiones, se puede observar en su desarrollo que
agrupd términos semejantes hasta llegar a una expresion irreducible. También es observable
gue el informante necesitd hacer de forma explicita algunas operaciones de suma y resta
sencillas, lo cual resulta en una evidencia mas de que el concepto de aritmética se encuentra
aun en un estado de construccion proceso, al igual que su concepto de igualdad de

expresiones.
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En la Figura 60 podemos observar el instrumento del informante 3.
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Figura 60. 13, C1, P2.
Por ultimo, el informante 4 demuestra que su concepto de igualdad de expresiones
algebraicas esta en un estado de construccion proceso. Al igual que el informante 3, no

expresa como es que llegd a esta conclusion pero en su desarrollé se puede observar la

agrupacién de términos semejantes para reducir una de las expresiones.
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En la Figura 61 se observa la respuesta del informante.
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Figura 61. 14, C1, P2
Pregunta 3

La pregunta 3 puede ser consultada a detalle en la Tabla 5. Pregunta 3, cuestionario
1. La pregunta esta disefiada para observar el desarrollo del estudiante al simplificar una
expresion y si es capaz de llevarla a su forma irreducible aun si el reactivo no lo solicita de

manera explicita.

El informante 1 simplifica correctamente ambas expresiones, llevandolas a su forma
irreducible, respetando signos y exponentes. Estas acciones demuestran que el informante ha
Ilevado el concepto de simplificacion de expresiones algebraicas a un estado de construccion
proceso.
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La Figura 62 da evidencia de dichas acciones.
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Figura 62. 11, C1, P3.

En el caso del inférmate 2 se pueden observar errores en la simplificacion de las
expresiones. En el inciso a. el informante se equivoca al agrupar los términos que

corresponden a la literal x, mientras que en el inciso b. no comete ningun error.

El error puede deberse simplemente a que el informante no haya contado bien los
términos, sin embargo, dada la descripcion dada en la Tabla 6. Rubrica 3, cuestionario 1., se
llega a la conclusion de que el informante ha llevado el concepto de simplificacion de

expresiones algebraicas a un estado de construccién accion.
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En la Figura 63 se muestra la respuesta del estudiante.
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Figura 63. 12, C1, P3

El informante 3 también comete un error en el inciso a. de la pregunta. En este caso
el error radica en un signo, pues donde el informante escribe “+9x” el término correcto es
“-9x”. Este error puede estar relacionado con el error que el mismo informante cometio en
la pregunta 1 de este cuestionario, y al igual que en la pregunta 2, el informante necesita
realizar algunas sumas y restas sencillas de manera explicita. Todo lo anterior da muestra de
que el estudiante posee un estado de construccion accion del concepto de simplificacion de

expresiones algebraicas. En la Figura 64 se observa la respuesta dada por el estudiante.
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Figura 64. 13, C1, P3.
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El informante 4 llega correctamente la forma irreducible de ambas expresiones, sin
cometer errores de signos ni de agrupacion. Entonces su concepto de simplificacion de
expresiones algebraicas, ha llegado a un estado de construccién proceso. En la Figura 65 se

muestra el instrumento del informante 5.

a -4+ xt - U+ -2+l -+ 1

f'k#_‘)f-'%;_,(d’_/;/;‘:-;JI'\‘ 4 f -')/-b ¥
b. 6y+2‘3f‘—8+/2_2y+6
202 ol bbu—qy FH-BT Lut T v~
V J ) J \ 7 '
Figura 65. 14, C1, P3
Pregunta 4

La pregunta 4 del cuestionario 1 estd disefiada para evaluar el concepto de
identificacion de una ecuacion lineal en el estudiante. Lo que busca la pregunta, planteada en
la Tabla 7. Pregunta 4, cuestionario 1., es que el estudiante distinga una ecuacion lineal de
aquellas que no lo son, basandose en las caracteristicas que dichas ecuaciones deben cumplir.
Ademas, se le pide al estudiante que justifique su respuesta, esperando que use dichas

caracteristicas para explicar la diferencia entre una ecuacion que es lineal y una que no lo es.

En el caso del informante 1 se puede observar claramente que su entendimiento del
concepto de ecuacion lineal no es el correcto. Aungue no justifica su respuesta, como se le
solicitd, el informante 1 parece clasificar una ecuacion lineal como aquella en la que los
exponentes de las literales estan en un orden descendente. Se puede decir que el concepto de
ecuacion lineal, en el caso del inférmate 1, no estd presente, pues no solo sus criterios de
clasificacion son erroneos, sino que dejan fuera, justamente, a las ecuaciones que si son

lineales.

En la Figura 66 podemos ver el instrumento del informante.
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Figura 66. 11, C1, P4.

El informante 2 muestra que su concepto de identificacion de una ecuacion lineal se
encuentra en un estado de construccidn accion. Esto se puede observar al analizar la rdbrica
para este reactivo, contenida en la Tabla 8. Rubrica 4, cuestionario 1., pues, tal y como lo
menciona la tabla, el estudiante identifica correctamente las ecuaciones que si son lineales,
pero también identifica la ecuacion del inciso d, la cual contiene un término xy como una

ecuacion lineal. Es decir, su concepto esta parcialmente construido.

En la Figura 67 observamos la respuesta del informante 2.
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Figura 67.12, C1, P4
El informante 3 ha construido un concepto similar al del informate 2, sefialando las
mismas ecuaciones como lineales y confundiendo, de igual manera, la ecuacién con el
término xy con una ecuacion lineal, al observar que el exponente es igual a uno. Es decir, el

informante 3 también ha alcanzado un estado de construccion accidon del concepto de
identificacion de una ecuacién lineal. En la Figura 68 se muestra el instrumento del

informante 3.
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Figura 68. 13, C1, P4

En el caso del informante 4 se puede observar que sus respuestas, ademas de ser

incorrectas, no siguen un criterio de clasificacion que sea consistente, es por ello que se puede
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concluir que el informante no ha construido el concepto de identificacion de una ecuacion

lineal. En la Figura 69 se observan sus respuestas.
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Figura 69. 14, C1, P4

Pregunta 5

La pregunta 5 esta disefiada para evaluar si el estudiante es capaz de manipular una
ecuacion lineal para despejar correctamente alguna de sus incognitas para determinar su
valor. La pregunta, y su respuesta matematica esperada, se plantean en la Tabla 9. Pregunta
5, cuestionario 1. La pregunta cuenta con dos incisos, el primero plantea una ecuacion lineal
con dos incognitas y con soluciones infinitas, mientras que el segundo tiene solucion Unica.
Ademas de encontrar el valor de la incognita, se le pide al estudiante que de una conclusion
acerca de la solucién encontrada, esperando asi detectar si el estudiante posee la nocion de

solucion Unica y soluciones infinitas para una ecuacion lineal.

En la respuesta del informante 1 se puede observar que su manipulacion para el
despeje de la incognita en el inciso a. es, aunque en su conclusion al respecto no incluye nada

acerca de la solucion de la ecuacion, ni del hecho de que x dependa de y.
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Por otro lado, en el inciso b. se pueden observar algunos detalles, por ejemplo, en el
tercer renglon de su respuesta se observa lo que en un principio se crey0 era una raiz
cuadrada, lo cual no tendria ningun sentido en el problema, sin embargo se determiné que no
se trata de una raiz, sino del simbolo de “casita” para una division. Ademas, cuando al final

el informante pasa el resultado a forma de fraccidn, se observa que se olvida del signo.

Dados estos detalles, principalmente el hecho de que no relaciona las expresiones
obtenidas con la solucion de las ecuaciones, se concluye que el estudiante ha llevado el
concepto de despeje de ecuaciones lineales a un estado de construccion accion. En la Figura
70 se muestra la respuesta del estudiante.
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Figura 70. 11, C1, P5

El informante 2 comete errores en el despeje, tanto en el inciso a. como en el inciso
b. En el caso del inciso a., se da cuenta de su error y comienza de nuevo, pero comete errores
de signos en el resultado final, pues donde expresa “-4y + 47, la respuesta correcta es en
realidad “4y —4”. En el inciso b., el error estéa en la agrupacion de los términos 4 y -7, pues

expresa que esto es -11 y no -3, por lo que obtiene un resultado incorrecto.

A diferencia del informante 1, el informante 2 expresa que “con el valor de X

podemos saber el valor de y " lo cual implica que reconoce que existe una dependencia entre
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los valores de x y de y, sin embargo no lo relaciona exactamente con soluciones infinitas. En
general las manipulaciones del informante demuestran que su concepto se haya en un estado

de construccion accion. En la Figura 71 se muestra la respuesta dada por el estudiante.
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Figura 71. 12, C1, P5

El informante 3 realiza los despejes correctamente, a excepcion del inciso a. donde
comete un error de signo, pues donde el informante escribe “-7”, realmente el signo negativo
esta de mas. Ademas de ellos, el estudiante no relacione los valores encontrados con los tipos
de solucion de una ecuacion, por lo que se concluye que su concepto de esta en un estado de

construccién accion.

En la Figura 72 se observan las manipulaciones realizadas por el informante.
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Figura 72. 13, C1, P5

El informante 4 despeja correctamente la ecuacion de inciso 4, pero comete errores
en el inciso a., pues no respeta los signos al momento del despeje, ademas se observa que
intenta encontrar el valor de y, despejando dentro de la misma ecuacién que habia despejado.
Esto demuestra que el despeje de ecuaciones lineales con dos incégnitas le causa problemas
al informante y que el concepto de soluciones infinitas no esta presente. Sin embargo, como

el despeje del inciso b. es correcto, podemos decir que el concepto se encuentra en un estado
de construccién proceso.

En la Figura 73 se muestra la respuesta del informante.
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Figura 73. 14, C1, P5.

Pregunta 6

El objetivo de la pregunta 6 del cuestionario 1 es evaluar si los estudiantes son
capaces de plantear una ecuacion lineal a partir de datos que se encuentran en un problema,
ademéas de que deben encontrar el valor requerido en términos del problema dado. El
problema planteado y la respuesta esperada se encuentran en la Tabla 11. Pregunta 6,

cuestionario 1.

El informante 1 llega a la respuesta matematica esperada, sin embargo, el proceso
que sigue para llegar a ella no involucra una ecuacion lineal, sino que lo hace por medio de
sumas. Dado lo anterior, no es posible determinar en qué estado de construccion se encuentra

el concepto de interpretacion de ecuaciones lineales.

En la Figura 74 se muestra el desarrollo que hizo el informante.
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El informante 2 también llega a la respuesta matematica esperada y lo hace a través
de una ecuacién lineal, la cual plantea y despeja correctamente, ademas de poner el resultado
en el contexto del problema. Esto demuestra que su concepto ha llegado a un estado de
construccion proceso. Su planteamiento se muestra en la Figura 75.
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Figura 75. 12, C1, P6
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El informante 3 plantea una ecuacion lineal, sin embargo utiliza literales que no son
necesarias, y la manipulacion que realiza para encontrar el valor de la incognita no es
correcto. Se puede observar que, fuera de la ecuacion, esta haciendo una suma que lo lleva a
un valor de “3,600”, el cual después utiliza en la resolucién de la ecuacién lineal de manera
incorrecta. Ademas realiza una division erroneamente y al final olvida sumar el valor que

considerd al inicio, al resultado que encuentra al final.

El mal planteamiento de la ecuacidn nos dice que su concepto esta en un estado de

construccion accidn, y esto lo podemos observar en la Figura 76.

A

Figura 76. 13, C1, P6

El informante 4 no plante una ecuacion lineal para resolver el ejercicio, y el
desarrollo que se observa da cuenta de que realizo los calculos mentalmente, ademas que no
considero la cantidad inicial al momento de dar su respuesta al ejercicio. Esto no permite
observar el estado de construccion del concepto de interpretacién de una ecuacion lineal, e
incluso podria ser muestra de que no ha construido dicho concepto. En la Figura 77 podemos

observar su instrumento.

," S0 Q: q "\u\ U(;

Figura 77. 14, C1, P6
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Pregunta 7

El objetivo de esta pregunta es analizar el concepto de sistema de ecuaciones
lineales. Se busaca que el estudiante sea capaz de plantear sistemas de ecuaciones lineales, a
partir de datos dados en un problema.

No se le pide al estudiante que resuelva el sistema, pues lo Unico que se busca es
que sepa plantearlos y que entienda la relacion que existe entre las variables. El ejercicio se
puede consultar a detalle en la Tabla 13. Pregunta 7, cuestionario 1.

En el caso del informante 1 se observa que plantea una expresion algebraica con los
datos dados por el problema. Sin embargo, la expresion no es correcta ni parece tener algun
sentido para el informante, quien deja inconcluso el ejercicio e incluso. Por ello, diremos que
el concepto de encuentra en un estado de construccion accion, pues aungue reconoce que
necesita expresar el problema en términos de los datos proporcionados y de incdgnitas, no es
capaz de encontrar la relacion entre dichas incognitas y datos y plantear las ecuaciones

necesarias, esto lo podemos observar en la Figura 78, mostrada a continuacion.

Ox + 60« o stepvtd

/
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Figura 78. 11, C1, P7

El informante 2 relaciona lo datos proporcionados, que son elementos constantes,
con incognitas que deben ser determinadas, representando el valor de 30 como x y el valor
60 como y. Aun tomando en cuenta dicha representacion, las ecuaciones que plantea el
estudiante no representan de manera correcta la informacion dada por el problema, lo que

indica que el concepto del informante esta en un estado de construccion accion.
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En la Figura 79 se muestra la respuesta dada por el informante.
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Figura 79. 12, C1, P7

En el caso del informante 3 el concepto parece encontrarse en un estado de
construccion accion, pues aunque el informante plantea una ecuacion, esta no representa la
informacidn dada por el problema. En la Figura 80 se muestra el instrumento del informante.
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El informante 4 es el Unico que muestra un estado de construccion proceso del
concepto de sistemas de ecuaciones lineales. Esto se observa en el sistema de ecuaciones que
plantea, pues estas representan correctamente la informacion dada por el problema. En la

Figura 81 se observa la respuesta del informante.
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Figura 81. 14, C1, P7.

A continuacion, en la Tabla 33 se muestra un resumen de la informacion descrita
hasta ahora, resaltando algunas de las acciones observables del informante en cada pregunta

y el estado de construccion que el informante ha alcanzado del concepto en juego.
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Tabla 33. Andlisis respuestas cuestionario 1.

Informante 1

Informante 2

Informante 3

Informante 4

Reactivo / Concepto

Acciones observables del
informante

Acciones observables del
informante

Acciones observables del
informante

Acciones observables del
informante

Estado de construccion del
concepto

Estado de construccion del
concepto

Estado de construccion del
concepto

Estado de construccion del
concepto

Pregunta 1:
Aritmética (esquema)

Manejo adecuado y ordenado de las
operaciones.
Hace las multiplicaciones y restas
por separado.
Correcto manejo de los signos.

Correcto manejo de las operaciones
con fracciones y de los signos
Realiza algunas operaciones de
forma independiente, integrando
después los resultados a la
operacion principal.

Realiza correctamente las
operaciones con fracciones.
Omite los signos correspondientes
al escribir los resultados.

Realiza correctamente la primera
suma de fracciones pero deja el
ejercicio inconcluso.

Objeto

Objeto

Proceso

Accion

Pregunta 2: Igualdad
de expresiones
algebraicas (proceso)

Lleva las expresiones a su forma
irreducible a través de agrupacion
de términos.

Explica que las ecuaciones son
equivalentes porque cuando “junte
términos equivalentes” obtuvo dos

expresiones iguales.

Utiliza la agrupacion de términos
semejantes para concluir,
correctamente, cuales pares de
expresiones son equivalentes.

Concluye correctamente cuales
pares de ecuaciones son
equivalentes, a través de la
agrupacion de términos semejantes.

Proceso

Proceso

Proceso

Proceso

Pregunta 3:
Simplificacion de
expresiones
algebraicas (proceso)

Lleva las expresiones,
correctamente, a su forma
irreducible, respetando leyes de
signos y exponentes.

Comete errores en la simplificacion
de las expresiones.

Comete errores se signos.
Requiere hacer de forma explicita
algunas operaciones de suma y
resta.

Lleva las expresiones a su forma
irreducible de manera correcta.

Proceso

Accion

Accién

Proceso

Pregunta 4:
Identificacion de
ecuaciones lineales
(proceso)

Clasifica las ecuaciones lineales
como aquellas en las que los
exponentes de las literales estan
ordenados de forma descendente.

Identifica correctamente las
ecuaciones que si son lineales.
Identifica la ecuacion que contiene
un término xy como una ecuacion
lineal.

Sefiala todas las ecuaciones cuyas
literales tienen exponentes igual a 1
como ecuaciones lineales,
incluyendo la ecuacién con el
termino xy.

No muestra un criterio de
clasificacion consistente para
discriminar cuales ecuaciones son
lineales y cuales no.
Sefiala como lineales ecuaciones
que no lo son, y viceversa.

No se encuentra

Accion

Accion

No se muestra
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Informante 1

Informante 2

Informante 3

Informante 4

Reactivo / Concepto

Acciones observables del
informante

Acciones observables del
informante

Acciones observables del
informante

Acciones observables del
informante

Estado de construccion del
concepto

Estado de construccion del
concepto

Estado de construccion del
concepto

Estado de construccion del
concepto

Pregunta 5: Despeje
de ecuaciones lineales

Comete errores de signos.
No da argumentos acerca de la
solucion de la ecuacion cuando x

Comete errores de signo y de
agrupacion de términos.
Reconoce la existencia de una
dependencia entre los valores de x

Comete errores de signos.
No relaciona los valores
encontrados para x con el tipo de
solucidn que le corresponde a la

Comete errores de signos.
Presenta problemas para dejar una
literal en términos de otra, tratando
de despejar la segunda incognita de

depende dey. L L PR . -
(proceso) y dey en el inciso a. ecuacion (vacia o infinita). la misma ecuacion.
Accion Accion Accion Accién
Plantea una ecuacion lineal correcta Lo
- No plantea una ecuacién lineal para
de acuerdo a los datos del Plantea una ecuacion lineal con . Lo
- . - la resolucion del ejercicio.
Llega a la respuesta matematica problema. literales que no son necesarias. .

Pregunta 6: : S - - - L = El desarroll6 que se muestra en el

i esperada per sin utilizar ecuaciones Llega a la respuesta matematica La manipulacidn de la ecuacion - : :
Interpretacion de - - instrumento da evidencia de que

lineales para resolver el problema. esperada. lineal para encontrar el valor de la

ecuaciones lineales
(proceso)

Relaciona el resultado obtenido con
el contexto del problema.

incognita no es correcto.

realizé los calculos de manera
mental, o bien, copié el resultado.

No se encuentra

Proceso

Accion

No se muestra

Pregunta 7: Sistema
de ecuaciones lineales
(accion /proceso)

Reconoce que necesita expresar el
problema en términos de los datos
proporcionados y de incognitas.
La ecuacion planteada no representa

Representa los datos constantes del
problema con literales o incégnitas
a ser encontradas.

Las ecuaciones que plantea no

La ecuacion planteada no representa
la informacion dada por el

Plantea un sistema de ecuaciones
que representa de manera correcta

. - problema. la informacion dada en el problema.
correctamente los datos dados por | representan la informacion dada por
el problema. el problema.
Accion Accion Accion Proceso
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5.2.2 Cuestionario 2: Método de Cramer

El cuestionario 2 estd disefiado para evaluar las construcciones mentales que
involucra la descomposicion genética para el método de Cramer. Para ello, el instrumento le
plantea al estudiante tres preguntas, en las cuéles es necesario que realice el célculo de
determinantes, y que utilice el método de Cramer para encontrar la solucién a dos sistemas
de ecuaciones, aunque uno de ellos realmente tiene solucion vacia. Para su aplicacion se

selecciond al informante 1, y a continuacion se explican las razones.

De acuerdo con la descomposicion genética para este método, el estudiante necesita

haber construido tres conceptos principales antes de trabajar con el método de Cramer.

El primero de ellos es el esquema aritmético. En este caso, el informante 1 demostr6
haber llegado a un estado de construccion objeto. Es observable en su instrumento que no
presenta problemas en realizar las operaciones aritméticas basicas con enteros y racionales.
Esto se observa no solo en la pregunta 1, disefiada especialmente para evaluar este constructo,

sino en las operaciones que también requirid realizar en otras de las preguntas.

Otro de los constructos previos que se requieren es el esquema de ecuaciones
lineales con sus tres procesos principales. En este caso, el informante 1 si mostrd problemas,
pues de los tres procesos solo mostro evidencias de uno, el de despeje de ecuaciones lineales,
y ni siquiera lo ha llevado a un estado de construccion proceso, sino que ain se encuentra en

un estado de construccion accion.

El tercero de los constructos previos, es el de sistema de ecuaciones lineales como
proceso. En este caso, el informante 1 mostrd que este concepto se encuentra en un estado de

construccién accion.

A pesar del deficit demostrado en la construccion de los conceptos previos se eligid
al informante 1, porque, la mayoria de los 44 estudiantes mostrd el mismo déficit ademas de
mostrar evidencias de problemas con las operaciones aritméticas, particularmente con

racionales.

De acuerdo con lo descrito en la seccion 4.2.1 Método de Cramer, no se espera que

con el método de Cramer los estudiantes logren la construccion del concepto de solucién de
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un sistema de ecuaciones lineales. En realidad, se describe que este método solo implica
acciones mecénicas y repetitivas por parte de los estudiantes. Dichas acciones son,
practicamente, solo operaciones aritméticas, lo que aporta una razon mas para seleccionar al

informante 1 para este cuestionario.

A continuacion, presentaremos las respuestas del informante y su correspondiente
analisis. Al finalizar el analisis, se muestra la Tabla 34. Analisis respuestas cuestionario 2,

en la cual se sintetiza lo encontrado en el analisis de las respuestas.

Pregunta 1

La pregunta 1 del cuestionario 2 esta disefiada con la finalidad de evaluar si el
estudiante ha construido el concepto de determinante como una accion. Para ello se le pide
al estudiante que calcule el valor de un determinante de 3x3, el determinante puede ser

consultado en la Tabla 15. Pregunta 1, cuestionario 2.

El informante muestra que conoce el procedimiento para calcular el determinante
pero necesita apoyarse de lineas que le indiquen el orden en el cual debe realizar los célculos.
A pesar de conocer el procedimiento, el informante comete errores en los calculos. Por
ejemplo, al hacer la multiplicacion (-2)(9/3)(0) el informante sefiala que el resultado es -6
(considerando el cambio de signo), omitiendo el hecho de que se esta multiplicando por cero.
Este error lleva al informante a obtener un resultado incorrecto para el valor del determinante.
Ademas, al realizar la suma final “+2 + 0 —24 — 16 — 12 + 6 el resultado deberia ser -44
pero el informante omite el signo negativo. Todo lo anterior, analizado desde la rubrica para
este reactivo, indica que el concepto del estudiante se encuentra en un estado de construccion

accion.

En la Figura 82 se observa el desarrollo del estudiante.
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Pregunta 2

La pregunta 2, que puede ser consultada en la Tabla 17. Pregunta 2, cuestionario
2., se divide en dos incisos.

El inciso a esta disefiado para evaluar tres constructos a la vez, el concepto de arreglo
matricial de un sistema de ecuaciones lineales como una accidn, y el concepto de método de
Cramer como un proceso y como un objeto. El inciso b esta disefiado para evaluar la

desencapsulacion del concepto método de Cramer, de un objeto a un proceso.

Para evaluar esto, el inciso a plantea al informante un sistema de ecuaciones lineales
de 2x2 con solucidn unicay el inciso b un sistema de ecuaciones lineales de 2x2 con solucion
vacia. A continuacién se presenta el analisis, el cual se hard constructo por constructo,

considerando ambos incisos, para llegar a una conclusion mas acertada.

Tanto en el inciso a como en el inciso b, se puede observar que el informante
acomoda correctamente los elementos del sistema de ecuaciones lineales para calcular los
distintos determinantes que necesita. Esto indica que el concepto de arreglo matricial se
encuentra en un estado de construccion accion.

Es importante sefialar que el informante solicitdé ayuda, pues no recordaba las
formulas para aplicar el método de Cramer. Esto podria indicar que dicho concepto se
encuentra en un estado de construccion accion.
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Ademés de lo anterior, el informante comete errores en el célculo de los
determinantes. En primer lugar afiade columnas como si se tratard de un determinante de 3x3,
también, en un inicio, realiza sumas y no multiplicaciones, aungque después corrige este error,

debido a las columnas que afiade sigue obteniendo un valor incorrecto.

En el inciso a, al calcular el determinante asociado al sistema encuentra que su valor
es cero. Ademas de que esto es incorrecto, el informante utiliza dicho valor para tratar de
encontrar el valor de x y de y. Al hacer esto, el estudiante divide 30 sobre cero y obtiene 30
como resultado. Esto no sélo representa una falla en el esquema aritmético, sino que ademas
muestra que el estudiante no ha encapsulado el concepto de método de Cramer, pues aunque
calcula que el determinante asociado al sistema es cero, continta con los calculos. Todo lo
anterior es muestra de que el concepto de método de Cramer se encuentra en un estado de
construccion accién, por lo cual ni siquiera es posible analizar la desencapsulacion de dicho

concepto.

En la Figura 83 se muestra el desarrollo del informante en el inciso a del

instrumento.
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En la Figura 84 se muestra el desarrollo del informante en el inciso b del
instrumento.
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En la Tabla 34 se resume la informacion encontrada en el andlisis del instrumento.
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Tabla 34. Andlisis respuestas cuestionario 2.

Informante 1

Acciones observables del informante

Reactivo / Concepto
Estado de construccion del concepto

Aplica el procedimiento correcto para el calculo del determinante.
Se apoya en lineas y simbolos para saber el orden que debe seguir.

Pregunta 1: Determinante (accion) Comete errores aritméticos en los célculos.
Accion
Pregunta 2, inciso a: Acomodo correcto de los elementos del sistema de ecuaciones lineales
Arreglo matricial del sistema de para el célculo de los determinantes.
ecuaciones lineales
(accion)
Accion

Comete errores en el calculo de los determinantes, aritméticos y en el

Pregunta 2, inciso a: algoritmo.
Método de Cramer Aunque el determinante asociado al sistema es igual a cero, el
(accion/proceso/objeto) informante continda con los célculos.
Accion

Calcula los valores de x y de y aun cuando el determinante asociado al
sistema es igual a cero.

Pregunta 2, inciso b: No ha llegado a encapsular el concepto de método de Cramer

Desencapsulacién método de Cramer

No se muestra

5.2.3 Cuestionario 3: Métodos de solucién

El cuestionario 3 se disefio con el objetivo de evaluar las descomposiciones
genéticas que corresponden a los métodos de reduccidn, igualacion y sustitucion. Para ello
se diseflaron dos cuestionarios distintos, donde se plantean los mismos tres sistemas de
ecuaciones lineales, pero se le pide al estudiante resolver dichos sistemas por diferentes

métodos.

El primer cuestionario, que se denominé cuestionario 3 tipo 1, plantea un sistema

de ecuaciones lineales de 3x3 con solucion Unica que debe ser resuelto por reduccion, un
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sistema de 2x2 con solucion vacia que debe ser resuelto por igualacion, y un sistema de 2x2
con infinitas soluciones que debe ser resuelto por sustitucion. El segundo cuestionario,
denominado cuestionario 3 tipo 2, plantea los mismos sistemas pero se le pide al estudiante
que resuelva el primero de ellos por sustitucion, el segundo por reduccién y el tercero por

igualacion.

Para el cuestionario tipo 1 se seleccion6 al informante 2, mientras que para el
cuestionario tipo 2 se selecciond al informante 3. Una de las razones principales para
seleccionar a estos dos informantes fue que, de la totalidad de 44 estudiantes que
respondieron al cuestionario uno, ellos se encuentran entre los pocos que alcanzaron un

estado de construccion accion del concepto identificacion de ecuaciones lineales.

Aunque, idealmente, se busca que antes de trabajar con los métodos de solucion los
estudiantes hayan alcanzado un estado de construccion proceso de dicho concepto, en la

practica se observo que ninguno de los estudiantes habia alcanzado esa construccion mental.

El informante 2, ademéas, mostré que reconocia la existencia de una dependencia
entre el valor de x y el valor de y, en el despeje de ecuaciones lineales, por lo que se considero
gue también podria encontrar la relacion entre expresiones algebraicas como 0=2 0 5=5y la
solucidn vacia o infinita de un sistema de ecuaciones lineales, y por ello se le seleccion6 para

responder una de las versiones del cuestionario 3.

Por otro lado, la seleccion del estudiante que responderia el cuestionario 3 tipo 2 fue
mas complicada. Ninguno de los 44 estudiantes que respondieron al cuestionario 1 mostrd
haber construido la totalidad de los conceptos previos necesarios en las diferentes
descomposiciones genéticas. Por ello, la seleccion del informante 3 se basd, principalmente,
en elegir al estudiante que habia cometido menos errores que sus compafieros y que realizaba

las operaciones y despejes de manera mas ordenada.

A continuacion se presentara el andlisis de las respuestas dadas por los informantes
2 'y 3. En primer lugar se presentara el analisis de la totalidad del cuestionario 3 tipo 1,
respondido por el informante 2, y después el analisis del cuestionario 3 tipo 2, respondido

por el informante 3. Al final de la seccién, se mostrara la Tabla 35. Analisis respuestas
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cuestionario 3, en la que se condensa la informacion encontrada en el anélisis de los

instrumentos.

Informante 2, pregunta 1

La pregunta 1 plantea un sistema de 3x3 con solucidn Unica que debe ser resuelto
por el método de reduccidn, el sistema plateado se puede consultar en la Tabla 19. Pregunta
1, cuestionario 3, tipo 1. La finalidad de esta pregunta es evaluar tres construcciones

mentales: reduccidn de expresiones algebraicas, ecuacion lineal equivalente y solucion Unica.

En el instrumento del informante 2 se observa una correcta manipulacion de las
ecuaciones del sistema para lograr una reduccién de las mismas, hasta llegar a un sistema de
ecuaciones equivalente, de 2x2, y posteriormente a una ecuacion lineal equivalente con una
incognita. Esto da muestra de que su concepto de reduccion de expresiones algebraicas ha

alcanzado un estado de construccién proceso.

También se observa que, en un inicio, el informante comete errores en la
manipulacion de dicha ecuacion equivalente, lo cual lo lleva a calcular valores incorrectos
para las tres incdgnitas. Sin embargo, se da cuenta de su error y vuelve a manipular la
ecuacion, hasta llegar al valor correcto para la primera incdgnita, el cual utiliza para encontrar
el valor de las dos incognitas restantes. Esto quiere decir que ha construido el concepto de

ecuacion lineal equivalente como un proceso.

Finalmente, el informante relacione los valores obtenidos con el hecho de que el

sistema de ecuaciones lineales dado tiene “una posible solucion”.

Sin embargo, no es observable que el estudiante realice la comprobacion para
verificar que los valores determinados satisfagan las tres ecuaciones a la vez y, de acuerdo
con la rabrica para este reactivo, esto indica que el concepto de solucion Unica se encuentra
en un estado de construccidn accion. En la Figura 85, se muestra el desarrollo realizado por

el informante.
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Informante 2, pregunta 2

En la pregunta 2 se le plantea al informante un sistema de dos ecuaciones con dos

puede ser revisada en la Tabla 21. Pregunta 2, cuestionario 3, tipo 1.

El objetivo de esta pregunta es evaluar tres conceptos distintos: despeje de

ecuaciones lineales, expresion aritmética o algebraica y solucién vacia.

En cuanto al concepto de despeje de ecuaciones lineales, se puede observar que el

El informante manipula correctamente las expresiones que obtuvo al despejar la
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incgnitas cuyo conjunto solucidn es vacio y se le pide que lo resuelva por el método de

igualacion, y que ademas de una conclusion acerca de la solucién del sistema. La pregunta

informante ha llegado a un estado de construccion proceso, pues es capaz de despejar

correctamente la misma literal de las dos ecuaciones, respetando signos y reglas de despeje.

literal, lo cual le permite llegar a una expresion algebraica que lleva hasta su forma



irreducible. Esto es muestra de que el informante ha llevado el concepto de expresion
aritmética o algebraica a un estado de construccién proceso.

Finalmente, de dicha expresion, 0 = - 14, el informante concluye que el sistema no
tiene solucion. Ademas de lo que se observa en el instrumento, también se reporta que el
informante se acercd al aplicador mientras resolvia el instrumento para preguntar acerca de
la expresion a la que habia llegado. El informante expreso que no sabia lo que esa expresion
implicaba y que ya no podia seguir resolviendo el ejercicio. Sin embargo, el aplicador utilizé
la representacion gréafica (rectas en el plano) de los sistemas de ecuaciones lineales de 2x2
para ayudar al estudiante a relacionar la expresion algebraica con el tipo de solucion para el

sistema.

Al hacer esto, el informante fue capaz de llegar a la conclusién, por si mismo, de
gue una expresion que represente una contradiccion esta relacionada con dos rectas paralelas,
gue no se cruzan en ningun punto, y que esto implica que el sistema no tiene ninguna
solucion. Todo lo anterior permite llegar a la conclusion de que el concepto de solucion vacia

en el informante 2, ha llegado a un estado de construccion proceso.

En la Figura 86 se muestra el desarrollo de informante para esta pregunta.
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Informante 2, pregunta 3

La pregunta 3 esta disefiada para evaluar los conceptos de sustitucion de expresiones
algebraicas y ecuaciones lineales, expresion aritmética o algebraica y soluciones infinitas.
Para ello se plantea un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas cuyo conjunto
solucion es inicito, el cual puede ser consultado en la Tabla 23. Pregunta 3, cuestionario 3,

tipo 1., y se le pide al estudiante que lo resuelva por el método de sustitucion

El informante aplica el método de sustitucion de manera correcta. Despeja y
sustituye la literal sin cometer errores y es capaz de llegar a la expresion algebraica. De eso
se concluye que su concepto de sustitucion algebraica ha llegado a un estado de construccion

proceso.

En el instrumento también se observa, al igual que el pregunta 2, que el informante

llega a la expresion aritmética irreducible y que la analiza para llegar a una conclusién
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respecto a la solucion del sistema, es decir, se reafirma que su concepto se ha construido

COMO un proceso.

Finalmente, al igual que en la pregunta 2, el informante necesité ayuda para
relacionar la expresion 0 = 0 con la solucion del sistema. Al presentarle al informante la
representacion gréfica (rectas en el plano) de los sistemas de ecuaciones, con sus distintos
conjuntos solucion, el informante relaciond los sistemas cuyas ecuaciones trazan la misma
recta en el plano con los sistemas que, al intentar resolverlos, llevan a una expresion
aritmética o algebraica como la que se obtuvo en este caso, 0 = 0. Es decir, el informante
Ileg6 a la conclusion de que, el obtener una expresion aritmética irreducible que representa
una verdad, implica que el sistema tiene infinitas soluciones, demostrando asi que su
concepto de soluciones infinitas alcanz6 un estado de construccién proceso. En la Figura 87

se muestra el desarrollo realizado por el informante.
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Informante 3, pregunta 1

La pregunta 1 del cuestionario 3 tipo 2, plantea el mismo sistema de ecuaciones que
la pregunta 1 del cuestionario 3 tipo 1, sin embargo, en este caso se le solicita al informante

que resuelva dicho sistema por el método de sustitucion.

Esto implica que uno de los constructos a evaluar cambia. Ahora la pregunta evalla

los conceptos de sustitucion de expresiones algebraicas y ecuaciones lineales, ecuacion lineal
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equivalente y solucién Unica. Para revisar la pregunta, se puede consultar la Tabla 25.
Pregunta 1, cuestionario 3, tipo 2.

En el caso del informante 3 no es posible analizar ninguno de los tres conceptos
mencionados. En su instrumento es observable que el informante no recuerda los métodos de
resolucion de sistemas de ecuaciones lineales y, aunque intenta manipular las ecuaciones para

simplificarlas, realmente no esta aplicando el método solicitado.

En realidad, no est& aplicando ningin método. No despeja ni sustituye ninguna de
las literales, no llega a la ecuacion lineal equivalente ni, mucho menos, a obtener la solucion

del sistema, que en este caso es Unica. En la Figura 88 se puede observar lo descrito.
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Informante 3, pregunta 2

Esta pregunta esté disefiada para evaluar los conceptos reduccion de expresiones

algebraicas, expresion aritmética o algebraica y solucion vacia.
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Para ello se plantea un sistema de ecuaciones lineales de 2x2 con solucion vacia que
debe ser resuelto por el método de reduccidn. El sistema planteado puede ser consultado en

la Tabla 27. Pregunta 2, cuestionario 3, tipo 2.

Al igual que en el reactivo anterior, en el desarrollo del informante no es observable
ninguno de los conceptos que se buscaba analizar. El informante no aplica el método de
reduccion para resolver el ejercicio, ni logra llegar a la expresion aritmética o algebraica. De
hecho las manipulaciones que realiza con las ecuaciones carecen de sentido. En la Figura 89

se observa la respuesta del informante.
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Informante 3, pregunta 3

La pregunta 3 de este cuestionario busca evaluar los conceptos despeje de
ecuaciones lineales, expresion aritmética o algebraica y soluciones infinitas. El sistema
planteado para esta pregunta puede ser consultado en la Tabla 29. Pregunta 3, cuestionario
3, tipo 2.

Al igual que en los dos reactivos anteriores, el informante no da muestras de haber
construido ninguno de los conceptos que el ejercicio pretende evaluar. Su manipulacion del
sistema no corresponde al método de igualacion y ademads, aunque llega a un par de

ecuaciones, es incorrecto.
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En la Figura 90 se puede observar lo anterior.
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En la Tabla 35 se condensa la informacion encontrada al analizar los cuestionarios 3 tipo 1y 3 tipo 2.

Tabla 35. Andlisis respuestas cuestionario 3.

Informante 2 Informante 3
Acciones observables del informante Acciones observables del informante
Reactivo / Concepto Reactivo / Concepto
Estado de construccién del concepto Estado de construccion del concepto
Correcta manipulacion de las ecuaciones para Prequnta 1:
Pregunta 1: eliminar una de las incognitas. Sustitucic')ngde exDresiones No realiza el despeje ni la sustitucion de ninguna
Reduccion de expresiones Llega a una ecuacion lineal equivalente con una . pres de las literales.
: PP algebraicas y ecuaciones
algebraicas incognita. -
lineales
(proceso)
Proceso (proceso) No se muestra
Manipulacion correcta de la ecuacion para obtener
Pregunta 1: el valor de la incgnita. Prequnta 1- No llega a encontrar la ecuacion lineal equivalente
Ecuacion lineal Utiliza el valor determinado para encontrar los Ecuacion Iigeal o inalente al sistema.
equivalente valores restantes. q
(Proceso)
(Proceso)
Proceso No se muestra
Sefiala que el sistema tiene “una posible solucion”.
Pregunta 1: No realiza la comprobacidn de los valores Pregunta 1: No encuentra ninguna solucion para el sistema.
Solucioén Unica encontrados. Solucion Unica
(Proceso) (Proceso)
Accion No se muestra
Prequnta 2: Despeje correcto de la misma literal en ambas Pregunta 2: No opera las ecuaciones para eliminar alguna
'eq . ecuaciones. Reduccidn de expresiones incognita.
Despeje de ecuaciones .
. algebraicas
lineales (proceso)
Proceso (proceso) No se muestra
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Informante 2

Informante 3

Reactivo / Concepto

Acciones observables del informante

Estado de construccién del concepto

Reactivo / Concepto

Acciones observables del informante

Estado de construccion del concepto

Pregunta 2:
Pregunta 2: Llega a la expresion aritmética irreducible. Expresion aritmética o No llega a una expresion ni aritmética ni
Expresion aritmética o Concluye que la expresion no tiene sentido. algebraica algebraica.
algebraica (proceso)
roceso
G ) Proceso No se muestra
El informante concluye que expresiones S
Lo No concluye el ejercicio ni aporta anda acerca del
Pregunta 2: contradictorias, como la encontrada, representan Pregunta 2: . <2
. . - ” . - P tipo de solucion.
Solucion vacia sistemas con solucién vacia. Solucion vacia
(proceso) (proceso)
Proceso No se muestra
Pregunta 3: Realiza correctamente el despeje y sustitucion de la
Sustitucién de incdgnita, logrando llegar a una expresion Pregunta 3: No despeja ninguna de las incognitas.
expresiones algebraicas y algebraica. Despeje de ecuaciones lineales
ecuaciones lineales (proceso)
(proceso) Proceso No se muestra
P a3 Llega a una expresion aritmética irreducible y la P a3 No lleaa a una exoresién ni aritmética ni
£ _rtlagun_lz[i :t' utiliza para llegar a una conclusion acerca de la £ .“?9“”.? :t' g al Ft]abraica
Xpresion aritmética o solucién del sistema. xpresion aritmética o g -
algebraica algebraica
(proceso) (proceso)
Proceso No se muestra
El informante concluye que expresiones T
verdaderas. como la encontrada. representan No concluye el ejercicio, ni aporta nada acerca de
Pregunta 3: eras, iciones inf P Pregunta 3: la solucién del mismo.
Soluciones infinitas sistemas con soluciones infinitas. Soluciones infinitas
(proceso) (proceso)

Proceso

No se muestra




5.2.4 Cuestionario 4: Encapsulacion

Como se describio en el capitulo 4, el cuestionario 4 esta disefiado para evaluar si el
estudiante ha encapsulado el concepto de solucidn Unica en un objeto. De acuerdo con el
andlisis teorico del concepto, esta encapsulacion se lograria cuando el estudiante sea capaz
de interpretar problemas dados como enunciados y plantearlos en términos de ecuaciones
lineales, resolver dichas ecuaciones para encontrar los valores deseados y ponerlo en

términos del contexto del problema.

Considerando lo anterior, el cuestionario 4, le plantea al estudiante dos problemas
en forma de enunciado, de los cuales se le pide que encuentre algun valor determinado. Las
instrucciones que se le dan al estudiante no sefialan el método que debe utilizar para resolver
el problema, dejando esa decision a criterio del estudiante, ya que el objetivo no es analizar
su manejo de un método en particular, sino su manejo en general de un problema que debe

ser resuelto por sistema de ecuaciones lineales.

Por lo anterior, para que un estudiante sea capaz de resolver los problemas
planteados en este cuestionario, debe haber demostrado al responder el cuestionario 1, un
adecuado manejo de las ecuaciones lineales, su despeje, identificacion e interpretacion,
ademas de haber demostrado que su concepto de sistema de ecuaciones lineales ha llegado a

un estado de construccion proceso.

Al analizar las respuestas de los 44 estudiantes al cuestionario 1, se encontré que
solo uno de ellos habia construido el concepto de sistemas de ecuaciones lineales como un
proceso. Aungue dicho estudiante no posee el concepto de identificacion de una ecuacion
lineal y cometid errores en el despeje de las ecuaciones, fue el Unico capaz de plantear un

sistema que representara correctamente la informacion dada por un problema.

Por ello dicho estudiante, el informante 4, fue seleccionado para responder al
cuestionario 4. A continuacion se presentara el analisis de las respuestas dadas por el
informante para este instrumento, resumiendo la informacion encontrada en la Tabla 36,
mostrada al final de la seccion. El analisis se basa en distintas rubricas, disefiadas a lo largo

del capitulo 4.
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Pregunta 1

Esta pregunta plantea un problema dado como un enunciado. Para resolverlo el
informante debe plantear un sistema de ecuaciones lineales con dos ecuaciones y dos
incognitas. El problema planteado y su respuesta matematica pueden ser consultados en la

Tabla 31. Pregunta 1, cuestionario 4.

En el instrumento del informante se pueden apreciar distintos conceptos y el estado
de construccion al que han llegado. Por un lado, el estudiante plantea un sistema de
ecuaciones lineales que representa correctamente la informacion dada por el problema, esto

reafirma que su concepto de encuentra en un estado de construccion proceso.

También es observable que el informante empled el método de reduccién para
resolver el problema, y que el método fue correctamente aplicado. El informante demuestra
que su concepto de reduccidén de expresiones algebraicas ha llegado a un estado de

construccion proceso, al igual que su concepto de ecuacion lineal equivalente.

Finalmente, el estudiante es capaz de llegar a la solucion Unica del sistema, realiza
la comprobacion para verificar que los valores encontrados satisfacen a las dos ecuaciones
planteadas y ademas, pone los resultados obtenidos en el contexto del problema dado. Por lo
anterior se concluye que su concepto de solucion tnica ha llegado a un estado de construccion

objeto. En la Figura 91 se muestra la respuesta del estudiante.
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Pregunta 2

Al igual que la pregunta anterior, este reactivo plantea un problema dado como un
enunciado. El informante necesita plantear un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas, encontrar el valor de una de las incognitas y utilizar dicho valor para encontrar el
dato que el problema solicita. Esto implica que no basta con resolver el sistema de ecuaciones
lineales, sino que el informante debe comprender el contexto del problema para darse cuenta
que, encontrar la solucion del sistema es solo una parte de la respuesta. El problema planteado

puede ser revisado en la Tabla 32. Pregunta 2, cuestionario 4.

En este caso, el instrumento del informante no da tanta informacion como en la
pregunta anterior. Es observable que plante6 una ecuacién lineal correcta aunque los datos
dados por el problema requerian de dos ecuaciones para ser representados.

Por otro lado, el estudiante logro llegar a la respuesta matematica esperada, aunque
hay evidencias de que resolvid el problema haciendo célculos por prueba y error y no
resolviendo la ecuacion. También hay que tener en cuenta que logrd poner el resultado

obtenido en los términos del problema dado.

Dado lo anterior y tomando en consideracion lo encontrado al analizar la pregunta
1 del instrumento, se puede concluir que su concepto de sistema de ecuaciones lineales se
encuentra en un estado de construccidn proceso, mientras que su concepto de solucién Unica
ha llegado a un estado de construccion objeto. En la Figura 92 se muestra el instrumento del

informante.
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La Tabla 36, mostrada a continuacion, condensa la informacion encontrada en el

analisis del cuestionario 4.

Tabla 36. Andlisis respuestas cuestionario 4.

Informante 4
Acciones observables del informante
Reactivo / Concepto
Estado de construccion del concepto
Prequnta 1: El sistema planteado representa correctamente la informacion dada por
. gunta % el problema.
Sistema de ecuaciones lineales
roceso
P ) Proceso
Prequnta 1- Emplea el método de reduccién correctamente para eliminar una de las
., gunta L. . incAgnitas y llegar a una ecuacion lineal equivalente.
Reduccion de expresiones algebraicas
(proceso)
Proceso
Manipula correctamente la ecuacion lineal equivalente hasta encontrar
Pregunta 1: el valor de una de las incdgnitas.
Ecuacidn lineal equivalente Utiliza el valor encontrado para determinar el valor de la incdgnita
(proceso) faltante.
Proceso
Realiza la comprobacion para verificar que los valores determinados
Pregunta 1: satisfacen las ecuaciones planteadas.
Solucién Gnica Pone los valores encontrados para las incognitas en términos del
(proceso/objeto) problema dado.
Objeto
Pregunta 2: Planteamiento correcto de una de las ecuaciones lineales del sistema.
Sistema de ecuaciones lineales
(proceso) Proceso
Pregunta 2: Utiliza el valor el encontrado para dar la respuesta de acuerdo al
Solucién Gnica contexto del problema
(objeto) Objeto
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CAPITULO 6: EJERCICIOS PROPUESTOS Y SU EVALUACION

Como se explicé en la seccion 2.3 Objetivos, el objetivo particular para este trabajo
de tesis es ofrecer ejercicios propuestos que puedan ser aplicados durante las secuencias de
ensefianza de los sistemas de ecuaciones lineales cuadrados y sus métodos de solucion
numéricos y algebraicos, es decir, los cuatro métodos de resolucion abordados en el analisis

teorico.

En esta seccidn del documento se abordard, precisamente, ese objetivo. Para ello se
plantearan algunos de los ejercicios utilizados para la validacion de las descomposiciones
genéticas. Estos ejercicios se acompafaran de rabricas que, a diferencia de las planteadas en
el capitulo 4, serviran para que el profesor evalle el aprendizaje de los estudiantes y no para
la validacion de la descomposicién genética

Hay que sefialar que no se trata de una propuesta de secuencia didactica, por lo que
lo ejercicios serén solo una propuesta, y quedara a criterio del profesor en que momento de
la clase aplicarlos, cuanto tiempo dedicar a cada ejercicio, que peso darle en la evaluacién
total del estudiante, etc., tomando todas estas decisiones con base en el contexto de su grupo,

institucion y materia.

A continuacion presentamos los ejercicios propuestos, acompariados de la rabrica y

de algunas sugerencias para su aplicacion.

Ejercicio 1

En la siguiente lista, sefiales cuales de las ecuaciones son lineales y cuéles no.
Justifica tu respuesta.

x3+7x?—4x =8
h=2x+8
2a—2b+c—-5=0
2xy+7 =12

oo o
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El ejercicio pretende determinar si el estudiante posee el concepto de ecuacion
lineal, reconociendo cuales son las caracteristicas de dichas ecuaciones y en qué se

diferencian de otras ecuaciones, por ejemplo de las cuadraticas.

Se recomienda utilizar este ejercicio como una evaluacion diagnoéstica antes de
comenzar a trabajar con los sistemas de ecuaciones lineales, o bien, como evaluacion
formativa mientras se trabaja el tema de ecuaciones lineales. Si el estudiante logra hacer la
distincion correcta entre ecuacion que son lineales y aquellas que no lo son, es entonces

factible introducir el concepto de sistema de ecuaciones lineales.

En la Tabla 37 se muestra la rubrica sugerida al profesor para evaluar este ejercicio.

Tabla 37. Rubrica ejercicio 1.

Nivel de desempefio Total
Elementos No satisfactorio del
Muy bien (5) Por mejorar (3.5) (1) Puntos
El estudiante | El estudiante identifica .
. . El estudiante no
identifica correctamente  las  dos

identifica
correctamente ninguna
de las ecuaciones

correctamente  las | ecuaciones que son lineales
dos ecuaciones que | y ademas sefiala la
son lineales y las dos | ecuacién del inciso d como

Identificacion

. lineales.
que no lo son. lineal.
El estudiante Unicamente o
. . El criterio del
El estudiante | considera que los estudiante ara
justifica exponentes de las literales P

justificar cuando una

correctamente su | de una ecuacion lineal g .
ecuacion es lineal no

Justificacion | ocniesta utilizando | deben  ser igual a 1,

. corresponde al
el concepto de | considerando  que la L
o L - concepto de ecuacion
ecuacion lineal. ecuacion del inciso d cae en lineal

dicha categoria.
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Ejercicio 2

Encuentra el valor de “x” en las siguientes ecuaciones. ;Qué puedes concluir
respecto a la solucién de las ecuaciones?

a. 7x+12—-y=3y+8

b. 4=2x+7

El profesor puede aplicar este ejercicio como evaluacion formativa en el topico de
ecuaciones lineales. En caso de requerir un ejercicio para evaluacion final, se recomienda
aplicar el ejercicio 3, que requiere que el estudiante interprete un problema para plantear una

ecuacion.

La particularidad de este ejercicio es que, ademas, de evaluar las habilidades del
estudiante para despejar incognitas de ecuaciones dadas, permite observar si los conceptos
de soluciones infinitas y solucion Unica para una ecuacion lineal con una y dos incognitas
estan presentes. El evaluar si el estudiante posee este concepto 0 no, sera importante para que
el profesor decida como abordara el tema de los conjuntos solucion para los sistemas de
ecuaciones lineales. En la Tabla 38, mostrada a continuacion, se encuentra la rubrica

propuesta para evaluar el desempefio del estudiante en este ejercicio.

Tabla 38. Rubrica ejercicio 2.

Nivel de desempefio Total
Elementos i i del
Muy bien (5) Por mejorar (3.5) No satl(slf)actorlo Puntos
No despeja

Comete errores en el

Despeje de la
ecuacion

Despeja correctamente
la literal solicitada en
ambos incisos.

despeje de uno de los
incisos.

correctamente la literal
de ninguno de los dos
incisos.
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Interpretacion

Expresa que la
ecuacion del inciso a
tiene infinitas

soluciones, ya que el
valor de x depende del

Expresa que la ecuacion
del inciso b tiene
solucién Unica, pero no
logra expresar algo

No logra relacionar que
los valores encontrados
corresponden a
soluciones infinitas y

la solucién R
de la soluci valor dey. concreto respecto a la | solucién Unica para los
También reconoce que | solucion de la ecuacién | incisos a 'y b
la ecuacion del inciso b | del inciso a. respectivamente.
tiene solucion Unica.
Ejercicio 3

Resuelve el siguiente problema por medio de ecuaciones lineales.

Estas de vacaciones en la playa y quieres rentar un bote para pasear con tus amigos.
Dispones de $8,000 para hacerlo. Si la renta del bote es de $2,500 mas $1,100 por
cada hora que lo tengas, ¢ cuantas horas podréas pasear en el bote con tus amigos?

Con este ejercicio se busca evaluar mas de un aspecto a la vez. Por un lado el
estudiante debe plantear por si mismo la ecuacion que le permitira resolver el problema, y
esto hablara de su capacidad para interpretar problemas y llevarlos a un contexto matematico.
Por otro lado, también tendra que resolver la ecuacion planteada hasta encontrar el valor que
se le solicita, lo cual pondra a prueba sus habilidades para el despeje de incégnitas y para

realizar operaciones aritméticas.
Este ejercicio puede ser aplicado como auxiliar en la evaluacion formativa dentro

del tema de ecuaciones lineales, o puede ser incluido en la evaluacion final de dicho tdpico.

En la Tabla 39 se muestra la rubrica propuesta para la evaluacion del estudiante.
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Tabla 39. Rubrica ejercicio 3.

Nivel de desempefio Total
del
Elementos _ _ _ _ 5
Muy bien (5) Por mejorar (3.5) | No satisfactorio (1) | Punto
S

Plantea una ecuacion | La ecuacion planteada no
Interpretacion | lineal que representa | representa de forma | No plantea  ninguna
del problema | correctamente los datos | adecuada la informacion | ecuacion lineal.

dados por el problema. | dada por el problema.

Despeja correctamente
la incdgnita y también
Manipulacion | realiza correctamente

No sabe despejar la
Comete errores de signos | incognita y  comete
0 en las operaciones | errores en todo el

de la ecuaciéon | las operaciones . .
. S P aritméticas, llegando a un | proceso. También se
lineal aritméticas hasta . ;
resultado incorrecto. equivoca en las
encontrar el valor . N
operaciones aritméticas
buscado.

Expresa el resultado
obtenido en términos
del problema dado,
colocando unidades al
resultado.

Llega  al resultado | La  respuesta  carece
correcto pero no lo pone | completamente de légica
en términos del problema, | en relacién con el
no incluye unidades. problema planteado.

Interpretacion
del resultado

Ejercicio 4

Escribe la o las ecuaciones que consideres describan la informacion dada en el
siguiente problema:

Tus amigos y tu pasean en el bote que rentaste, vas navegando contra corriente a
una velocidad de 30 km/h. Cuando navegas a favor de la corriente alcanzas una
velocidad de 60 km/h.

Este ejercicio esta pensado para evaluar si los estudiantes comprenden el concepto
de sistemas de ecuaciones lineales. Si el estudiante es capaz de plantear las ecuaciones que
representen correctamente la informacion dada por el problema, es porque ha comprendido

gue en un sistema de ecuaciones lineales, las ecuaciones se relacionan entre si.
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Este conocimiento es clave para comprender el concepto de solucion del sistema de

ecuaciones lineales. Por ello, se recomienda plantear el ejercicio como apertura al tema de

métodos de solucion.

Sin embargo, el profesor puede extender el ejercicio y solicitar al estudiante que,

ademas de plantear las ecuaciones, resuelva el sistema y con ello llevar el ejercicio a ser una

herramienta de evaluacion final en el tema de métodos de solucién.

La rdbrica propuesta para el profesor, para la evaluacion de este ejercicio, se muestra

en la Tabla 40.

Tabla 40. Rubrica ejercicio 4.

Elementos

Nivel de desempefio

Muy bien (5)

Por mejorar (3.5)

No satisfactorio (1)

Total
del
Punto

Plantea las ecuaciones
lineales necesarias para

Una o0 todas las
ecuaciones planteadas no

Interpretacion No lantea  ninguna
del F;oblema representar la | representan de forma ecuaci gn lineal g
P informacioén dada por el | adecuada la informacion '
problema. dada por el problema.
. Las ecuaciones
. . Aunque las ecuaciones
Las ecuaciones lineales - . planteadas son
utilizan las  mismas
planteadas ~ muestran | . . completamente
L g - | literales o simbolos para | . . .
Relacion entre | relacion  entre  si. representar la independientes entre si.
ecuaciones Usando las mismas | . - Se utilizan simbolos o
. . informacion, las | . -
literales o simbolos de - literales distintas para
o ecuaciones son
representacion. . : X representar la
independientes entre si. . -
informacion.
Ejercicio 5

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales utilizando el método de Cramer.
¢Encuentras alguna dificultad para resolverlo? Si es asi, ¢cual es la dificultad y a

qué consideras que se debe?

x—y =230
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x+y=60

Este ejercicio plantea un sistema de ecuaciones lineales con solucion Unica, por lo
que es posible resolverlo por el método de Cramer. El objetivo del ejercicio es evaluar si el
estudiante es capaz de calcular determinantes por medio del algoritmo dado en clase por el
profesor y, ademas, si es capaz de utilizar el método de Cramer para encontrar el valor de las

incAgnitas.

Para resolver este ejercicio unicamente se requiere del estudiante conocimiento de
los algoritmos dados y no una interpretacion de los sistemas de ecuaciones lineales o de su
solucidn, por lo que no se recomienda emplear este ejercicio como evaluacion final, si no
como evaluacion formativa durante el estudio del método de Cramer. En la Tabla 41 se

muestra la rabrica para la evaluacion de este ejercicio.

Tabla 41. Rubrica ejercicio 5.

Nivel de desempefio Total
del
Elementos _ _ . .
Muy bien (5) Por mejorar (3.5) | No satisfactorio (1) | Punto
S

Se aplica correctamente
el algoritmo para el

) Ha errores en el
calculo de Y

Hay errores en el

Determinantes

determinantes.  Tanto
para el asociado al
sistema como para los
determinantes
necesarios
método.

para el

algoritmo o en los
céalculos realizados para
determinar el valor de
alguno de los
determinantes.

algoritmo en el los
calculos realizados para
determinar el valor de
todos los determinantes
requeridos.

Método de
Cramer

Aplica correctamente el
algoritmo del método
de Cramer para
encontrar el valor de las
incognitas.

Comete errores en el
algoritmo o en los
célculos realizados para
determinar el valor de
alguna de las incAgnitas.

Desconoce el algoritmo
del método de Cramer.
No logra determinar el
valor de las incdgnitas.
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Ejercicio 6

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de reduccion
(suma y resta). ¢ Qué puedes comentar acerca de la solucion?
x+2y+z=-6

4x — 2y —z=—-4
2x—y+3z=19

El sistema de ecuaciones lineales planteado en el ejercicio tiene solucién Unica. La

idea del ejercicio es evaluar como el estudiante maneja el método de reduccion para encontrar

la solucidn al sistema, las manipulaciones algebraicas que realiza y las conclusiones a las que

Ilega respecto a la solucién del sistema. Sin embargo, el profesor puede decidir si el sistema

de resuelve por algun otro método, o si se deja a consideracion del estudiante el método a

utilizar.

Se recomienda aplicar el ejercicio como auxiliar en la evaluacién formativa cuando

se estudia el método de reduccion. Si lo que se busca es un ejercicio para evaluacién final del

topico de métodos algebraicos de resolucion, se recomienda utilizar el ejercicio 9 0 10. En la

Tabla 42 se muestra la rdbrica para la evaluacion de este ejercicio.

Tabla 42. Rubrica ejercicio 6.

Nivel de desempefio Tgtfd
<]
Elementos _ ) ] ] Punt
Muy bien (5) Por mejorar (3.5) | No satisfactorio (1) | Funto
S
Comete errores en la
Reduce correctamente C, .
. reduccion del sistema. | No reconoce las
el sistema de . :
. ) Errores de signos, de | operaciones que debe
. ecuaciones, a través de . . .
Método de S operaciones. realizar para reducir el
L multiplicaciones, sumas - ;
Reduccion Corrige  los  errores | sistema. No logra llegar a

y restas, para llegar a la
ecuacion lineal
equivalente.

cometidos y llega a la
ecuacion lineal
equivalente.

la ecuacion lineal

equivalente.
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Despeja correctamente
la  ecuacion lineal
. No encuentra los valores
equivalente para | Comete errores en el C
. : de las incOgnitas o
. encontrar el valor de la | despeje u operaciones,
Despeje de . L encuentre valores
ecuaciones primera Incognita. que llevan a obtener erréneos debido a errores
Utiliza el valor de la | valores erréneos para .
- L L en el despeje u
primera incognita para | alguna de las incognitas. ;
operaciones.
encontrar el valor de las
incognitas restantes.
Ejercicio 7

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones lineales por el método de igualacion.
¢ Encontraste alguna dificultad? ¢ Qué puedes comentar acerca de la solucion?

2w+n =21
4w + 2n = 28

En este caso el sistema de ecuaciones planteado tiene solucion vacia, y el objetivo
principal del ejercicio es evaluar el entendimiento que tiene el estudiante del concepto de

solucién vacia del sistema de ecuaciones lineales.

Esto quiere decir que el método de solucion queda en segundo plano, por lo que
queda a criterio del profesor decidir cuadl método aplicar, pudiendo ser aquel que los

estudiante ya han demostrado dominar.

De la misma forma, el profesor puede cambiar el sistema por uno cuya solucion sea
infanta, y asi evaluar el entendimiento del estudiante de dicho concepto. Se recomienda que
el ejercicio se utilice para la evaluacion del concepto de conjunto solucion, ya sea como

evaluacion formativa o evaluacion final. En la Tabla 43 se muestra la rabrica para el ejercicio.
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Tabla 43. Rubrica ejercicio 7.

Elementos

Nivel de desempefio

Muy bien (5)

Por mejorar (3.5)

No satisfactorio (1)

Total
del
Punto

Método de
igualacion

Despeja correctamente
la misma literal de
ambas ecuaciones.
Manipula
correctamente las
ecuaciones una vez que
las ha igualado.

Llega a una expresion
algebraica.

Comete errores en el
despeje de alguna de las
literales o en la
manipulacién de las
ecuaciones igualadas.
Obtiene una expresion
incorrecta.

No logra  despejar
correctamente ninguna de
las literales.

Comente errores en la
manipulacion de las
ecuaciones igualadas.
Obtiene una expresion
incorrecta 0 no obtiene
expresion.

Solucion
vacia/infinitas

Concluye  que el
sistema no  tiene
solucién, o que tiene
soluciones infinitas,
con base en la expresion
algebraica obtenida.

Concluye que el sistema
se puede resolver con
base en la expresion
obtenida, pero no que su
solucion es wvacia o
infinita.

No logra llegar a ninguna
conclusion respecto a la
solucion del sistema.

Ejercicio 8

Claudia y Anabel fueron al cine con algunos amigos y compraron palomitas y
refrescos. Anabel pag6 $145 por tres cajas de palomitas y 2 vasos de refresco.
Claudia comprd 5 cajas de palomitas y 7 vasos de refresco y tuvo que pagar $315.
¢,Cuanto costd cada caja de palomitas y cada vaso de refresco?

a.

Plantea la o las ecuaciones que consideres representan la informacion dada

por el problema y que te ayudaran a contestar la pregunta hecha en el enunciado.

b.

del problema dado.

Encuentra la informacion que el enunciado te solicita y exprésala en términos

El ejercicio 8 pretende evaluar diversos aspectos a la vez, y es una fusion de aspectos

de diferentes ejercicios. El ejercicio permitira observar el conocimiento que el estudiante

posee acerca de planteamiento de sistema de ecuaciones lineales, resolucion de sistemas de

ecuacion lineales, asi como aspectos del manejo algebraico del estudiante. Por ello, se

recomienda al profesor utilizar este ejercicio como herramienta de evaluacion final en el

topico de sistemas de ecuaciones lineales.

170




En la Tabla 44 se muestra la rabrica para la evaluacién de este ejercicio.

Tabla 44. Rubrica ejercicio 8.

Elementos

Nivel de desempefio

Muy bien (5)

Por mejorar (3.5)

No satisfactorio (1)

Total
del
Punto

Plantea las ecuaciones
lineales necesarias para

Una o todas las

ecuaciones planteadas no

Interpretacion No lantea  ninguna
del problema representar la | representan de forma eCUAC] gn lineal g
P informacién dada por el | adecuada la informacion '
problema. dada por el problema.
. Las ecuaciones
. . Aunque las ecuaciones
Las ecuaciones lineales planteadas son

utilizan las  mismas

planteadas  muestran | . . completamente
., o .| literales o simbolos para | . . .
Relacion entre | relacion  entre  si. representar la independientes entre si.
ecuaciones Usando las mismas | . - Se utilizan simbolos o
X ; informacion, las | . .
literales 0 simbolos de - literales distintas para
. ecuaciones son
representacion. ; : X representar la
independientes entre si. - L
informacion.
. No aplica correctamente
Aplica correctamente el | Comete errores en el : ]
. ] : . el algoritmo del método
algoritmo del método | algoritmo a aplicar o L ,
. de resolucién, y ademas
) seleccionado, errores en la
Método de . . - L, . comete errores en la
- despejando e igualando | manipulacion algebraica. : - .
solucién b manipulacion algebraica.
correctamente,  hasta | Corrige los errores y
o ..> | No logra llegar a la
llegar a la ecuacion | logra llegar a la ecuacion L .
. . : - ecuacion lineal
lineal equivalente. lineal equivalente. -
equivalente.
Despeja correctamente
la  ecuacion lineal
. No encuentra los valores
equivalente para | Comete errores en el P
. . de las incégnitas o
. encontrar el valor de la | despeje u operaciones,
Despeje de . PR encuentre valores
- primera incognita. que llevan a obtener . .
ecuaciones - . erréneos debido a errores
Utiliza el valor de la | valores erréneos para .
en el despeje u

primera incognita para
encontrar el valor de las
incognitas restantes.

alguna de las incégnitas.

operaciones.
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CAPITULO 7: CONCLUSIONES Y COMENTARIOS FINALES

7.1 Respecto a los resultados obtenidos de los cuestionarios

En esta seccion se aportara una conclusion con respecto a los resultados sefialados
para cada uno de los cuestionarios en el CAPITULO 5: RECOLECCION Y ANALISIS DE

DATOS.

7.1.1 Cuestionario 1: Conocimientos previos

Aunque en el documento Unicamente se presenta el andlisis de los instrumentos de

cuatro informantes, para seleccionar a esos cuatro informantes fue necesario analizar los 44

cuestionarios de conocimientos previos que se aplicaron.

De este analisis se pueden resaltar algunos aspectos importantes:

La mayoria de los estudiante ha llegado a un estado de construccion proceso de
las operaciones aritméticas y, la mayoria de los problemas observados en este
concepto se generan en la manipulacion de fracciones, particularmente en la
division de las mismas, asi como en la omision de los signos cuando el resultado
obtenido es negativo.

Los conceptos de igualdad y simplificacién de expresiones algebraicas estan
bien cimentados en el 100% de los estudiantes, pues todos contestaron
correctamente a las preguntas 2 y 3 del cuestionario 1. Aunque muchos de ellos
no explicaron como llegaron a la conclusion de que dos expresiones eran
equivalentes, es observable en su manipulacion que utilizan la agrupacion de
términos semejantes para decidir esto.

El concepto de identificacién de una ecuacion lineal es el que presenta mas
problemas. Ninguno de los 44 estudiantes fue capaz de definir correctamente las
caracteristicas que identifican a una ecuacion lineal y, en el mejor de los casos

consiguieron identificar correctamente las dos ecuaciones que eran lineales, pero
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también sefialaron la ecuacion que contenia el termino xy como una ecuacion
lineal.

Este parece ser uno de los problemas mas graves, considerando que el topico
que se esta trabajando es precisamente el de sistemas de ecuaciones lineales.

e A pesar de lo anterior, muchos de los estudiantes que demostraron no tener el
concepto de ecuacion lineal, si fueron capaces de despejar ecuaciones con un
minimo de errores, sin embargo, no fueron capaces de relacionar los resultados
obtenidos con el tipo de solucién que corresponde a la ecuacion. Un concepto
que, en el desarrollo de las descomposiciones genéticas también se considero
como necesario antes de trabajar con los conjuntos solucion para sistemas de
ecuaciones lineales.

e Fueron pocos los estudiantes que demostraron la capacidad de plantear una
ecuacion lineal en base a un problema dado. La mayoria de los estudiantes que
lograron resolver el problema, no lo hicieron por medio de una ecuacion, sino a
través de sumas iterativas que les permitieron llegar al resultado. Esto puede
hablar de una falta de fluidez en el manejo de las ecuaciones o, simplemente,
puede deberse a que la instruccién dada no especificaba que el problema debia
resolverse usando una ecuacion lineal.

e De la totalidad de 44 estudiantes solo uno fue capaz de plantear correctamente
un sistema de ecuaciones lineales para representar la informacion dada por un

problema.

7.1.2 Cuestionario 2: Método de Cramer

En el desarrollo del cuestionario 2, el estudiante cometid diversos errores en el

manejo aritmético, entre ellos realiz6 divisiones en las que el dividendo era 0, generando
30 s ,
respuestas como “y = 5= 307, lo cual, ademas de demostrar problemas no observados

antes en el esquema aritmético, demostro que el estudiante no habia construido el concepto

de método de Cramer como un objeto.
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Lo anterior fue observable desde el inicié de la aplicacion del cuestionario, pues el
estudiante se acercé en repetidas ocasiones a solicitar ayuda, pues no recordaba de que se
trataba el método, que se buscaba encontrar con €l o como debia aplicarlo, demostrando que
su concepto de método de Cramer se encontraba en un estado de construccién accién, y mas
importante, que no era capaz de relacionar el método con la solucién de un sistema de
ecuaciones lineales. Esto apoya el supuesto dado por este trabajo durante el desarrollo del
capitulo 5, de que en estudiantes de bachillerato, el método de Cramer no es mas que una
herramienta algoritmica que no les permite a los estudiantes construir conceptos relacionados
a la solucion de sistemas de ecuaciones lineales. Sin embargo, no se puede afirmar esto como
un hecho, pues seria necesario dedicar toda una investigacion a la confirmacion o refutacion

de dicho supuesto.

7.1.3 Cuestionario 3: Métodos de solucién

Antes de discutir las conclusiones obtenidas al analizar este cuestionario, es
importante recordar que hubo una notable diferencia entre el estudiante seleccionado para
responder al cuestionario tipo 1 y el estudiante seleccionado para el cuestionario tipo 2.
Aunque ninguno de los dos informantes demostrd haber construido todos los conceptos
previos que las descomposiciones genéticas consideraban, el informante 2 demostro en el
cuestionario 1 reconocer una dependencia entre los valores de x y de y en una ecuacién lineal,
lo que se supuso le ayudaria a responder este cuestionario. Por otro lado, el informante 3 fue
elegido simplemente, por ser uno de los estudiantes que cometié menos errores en el despeje

de ecuaciones.

En la Tabla 35. Analisis respuestas cuestionario 3, se puede observar de forma
general que el informante 3 no dio evidencia de haber construido ninguno de los conceptos
que se buscaban evaluar, pues aunque intentaba manipular las ecuaciones, no lograba
despejar ninguna de las incognitas, y por ende, no logré llegar a ninguna conclusion respecto

a las soluciones de los sistemas.

Por otro lado, el informante 2 demostr6 que la mayoria de los conceptos evaluados

habian alcanzado un estado de construccidn proceso.
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En el caso de los sistemas con soluciéon vacia y con soluciones infinitas, el
informante se apoy0 del aspecto geométrico para llegar a una conclusion acerca de la
solucion, asignando a cada una de las expresiones aritméticas que encontrd, tanto la que
representaba una verdad como la que representaba una contradiccion, una representacion
geométrica en el plano cartesiano. Lo anterior, seria una indicacion de que, tal vez, es

necesario llevar de la mano el aspecto algebraico con el aspecto geométrico.

7.1.4 Cuestionario 4: Encapsulacién

En el caso de este cuestionario y su informante se observo que, a pesar de que el
estudiante mostré un gran déficit en la construccién de los conceptos previos, fue el Unico
capaz de plantear un sistema de ecuaciones lineales en base a problemas tipo enunciado,
resolver dichas ecuaciones y darle a los resultados obtenidos un sentido con respecto al

problema dado.

Esto genera la necesidad de replantear si los conceptos previos considerados en el

analisis tedrico se apegan realmente a la realidad de los estudiantes.

7.2 Conclusiones hacia la descomposicidn genética

De acuerdo a lo expuesto en la seccion anterior, es observable que las
descomposiciones genéticas propuestas en el andlisis tedrico necesitan ser revisadas y,
seguramente, replanteadas en algunos de sus aspectos.

En cuanto a la descomposicion genética para el método de Cramer, seria necesario
aplicar los mismos cuestionarios a una variedad de estudiantes con la finalidad de corroborar
si, tal y como se supone, este método permanece como un elemento algoritmico para los

estudiantes, no llegando mas alla de un estado de construccidn accion.

Para las descomposiciones de los métodos de reduccion, sustitucion e igualacion, es
necesario reconsiderar un aspecto muy importante, la representacion geométrica de la

solucidn de un sistema de ecuaciones.
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Desde un inicio, las descomposiciones genéticas propuestas estan considerando
Unicamente aspectos aritméticos y algebraicos, es decir, toda la manipulacion y la solucion
de los sistemas de ecuaciones planteados tiene que hacerse por métodos algebraicos. Sin
embargo, el cuestionario respondido por el informante 3, asi como los acercamientos que el
informante tuvo con el aplicador, hablan de que no es posible, o al menos no es ideal, hacer
dicha separacion si no que, por el contrario, es necesario que los estudiantes se apoyen en la
parte geomeétrica para llegar a conclusiones que para ellos tengan sentido y sean mas tangibles

que la simple manipulacion algebraica.

Pensando aun en la representacién geométrica, seria posible que sea precisamente
esta la que ayude al estudiante a encapsular los conceptos de solucién vacia y soluciones
infinitas, los cuales este trabajo supone no es posible encapsular a través de problemas dados

como enunciado.

Por ultimo, seria necesario analizar aquellos conceptos que se consideran
conocimientos previos indispensables para llegar a la construccidn del concepto de conjunto
solucién como un objeto, pues el informante 4, a pesar de haber demostrado que no habia
alcanzado los estados de construccion ideales de los conceptos previos, también demostrd,
con respecto a las mismas descomposiciones genéticas, que habia logrado encapsular el

concepto de solucion Unica.

Con todo lo anterior, queda claro que es necesario continuar con iterando la
aplicacion del ciclo de investigacibn APOE, para refinar continuamente las

descomposiciones genéticas propuestas.

7.3 Respecto a los objetivos y al futuro

En cuanto a los objetivos propuestos en el CAPITULO 2: DESCRIPCION DEL
PROBLEMA, se considera que fueron alcanzados en su totalidad, tal y como estan
planteados. Sin embargo, lo anterior no implica que el trabajo ha terminado, pues el ciclo de
investigacion puede continuar aplicandose cuantas veces sea necesario, siempre que se vea

que las descomposiciones propuestas estan quedando cortas con respecto a la realidad.
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Lo dicho en el parrafo anterior nos lleva a pensar en los trabajos a futuro que surgen
a partir de este trabajo de tesis. En primer lugar, se buscara continuar con las iteraciones del
ciclo de investigacion de la teoria APOE, hasta tener la oportunidad de disefiar y aplicar toda
una secuencia de ensefianza para los sistemas de ecuaciones lineales en bachillerato, que se
base en las descomposiciones genéticas disefiadas en este trabajo y refinadas a partir del

mismo.

Por otro lado, como se observd que los estudiantes llegan a bachillerato con muchas
deficiencias aritméticas y algebraicas, se buscara llevar la investigacion a nivel secundaria
(estudiantes entre 12 y 15 afios), para asi estudiar cdmo es que los estudiantes construyen en
un principio los conceptos de ecuacion lineal (definicion, interpretacion, despeje), solucion

de ecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales.
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