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Resumen

Se presentara una nueva solucién al problema de Fermat-Torricelli sobre conjuntos
convexos, también se presenta un algoritmo para encontrar geométricamente la
solucién a este problema. Ademds también se demuestran algunos resultados
interesantes derivados de los teoremas obtenidos.

(Palabras clave: Minimo, Fermat, punto, geometria, optimizacién)






Summary

We will see a new solution to Fermat-Torricelli's problem applied to convex sets,
also an algorithm to find geometrically the solution to this problem. Besides we
will show some interesting results derived from the theorems obtained.

(Key words: minimum, Fermat, point, geometry, optimization)

111



Dedicatoria y Agradecimientos

Dedico esta tesis a todas aquellas personas que me apoyaron durante
estos dos ainos de maestria, sin ellos no lo hubiera logrado.

Agradezco a mi familia el apoyo que me dieron para poder realizar
este sueiio que tengo desde muy pequeino, a mis padres por exigirme
seguir estudiando y ser una persona preparada, a mis hermanas
Claudia y Fabiola por estar ahi cuando mas las necesitaba aunque ellas
no lo supieran. Gracias al Dr. Jer6nimo por dejarme ser su tesista
nuevamente, sus enseinanzas desde que tomé el curso de geometrias
me han ayudado a crecer como matematico y como persona. A mis
sinodales, maestros y mi coordinador, el Dr. Robertito, por hacer todo
lo posible en apoyarme a pesar de mis irresponsabilidades. A la
maestra Paty por darme la oportunidad de dar clases en la Facultad de
Ingenieria. Y finalmente gracias a los contribuyentes mexicanos que
hicieron posible que CONACYT pudiera otorgarme una beca y asi
obtener el grado de Maestro.



Contenido

m 11
[1._Introduccién 1
2. El punto de Fermat- Torricelli 3
2.1. El punto de Fermat para tres puntos) . . . . ... ... .. ... 3
2.2. El punto de Fermat para n puntos con peso) . . . ... ... .. 10
2.3._Elipses como solucién al problema de Fermat . . . . . . . . ... 13
3._El punto de Fermat para tres conjuntos convexos. 19
3.1. Elipses Generalizadas| . . . . .. ... .. ... ... ...... 19
3.2. Propiedades del punto de Fermat para tres convexos| . . . . . . . 23







Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo de tesis se presentara la investigacidn realizada entre 2015 y
2017 durante mi estancia en la Maestria en Ciencias (Ingenieria Matematica.)
Los programas computacionales utlizados para llevar a cabo esta investigacién
fueron: Mathematica 10, Geogebra 5, Ipe, TexMaker y Microsoft Word.

Un problema conocido en el drea de geometria y optimizacién es el punto de
Fermat, el cual se puede interpretar en la vida real como la localizacién de un
almacén en un mapa de tal manera que quede lo mas cerca posible a tres po-
blaciones. Abordaremos este problema desde dos perspectivas: considerar a las
poblaciones como puntos y considerarlas como conjuntos convexos.

En el primer capitulo se presenta el problema original del punto de Fermat, asi
como la solucién que dio Torricelli a este problema. También veremos una primera
generalizacién de este problema tomando n puntos cualesquiera, cada uno con
un peso asignado y las propuestas de solucién que dieron algunos matematicos
para este problema. Finalmente se da una solucién totalmente geométrica a estos
problemas usando propiedades conocidas de las elipses.



Las aportaciones tedricas de este trabajo se presentan en el segundo capitulo.
Primero se define el concepto de elipse generalizada para conjuntos convexos y
se da una demostracién mas formal a la existente para algunas propiedades de
esta nueva elipse, estas propiedades nos ayudan a demostrar un Teorema muy
importante. Luego se plantea el problema del punto de Fermat para tres convexos
asi como la demostraciéon de un par de Teoremas que nos ayudan a encontrar
este punto y unos ejemplos sencillos para entender la utilidad de estos Teoremas.
Finalmente se muestran resultados matemdaticamente interesantes que surgen a
partir de haber encontrado el punto de Fermat para tres conjuntos convexos.

Finalmente en el tercer capitulo se presenta la parte mas importante de este
trabajo, la cual es un algoritmo geométrico para encontrar el punto de Fermat
para tres conjuntos convexos basdndonos en los Teoremas demostrados en el
capitulo dos. De este algoritmo se obtiene una sucesién de puntos muy especiales
la cual demostraremos que converge al punto de Fermat deseado, asi como otros
resultados de menor importancia pero que son muy utiles para definir la sucesion.



Capitulo 2

El punto de Fermat-Torricelli

En este capitulo se hard un analisis del punto de Fermat-Torricelli, primero como
fue que surgid este problema y la solucién que dié Torricelli asi como algunas
propiedades de este punto. También abordaremos el problema de Fermat-Weber
con un Teorema demostrado por Pierre Varignon y su uso en la mesa de Varignon.
Finalmente veremos una propiedad caracteristica de la elipse conocida como la
propiedad éptica de la elipse.

2.1. El punto de Fermat para tres puntos.

Un problema cldsico de geometria y optimizacién es el punto de Fermat, el cual
es un punto que minimiza la suma de distancias hacia tres puntos dados en el
plano. Este problema fue planteado por el matematico francés Pierre de Fermat
y resuelto por Evangelista Torricelli, un matemdtico italiano contempordneo a
Fermat.



La historia nos dice que Fermat le mandé una carta con el problema a Torricelli
en forma de reto quien logra resolverlo y da una condicién para este punto, de
aqui que el punto se le conozca como el punto de Fermat-Torricelli, sin embargo
el resultado fue publicado por un alumno de Torricelli Ilamado Vicenzo Viviani,
tiempo después de la muerte de Torricelli.

Podemos representar este problema en la vida real de la siguiente forma:

Supongamos que se quiere poner un almacén que suministre alimentos a tres
poblaciones, Suponiendo que los gastos de construccidn y transporte son propor-
cionales a la distancia por recorrer y que las 3 poblaciones necesiten la misma
cantidad de alimentos. jDdénde se debe poner el almacén de tal manera que que-
de lo mas cerca posible de las tres poblaciones para que lo gastos de transporte
y construccion de la carretera sea lo menor posible?

Para encontrar la solucién a este problema, primero demostraremos el siguiente
lema que usaremos en varios teoremas mas adelante.

Lema 2.1.1 E/ punto de Fermat de un tridngulo cerrado AABC' estd en la
frontera o en el interior del tridangulo..

Demostracion.

Sea P un punto fuera del tridngulo AABC'vy sin perdida de generalidad supon-
gamos que estd en el semiplano formado por AB que no contiene al tridngulo
AABC, luego consideremos el segmento PC'y sea () la interseccion de este seg-
mento con el segmento AB. Claramente PC' > QC, ademds BA = BQ + QA
y BA < PA+ PB entonces BQ + QA < PA+ PB y por lo tanto

AQ+ BQ+CQ < AP+ BP + CP,

es decir, para cualquier P que esté fuera del triangulo AABC' siempre habra un
punto en la frontera de AABC cuya suma de distancias a los vértices sea menor
que la suma de distancias desde P, que a su vez sera menor o igual a la distancia
desde un punto en el interior de AABC. O
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Fig. 1. Suma desde un punto fuera del tridngulo.

El siguiente Teorema nos dird como encontrar ese punto (almacén) y después
veremos una propiedad caracteristica de él.

Teorema 2.1.1 Sea Aabc un triangulo que no tenga angulos mayores a 12(°.
Entonces el punto F' que minimiza la suma de distancias hacia los vértices del
triangulo /\abc es la interseccion de los segmentos XC'y BY, donde X yY son
los vértices del triangulo equilatero exterior sobre los lados AB y AC, respecti-
vamente.

Demostracion. Sea F un punto tal que la suma FA+ FB + FC sea minima.
Obtenemos el tridngulo ABC'F’ al girar el tridngulo AABF 60°, como los
tridngulos anteriores son congruentes, entonces

BF = BF', BA = BC', AF = C'F'.

Claramente, el tridngulo ABE'F" es equilatero pues BF = BF' y estos segmen-
tos forman un dngulo de 60°, entonces F'I' = BF



Fig. 2. Construccién de Torricelli.

Con esta construccién podemos cambiar la suma FA+ FB + FC por C'F +
F'F+FC, que es el camino desde C’ hasta C pero el camino mas pequefio entre
C"y C es el segmento que los une, entonces el punto F' tiene que estar sobre el
segmento C'C'. Mds atn, el tridngulo ABC'A es equilatero pues BC' = BA 'y
estos segmentos forman un angulo de 60°, entonces el punto F' tiene que estar
sobre el segmento C'C donde C’ es el vértice del tridngulo equildtero exterior
con lado AB.

Haciendo una construccién similar a la anterior sobre el lado AC, tenemos que
el punto F' debe estar en el segmento B’B donde B’ es el vértice del triangulo
equilatero con lado AC'. Por lo tanto F' tiene que estar en la interseccién de los
segmentos B'By C'C. d

Teorema 2.1.2 Sea F el punto de Fermat de un triangulo ANABC' que no tenga
angulos mayores a 120°, entonces

LAFB = /BFC = ZCFA = 120°

Demostracion. Por el Teorema anterior sabemos que el punto de Fermat F' para
el tridngulo AABC es la interseccién de los segmentos B'B y C'C, ademas
tracemos el segmento AF



Llamemos ay 3 a los dngulos ZBAF'y ZF AC, respectivamente. Luego ZC'AC =
BAB' =604+a+ [y ademds BA=C'"Ay AC = AB’, entonces los triangulos
NAC'C'y AAB'B son congruentes. Se sigue que ZCC'A = ZABB', enton-
ces el cuadrilatero AF'BC" es ciclico, analogamente AF'C B’ es un cuadrilatero

ciclico.

Como /BC'A = 60 entonces /BF A = 120°, de igual manera ZCFA = 120°

y por lo tanto ZBFC = 120° O
Bl

Fig. 3. Cuadrilateros ciclicos.

Ahora nos preguntamos j Qué pasa si en el triangulo Aabc hay un angulo mayor
o igual a 120°7

Una primera opcidn es hacer una construccién similar a la del Teorema 1, primero
veremos que sucede para un triangulo con un dngulo exactamente igual a 120°.



Cl
B/

Fig. 4. Tridngulo con un angulo de 120°.

Podemos observar que para este caso la construccién si funciona, pues por el
Lema 1 sabemos que el punto de Fermat de un tridngulo tiene que estar en la
frontera o en el interior del tridngulo, de hecho la interseccién de los segmentos
B'By C'C es A, ahora veremos que sucede para un tridngulo con un angulo
mayor estrictamente que 120°.

C/

Si pudieramos aplicar la misma construcciéon a este nuevo triangulo AABC
observamos que el punto F' obtenido queda fuera del tridngulo AABC'y por el

Fig. 5.



Lema 1 este no puede ser punto de Fermat para el tridngulo, ya que queda fuera
de este. El siguiente Teorema nos dira cudl es el punto de Fermat para este tipo
de tridngulos.

Teorema 2.1.3 E/ punto de Fermat para un triangulo AABC' que contiene un
angulo mayor o igual a 120° es el vértice donde se forma ese angulo.

Demostracion.

Supongamos que el punto que minimiza la suma de distancias hacia los vértice
es un punto P dentro del tridngulo AABC' que no sea A entonces,

PA+ PB+ PC< AB+ AC.

Ademias, Z/BPC > /BAC > 120° entonces /BPA, ZAPC < 120°.

Luego, el segmento AP parte el angulo ZBAC en dos partes, donde alguno
de los dngulos ZBAP o ZPAC es menor de 120°, supongamos sin perdida de
generalidad que ZBAP < 120°.

A

Fig. 6. Punto de Fermat para un triangulo con un dngulo mayor a 120°.

Por lo anterior, el tridngulo A AP B no contiene dngulos mayores a 120° entonces
podemos encontrar el punto F' de Fermat para este tridngulo y tenemos que
AF+BF +FP < AP+ PBy FC < PF + PC entonces:

AF 4+ BF + FC < AF + BF + FP+ PC < AP+ PB + PC.



Contradiccién con que P sea el punto que minimiza la suma de distancias hacia
los vértices, por lo tanto A es el punto de Fermat del tridngulo AABC. O

Teorema 2.1.4 Sea F el punto de Fermat de un triangulo ANABC' que no tiene
dngulos mayores a 120°, entonces las perpendiculares a los segmentos AF, BF
y C'F forman un tridangulo equilatero.

Demostracion. Sean GH, HI y G1I los segmentos perpendiculares a AF, F'C'y
F' B, respectivamente. Consideremos el cuadrildtero AFCH, como ZAFC =
120°y /ZFAH = Z/ZFCH = 90°, entonces ZAHC = 60°. Analogamente para
los cuadrilateros AFBG 'y BFCI tenemos que /BGA = Z/BIC = 60°, por lo
tanto el triangulo AGH I es equilatero. U

I
A

G

Fig. 7. Propiedad del punto de Fermat.

2.2. El punto de Fermat para n puntos con peso.

Podemos preguntarnos ahora ;j Qué pasa si en lugar de tres poblaciones (puntos)
en el plano, ahora se tienen n poblaciones (puntos)? ;Y qué pasa si algunos
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tienen diferente demanda que otros?

Este problema se le atribuye al economista Alfred Weber, quien lo popularizé en
1909, debido a la revolucién industrial de esa época y fue por esto que ahora
se le conoce como el problema de Fermat-Weber, sin embargo, Weber no fue el
primero que lo resolvié. En 1687, poco mas de 200 anos antes que Weber, Pierre
Varignon férmulo y resolvié el problema en su tratado Nouvelle mécanicque como
el siguiente resultado:

Teorema 2.2.1 Dadas varias fuerzas concurrentes, el momento resultante de
las distintas fuerzas es igual al momento de la resultante de ellas, aplicada en el
punto de concurrencia.

Demostracion.

Sean F1, Fy, ..., F,, un conjunto de n fuerzas concurrentes en los puntos Ay, Ao, ..., A,.
El momento resultante respecto a un punto O es:

Mo =3 0h x F

Luego, los vectores Pjéli y F’Z son paralelos, entonces Pjili X F’Z =0

Para cada momento individual se tiene lo siguiente:

— —

<

Y para la resultante tenemos:

—

MO:ZO?XF;:O?XZE:O x F

O

La aplicacién de este Teorema al problema de Fermat-Weber es llamado la mesa
de Varignon, que consiste en lo siguiente:
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1) Sobre una tabla (plano) se hacen taladros en las posiciones correspondien-
tes a los puntos iniciales.

2) Se pasa una cuerda por cada uno de estos agujeros, uniendo el extremo que
queda encima de la tabla de cada una de las cuerdas en un nudo comin.

3) A cada uno de los extremos restantes se le ata una pesa de masa propor-
cional a la ponderacién del punto correspondiente.

4) Suponiendo condiciones ideales en la tabla (ausencia de rozamiento, agu-
jeros en la tabla infinitamente pequefios, etc.), el lugar donde se equilibre
el nudo sera el punto que minimiza la suma de distancias con peso a los
puntos iniciales.

El nudo es el punto que minimiza la distancia gracias al siguiente teorema.

Teorema 2.2.2 Sean A1, A, ..., A,, puntos en el plano con pesos wy, ws, ..., W,.
La posicion final del nudo de la maquina de Varignon cuando ésta queda en reposo
coincide con el punto que minimiza la suma de distancias a los puntos con peso

Ay Ay, A,

Demostracion. Sea P el plano del suelo y supdngase que la maquina estd separada
paralelamente de P a una distancia h. Sea [;, parai = 1,2, ..,n, la longitud desde
el nudo hasta la pesa correspondiente y h; la distancia de la pesa al plano P.

Cuando el sistema se deja libre, tenderd a situarse en la posicién de minima
energia, entonces la posicién de equilibrio en la maquina de Varignon sera aquella
donde la energia potencial total sea minima y la energia potencial del sistema
estd dada por E, = Y. w;h;. Sea A el punto de la tabla sobre el que se
encuentra el nudo en un instante determinado.

Tenemos entonces:

li =d(Q, A;) + (h—hy) & hy = d(Q, A;) + (h — ;).

12



Sustituyendo en la ecuacién de la energia potencial, se tiene:
=1 =1

=1 =1

como el segundo término de la dltima suma es una constante, el punto F' sobre
el que se situa el nudo cuando el sistema tiene minima energia potencial es
también el punto que minimiza la funcién Y_ | w; D(Q, A;), que es precisamente
el éptimo para el problema de Fermat.

2.3. Elipses como solucion al problema de Fer-
mat

Supongamos que tenemos dos poblaciones cerca del mar y se quiere poner un
puerto sobre la curva que dibuja la playa para que de abasto a ese par de pobla-
ciones jDdnde se debe poner el puerto para que la suma de distancias hacia las
poblaciones sea minima? j Qué condiciones debe cumplir ese punto?

Definicién 2.3.1 La elipse es el lugar geométrico de todos los puntos de un
plano, tales que la suma de las distancias a otros dos puntos fijos llamados focos
es una constante \, llamado parametro de la elipse.

Fig. 8. Elipse.
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Para dar una primera respuesta a la pregunta que se hizo al principio de esta
seccién simplemente basta con trazar la elipse que tiene como focos a las po-
blaciones y aumentar el parametro de la elipse hasta que toque por primera vez
a la curva de la playa y ese punto de contacto sera la solucién. Sin embargo,
podemos encontrar ese punto de otra forma sin que tengamos que trazar toda
la elipse y eso lo haremos con el siguiente Teorema conocido como /a propiedad
Optica de la elipse en la que nos enfocaremos pues nos ayudara mas adelante.

Teorema 2.3.1 Sea P un punto sobre la elipse con focos Fy, F» y consideremos
la recta tangente | en el punto P. Entonces los angulos que se forman con los
segmentos F1 P y F, P con la recta tangente en P son iguales.

Demostracion.

Como [ es la bisectriz del angulo formado por las rectas que pasan por F1 Py
E5 P entonces a = (5.

Fig. 9. Propiedad de la reflexién en la elipse.

Teorema 2.3.2 Seay una curva simple cerrada tal que para cada punto P sobre
la curva se tiene que los angulos que se forman con la linea soporte en P y los
segmentos PFy y PF, son iguales, donde F| y F, son puntos fijos en el interior
de la curva . Entonces PFy + PF;, = cte VP € ~y y por lo tanto ~y es una elipse.

Demostracion.

Podemos parametrizar a los puntos de la curva v como P(t) = (x(t),y(t)) y
definimos el siguiente par de funciones:

14



Si(t) = V(@(t) — 1) + (y(t) — )
Sa(t) = V/(@(t) — 22)* + (y(t) — )%,

donde Fy = (z1,11) y Fo = (22, y2).

/
PP
“

Fig. 10, Propiedad 6ptica de la elipse.

Ahora,

dS, 1

= om0 — 2 )+ W) -y )

1 L.
= =(P—-F,P)=|P
||PF1|| < 1, > || ||COSO(

Analogamente, 32 = —|| P’|| cos av, entonces % = 0y por lo tanto 51+ 55
es constante para cualquier P € ~. [

Con esta caracterizacion de la elipse podemos encontrar de otra forma el punto
donde se debe poner el puerto para que la suma de distancias hacia las pobla-
ciones sea minima, pues basta con buscar el punto sobre la curva de la playa tal
que los dngulos que se forman con la tangente en ese punto y los segmentos que
van de las poblaciones a ese punto sean iguales.

Sin embargo puede suceder que en lugar de tener dos poblaciones se tengan tres
0 mas, para dar solucién a este problema definiremos la elipse con varios focos.

15



Definicion 2.3.2 Sean x1,xs,...,x,n puntos fijos en el plano. Llamaremos
elipse n-focal con parametro \ al conjunto:

E.(N) ={y eR": ly —amll + ly = wall + -+ lly —zall = A}
Para dar solucién al problema ahora con n poblaciones basta con trazar la elipse

n-focal y aumentar el parametro de esta hasta que toque por primera vez a la
curva que genera la playa y el punto de contacto sera la solucidn.

Fig. 11. Elipse trifocal.

Fig. 12. Elipse 4-focal.
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Fig. 13. Elipse 5-focal.

En las figuras anteriores podemos ver ejemplos de elipses n—focales con varios
parametros, observe que, a diferencia de la elipse con dos focos, existen elip-
ses trifocales en el interior del tridngulo formado por los focos. Sin embargo es
importante sehalar que se pueden construir dichas elipses simepre y cuando el
parametro de esta sea mayor o igual a la suma minima obtenida del punto de
Fermat de los focos.

17
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Capitulo 3

El punto de Fermat para tres
conjuntos convexos.

En el capitulo anterior considerabamos a las ciudades o lugares como puntos,
sin embargo, sabemos que en la vida real estos no son puntos sino algo mas
"gordo”, es decir, estas locaciones se pueden representar mejor como conjuntos
de dimensién 2 y por simplicidad, como conjuntos convexos 2-dimensionales.

3.1. Elipses Generalizadas.

Para poder resolver el problema de Fermat para convexos en el plano primero
extenderemos el concepto de elipse hacia conjuntos convexos.

Definicién 3.1.1 Sean K, y K5 conjuntos convexos en el plano, llamaremos
elipse generalizada con focos en Ky y Ky y parametro \ al lugar geométrico de
puntos Y tales que la suma Yp,(Y) + Ypa(Y) = X, donde p;(Y) es el punto

19



mas cercano a'Y en el convexo K; y \ una constante real. La denotaremos como
E<K17 K27 )\)

Un ejemplo muy sencillo para ver la elipse generalizada es poner como focos a
dos circulos Ky y K5 con centro O y O y radios ry y 1o, respectivamente:

Primero, tracemos la elipse con focos en los centros de los circulos O y O,
y consideremos un punto Y sobre ella. Luego el punto mds cercano a Y en el
circulo K es la interseccién del circulo con el segmento Y O, de igual manera
el punto mas cercano a Y en el circulo K5 es la interseccién del circulo con el
segmento Y O,. Ademas YO+ Y Oy = ¢q, donde ¢; es el pardmetro de la elipse,
pero YO, =Yp1(Y)+p1(Y)O1 y YO3 = Ypo(Y) + pa(Y)Os.

Entonces

CcCl = YOl + Y02 :Ypl(Y) +p1 (Y)Ol + ng(Y) —}—pg(Y)OQ
:Ypl(Y) + 1 + ng(Y) -+ To.

Ahora sea co = ¢; — r; — 1o, entonces Ypi(Y) 4+ Ypo(Y) = ¢o, donde ¢ es
constante, por lo tanto la elipse generalizada con focos en los circulos K7 y Ky
y parametro ¢, es la misma que la elipse con focos en O; y Oy con parametro
C1 = Co+ 11+ To.

Y

Fig. 14. Elipse generalizada de dos circulos.
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Claramente la elipse generalizada de dos circulos es un conjunto convexo vy
ademas cumple la propiedad dptica de la elipse, pues es la misma elipse que
se forma desde los centros de los circulos. jExistira alglin par de curvas que su
elipse generalizada no sea un conjunto convexo? ;Y qué no tenga la propiedad

6ptica de la elipse?

Teorema 3.1.1 Sean K, y K, conjuntos convexos en el plano, entonces el
conjunto E(Ky, Ks) = {x : p1(z) + p2(x) < A} es un conjunto convexo.

Fig. 15. Elipse generalizada para dos convexos.

Demostracion.

Sean A, B puntos en I tales que pi(A) +p2(A) = Ay pi(B) +p2(B) = Ay
sea C' un punto en el segmento AB, entonces C = At + (1 — t)B para algin
t € [0, 1]. Consideremos los segmentos pi(A)p1(B) y p2(A)p2(B) y los puntos
R=pi(A)t+ (1 —t)p1(B) y S = pa(A)t + (1 — t)p2(B). Tenemos que

1€ = B[l = t]A=pi(A)][ + (1 = 1)[[B = pr(B)]|

|C =S|l =t A=pa(A)] + (A1 =) B = p2(B]],

21



Luego, [|[C — R[4+ ||C =S| =t A+ (1 —t)A =Xy como ||C — p:(C)|| + ||C —
p2(C) < ||C = R + ||C = S]], entonces [[C' = pi(C)[| + [|C = p2(C) < A. Por

lo tanto E es un conjunto convexo. 0

Teorema 3.1.2 La elipse generalizada E (K1, Ky, \) tiene la propiedad dptica
de la elipse.

Demostracion.

Sea v € E(K,, K, ), consideremos la recta [ que es bisectriz de los rayos
p1(z)x y po(x)x. Ahora sea py(x) el punto reflejado de py(z) respecto a [, se
demostrard que la recta [ es tangente a E(K;, K5, \) y para esto basta con
demostrar que cualquier punto y € [ esta fuera de la elipse generalizada.

Luego,

Entonces [ es la tangente de F(K, K3, A) en el punto x, ademas como es bisec-
triz de los rayos zp;(z) y xps(x) y usando la misma idea que en la demostracién
del Teorema 1.3.1, se sigue que F(K;, K5, \) tiene la propiedad éptica de la
elipse. O
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Fig. 16. Propiedad éptica de la elipse.

Con esto podemos encontrar la solucién al problema de localizar un puerto sobre
la playa que esté lo mas cerca posible a un par de poblaciones, simplemente
tenemos que trazar la elipse generalizada con focos en las poblaciones y aumentar
el pardmetro A\ hasta que toque por primera vez a la curva que genera la playa.

3.2. Propiedades del punto de Fermat para tres
convexos.

Supongamos que tenemos tres conjuntos convexos en el plano y queremos en-
contrar cual es el punto que minimiza la suma de distancias hacia los convexos
iQué propiedades tiene este punto? ;jCumplird algo similar al caso para pun-
tos? jComo se puede encontrar? Para dar respuesta a estas preguntas primero
tenemos que recodar un caso que se menciond en la primera seccion.

El primer problema al que nos enfrentamos es que no hay una manera de definir
un tridangulo dados tres conjuntos convexos y por tanto no podemos distinguir
los casos cuando tengamos o no un angulo mayor o igual a 120°, por lo tanto
empezaremos a resolver este problema con la siguiente definicién.
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Definicion 3.2.1 Dados tres conjuntos convexos en el plano, decimos que for-
man una configuracién de Fermat si K; N K; = @ Vi, j € [3], yVa; € Ky, 29 €
Ky, x5 € K3, el tridngulo Axixox3 no tiene un angulo > 120°.

Teorema 3.2.1 Sean K, K,, K5 en R?, tres conjuntos convexos que forman
una configuracién de Fermat. Entonces, x € R? minimiza la suma

f) = lp1(y) — yll + [p2(y) — vl + llps(y) — vl
paray € R? si y sélo si

Zp1(x)apy(x) = Lpa(x)wps(x) = Lps(x)ep(x)

Demostracién: =) Supongamos que = minimiza la suma

fw) = llpr(v) — yll + [Ip2(y) — yll + lIps(y) — vl

para y € R2. Luego, consideremos el punto de Fermat x, del tridngulo formado
por p1(x), po(x), p3(z), se sabe que para este punto

Ipi(x)wopa() = Lpa(x)20ps(v) = £Lp3(x)opi ()

y ademds minimiza la suma de distancias hacia p;(x), p2(x), p3(z), sin embargo
x ya era el minimo la suma de distancias hacia p;(z), p2(z), p3(x). Por lo tanto
T =20y

Zpi(z)xpe(r) = Lpa(x)wps(z) = Lps(z)xpi ()
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Fig. 17. Punto de Fermat para tres convexos. (lda)

<) Supongamos ahora que

Zpi(z)rpa(z) = Lpo(w)2ps(w) = Lps(z)rpi(2)

y consideremos el tridngulo equilatero Aabc del Teorema 1.1.4 que contiene a
x. Ya sabemos por el Lema 1.1.1 que de los puntos fuera del tridngulo Aabc
se obtiene una suma mayor que la que se obtiene desde x, ahora analizaremos
los puntos en el interior del triangulo y probaremos que de cualquiera de ellos
obtendremos una suma mayor o igual (segmentos en la frontera del convexo) que
x.

Sea y en interior del tridngulo Aabe, tracemos el segmento perpendicular desde y
hasta cada uno de los lados y tracemos los puntos p1(y), p2(v), p3(y), claramente

p1(y) + p2(v) + ps(y) > |y, ab| + |y, be| + |y, cal.

Por el Teorema de Viviani tenemos que: |y, ab| + |y, be| + |y, ca| = ||p1(x) —z|| +
lp2(z) — || + ||p3(x) — x||. Por lo tanto

p1(y) + p2(y) + p3(y) = pi(x) + p2(z) + p3(x).
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Fig. 18. Punto de Fermat para tres convexos. (Vuelta)

Teorema 3.2.2 Si con elipses generalizadas el minimo se obtiene con un Aabc
con Zbac > 120°, entonces a es el punto de Fermat-Torricelli de K1, Ky, K3.

20°

Fig. 19. Caso especial punto de Fermat.
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Demostracion:

Sin perdida de generalidad supongamos que k; € 0K es el punto donde Zps(ky)kips (k1) >
120° y la suma ||pa(k1) — k1| + ||p2(k1) — k1| sea la minima. También consi-

deremos el triangulo Adef cuyos lados son tangentes a los conjuntos convexos

en ki, pa(k1) y ps(k1), respectivamente. Dado que el punto k; se obtuvo de la

elipse generalizada de K, K3, el angulo Zps(ky)ki1d = Zps(k1)kie = o, ademas

los segmentos kypo (k1) y kips(k1) son perpendiculares a los segmentos df y ef,
respectivamente.

k1 e

S

Fig. 19. Existencia de un angulo mayor o igual a 120°

Entonces, el dngulo Zkieps(k1) = Zpa(k1)dk, = (3, pues los triangulos Aps (k1) k1 d
y Aps(ky)kie son semejantes.

Tenemos entonces un par de casos, cuando 3 = 60° y cuando 3 > 60°
Caso 1: B = 60°

Este es el caso mas sencillo ya que el tridngulo Aedf es equilatero y por el
Teorema de Viviani ||k1 — pa(k1)|| + ||k1 — ps(k1)|| es minimo.
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Supongamos ahora que 8 > 60°, se demostrard que desde cualquier otro punto
se obtiene una suma mayor que la que se obtiene desde k.

Para este caso tendremos un par de subcasos, el primero es considerar puntos
fuera del tridngulo Aedf, pero ya se demostré anteriormente en el Lema 1.1.1.
El segundo caso es ver que sucede con los puntos dentro del tridngulo Aedf.

Sea x un punto en el interior del tridngulo Adef, se quiere demostrar que la suma
de los segmentos perpendiculares desde x hacia los lados del tridngulo es mayor
que la que se obtiene desde k1, es decir, se quiere demostrar: hy+hy+hz > c+b

Tracemos un segmento jk paralelo a ed que pase por x y toque a los lados ef
y df. Como el tridngulo Ajkf es iséceles entonces hy + hy = |7, kf|. Ahora,
tracemos un segmento paralelo jl a df, tenemos que el tridngulo Adlj también
es iséceles y ademas |7, dl| = hy, entonces |d, jl| < h;.

Por otro lado, ya tenfamos que el tridngulo Aedf es iséceles, entonces |e, df| =

¢+ b pero con lo anterior también |d, ef| = |d, jl| + |7, kf| = |d, jl| + ha + h3 <
hy 4+ ho + hs, por lo tanto ¢+ b < hy + ho + h3 O
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k1 e

p k
2( 1 hl

ho

f

Fig. 20. 3 > 60°

3.3. Ejemplos sencillos del punto de Fermat para
tres convexos.

Un primer ejemplo es considerar los lados de un tridngulo equildtero como nues-
tros convexos, podemos encontrar el punto de Fermat para estos segmentos
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de una forma muy sencilla y usando el teorema 2.2.1 de la seccién anterior.
Sea AABC el tridngulo equildtero mencionado y sea F' un punto en el interior
del tridngulo, tracemos los segmentos F'M, F'N, FO perpendiculares a los lados
AB, BC,CD, respectivamente, M, N, O son los puntos mds cercanos a F' en
cada lado del triangulo.

A

Bé : °
N C

Fig. 21. Punto de Fermat para los segmentos de un tridngulo equilatero.

Es facil ver que LZMFO = ZMFN = ZNFO = 120°, pues la suma de angulos
internos del cuadrilatero M F'OA debe ser 360°. Entonces por el Teorema 2.2.1
F es el punto de Fermat de los segmentos AB, BC, AC' y como consideramos
a F' como cualquier punto en el interior del tridngulo, entonces todo el interior
del tridngulo es solucién. De aqui se sigue el conocido Teorema de Viviani: las
alturas de un tridngulo equildtero es una constante.

Un ejemplo donde podremos encontrar el punto de Fermat de una forma muy
sencilla es con tres circulos. Primero consideremos tres puntos A, B,C' en el
plano tales que no formen un dngulo mayor o igual a 120° y obtenemos el punto
de Fermat F' de estos tres puntos. Ahora, tracemos un circulo S; de radio ¢
centrado en A de modo que no contenga al punto F, sabemos que p;(F) es
la interseccién de la circunferencia de S; con el segmento AF), entonces por
el Teorema 2.2.1 tenemos que F' es punto de Fermat de S;, B y C. De igual
manera si trazamos los circulos Sy y S3 de radio €5 y €3 y centrados en By C,
respectivamente, de tal manera que no contengan al punto F', entonces por el
Teorema 2.2.1 F sera el punto de Fermat de 57,55 y Ss.
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Fig. 22. Punto de Fermat para tres circulos.

3.4. Tridangulos formados por el punto de Fer-
mat.

Un resultado conocido en geometria para triangulos equildteros es el Teorema de
Viviani que dice lo siguiente:

Teorema 3.4.1 (Viviani) La suma de distancias desde un punto x hacia cada
uno de los lados de un triangulo equildtero Nabc es igual a la altura del triangulo.

Demostracion. Sea AABC' un triangulo equildtero y sea D un punto en el inte-
rior de este. Llamaremos d;, ds, d3 a las distancias desde D hacia AB, BC, AC,
respectivamente, entonces:

AB-h_dl-AB+d2-BC+d2-AC
2 2 2 2

IAABC| =

entonces, simplicando la ecuacién anterior h = dy + dy + d3. O
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Lo que se quiere demostrar ahora es el inverso del Teorema de Viviani, es decir:

Teorema 3.4.2 (Inverso de Viviani) Si la suma de distancias, con signo, hacia
los lados de un triangulo /\abc desde cada uno de los puntos x1, x9, 73 € R?, no
alineados, son iguales, entonces Aabc es equildtero.

Para demostrar este teorema primero analizaremos algunos lugares geométricos
que tienen que ver con triangulos.

Dado un punto Fy en un triangulo Aabc j Cudl es el lugar geométrico de puntos
P tales que |DPE| + |FP,G| = |DPE| + |FPG|? donde DE y FG son
segmentos en AB y AC, respectivamente.

A

Py G

Fig. 23. Lugar geométrico area de dos tridngulos.

Sean AX = DE y AY = F(G segmentos sobre AB y AC, respectivamente, se
demostrard que un segmento paralelo a XY en P, es el lugar geométrico antes
mencionado.
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Fig. 24. Area constante.

Claramente, |AR)Y |+ |ARX| = | XAY |+ | X PY|, donde | X AY| es constan-
te. Como AX = DE y AY = FG@ entonces |ARY| + |[APX| = |[DPE| +
|FRG| = | XAY| 4+ | XRY|, pero | XAY| es constante, entonces la suma
|DPyE| + |F PyG| solo depende de | X P,Y | y esta area es constante para todos
los puntos sobre M N|| XY.

Ahora, dado un punto P, jCudl es el lugar geométrico de puntos P tales que
|DPyE| + |FRG| + |HPyI| = |DPE| + |FPG|+ |HPI|? donde DE,FGy
H I son segmentos en AB, BC'y AC', respectivamente.
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H I

Fig. 25. Lugar geométrico area de tres triangulos.

Usando un resultado en la demostracién anterior sabemos que para conocer el
lugar geométrico de puntos tales que | D Py E|+|F PyG| = |DPE|+|F PG|, basta
con ver cuando | XY P| es constante, donde X y Y son tales que AX = DE'y
AY = F. Esto reduce el problema a conocer el lugar geométrico de puntos P
tales que | X Y|+ |H PyI| = | X PY|+|HPI|. Aplicando el resultado anterior a
los segmentos XY y H I sobre el tridngulo AX'Y C, el lugar geométrico buscado
es una linea recta paralela a Y'IW que pasa por I.
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Fig. 26. Aplicando la propiedad anterior.

Demostracién inverso de Viviani: Sean z, x5, 15 € R? y sea Aabc un tridngulo.
Por x, pasa una recta /; tal que la suma de distancias hacia los lados es una
constante h, andlogamente existen rectas k y /5 que pasan por x5 y I3, res-
pectivamente, tales que la suma de distancias hacia los lados es una constante
h.Ademas, , con esto llenamos todo el plano, en particular para a, b, ¢, es decir
todas las alturas del triangulo Aabc son iguales y por lo tanto Aabc es equilatero.
O

Ahora estudiaremos algunos tridngulos equildteros muy particulares que se rela-
cionan con el punto de Fermat para tres convexos.

En el Teorema 1.1.4 se demostré que para triangulos que no tuvieran angulos
mayores o iguales a 120° que las perpendicuales a los segmentos F'C, FB, F A
forman un triangulo equildtero. Ahora supongamos que tenemos tres conjuntos
convexos, K1, Ky, K3, en posicion de Fermat, por el Teorema 2.2.1 el punto x
que minimiza la distancia hacia los conjuntos convexos cumple que:

Ipi(z)xpe(r) = Lpa(x)wps(z) = Lps(z)xpi ()
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En particular x es punto de Fermat de los puntos p (), p2(x), ps(z), entonces por

lo mencionado anteriormente las perpendiculares a los segmentos zp; (), zpa(x), zp3(x)
forman un triangulo equildtero donde cada lado es linea soporte de uno de los
convexos. Cuando esto sucede se le conoce como tripié€ (tripod.) Usaremos la
definicién de Chen(2015).

Definicién 3.4.1 Dada una curva plana cerrada -y, un tripié de ~y consiste de
tres lineas normales a la curva todas concurrentes en un mismo punto y formando
e 27
angulos de .

Podemos cambiar un poco la definicién de Chen y en lugar de considerar una
curva plana cerrada podemos en cambio considerar tres curvas planas convexas
cerradas que estén en posicion de Fermat siendo un tripié aquel que conste de
tres lineas normales, una a cada curva y que forman dngulos de %’T donde este
sera el punto de Fermat para los tres convexos gracias al Teorema 2.2.1.

Teorema 3.4.3 El tridangulo equilatero formado por el punto de Fermat de tres
conjuntos convexos en posisicion de Fermat (o bien el tripié de estos tres con-
Jjuntos convexos), es el de menor drea posible cuyos lados son lineas soporte de
los convexos.

Demostracion. El area de un tridngulo equildtero se puede poner en términos de
la altura de la siguiente manera:

h2

)
V3
pues el lado se puede poner como / = %h El drea minima la podemos obtener
entonces al minimizar la altura. Por el Teorema de Viviani podemos minimizar la
altura si minimizamos la suma de las perpendiculares desde un punto y el punto

que minimiza esa suma es precisamente el punto de Fermat de los tres conjuntos
CONVEXOS. 0

Al =
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Capitulo 4

Una forma de encontrar el punto
de Fermat para tres conjuntos
convexos.

En este capitulo se mostrara una forma de encontrar el punto de Fermat para tres
conjuntos convexos usando los teoremas de la seccién anterior y la convergencia
de una sucesién de puntos muy especial.

4.1. Propuesta de algoritmo y convergencia.

El Teorema 2.2.2 nos proporciona un primer filtro para encontrar el punto de
Fermat para tres convexos, pues si al hacer la construccidon que se menciona en
el teorema obtenemos un angulo mayor o igual a 120° entonces el vértice donde
se forma ese angulo serd el punto de Fermat. Sin embargo, ;Qué sucede si al
hacer esa construccién no hay un dangulo mayor o igual a 120°7 Probaremos que
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hay una sucesion especial que converge al punto de Fermat de los tres conjuntos
CONVexos.

Sea {f.} una sucesién de puntos, por simplicidad reescribiremos a los puntos
mas cercanos de f; a los convexos K1, K5, K3 de la siguiente forma:

Ti = pl(fz')vyi =p2(fi), Z = ps(fz’)-

Consideremos el punto x tal que, sin perdida de generalidad, sea el primer punto
de contacto entre F (K, K3,\) y Ky, donde A = min(\y, Ao, lambdas), ademas

pz(xo) =YY p3($0) = Zp-

Sea f; el punto de Fermat de ¢, yo, 20 y definamos la sucesién { f,,},—2 donde
fi es el punto de Fermat de =; 1, v;_1, ;1.

Lema 4.1.1 Lasucesion {|x;—1— fi|+|yi—1— fi| +|zi—1— fi|}n=2 es decreciente.

Demostracion. Como f; es el punto de Fermat de x;_1,y;_1, z;_1 entonces

|zicy — fil +|yic1 — fil + |zie1 — fil <|xici — fica| + [Yic1 — fica| + |2ie1 — fiza]
<|wi—a — fica| + |yi—2 — fica| + |zic2 — fizal,
(4.1)

pues x;_1 es el punto mas cercano a f;_; en el convexo K; y por lo tanto la
sucesidon es decreciente. O

Sabemos por Martini[] que la sucesién anterior estd acotada por el punto de
Fermat para los convexos K, Ky, K3, pues es donde la suma es minima y por
lo tanto la sucesidn anterior converge. Ademds es una funcidn continua definida
en un compacto por lo que alcanza un minimo, entonces la sucesién converge
a ese minimo que es precisamente el punto de Fermat para los tres conjuntos
convexos.

Con todo lo anterior el algoritmo para obtener el punto de Fermat para tres
conjuntos convexos queda de la siguiente manera:

1) Sea E; la elipse generalizada E(K;, K, \;), i # j # 1,1,7,1 € [3].
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2) Encontramos el pardmetro \;, para cada i, tal que cada E; y K; se toquen
por primera vez.

3) Sea A = min;c[3{\;} y sea a el punto de contacto correspondiente al valor
A

4) Buscamos el punto de Fermat f; para los puntos p;(a) = a,p;j(a) y pi(a),
i#j# L1 e

5) Si fi = a entonces por el Teorema 2.2.2, a es el punto de Fermat para los
tres convexos. Si f; # a seguimos con el siguiente paso.

6) Buscamos los puntos x1, 1, 21 como se definieron anteriormente.

7) Creamos la sucesion {fs, f3, f1,...} donde f; es el punto de Fermat de
Li—1,Yi-1, Zi—1-

8) La sucesién anterior converge al punto de Fermat de los tres convexos.

4.2. Programacion y algunos ejemplos.

El algoritmo en la seccién anterior se programé en Wolfram Mathematica 10 y
a continuacién mostraremos el pseucddigo usando tres curvas particulares como
ejemplo.

Empezaremos definiendo un par de funciones que nos ayudaran mas adelante,
una es la distancia entre dos puntos y la otra la ecuacién de una recta.|]
Require: Dos puntos en R2.

Guardar en una funcién la ecuacién de la recta que pasa por esos dos puntos.

Guardar en una funcién la distancia entre dos puntos.

return y = mx + b, dis(x,y, xo,y0) = (x — 20)*> + (y — y0)?

Una parte esencial del algoritmo es calcular el punto de Fermat para tres puntos,
lo haremos de la siguiente forma:

Al contrario de como se presentaron en la primera seccidn los posibles casos para
el punto de Fermat, aqui primero comprobamos si hay un angulo mayor o igual a
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120° en alguno de los vértices, si en algtin vértice es cierto grafica los tres puntos
y marca en rojo el vértice donde esta el angulo mayor o igual a 120°.

Require: Tres puntos a, b, c € R?

if el dngulo entre b —a y ¢ — a es mayor o igual a 120° then
pf=a

else if el dangulo entre a — by ¢ — b es mayor o igual a 120° then
pf="0

else if el dngulo entre a — c 'y b — ¢ es mayor o igual a 120° then
pf=c

end if

return pf

Si no, empezamos con la construccién de Torricelli, que seria trazar triangulos
equilateros sobre dos de los lados del tridngulo Aabc, pero para fines practicos
nos basta con rastrear el vértice faltante para cada uno de esos tridngulos. Para
esto rotamos los puntos b y ¢ 60°, respecto al punto a, en sentido a favor
y en contra de las manecillas del reloj, pues no sabemos cual de los dos nos
servird. Almacenamos aquellos puntos que estén mas lejos de b y c en la rotacién
correspondiente, pues con esto obtendremos el punto para formar un triangulo
equilatero sobre ac y be, que es lo que se pide en la construccién de Torricelli.
Sabemos que el punto mas lejano a by ¢ es el que buscamos gracias al siguiente
resultado.

Lema 4.2.1 Sean z,y € R? y sea y/ la reflexién de y respecto a una recta (. Si
d(x,y’) < d(z,y) entonces y' estd en el mismo semiplano que x y por lo tanto
y estd en el otro semiplano, donde estos semiplanos son formados por (.

Rotar dos lados del tridngulo Aabc 60° en sentido de las manecillas y en
contra.

Almacenamos aquellos puntos donde la distancia al vértice opuesto sea mayor
(e, d)

return e, d

Finalmente, obtenemos las rectas correspondientes y resolvemos el sistema para
calcular su interseccién pues esta sera el punto de Fermat, ademas graficamos
los puntos iniciales de azul y el punto de Fermat de rojo.

Recta que pasa por ¢,d y recta b, e
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Resolvemos el sistema para encontrar el punto de interseccién de ambas rectas
return pf, el punto de interseccién entre las rectas

Para ejemplificar como funciona el algoritmo y el programa usaremos las siguien-
tes tres curvas

h(z) = V1 — a2
hi(z) = (v +4)*+3
(x—6)"+4

El primer paso del algoritmo es trazar las elipses generalizadas F;, luego encontrar
el pardmetro donde se toquen por primera vez cada E; y K; para finalmente que-
darnos con el de menor pardmetro, sin embargo, llevar a cabo todo este proceso
seria muy tardado, principalmente trazar la elipse generalizada, afortunadamente
podemos darle la vuelta a este problema.

Dado que sélo nos importa un punto de cada elipse generalizada, empezaremos
recorriendo cada una de las curvas cada cierto € dado, en nuestro caso daremos
e = 0,01. En cada uno de esos puntos calculamos los puntos mds cercanos a las
otras curvas, almacenamos todos esos puntos y sumas de distancias para al final
quedarnos con la mds pequefia, hacemos este proceso con cada curva y luego
quedarnos con la suma mas pequeia de las tres.

Pero se nos presenta aqui un nuevo problema jDdénde empezar en cada curva?
La respuesta a esta pregunta estd en los siguientes resultados.

~~

Lema 4.2.2 Sean K1, Ky, K3 cuerpos convexos en el plano y sea m;n; un arco
Ve

en K; para algiin i € [3]. Si q estd en min;, entonces p;(q) estd en p;(m;)p;(n;)
para j #i € [3].

VY

Demostracion. Supongamos que ps(q) no estd en pz(m;)ps(ny), entonces el
segmento ¢ps(q) intersecta al segmento mip3(my) o al segmento nyps(ny), su-
pongamos que intersecta al segmento mips(my) y que el punto de intersecion
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sea a. Entonces p3(a) = p3(my), pues la linea soporte en p3(mq) es perpendi-
cular al segmento aps(a), pero por la misma razén ps(a) = ps(q), contradiccién
con que hay un Unico punto mas cercano a un convexo.

Fig. 26. Parametrizacién de una curva.

Teorema 4.2.1 E/ punto de contacto m; de la elipse generalizada E; que toca

P
por primera vez a K;, estd en qr; (en sentido horario), donde q; y r; son puntos
en K; mas cercanos a K; y K, respectivamente, i # j # l..

Demostracion. Para simplificar la notacién haremos el caso para el punto de
contacto my, los demas casos son andlogos. Supongamos que m; es tal que r; €
/N /N

qlﬁml entonces, por el lema anterior, g €po(my)ry y ps(my) estd en qsps(ry) .
Es facil ver que myps(m;) intersecta a go71 en un punto s.

Tenemos que

[ps(ma) = sl + lln = rll + llga = sl| < lps(ma) = mal + [lgz — ],

también
[p3(m1) — 1] + (g2 — 7m1l| < |lps(ma) — s|| + [|g2 — 71]|.
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Ademas

[p3(r1) — 71l + llge — 1l < |lps(ma) — 71l + [lgz — 1]l

por lo tanto

[p3(r1) — 71ll + llge — 1l < |lps(ma) — 71| + [lgz — 1 ]|-

Lo cual contradice la minimalidad de ||p3(m1) — mq|| + ||p2(m1) — m4]|. O

Fig. 27. Arcos donde esta el punto de contacto con la elipse generalizada.

Nuestro programa primero buscard los puntos mas cercanos entre las curvas para
después desde esos puntos buscar los puntos donde por primera vez E; hace
contacto con K. La idea que se usé fue considerar la funcién de distancia como
una funcién de dos variables y usamos la teoria de calculo multivariable para
encontrar el minimo.
Require: Funcién distancia entre dos puntos
Derivar la funcién distancia respecto de x y de s
Resolver el sistema de ecuaciones numéricamente para encontrar los puntos
criticos
Obtener los valores de la funcién en cada punto y quedarnos con los mas
pequeiios para cada funcién
return ug vector que contiene los puntos minimos entre la primera y segunda
curva

43



El cédigo anterior es para los puntos mds cercanos de las curvas particulares de
nuestro ejemplo, el mismo cédigo funciona para encontrar el resto de puntos sélo
cambiando las funciones y variables que sean necesarias. Los puntos obtenidos
para nuestro ejemplo son los siguientes:

-0.72682, 0.68683)
-3.47089, 3.27996)
.78378, 0.62104)
.30919, 56.42426)
.31922, 4.2148)

.30919, 56.424206)

Out[1]=

w U1 w o

En este caso tenemos un par repetidos, esto se debe a que dos de las funciones
se cortan en ese punto.

Fig. 28. Aplicando el algoritmo 1.

Ahora ya podemos empezar a recorrer las curvas, el siguiente cédigo funciona
para las tres curvas cambiando las variables necesarias:

Definimos la funcién de la distancia entre dos puntos donde se toma un punto
en cada curva
for el punto mas cercano a hl(x) desde h(z) : s; to el punto més cercano a
h2(z) : sy desde h(z) do
encuentra el minimo de la funcién distancia evaluada desde s; hasta s, y
almacenarlos
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end for
encontrar el minimo de todos ellos
return [ el minimo para la primera curva

Ya que tengamos todos los posibles puntos minimos, nos buscamos el que de la
suma minima entre todos ellos. El parametro minimo se obtiene en los puntos:

ouel= (0.248184,0.968713)
(=3.29779,3.4931)
(5.27556,4.27542)

Fig. 29. Aplicando el algoritmo 2.

Si en el minimo obtenido anteriormente hubiese un dngulo mayor o igual a 120°
por el Teorema 2.2.2 ese seria la solucién a nuestro problema, como en este caso
el angulo formado por los dos segmentos es menor que 120° calculamos el punto
de Fermat depasamos al siguiente paso del algoritmo.
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while la diferencia entre dngulo que se forma entre el punto de Fermat obtenido
y sus puntos mds cercanos a las curvas y 120° sea mas pequeio que cierto ¢
dado do
Calcular el punto de Fermat de los nuevos puntos en la curva y encontrar
los puntos mas cercanos al punto de Fermat en cada curva
end while

Cuando se detiene obtenemos los puntos donde el dltimo es el punto de Fermat:

Out[3]= 0.0341893,0.999415)

(

(=3.19857, 3.6423)
(5.22285, 4.36478)
(0.0551577, 1.61236)

e

Fig. 30. Punto de Fermat para las tres funciones dadas.

En la siguiente imagen se puede ver la convergencia de los puntos de Fermat.
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Fig. 31. Sucesién de puntos de Fermat.

4.2.1. Ejemplos geométricos sencillos.

Un buen ejemplo para probar si el algoritmo funciona es aplicarlo al problema
original con tres puntos A, B, C. Para este caso las elipses generalizadas son
elipses usuales, pero los puntos mas cercanos a los puntos A, B, C'y el parametro
mds pequeno entre las elipses estan determinados por los vértices y segmentos
del tridngulo AABC, por lo que basta con encontrar el punto de Fermat para
los puntos A, B, C'y por lo tanto el algoritmo funciona para el problema original.
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Fig. 32. Aplicando el algoritmo al problema original.

Vimos anteriormente que el punto de Fermat para tres circulos se obtiene con el
punto de Fermat de sus centros, en el siguiente ejemplo hemos tomado un punto
cualquiera del plano como nuestro punto inicial para el algoritmo y como veremos
la sucesién de puntos converge al punto de Fermat obtenido anteiormente.

-, G

Fig. 33. Aplicando el algoritmo con un punto inicial cualquiera.
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Como podemos observar, empezando en el punto G y aplicando el algoritmo
vemos como la sucesidn converge al punto de Fermat ya conocido, a continua-
cién se presentan mas sucesiones empezando de diferentes puntos y todas estas

convergen la punto de Fermat.

&
®

Fig. 33.Convergencia al punto de Fermat desde distintos puntos.

Con esto planteamos la siguiente conjetura:

Conjetura. Sean K, K5, K3 tres conjuntos convexos en el plano y sea = €
R2. La sucesién de puntos f;, donde f; es el punto de Fermat para los puntos
p1(fic1), p2(fic1), p3(fi-1) y f1 es el punto de Fermat para p; (), pa(7), p3(z),
converge al punto de Fermat para los tres conjuntos convexos.
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Conclusiones

Muchos mateméticos a lo largo de la historia han dado su aportacién al problema
del punto de Fermat-Torricelli , desde el mismo Torricelli con su demostracion
cldsica para tres puntos, Varignon con su maquina que resuelve el problema de una
manera muy visual, Weber y demds matemdticos del siglo XX presentando sus
algoritmos y aproximaciones numéricas para encontrar este punto, mas reciente,
Martini demostrando la existencia del punto de Fermat para cualquier niimero
de conjuntos convexos en cualquier espacio normado y llegando finalmente al dia
de hoy con una nueva aportacién mds: como encontrar el punto de Fermat para
tres conjuntos convexos.

Haciendo uso de conceptos muy simples, como la elipse o el punto de Fermat
usual, y generalizandolos hacia conjuntos convexos se han podido demostrar un
par de Teoremas que nos dan practicamente una receta para encontrar el punto
de Fermat para tres conjuntos convexos, algo que no es muy comun en el ambito
matemadtico pues la mayoria se queda sélo en la existencia y no dicen como
encontrarlo.

Al inicio de esta investigacidon se pensaba que la solucidn para tres conjuntos
convexos iba a ser toda una regién, llamandole asi region de Fermat a la solu-
cién de este problema, pero como vimos en el Teorema 2.2.1 la solucién a este
problema sigue siendo un punto, al igual que en el problema original, es por esto
que al punto que minimiza suma de distancias, ya sea a puntos o convexos, le
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llamamos simplemente e/ Punto de Fermat.

El algoritmo presentado en el capitulo tres es muy diferente a los que se han
presentado anteriormente para este tipo de problemas, primero porque estos
ltimos son (nicamente para puntos y ademds que son puramente numéricos,
en cambio el que se propone aqui es un algoritmo puramente geométrico

Como se menciond en el dltimo capitulo, se vié en los ejemplos que no era
necesario hacer uso de las elipses generalizadas para empezar el algoritmo, si no
que cualquier punto en el plano, siempre y cuando no estuviera en el interior de
alglin convexo, nos sirve como punto de inicio para el algoritmo. Sin embargo,
esto no se ha resuelto en su totalidad por lo que queda como una pregunta
abierta.

Otras preguntas que surgieron durante la investigacion y quedan como trabajo a
futuro son: jQué pasa si los tres conjuntos convexos tienen diferente peso? ;jSe
podra encontrar el punto de Fermat para mas de tres conjuntos convexos? j Cémo
se encontraria el punto de Fermat para tres conjuntos que no sean convexos?
i Cémo se resolveria este problema sobre una superficie?
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