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RESUMEN
La presente tesis analiza el tratamiento de la demostracion relacionada con los

conceptos de limite y continuidad en cuatro libros de texto universitarios. El andlisis
se realizd considerando el sistema tedrico “Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instruccion Matematicos” (EOS) utilizando principalmente el
constructo llamado “configuracion epistémica” en el cual se consideran los
siguientes objetos mateméticos: situacién problema, definiciones, proposiciones,
procedimientos, argumentacion y lenguaje. El trabajo fue propuesto para cubrir el
siguiente objetivo: obtener las principales caracteristicas de los tratamientos de la
demostracion de teoremas y solucién de problemas correspondientes a los temas
de limite y continuidad de célculo diferencial en libros de texto universitarios.
Algunos de los temas que se consideran en los antecedentes son: andlisis de
textos matematicos, demostracidén, argumentacion. Se seleccionaron cuatro libros
de texto universitarios, los cuales son de los mas utilizados para impartir cursos de
calculo diferencial en la Universidad Autonoma de Querétaro. El andlisis se realizé
de la siguiente manera: en cada libro se resumio la forma en que se presentan los
conceptos de limite y continuidad para identificar los teoremas, a cada teorema se
le generd su configuracion epistémica identificando y describiendo los seis objetos
matematicos mencionados anteriormente. Algunas de las conclusiones deducidas a
partir de la generacion de las configuraciones epistémicas son: obtencion de los
principales procedimientos que participan en las demostraciones, identificacion de
las proposiciones mas utilizadas, las configuraciones epistémicas hacen explicitos
objetos matematicos que no se mencionan en los textos y que son parte de la
argumentacion y de la demostracion, en las demostraciones existe una situacion
que va de lo general a lo general utilizando como puente lo particular. Los
comentarios que se hacen son de los siguientes tres tipos: respecto a los libros,
respecto a las configuraciones obtenidas y sobre preguntas pendientes por tratar.
Se espera que este trabajo sirva como antecedente para un estudio mas amplio
gue permita obtener el significado institucional de estos conceptos para los
estudiantes de nivel superior para contrastarlo con el significado personal de los
alumnos. Y que con estos resultados se puedan definir conflictos potenciales en los
bloques de limite y continuidad.

(Palabras clave: argumentacion, libros de texto, configuracion epistémica)
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SUMMARY
This thesis analyzes how four math college books deal in mathematical proofs with
the concepts of limits and continuity in Calculus. The analysis has been carried out
in the theoretical framework “Onto-semiotic Approach to Mathematics Knowledge”
(EOS) from de the use of the epistemic configuration construct, which consider the
following mathematical objects: problem situation, definitions, propositions,
procedures, arguments and language. The work was directed to cover the following
objective: get the main features of deal of the theorems demonstration and
problems solution with respect to limits and continuity issues. Some of the subjects
that are considered in the antecedents are: analysis of mathematical texts,
demonstration and argumentation.
The selected books are used in some courses of calculus in the Universidad
Auténoma de Querétaro. The analysis was performed as follows: in each book was
summarized the way in which the concepts of limit and continuity are presented to
identify the theorems, for each theorem its epistemic configuration was generated
by identifying and describing the six mathematical objects mentioned above. Some
conclusions drawn from the generation of epistemic configurations are: obtaining
the main procedures involved in the demonstrations, identifying the most used
propositions, the epistemic configurations make explicit mathematical objects that
are not mentioned in the texts and are part of the argumentation and demonstration,
in the demonstrations there is a situation which goes from the general to the general
using as a bridge the particular. The comments that are made are of the following
three types: regarding the books, with respect to the configurations obtained and
about pending questions to be treated.
This study may be an antecedent for investigations of Institutional and personal
meaning of limit and continuity for college students. And use these results to define
potential conflicts.

(Key words: argumentation, textbooks, epistemic configuration)
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1 INTRODUCCION

Este trabajo presenta un analisis sobre el tratamiento de la demostracion en los
libros de texto universitarios respecto a los conceptos de limite y continuidad. En el
analisis se utiliza el constructo “configuracién epistémica” el cual esta definido en el
marco teorico llamado “Enfoque Ontosemiodtico del Conocimiento y la Instruccion
Matematicos” (EOS). El trabajo esta enfocado en obtener las caracteristicas
principales de las demostraciones en los libros de texto, lo cual puede servir como
antecedente para posteriores investigaciones como: definir el significado
institucional y personal de los conceptos de limite y continuidad en el nivel superior,
estudio de la ensefianza y aprendizaje de la demostracion en el nivel superior.

En la siguiente seccion se describe la razén e interés por el analisis de las
demostraciones, considerando principalmente los objetos matematicos que en una
demostracion no se mencionan, y se plantean los objetivos. También se citan
antecedentes sobre el tema, describiendo de manera general cada cita.

En marco tedrico se describe de manera general el EOS, haciendo énfasis que en
sus inicios esta la formulacién de dos problemas importantes, uno epistemolégico
y otro cognitivo. De estos problemas se definen otros conceptos como el de
practica matematica, configuraciones, significado institucional de un objeto y
significado personal de un objeto. Hay una seccién donde se explica el concepto de
configuracion epistémica.

En Analisis de textos se generan las configuraciones epistémicas. Para esto se
consideraron cuatro libros de texto universitarios de calculo diferencial, estos se
seleccionaron por ser de los libros mas utilizados para la imparticion del curso de
célculo diferencial en la facultad de ingenieria de la Universidad Autbnoma de
Querétaro. Esta seccion se divide en dos partes, una que tiene que ver con limites
y la otra con continuidad. En cada parte primero se da un resumen general de la
presentacion del concepto en el libro y después se hacen las configuraciones
epistémicas.

En conclusiones y comentarios primero se presentan las caracteristicas obtenidas
de las configuraciones epistémicas, donde se redacta de manera general cada uno

de los componentes de estas (conceptos, proposiciones, procedimientos, lenguaje
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y argumentos). Haciendo uso de la flexibilidad que tiene el constructo de
configuracion epistémica se presenta una configuracion epistémica de las
demostraciones en los bloques de limites y continuidad. Es importante mencionar
gue la escritura de las demostraciones implica que para pasar de lo general a lo
general se tiene que utilizar como puente lo particular mediante elementos
genéricos. Por ultimo se presentan los comentarios. Los primeros comentarios
tienen que ver con la presentacion de los conceptos en los libros considerando: uso
de figuras, el orden de los temas, formalidad de los libros, etc. Después hay unos
comentarios sobre las configuraciones epistémicas, destacando las ventajas que
existen por su estructura amplia. Y por ultimo se plantean preguntas pendientes por

abordar que se espera sirvan de base para futuras investigaciones.



2 SOBRE LA INVESTIGACION

Cuando se lee la demostracion o solucion de un problema en matematicas, el lector
debe ser capaz de entender las relaciones que existen entre los objetos
matematicos que forman parte de la solucién. Algunos objetos mateméaticos son
mencionados de manera explicita en la redaccion de la solucién y otros no se
mencionan pero son parte de, asi el lector debe ser consciente de las relaciones
gue se consideran en la soluciobn o demostracion para poder conectar los
argumentos que se presentan en la redaccion. En algunos casos la presencia de
representaciones de los objetos mateméticos (graficas, dibujos, definiciones, etc.)
permite al lector dar seguimiento a la solucién o demostracion.

En particular en el tema de limites de funciones en la materia de célculo diferencial,
el interés es saber la manera en que se estructura esta situacion dentro de los
libros de texto.

La ensefianza de la demostracién y argumentacion que se trabaja en los cursos de
célculo esta relacionada con los libros de texto que consultan los profesores y
alumnos en el transcurso de ciclo escolar. Al considerar la terna alumno, profesor y
libro de texto es necesario que la interaccion entre sus elementos facilite la
enseflanza y aprendizaje es decir que el profesor y alumno tengan los
conocimientos necesarios para leer el libro y que el libro tenga el nivel y enfoque
gue buscan los lectores en el contenido del programa. Para ello el profesor, quien
es responsable de la seleccion de los libros de texto que se consultaran en el
curso, debe evitar trabajar con un libro que haga dificil la relacion de la terna
mencionada.

Un profesor consciente de su proceso de analisis para la seleccion de un libro de
texto podra relacionar que es lo que los alumnos estan aprendiendo respecto a un
tema si logran entender los argumentos que el libro de texto tiene, argumentos que
el profesor ya ha identificado en su analisis.

Dentro del EOS el concepto de configuracion epistémica permite estructurar la
relacion que existe entre los siguientes objetos matematicos: 1) lenguaje, 2)
situaciones-problema, 3) conceptos, 4) procedimientos, 5) proposiciones y 6)

argumentaciones.



2.1 Objetivos

Los objetivos de este trabajo son:

Obtener las principales caracteristicas de los tratamientos de la demostracion de
teoremas y solucion de problemas correspondientes al tema de limite y continuidad
de calculo diferencial en libros de texto universitarios.

Generar las configuraciones epistémicas de las soluciones y demostraciones
referentes a los conceptos de calculo diferencial que se encuentran en los libros de

texto utilizados en la facultad de ingenieria de la UAQ.

2.2 Antecedentes

Los investigadores en didactica de matematicas han trabajado sobre la ensefianza
y aprendizaje de la demostracion desde diferentes lineas de investigacion. Fiallo,
Camargo, y Gutiérrez (2013) hacen una recopilacibn de las principales
investigaciones y plantean una estructura organizativa en las siguientes lineas:

a) Historico-epistemoldgica, donde las investigaciones se centran en indagar
por la naturaleza de la demostracidon y su estatus en el conocimiento
matematico. Buscan crear conciencia de que la demostracién ha sido
abordada bajo diferentes perspectivas por los matematicos y responder a
interrogantes como ¢,qué es la demostracion y cuéles son sus funciones?,
¢,cOMo son construidas, verificadas y aceptadas las demostraciones en las
comunidades de matematicos? ¢, Cuales son algunas de las fases criticas en
el desarrollo de la demostracion en la historia de las mateméticas?

b) La demostracién en el curriculo, donde las investigaciones tienen como meta
proporcionar una descripcion del estatus de la demostraciéon en la escuela y
su relacién con el curriculo. Considerando las siguientes interrogantes ¢ cual
es el estatus de la demostracion en la escuela?, ¢qué influencia tienen las
concepciones epistemoldgicas acerca de la demostracion en las diversas
opciones curriculares?, ¢qué relacion guardan el aprendizaje de la
demostracion en la escuela y las concepciones de los estudiantes acerca de
la demostracién con supuestos historicos y epistemolédgicos subyacentes en

el curriculo?
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c)

d)

Concepciones y dificultades de los estudiantes al demostrar, aqui las
investigaciones buscan obtener una mejor idea sobre los procesos
relacionados con el aprendizaje de la demostracion y aportan respuestas a
interrogantes como ¢cuéles son las actuales concepciones de la
demostracion de los estudiantes?, ¢cuales son las principales dificultades
gue encaran los estudiantes en relacion a la demostracion? Y ¢ Cual puede
ser el origen de tales dificultades?

Relaciones entre demostracibn y argumentacién, en esta seccién se
agrupan los trabajos que se centran en establecer relaciones entre la
argumentacion y demostracion. En esta linea de investigacion se consideran
las preguntas como: ¢existe continuidad o distancia cognitiva entre la
argumentacion producida en la construccibn de una conjetura y su
demostracion?; ¢de qué tipo de continuidad se trata?, ¢como comparar la
argumentacion con la demostracion?, ¢cémo identificar la fase de
produccion de una conjetura y la fase de construccion de la demostracion?
Propuestas didacticas para la ensefianza de la demostracion. En esta linea
se pretende generar propuestas alternativas para la enseflanza de la
demostracion en diversos contextos educativos, incluso desde la escuela
primaria, los trabajos consideran las siguientes preguntas: ¢Es posible
superar las dificultades que encuentran los estudiantes en relacion a la
demostracion?; ¢cdémo pueden ser disefiadas intervenciones de
ensefianza?; ¢ qué sugerencias generales se pueden dar para la ensefianza
de las demostraciones?; ¢cOmo deberia ensefarse la demostracion?;
¢,cOmMo son construidas, verificadas y aceptadas las demostraciones en el
aula?; ¢cuales son fases criticas en el desarrollo de la demostracion con el
estudiante y dentro del aula como comunidad de aprendizaje?; ¢qué
entornos de aula son propicios para el desarrollo del concepto de
demostracion con los estudiantes?; ¢ qué formas de interacciones entre los
estudiantes y entre los estudiantes y el profesor pueden fomentar la
concepcion de demostracion de los estudiantes?; ¢qué actividades
matematicas —posiblemente con el uso de tecnologia- pueden mejorar las

concepciones de los estudiantes de la demostracién?
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Dentro de estas cinco lineas de investigacion se considera los aspectos semiéticos
de la demostracién. Duval ha estudiado el papel de las representaciones en el
razonamiento (donde se incluyen argumentacién y demostracién). En su
investigacién, Duval (1993) plantea la siguiente paradoja, “por un lado, el
aprendizaje de los objetos matematicos s6lo puede ser un aprendizaje conceptual
y, por el otro, es solo a través de representaciones semidticas que es posible una
actividad sobre los objetos matematicos”, conocida como paradoja cognitiva del
pensamiento matematico. Los estudios de Duval generaron una linea de
investigacion a nivel internacional, y se puede ver en D’Amore, Pinilla, lori y
Matteuzzi (2015) los antecedentes histéricos-filoséficos de la paradoja.

En la investigacion histérico-epistemoldgica existe el trabajo de Picado y Rico
(2009) donde se da un ejemplo de analisis de texto con enfoque de investigacion
histérica, mediante la técnica de andlisis de contenido, consideran que el analisis
de libros histoéricos es un proceso conformado por los siguientes cinco pasos:

1. La bibliografia. La cual esta relacionada con el texto y tema bajo estudio,
donde los documentos se pueden clasificar en cuatro grupos: instrumentos
de trabajo y obras de referencia; obras generales y manuales; libros
especializados y monografias; y anuarios y revistas.

2. Clasificacion del texto. En este paso se consideran cuatro aspectos: la
naturaleza del texto, las circunstancias espacio-temporales, la identificacion
del autor y los destinatarios, y finalidad del texto.

3. Andlisis del texto. El cual consiste en el andlisis tematico y explicacion
detallada del contenido del texto, para este caso consideran la técnica de
analisis de contenido, en la que se destaca la estructura conceptual, los
sistemas de representacion y la fenomenologia para un determinado
concepto o tarea matematica.

4. ElI comentario. En este paso se realiza una manifestacion general
relacionando el contenido del texto con la situacion histérica planteada.

5. Lacritica. En esta ultima parte del andlisis se debe considerar el interés del
texto por el contenido en si mismo y por su significado para el proceso
histérico y su aporte al conocimiento en este proceso.

El analisis que se hizo para realizar esta tesis se relaciona con el paso tres,

especificamente con la estructura conceptual y los sistemas de representacion, ya
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gue la estructura conceptual esta relacionada con hechos, conceptos y estructuras
y en nuestro analisis consideramos definiciones y proposiciones. Y en la parte de
razonamientos y estrategias en nuestro analisis se considerara dentro de
procedimientos y argumentos. Por otro lado en los sistemas de representacion se
muestran los modos de hacer presente un objeto, concepto o idea y contemplan
para ello simbolos, signos gréaficos y materiales fisicos lo cual se consideré en
nuestro analisis en la parte de lenguaje.
En la misma linea de investigacion histoérico-epistemoldgica se encuentra el articulo
de Sierra, Gonzalez y Lopez (1997) donde se estudia el desarrollo histérico del
concepto de limite funcional en los libros de bachillerato y en los cursos de
orientacion universitaria en Espafia. Realizan un andlisis de los libros de texto
estudiando los cambios producidos en 1940 a 1995 en el concepto de limite
funcional considerando necesario analizar los cambios realizados en las sucesivas
ediciones de un libro de texto, para pasar luego a buscar los cambios en otros
libros de texto y, por ultimo, relacionar estos cambios con los cambios en los
programas, en los decretos ministeriales, en los debates didacticos, etc. Agrupan
los libros en los siguientes tres periodos: 1940 y 1967 donde se publican los textos
piloto para la introduccion de la matematica moderna en el bachillerato; 1967 y
1975 el cual abarca desde la introduccion de la matematica moderna hasta la
implementacion del Bachillerato Unificado y Polivalente (BUP); 1975 y 1995 desde
la implementacion del BUP hasta el inicio de los nuevos bachilleratos derivados de
la Ley de Ordenacion General del Sistema Educativo (LOGSE). Su criterio para la
eleccion de los libros de texto fue el de los autores mas famosos o de las
editoriales mas importantes. Su analisis es de tres etapas cada una profundizando
mas en la etapa anterior, en la primera etapa se elaboran fichas con datos del libro,
en la segunda etapa se hacen tablas comparativas de los libros correspondientes a
cada periodo de las cuales incluyen:

a) Modo de introduccién del concepto;

b) Tipo de definicion

c) Secuenciacion

d) Tipos de ejercicios y problemas.

En la tercera etapa consideran tres dimensiones de andlisis las cuales son:
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a) Conceptual: se refiere a coOmo se organiza y se define el concepto a lo largo
del texto, representaciones graficas y simbdlicas utilizadas, problema y
ejercicios resueltos o propuestos.

b) Analisis didactico-cognitivo: se refiere tanto a la explicacion de los objetivos
gue los autores pretenden conseguir como al modo en el que se intenta que
el alumno desarrolle ciertas capacidades cognitivas.

c) Analisis fenomenolégico: que se caracteriza por los fen6menos que se
toman en consideracion con respecto al concepto en cuestion.

Por su parte, Font y Godino (2006) proponen que el analisis de libros de texto ha
de ser una de las competencias contemplada en la formacion de profesores e
ilustran el andlisis de textos matematicos, utilizando el constructo de configuracién
epistémica, el cual es desarrollado en el EOS. Ellos piensan que dentro de las
herramientas que necesitan los estudiantes de programas en formacion de
profesores de matematicas, para aprender a ensefar, son los criterios para analizar
la propia practica docente y las lecciones de los textos escolares.

También consideran que para analizar los objetos matematicos que componen un
texto mateméatico y en general la actividad matematica, es necesario contemplar
una ontologia formada por los siguientes elementos: a) lenguaje, b) situaciones-
problemas, c) conceptos, d) procedimientos, técnicas, etc., e) proposiciones,
propiedades, etc. y f) argumentaciones. Estos objetos se articulan formando una
configuracion las cuales pueden ser formales o empiricas. Para mostrar la utilidad
de las configuraciones epistémicas como herramienta para describir las
caracteristicas de los textos matematicos consideran principalmente un texto del
enunciado y demostracion de un teorema de geometria plana, con la finalidad de
dar respuesta a la siguiente cuestion ¢(COmo pueden hacer los profesores un
andlisis lo mas completo posible de esta demostracion? hacen configuraciones
axiomaticas una de un libro de texto de nivel universitario y otra de un libro de
texto de nivel de secundaria, también generan configuraciones empiricas de la
unidad de funciones en la ensefianza de secundaria (mostrando aqui que las
configuraciones permiten hacer diferentes analisis en los textos matematicos, entre
ellos la demostracién de un teorema, soluciéon de un problema matematico y el

analisis global de una unidad didactica).
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Este trabajo define el andlisis de libros de texto ya que permitié hacer el analisis
s6lo del tratamiento de la demostracion lo cual facilita la busqueda del objetivo. Y
permite delimitar el analisis y dejar de lado diferentes dimensiones como: analisis
fenomenoldgico, didactico cognitivo, andlisis de comentarios, criticas, etc.

También en el analisis de textos se considera el trabajo de Ibafies y Ortega (2004)
donde analizan el tratamiento que dan los libros de texto de matematicas I, de
primer curso de bachillerato, en el tema de trigpnometria. Teniendo en cuenta los
siguientes aspectos sobre las justificaciones que dan los libros de texto:

e Esquemas de prueba, se observa la clase de justificacion utilizada,
siguiendo la clasificacién de Harel y Sowder (1998) (la cual también se
mencionara dentro de esta seccion).

e Cuando se trata de una demostracion, analizan técnicas empleadas.

e Funciones de la demostracion. En esta parte los autores retoman la
propuesta de Villiers (1993) sobre las funciones que pueden tener las
funciones matematicas. En el caso de este trabajo no se explicitan en si,
pero se toman en cuenta por las implicaciones educativas que pueden tener.

e Reconocimiento de procesos, se fijan si se hace una reflexion sobre ello, o
sobre sus consecuencias.

e Expresiones utilizadas, en particular si se habla de hipotesis, tesis o
conclusion, si emplea las expresiones si,..., entonces, una condicidn
necesaria, etc.

e Consideracion global del proceso seguido, si se explica su significado, si se
distingue claramente entre el enunciado y su justificacion, si se sefalan otras
posibles vias de actuacion, etc.

Las funciones de la demostracion matemética con las que trabajan son:
verificacion, concerniente a la verdad de una afirmacién; explicacion, profundizando
en por qué es verdad; sistematizacion, la organizacion de varios resultados;
descubriendo, invencidn de nuevos resultados; y comunicacion, la transmision del
conocimiento matematico.

También consideran unos criterios ligados a la resolucion de problemas y
distinguen: tipos, atendiendo a la estructura logica del enunciado; métodos,

atendiendo a los procedimientos logicos que se utilizan en la demostracion; estilos,
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respecto a los procedimientos matematicos; y modos, considerando la forma de
exposicion.

En cuanto a tipo, se distinguen los de condicidon necesaria o suficiente, y el de
condicidn necesaria y suficiente si ademas se refiere a la existencia de algin objeto
matematico, puede ser de existencia simple, de existencia y unicidad, o de
imposibilidad. En métodos se consideran los siguientes: silogismo, demostracion
por contradiccién, reduccion al absurdo, inducciéon completa, método constructivo,
demostraciones por analogia y dualidad. Y en estilos se consideran: el geométrico,
algebraico, de coordenadas y el de andlisis matematico. En modos de exposicién
consideran: el sintético o directo y el analitico o indirecto.

De los aspectos enlistados anteriormente los que coinciden con nuestro andlisis
son: técnicas empleadas, reconocimiento de proceso, expresiones utilizadas vy
consideracion global. Una diferencia con nuestro analisis es que consideramos los
aspectos anteriores aunque no estén explicitamente mencionados en el texto
matematico y ellos sdlo analizan las partes que se mencionan explicitamente.

En los antecedentes respecto a argumentacion se puede considerar a Toulmin
(2007) quien hace un andlisis de las formas de argumentacion considerando la
relacion de la l6gica y su practica en la vida diaria, contemplando a la inferencia
como un tipo de proceso que debe ejecutarse de acuerdo a unas reglas.
Distinguiendo entre fuerza de los términos de la evaluacion légica y las razones
para su uso. En su estudio analiza como funcionan los argumentos con el fin de
comprobar cdmo esta relacionada su validez o su carencia de validez en la forma
en que se estructuran y cédmo se relacionan con la nocién tradicional de la forma
l6gica. Con lo cual propone un esquema de argumentacion formado por los
siguientes elementos: datos (D), garantias (G), conclusion (C), matizadores (M),
condiciones de refutacion (E) y respaldo (R). Donde las garantias son enunciados
hipotéticos de caracter general, que actian como puente entre los datos y la
conclusion, los matizadores indican la fuerza conferida por la garantia en el paso
adoptado y las condiciones de refutacion apuntan las circunstancias en que la
garantia ha de dejarse a un lado, los respaldo son certezas que dan autoridad y

vigencia a las garantias.

Figura 2.2.1 Esquema de argumentacion de Toulmin
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D ) Por tanto M, C

Porque A menos que
G E

Teniendo en cuenta que
R

Con respecto a trabajos en argumentacion también esta el realizado por Harel y
Sowder (1998) quienes basados en seis clases semestrales en las materias de
teoria de nimeros, geometria, algebra lineal y calculo recolectan datos mediante
notas de clase, observaciones en salén, notas retrospectivas, entrevistas, tareas de
grupo, tareas individuales y examenes. Con los cuales hacen un analisis cualitativo.
Definen prueba como el proceso empleado por un individuo para eliminar o crear
dudas sobre una observacion y consideran los subprocesos indagar y persuadir, el
primer subproceso es donde una persona elimina sus propias dudas sobre la
veracidad de una observacion y en el segundo es donde se eliminan las dudas de
otras personas sobre la veracidad de una observacion. El principal interés de su
trabajo es conocer como es que los estudiantes se convencen sobre la veracidad
de una observacién y como es que persuaden a otros sobre la veracidad de una
observacion y definen que un esquema de demostracion para una persona es lo
gue constituye indagar y persuadir para esa persona. Con lo cual ellos plantean
tres principales categorias de esquemas de prueba las cuales son:

e Esquemas de prueba de conviccion externa: cuando la formalidad de las
matematicas se trabaja de manera prematura y los estudiantes solo siguen
férmulas para resolver problemas, aprenden a memorizar dejando de lado la
creatividad y el descubrimiento y consideran que el profesor siempre tiene la
razon. Este esquema se divide asuvez en:

o Rituales,
o Autoritario

o Simbdlicos.
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e Esquemas de prueba empiricos: las conjeturas son validadas o impugnadas

mediante referencias a factores fisicos o experiencias y se dividen en:
o inductivos
o perceptuales.
e Esquemas de prueba analiticos: se validan las conjeturas mediante
deducciones légicas y se dividen en:

o Transformacionales

o axiomaticos.
Por dltimo se tiene en cuenta el trabajo de Medrano y Pino (2016) donde presentan
un estudio de tipo histérico documental sobre la génesis y la evolucion de la nocion
de limite finito, en el cual se evidencian las caracteristicas histéricas de emergencia
de los objetos matematicos y las caracteristicas de un proceso evolutivo de
caracter dialéctico, en la construccion del concepto de limite de funcién. Distinguen
siete estadios de comprension del objeto matematico limite los cuales son:

1. La nocion de aproximacion desarrollada por Eudoxo y Arquimedes. Es
donde emerge el concepto de infinito que influye en la fundamentacion del
célculo diferencial e integral propuesta por Cauchy y por Weierstrass.
Eudoxo define la proporcionalidad entre magnitudes geométricas y a partir
de esta Dedekind puede derivar la concepcion de numero real. También
nace el axioma de Arquimedes.

2. La concepcion de los indivisibles. Aqui Cavalieri expone su concepcién
de los indivisibles en el libro Geometria indivisibilibus y esta da el origen de
una nueva clase de entes matematicos: los infinitesimales. Estan las
contribuciones de Descartes como la geometria analitica, problemas de
maximos y minimos, y problemas de tangentes y cuadraturas. Los aportes
de Fermat quien presenta un método general de resolucion de problemas de
MAaximos y minimos.

3. La nocidn intuitiva de limite en los desarrollos de Newton y Leibniz.
Considerados los fundadores del célculo diferencial e integral, algunos
aportes de Newton son: fluentes y fluxiones, una preconcepcién de limite,
Newton disponia de una nocion intuitiva de limite, de una vision de continuo
geomeétrico dinamico y de un vestigio conceptual de lo que seria en el futuro

el algebra de limites.
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4. La idea de los infinitesimales en los desarrollos de Leibniz.
Introduciendo el concepto de diferencial de una variable la cual no hace uso
de una nocion explicita o implicita de limite.

5. Las concepciones pre-formales de limite. Con los trabajos de Cauchy en
el siglo XIX se inicia la formalizacién de los conceptos fundamentales del
célculo (funcion, limite, continuidad, diferenciacion e integracion). Euler
integré el calculo diferencial y el método de las fluxiones en el analisis en el
primer cuarto del siglo XIX, con base a los trabajos matematicos de Agustin
Cauchy y Bernhard Bolzano, se consolida el proceso de fundamentacién
rigurosa del célculo diferencial e integral. Bolzano fue el primero en dar un
ejemplo de una funcién continua en un intervalo pero no diferenciable en
ningun punto.

6. La concepcion formal de la nocion de limite. Dedekind desarrolla su
proyecto de aritmetizacion del calculo infinitesimal y genera la construccién
del conjunto de los nimeros reales esto también fue desarrollado por Cantor
y Weierstrass. Dedekind utiliza una definicion de limite muy cercana a la
definicion de Weierstrass, utilizando épsilon y delta.

7. Generalizaciones de la nocion de limite. La definicion de Weierstrass de
limite de una funcién real de una variable se generalizé con base a los
elementos operacionales usados en ella.

Este trabajo se enfoca en el estadio 6, conocer la génesis y evolucion del concepto
de limite complementa el analisis de una manera general en la didactica de las
matematicas.

Hasta aqui se han presentado algunos de los antecedentes que sirvieron de base
para mostrar que dentro de la didactica matematica hay interés en el tema de
andlisis de texto y se han desarrollado diferentes metodologias para esto. En la
proxima seccion se muestra el marco teérico que fue seleccionado para realizar el

analisis de texto.
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3 MARCO TEORICO

3.1 Enfoque Ontosemiodtico del Conocimiento y la Instruccion

Matematicos

Para el analisis de los libros de texto se utilizar4 principalmente el constructo
configuracion epistémica (CE) que es una herramienta del Enfoque Ontosemidtico
del Conocimiento y la Instruccion Matematicos (EOS). Con lo cual en esta seccion
se describira de forma general el EOS considerando tres diferentes etapas de este
definiendo algunos conceptos entre ellos constructo CE.

El sistema teodrico EOS inicia desde los afios noventa en la Universidad de
Granada donde investigadores como Brousseau, Douady, Vernaud, Chevallard,
entre otros impartieron seminarios en el doctorado de Didactica de las Mateméticas
y autores como H. Steiner, J. Kilpatrick, A. Bell, E. Fischbein, P. Ernest, entre otros
participaron en seminarios de investigacion. Lo anterior permiti6 conocer a detalle
sus investigaciones y situar las aportaciones de la didactica fundamental en un
contexto mas amplio. De lo cual surge la conviccion de la necesidad y utilidad de
clarificar, comparar y articular las principales teorias existentes, las cuales se
mencionan en el siguiente parrafo. Es por esto que crea el EOS.

Algunas de las teorias que sirvieron de base para el EOS son: el enfoque de la
Didactica Fundamental de las Matematicas (DFM), donde la epistemologia
matematica debe ser un objeto prioritario de reflexion y andlisis; Teoria de
Situaciones Didacticas (TSD), en la cual se asume el postulado de que para cada
objeto matematico (o una coleccidn de situaciones) cuya resolucion ha dado origen
a dicho objeto. Y las aproximaciones antropolégicas (Wittgenstein) y pragmatistas
(Peirce) en filosofia de las matematicas, las cuales asumen que los objetos
matematicos emergen de las practicas matematicas. Teoria Antropologica de la
didactica (TAD), La dialéctica instrumento-objeto y el juego de Marcos (DIO-JM),
teoria de los campos conceptuales (TCC) y Teoria de los registros y representacion
semiotica de Duval. (Godino, 2012).
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Considerando que no hay una respuesta clara, satisfactoria y compartida en las
teorias respecto a los problemas epistemoldgico y cognitivo en didactica de la
matemética se formula dicho problema de la siguiente forma (Godino, 2102):
Problema epistemoldgico (PE): ¢Qué es un objeto matematico?; o ¢cual es el
significado de un objeto matematico en un contexto o marco institucional
determinado?

Problema cognitivo (PC): ¢, Qué significa el objeto O para un sujeto en un momento
y circunstancias dadas?

Las preguntas anteriores muestran los dos siguientes temas: una cuestion
epistemoldgica, que es precisar y explicitar la naturaleza del objeto matematico y
su emergencia a partir de las practicas matematicas; y un problema cognitivo,
caracterizar el conocimiento desde el punto de vista subjetivo. Una reflexion sobre
estas preguntas se presentara en las conclusiones. Para abordar los andlisis
epistemoldgicos y cognitivos se considera el par «<sistema de practicas,
configuracion de objetos y procesos >. Definidos de la siguiente manera (Godino,
Batanero y Font, 2008):

Practica matematica: toda actuacién o expresion (verbal, grafica, etc.) realizada
por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucién
obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas. Las cuales
pueden ser idiosincrasicas de una persona o compartidas en el seno de una
institucion.

Configuraciones: redes de los objetos intervinientes y emergentes de los sistemas
de précticas y las relaciones que se establecen entre los mismos. Las cuales
pueden ser socio-epistémicas (redes de objetos institucionales) o cognitivas (redes
de los objetos personales).

Con las dos definiciones anteriores se reformula el PE y el PC de la didactica de la
matematica en los siguientes términos (Godino, 2012):

¢,Cudles son las practicas matematicas institucionales, y las configuraciones de
objeto y procesos activadas en dichas practicas, necesarias para resolver un tipo
de tareas matematicas? (significado institucional de referencia)

¢, Qué practicas, objetos y procesos matematicos ponen en juego el estudiante para

resolver un tipo de tareas matematicas? (Significado personal)
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¢, Qué précticas, objetos y procesos implicados en las mismas, realizadas por el
estudiante son validas desde la perspectiva institucional? (competencia,
conocimiento, comprension del objeto por parte del sujeto).

Ademas, para abordar el disefio instruccional el EOS plantea las siguientes
cuestiones (Godino, 2012):

Problema de la instruccion matematica significativa (PIM) ¢Qué tipos de
interacciones didacticas se deberian implementar en los procesos instruccionales
gue permitan optimizar los aprendizajes matematicos?

Problema normativo (PN) ¢ Qué normas condicionan el desarrollo de los procesos
instruccionales, cémo se establecen y pueden cambiarse para optimizar el
aprendizaje matematico?

Para tratar de comparar, coordinar e integrar las diversas teorias que abordan los
problemas didactico-matematicos en el EOS se plantea el siguiente problema:
Problema de la epistemologia de la didactica de la matematica (PEDM): Dadas las
Teorias T1,T2,...,Tn focalizadas sobre una misma problematica de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, ¢ Es posible elaborar una teoria T que incluya las
herramientas necesarias y suficientes para realizar el trabajo de las Ti?

En la primera etapa del EOS se desarrollaron y precisaron las nociones de
significado institucional y personal de un objeto matematico las cuales se definen
de la siguiente manera (Godino y Batanero, 1994):

Significado de un objeto institucional OI: es el sistema de practicas
institucionales asociadas al campo de problemas de las que emerge Ol en un
momento dado.

Significado de un objeto personal Op: es el sistema de practicas personales de
una persona p para resolver el campo de problemas del que emerge el objeto Op
en un momento dado.

Con supuestos pragmaticos/antropologicos trataron de centrar su interés en los
conocimientos matematicos institucionalizados sin perder de vista al sujeto
individual.

En una segunda etapa dentro del EOS se elaboran modelos ontolégicos y
semioticos mas detallados para describir la actividad matematica y los procesos de
comunicaciéon de sus producciones. Concluyendo que era preciso estudiar mas las

relaciones dialécticas entre el pensamiento, el lenguaje matematico y las
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situaciones problemas para cuya resolucién se inventan tales recursos (Godino,
2012).

En la tercera etapa del EOS el interés fue sobre modelos tedricos sobre la
instruccion matematica y se propuso distinguir en un proceso de instruccion
matematica en las siguientes dimensiones: epistémica (relativa al conocimiento
institucional), docente (funciones del profesor), discente (funciones del estudiante),
mediacional (relativa al uso de recursos instruccionales), cognitiva (génesis de
significados personales) y afectiva (que da cuenta de las actitudes, emociones, etc.
de los estudiantes ante el estudio de las matematicas) (Godino, 2012).

Las nociones teoricas que componen el EOS se clasifican en cinco grupos (Godino,
2012):

Sistema de practicas (operativas, discursivas y nhormativas): donde se
presenta una teoria pragmatica-antropoldgica de las matematicas, centrandose en
los conocimientos matematicos institucionalizados, considerando al alumno.
Configuracién de objetos y procesos matematicos: donde se describe la
actividad matematica y los procesos de comunicacion, también se estudian los
procesos de interpretacion de los sistemas de signos matematicos.
Configuraciones didacticas: donde se busca describir las interacciones que
ocurren en el aula matematica.

Dimension normativa: sistema de reglas que restringen y soportan las practicas
matematicas.

Idoneidad didéactica: criterio general de adecuacién y pertinencia de las acciones
de los agentes educativos, de los conocimientos puestos en juego Yy de los recursos
usados en un proceso de estudio matematico.

La siguiente figura muestra los cinco grupos mencionados anteriormente y se
mencionan algunas teorias y autores que sirven de base para el desarrollo del
EOS.
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Figura 3.1 (Tomada de http://enfoqueontosemiotico.ugr.es)
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Respecto a la clasificacién anterior el andlisis de libros de texto que se presenta en
este trabajo se ubica en el de Configuracion de objetos y procesos. Y en la

siguiente seccién se define la herramienta que se utilizara principalmente.
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3.2 Configuraciones Epistémicas

En el EOS se considera que los objetos matematicos son emergentes de sistemas
de préacticas y para la explicacion de dicha emergencia se deben considerar como
minimo los dos siguientes niveles de objetos que emergen de la actividad
matematica (Godino, Batanero y Font, 2008).
Primer nivel: aqui estdn las entidades que se pueden observar en un texto
matematico. Configuraciones de objetos intervinientes y emergentes de los
sistemas de précticas.
Segundo nivel: aqui se tiene una tipologia de objetos que emergen de las distintas
maneras de ver, hablar, operar, etc. los objetos pueden ser personales o
institucionales, ostensivos 0 no ostensivos, unitarios o sistémicos, etc.
En el primer nivel se encuentra el constructo de configuracion. Donde para analizar
los objetos matematicos que componen un texto mateméatico y en general la
actividad matematica se contempla una ontologia formada por los siguientes
objetos matematicos primarios:
Elementos linglisticos (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus
diversos registros (escrito, oral, gestual).
Situaciones-problemas (aplicaciones extra-matematicas, tareas, ejercicios).
Conceptos- definicion (definiciones de funcion, limite, dominio, etc.).
Proposiciones (enunciados sobre conceptos)
Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, etc.).
Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y
procedimientos, deductivos o de otro tipo).
Con la relacion de estos seis tipos de objetos se forman las configuraciones
epistémicas (CE), donde las situaciones problemas dan pie a la actividad; el
lenguaje representa los otros objetos y sirve de instrumento para la accion; los
argumentos justifican los procedimientos y proposiciones que se relacionan por los
conceptos, las CE permiten conocer la estructura de las demostraciones. Como se
menciona en (Font y Godino, 2006) las configuraciones epistémicas utilizadas en
los libros de texto universitarios son de alguna manera laxas respecto a la parte
precision y rigor en el concepto de prueba, donde se busca trabajar en las pruebas
de una manera axiomatica, donde no se explica cuales son los procedimientos,
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reglas o medios de prueba admisibles. La Figura 3.2 se puede considerar como el

modelo basico de las configuraciones epistémicas.

Figura 3.2 Configuracion Epistémica
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4 ANALISIS DE TEXTOS

El andlisis que se presentara es de tipo cualitativo y los libros con los que se
desarrolla el analisis son libros usados en la Universidad Autbnoma de Querétaro
en los cursos de calculo diferencial e integral en nivel superior, se utiliza el
constructo de configuracion epistémica para analizar la demostracién de teoremas
y solucién de problemas en el blogue de limites y continuidad.

Los libros analizados son: Spivak (2003), Apostol (2007), Swokowski (1998) y
Stewart (2008). Los libros tienen diferentes caracteristicas por ejemplo algunos se
apoyan de software, otros son mas formales, algunos utilizan imagenes para
aclarar ideas y uno de ellos cambia el orden de los temas. Estas caracteristicas
hacen notar los diferentes enfoques que los autores han trabajado en la

elaboracion de sus textos.

4.1 Descripcion del desarrollo del concepto de limite en los libros.

Se presentara de forma general el desarrollo del concepto de limite en los libros
seleccionados. Hay que mencionar que de los cuatro libros considerados, el de
Apostol tiene diferente orden en sus capitulos ya que primero presenta los
conceptos de calculo integral, después una idea intuitiva de continuidad y
posteriormente aborda la definicion formal de limite. A diferencia de los otros libros
gue presentan primero una definicion intuitiva de limite y después abordan el
concepto formal de limite. Desde esta diferencia de orden para presentar los
capitulos con ideas intuitivas del concepto de limite se ve la importancia de analizar
y comparar los libros de texto. También en todos los libros excepto el de Apostol se
trabaja con una definicibn no formal antes de la formal, y en estas definiciones
intuitivas no se utiliza el valor absoluto. La numeracion que se considera en este
trabajo no es la misma que se encuentra en los libros.
a) El desarrollo del concepto de limite en el libro de Spivak (2003, pags. 107-
131) se da de la siguiente manera: el capitulo 5 se llama “Limites” e inicia
con la presentacion de una definicion provisional con apoyo de algunas

imagenes, con esta definicion provisional calculan los limites de algunas
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funciones y muestran cOmo otras no tienen limites, en estos calculos utilizan
las variables ¢, 8, la funcién valor absoluto y muestran algunas formas de
calcular los limites de una funcion, después esta la definicion formal de limite
e inmediatamente se estudia la negacién de la definicion del limite (esta
negacion no se menciona en los otros libros), aqui se esta definiendo un
procedimiento. El primer teorema que aparece en este capitulo y se
demuestra es sobre la unicidad de limite, el cual es ( teorema 1 Capitulo 5):
Teorema 1. Una funcién f no puede tender hacia dos limites diferentes en a.
En otros términos si f tiende hacia l en a y f tiende hacia m en a entonces [ = m.
Después se hace un analisis de la notacion, se demuestra un lema 1(este lema se
analizara mas adelante) para después utilizarlo en la demostracién del siguiente
teorema:
Teorema 2. Silim,._,, f(x) =l y lim,_,, g(x) = m, entonces
(D) limye (f + 90 =1+ m;
(2) limyo(f - g)(x) = 1 m.
Ademas, sim # 0, entonces

(3) limyq (é) (x) = i

Por ultimo se define los siguientes conceptos lim,_ + f(x) =1y lim,_ .- f(x) =1y
lim, o f(x) = L.

b) EIl desarrollo del concepto de limite en el libro de Apostol (2007, pags. 156-
169) se da de la siguiente manera: el concepto de limite en este libro es el
segundo tema dentro del capitulo de continuidad donde el primer tema es la
idea intuitiva de continuidad. Para la definicion de limite se da primero la
definicion de entorno de un punto y apoyado de esta definicion se da la
definicion de limite, después se representa geométricamente el concepto de
limite, se dan como ejemplos el limite de la funcién constante y el de la
funcién identidad, después define limites laterales, hay tres ejemplos de
limites laterales, se pasa al siguiente tema que es la definicion de

continuidad donde se demuestra el siguiente teorema:
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Teorema 3

Si f(x) < g(x) < h(x), cuando x esta cerca de a (excepto quiza en a) y

lim f(x) =limh(x) =L
X—a X—a

Entonces

lim g(x) =L
xX—a

En el siguiente tema demuestra el Teorema 1 y es lo Ultimo que se enfoca al tema

de limites.

C)

d)

El desarrollo del concepto de limite en el libro de Stewart (2008, pags. 83-
116) se da de la siguiente manera: se da un acercamiento al concepto de
limite mediante la idea de hallar la tangente a una curva o la velocidad de un
objeto con tres ejemplos apoyados de graficas, se da una definicién de limite
no formal (no se hace explicito que la definiciébn no es formal) con apoyo de
algunas graficas, se trabajan algunos ejemplos con esta definicion, se
definen limites laterales (también de manera no formal), se definen los
limites al infinito, se define lo que es una asintota vertical con el concepto de
limite, se dan las siguientes proposiciones llamadas leyes; ley de los limites
el cual es practicamente el teorema 1, ley de potencia y luego ley de la raiz,
después se da una proposicion a la cual le llaman propiedad de sustitucion
directa, por ultimo se dan dos teoremas uno que tienen que ver con
desigualdad de funciones y limites, el dltimo teorema se llama teorema de la
compresion el cual es el teorema 2.(En este libro algunas de las
proposiciones son propiedades, leyes y teoremas), en la siguiente seccion
se define de manera formal todos los conceptos y solo se demuestra el
primer inciso del teorema 1.

El desarrollo del concepto de limite en el libro de Swokowsiki (1996, pags.
52-80) se da de la siguiente manera: se presenta una introduccion al célculo
con la que muestran ejemplos donde el concepto de limite formaliza la idea
de velocidad y pendiente. Después se expone de manera informal el
concepto de limite, en la seccion tres se la definicibn formal (en esta

definicion se utilizan imagenes que no relacionan los intervalos de longitud
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25 y 2¢) y la ultima seccion es sobre algunas propiedades importantes, entre

ellos el teorema 1y el teorema 2.

4.1.1 Configuraciones epistémicas respecto al concepto de limite.
A continuacidn se generaran algunas configuraciones epistémicas respecto al

concepto de limite, antes de hacer cada configuracion se menciona de que libro se
trabajo y se muestra la demostracion o solucion que presenta el libro.

El siguiente analisis sobre estructura de una demostracion utilizando el constructo
de configuracion epistémica es sobre la primera demostracién que aparece en el
libro de Spivak, (2003, pag.120) después de la definicion formal de limite, la cual
trata de la unicidad del limite de una funcién en un punto. La demostracién que esta
en el libro es la siguiente:

Teorema. Una funcion no puede tender hacia dos limites diferentes en a. En otros
términos, si f tiende hacia l en a, y f tiende hacia m en a entonces [ = m.
Demostracion:

Por ser el primer teorema acerca de limites, sera ciertamente necesario traducir la
hipétesis en concordancia con la definicion.

Puesto que f tiende hacia | en a, sabemos que para todo ¢ > 0 existe algun
namero §; > 0 tal que, para todo X,

si0 < |x —a| < §;,entonces |f(x) — | < e.
Sabemos también, puesto que f tiende hacia m en a, que existe algun 6, > 0 tal

que para todo x,

si0 < |x —a| < §,,entonces |f(x) —m| < ¢
Hemos tenido que emplear dos numeros, 8;, &2, ya que no podemos asegurar que
el 8 que va bien en una definicion ira bien en la otra. Sin embargo, de hecho, es
ahora facil concluir que para todo € > 0 existe algun 6 > 0 tal que, para todo x,

si0 < |x —al| < §,entonces |[f(x) —m|<ey |[f(x) -1 <&

basta simplemente elegir § = min(§;, 8,).
Para completar la demostracion solamente nos queda tomar un & > 0 particular

para el cual las dos condiciones

lfG)—ml<ey |[f(x) -1l <e
No puedan cumplirse a la vez si [ # m. La eleccion adecuada la sugiere la Figura

4.1
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Figura 4.1

. | I m

lung.imdﬂ longitud I :ml

Si [ # m, de modo que |l —m| > 0, podemos tomar como ¢ a |l —m/|/2. Se sigue

gue existe un & > 0 tal que para todo X,

|l —m|
2

si 0 < |x —al| < &,, entonces |f(x) —m| <
|l —m|
2 )

y If(x) =1 <
Esto implica que para 0 < |x — a| < & tenemos
lL—m|=l-fG)+fx)—m| <[l - fCI+ |f(x) —m|

[l —m| |l —m]
2 2

=|l—m|
Lo cual es una contradiccion.

La configuracion epistémica de la demostracion se puede representar con la
siguiente figura

31



Figura 4.2 Configuracion epistémica de la demostracién de la unicidad del limite

Lenguaje:

Simbélico:
0<|x-a|<é
e>0
[f(x)-l|<e
Min. (a,b)
[l+m

Verbal:
“f tiende
hacialena”

Gréfico:
Figura 4.1

Regulan

el

uso

Situacion: Entender la demostracion

Definiciones/conceptos:
Previas: Funcion, mitad de un nimero, valor absoluto, minimo, limite de un funcién.

Propiedades/proposiciones:
Previos:
1. Si I # m entonces |I-m| >0

2. Neutro aditivo de los nimeros reales.
c ad+bc

3.%+5= - ,conb£0yc£0y{a,b,c,d} SR

4, Existencia del inverso aditivo de los nimeros reales.

5. la + b| <lal + |b| con{a,b} € R

6. Si|lal < |bly|lc| < |d| entonces |a| + |b| < |c| + |d] con {a,b,c} € R

7. Existencia del minimo entre dos nimeros

Emergentes:

1. Una funcién no puede tender hacia dos limites diferentes en un mismo punto de su
dominio.

Procedimientos: Técnica de demostracién por reduccién al absurdo.

P1) Para demostrar que p = g por contradiccion se supone que el teorema es falso es
decir ~(p = q) es cierto.

P2) Como —=(p = q) = (p A —q) se consideran ciertos py —q.

P3) Usando p y g junto con proposiciones obtener una contradiccion.

P4) Asi se tiene que la suposicion es falsa. Con lo cual el teorema es cierto.

Argumentos:

Tesis: Una funcion no puede tender hacia dos limites diferentes en un mismo punto de

su dominio.

R1) Suponer que el teorema es falso. Suponer que existe una funcién f puede tender

hacia dos limites diferentes my I en un punto a.

R2) Entonces lim,_,, f(x) = lylim,, f(x) =myl # m.

a) Utilizar do veces la definicion de limite, para un £ > 0 existen §; y &, tales que
lim,_, f(x) = lylim,_, f(x) = m respectivamente.

b) Sea.§ = min(d;,8,), considerando la regla légica que dice si A=B y B=C
entonces A= C (silogismo hipotético)

c) Se puede afirmar: Para todo € > 0 existe § > 0 tal que para todo x: Si |x-a]>0
entonces [f(x)-l|<e y [f(x)-m|<e.

d) De la suposicion de la falsedad del teorema se tiene que [ # m asi que para

[l-m| . . ., .
= —— > 0. Se puede aplicar la afirmacién anterior.

R3) Partiendo de |I-m|=|l-m+0| y usando la negacion del teorema junto con propiedades
y proposiciones llegar a |I-m|<|I-m]. Lo cual es una contradiccion.

R4) Al suponer que el teorema no es cierto se deduce un absurdo, lo cual implica que el
teorema es cierto.

Conclusion una funcién no puede tender hacia dos limites un mismo punto de su
dominio.
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La siguiente configuracién que se trabajara es del primer lema de la seccion de
limite del libro de Spivak, dicho lema formaliza dentro del calculo la siguiente idea
intuitiva: si x esta cerca de x,, y y esté cerca de y, entonces x + y estara cerca de
Xo + Vo, Xy estard cerca de x,y, y 1/y estara cerca de 1/y, lo Gltimo mientras

y # 0y y, # 0. La demostracion en el libro esté escrita de la siguiente manera:

Lema
Q) Si
3 €
X=Xl <5 yly =yl <3,
Entonces
|(x +y) — (xo +¥0)| < &
(2) si
) £ £
# =l <min (1,702 55) vy =0l < 7
Entonces
Xy — xoyol <&
(3)Siy,#0y

. {1yl 5|3’0|2
J— < _,_
[y = ol mm(2 :

Entoncesy #0y

Y Yo

1 1
LT

Demostracion:

(1) 1 +y) = (o +yo)l = [(x —x0) + (v = o)l
&

228.

€
S|x—xo|+|y_3’0|<§+

(2) Puesto que |x — x,| < 1 se tiene
lx| = lxo| < [x —x0] <1,
De modo que
lx] <14 |x0l.
Asi pues
Xy — Xoyol = 1X(¥ = ¥0) + yo(x — xo)|
< lx|-ly = ol + I¥ol  |x — xo
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& &
<A+ %D s+ IVl 57—
oV 20 + 1D T 70 20yl + 1)
—2 2—8.
(3) Se tiene
Vol
Iyol—ly|<ly—yol<7°,
De modo que |y| > |yo|/2. En particular, y # 0,y
1 2
-
Yy |yol
Asi pues
|1_i oyl 2 1 elwol®
y Yol 1yl-1yol 1yl Iyol 2 '

A continuacibn se presentan las configuraciones epistémicas de las
demostraciones de los incisos (1) y (2) del lema. La configuracion epistémica de la
demostracion del inciso tres es muy similar a las que presentan por lo cual no se

mostrara.
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Figura 4.3 Configuracion epistémica del (1) de la demostracion del lema 1

| Situacion: Entender la demostracion

Definiciones/conceptos:
Previas: valor absoluto, menor que, mitad

Propiedades/proposiciones:

Previos:

1. Propiedad distributiva de los n(imeros reales.

2. Propiedad conmutativa y asociativa de la suma

3.la+b| <la|l + |b|con{a, b} S R

4.Si|lal < |bly||b] < |c| entonces |a| < [c| con{a,b,c} € R

Emergentes:
L.Si [x — x| < E yly—vyol < g,entonces [(x+ ) = (%o +V0)| < &.
Lenguaje: Regulan Procedimientos: Técnica de demostracion Analisis-sintesis.
el uso P1) Proceso de analisis, encontrar una sucesion de proposiciones,
Simbélico: Supdngase Py, Py,..., P, donde Py es la tesis del lema, la verdad de P; implica la verdad
[X-Xol, dePiyparal < i < nyPseacierta.

P2) Concluir la verdad del lema. (EI proceso de sintesis se encuentra implicito)

N mIA ™

Argumentos:

Tesis: Si [x — x| < % vy =yl < %,entonces [(x +9) = (% + ¥o)| < e.
R1) Considerar la tesis del lema |(x + ) — (xo + yo)| < €.
Aplicando la propiedad distributiva de los nimeros reales en el lado izquierdo de la
desigualdad anterior se tiene: |(x + ¥) — (xg + yo)|l = [x + ¥y — x5 — ¥l
Siesciertoque |x + y — x, — ¥,| < e entonces |(x + y) — (%o + yo)| < €
Aplicando la propiedad conmutativa de la suma en el lado derecho de la igualdad
anterior se tiene: |(x + y) — (xg + yo)l = |x — %0 + ¥ — %ol
Siescierto que |x — xo + y — | < e entonces |(x + y) — (xg + yo)| < €
Aplicando la propiedad 4 al término del lado derecho de la igualdad anterior se tiene:
lx —xo + ¥ = ¥l < lx=x0l + [y = ol
Si es cierto que |x—xo| + |y — ¥,| < e entonces |x — x, + v — y,| < €.
Y por hipétesis se tiene que |x—x,| < gy ly—vo| < 2 lo cual implica que
lx=xo| + |y —yol <e.
R2) Considerando el proceso de sintesis se puede concluir que la tesis es cierta.
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Figura 4.4 Configuracion epistémica del (2) de la demostracién del lema 1

Lenguaje:

Simbélico:
|X'Xo|,
£,
<

=

I

, &
min.

10—
2(Iyol + D)

)

Regulan

el

uso

| Situacion: Entender la demostracion del lema

Definiciones/conceptos:
Previas: valor absoluto, menor que, mitad

Propiedades/proposiciones:

Previos:

1. Propiedad distributiva de los n(imeros reales.

2. Propiedad neutro aditivo, existencia de inverso aditivo y asociativa de la suma en R
3.la + b| < |a] + |b| con {a, b} S R

4,Sia<byb < centoncesa < cconf{a,b,c} SR

5. lab| = |a||b| con{a,b} € R

6.lal — |b] < |a—b|con{a,b} € R

7.Sib < centoncesbh +d < c+dcon{a,b,c} SR

Emergentes:
L.Si |x — xo| < min (1’2(|y§|+1)

entonces |xy — xyyo| < €.

)yly—yol<

e
2(lxol+1)

Procedimientos: Técnica de demostracion Anélisis-sintesis.
P1) Considerar la primera parte de la hipétesis para acotar a |x|.
P2) Considerando el término izquierdo de la desigualdad de la tesis para aplicar
propiedades hasta obtener los términos |x — x,| y |y — ¥o|.
&

P3) Sustituir |x — xo| y [y — y,| por RIS

P4) Aplicar desigualdades para eliminar variables diferentes a €.
P5) Concluir con la desigualdad buscada.

Argumentos:
Tesis: Si |x — x| < min (1
entonces |xy — x,¥,| < €.
R1) Para acotar |x| respecto de |x,| se parte de la hipotesis |x — x,| < 1y se aplica la
propiedad 6 a |x — x| asi:|x| — |x,] < |x — x,].
Aplicando la propiedad 4 se tiene que:|x| — [x,] < 1.
Aplicando la propiedad 7 a la desigualdad anterior sumandole |x,| se tiene:
x| <1+ |xo]
R2) Partir del término que se encuentra de lado izquierdo de la desigualdad a la que se
quiere llegar y aplicarle propiedades, proposiciones, definiciones, etc. para obtener la
siguiente desigualdad:

lxy = xo¥ol < Ixlly = yol + [¥1x — x|

e
" 2(lyol+1)

)YIy—yo|<

€
2(lxol+1)

.y - 7 . ’ &
R3) Utilizar las hipbtesis |x — x,| < min (1,2(|yO|+1)) vy —yol < 2D
sustituyéndolas en la desigualdad anterior para obtener:
& &
lxy — x0y0] < x| +
R TP PV TR Y

R4) Se tiene que |x| — |xo| < 1y |yol < lyol + 1 multiplicando estas desigualdades
por ———y —=— respectivamente se tiene que:

2(lxol+1) ~ 2(lyol+1)

|yl

< (14 lxD) -

|x] + yol

& & &
+ .
2(lxl + 1) 2(lyol + 1) 2(Jxo +11) 2(lyol + 1)

Con lo cual se puede deducir que: |xy — x,y,| < g + g
R5) Conclusion la hipdtesis es cierta.
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Para seleccionar la siguiente configuracidbn a mostrar en la tesis se considera lo
siguiente: en el libro de Apostol (2007) después de dar la definicion formal de limite,
solo trabaja dos ejemplos para ejercitar dicha definicion y después da el teorema
de reglas basicas para operar con limites, con su demostracion en la siguiente
seccion y es practicamente todo lo que trabaja enfocado al concepto de limite. Es
decir no profundiza tanto en este concepto pero lo aprovecha para trabajar
continuidad. Y lo anterior no permite generar mas CE del concepto de limite con
este libro.

El teorema que aparece en todos los libros es el teorema 2, pero este solo se
demuestra en Spivak (2003) y Apostol (2007), y no se presenta la demostracion por
que utiliza el lema 1 (para el cual ya se hizo su CE) en el libro de Spivak y la
demostracion que esta en el libro de Apostol es similar a la demostracion del libro
de Spivak y su CE no aporta alguna caracteristica nueva que sirva para nuestro
objetivo.

La siguiente proposicion respecto al concepto de limite que aparece en casi todos
los libros es el teorema 3, esta proposicion se presenta de diferentes maneras en
los libros. En el libro de Spivak (2003, pag. 134) esta como ejercicio a demostrar en
la seccion de problemas propuestos, en el de Swokowski (1988, pag. 79) como el
teorema de la intercalacion, en el de Apostol (2007, pag. 164) como principio de
intercalacion y en el de Stewart (2008, pag. 105) como teorema de la compresion.
La proposicion solo aparece con demostracion en el libro de Apostol (2007) en la
seccion de limites en el de Swokowski la demostracion esta en el Apéndice Il. En
los libros de Stewart (2008, pag. 106) y de Swokowski (1988, pag. 79) el teorema
se aplica en la misma funcion para calcular su limite y s6lo en estos dos libros se
representa graficamente la idea del teorema 3. Asi que estas soluciones son las
gue se utilizan para generar las siguientes CE de la solucién del mismo problema
en diferentes libros.

En el libro de Swokowski (1998, pag. 79) el ejemplo aparece de la siguiente forma:
Ejemplo. La funcion seno tiene la propiedad de que —1 <sent <1 para todo

namero real t. Usar este hecho y el teorema de la intercalacion para demostrar que:

lim x?sin—=0
x—0 X

Solucion podemos escribir
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1
-1< sin; <1
Para todo x # 0. Multiplicado por x? (que es un numero positivo cuando x # 0),

obtenemos

1
—x?% < x%sin—< x?
X

Como lim,_o(—x)? =0 y lim,_ox% =0,

Se deduce del teorema de la intercalacion, con f(x) = —x2? y h(x) = x2, que

lim x2sin—=0
x—0 X

La configuracion epistémica de esta solucion se puede representar como se ve en

la siguiente figura.
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Figura 4.5 Configuracion epistémica de ejemplo Swokowski (1998, pag. 79)

Lenguaje:

Simboélico:
-1<sin(t) <1

limx?sin—=0
x-0 X
2 2ai 1
—x“ < x“sin|—
X
< x?
lim(—x?2)
x-0
lim x?
x-0

Expresa

soporta

Regulan
el uso

|

Situacién: Entender la solucion del problema

Definiciones/conceptos:
Previas: sin(t), x?, —x?, limite de una funcién, producto de funciones y composicion

. . 1
de funciones (xzsm (;)) entorno en un punto.

Propiedades/proposiciones:

Previos:

1.-1<sin(t) <1VteR

2. Teorema de intercalacion

3x2>0vVx#0

4.a < byd > 0entonces da<db con {a,b,d} € R

5. lim, o x%2 = 0

6. lim,_o(—x2) = 0

7. Laimagen de f o g es un subconjunto de la imagen de f
Emergentes:

L-1<sin(2)<1vteR

Procedimientos: Por deduccion (Aplicando un teorema a una funcion en particular)
P1) Identificar un teorema T y una propiedad P.
P2) Trabajar con P para obtener caracteristicas similares en la hipdtesis del problema.

P3) Verificar que se cumplen las condiciones del teorema para aplicarlo y obtener el
resultado que se busca.

Argumentos:

Tesis: lim,_,q x> sini =0

R1) Considerando la proposicion 1 (sin(x) es un elemento genérico) y el teorema de
intercalacion.

R2) Para obtener las hipétesis del teorema se necesita obtener una desigualdad de la
forma f(x) < g(x) < h(x) considerando g(x) = xzsin(%) (este dltimo término es un
elemento genérico) y ademas que lim,_,, f(x) = 0 = lim,_,, h(x). Para hacer esto se
debe partir de la desigualdad de la proposicién 1y obtener f(x) < xzsin(%) < h(x).

Utilizando la proposicion emergente 1, la desigualdad anterior y la proposicion 3, se
aplica la proposicion 4 y se obtiene: —x? < x%sin (1) < x2

x
R3) Como lim,_q(—x?) = 0 = lim,, x? entonces se cumplen las hipdtesis del
teorema y se deduce que :
1
lim x2 sin— = 0
x-0 X
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En el libro de Stewart (2008,pag. 106) aparece de la siguiente forma:
Ejemplo. Demuestre que lim,_,q x?2 sini =0

Solucién: en primer lugar note que no puede aplicar:
1

. 2 . 1 . 2 . .
lim x4 sin— = lim x“ - lim sin—
x—0 X x—0 x—-0 X

. .1 . .
Por que lim,._,, sin—no existe. Sin embargo, como

1
—1<sin—-<1
x

Se tiene, como se ilustra mediante la Figura 4.6

1
—x? < x%sin— < x?
X

Figura 4.6 gréafica de la funcion y:xzsin(llx)

Vi

[B*]

i s
-

Se sabe que
lim,_o(—x)? = 0 y lim,_,,x% =0,
Al tomar f(x) = —x?2y g(x) = x? sini y h(x) = x? en el teorema de la comprension,

se obtiene

1
limx%sin—=0 m
X

x—0

La configuracion epistémica de la solucion anterior se puede representar con la

siguiente figura.
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Figura 4.7 Configuracion epistémica de la demostraciéon de lim,._,, x? sin% =0

Lenguaje:

Simbolico:
-1<sin(t) €1
limx2 sin—=0
x-0 X
1
—x? < x%sin (;) < x?
lim (—x2)
x-0
lim x?
: x-0
Grafico:
Figura 4.6

Expresa

soporta

Regulan

el

uso

Situacion: Entender la demostracion del lema

Definiciones/conceptos:
Previas: limite, funciones: sin(x) , x2, —x2, producto y composicion de funciones

Propiedades/proposiciones:

Previos:

1. El limite del producto de dos funciones es el producto de los limites, cuando los
limites existen.

2. lim,_  sin G) no existe

3.-1<sin(t) <1VvteR

4.Sia<b<cyd<0entoncesad < bd < cdconfa,b,c,d} SR
5. lim, 2% =0

6. lim,_,o(—x2) = 0

7. Teorema de la compresion.

8. Laimagen de f o g es un subconjunto de la imagen de f
Emergentes:

1.—1Ssin(1)S1VtE]R

t

Procedimientos:
P1) Verificar que no se puede utilizar la proposicion 1
P2) Utilizar la proposicion 3 y multiplicarla por x*

P3) Utilizar el problema de la compresion para deducir el limite que se quiere
Argumentos:

- 1
Tesis: lim,_,q x2 sin—=0.

R1) Verificar que no se puede utilizar la proposicién 1 por la proposicion 2.
R2) Multiplicar la desigualdad de la proposicién 3 por x2.

Considerando la proposicion 8 de la composicion sinx o2 se tiene que la
proposicion emergente 1. Por la proposicion 4 se deduce que:

x? < x%sin G) < —x?

R3) Considerando las proposiciones 5 y 6 y la desigualdad anterior utilizar el
teorema de la compresién para deducir el limite que se quiere probar :

limx?sin—=10
x-0 X
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Se puede observar que la informacion que se proporciona en el planteamiento del
ejemplo en el primer caso es mas que la que se proporciona en el segundo, al
mencionar que la funcion seno esta acotada. En el segundo caso se maneja el
lenguaje grafico durante la solucion y de hecho se utiliza como argumento para
deducir que —x? < x? sini < x? (Figura 4.6).

En la segunda solucion se refuerza la importancia de las hipétesis dentro de los
teoremas al verificar que no se puede aplicar el teorema de que si los limites de
dos funciones existen en un punto de su dominio entonces el limite del producto de
las funciones en ese mismo punto existe, porque no se cumple una de las hipotesis
de este. Lo cual no se considera en la primera solucion. Y esto genera diferentes

procedimientos.

4.2 Descripcion del desarrollo del concepto de continuidad en los

libros

A continuacién se presenta un resumen general de la presentacion del concepto de
continuidad en los libros. La numeracion de los teoremas que se considera en este
trabajo no es la misma que se encuentra en los libros.

a) El desarrollo del concepto de continuidad en el libro de Spivak (2003,pags.
141-165). El capitulo seis se llama “funciones continuas” y este inicia con un
analisis de la siguiente igualdad:

lim f(x) = f(a)
Comentando que no siempre se cumple o que el limite ni siquiera existe lo
cual permite clasificar como continuas a las funciones que cumplen dicha
igualdad, se menciona que intuitivamente una funcién es continua si su
grafica no contiene interrupciones, ni saltos, ni oscilaciones indefinidas. En la
introduccion se utilizan tres figuras, la primera es la grafica de una funcion
gue no esta definida en un punto a, la segunda tiene tres graficas de
funciones para las cuales el limite no existe en el punto a y la dltima es una
grafica de una funcion que esta definida en el punto a, el limite cuando x
tiende a a existe pero es diferente de f(a). Después se da la definicion de

continuidad. Con de la definicion de continuidad se comenta sobre la no
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continuidad en cero de f(x) = sin G) y de g(x) = xsin (i) considerando la

gréfica de g, se observa que la funcion:

Fe ={

Es continua so6lo en cero. Se consideran algunos ejemplos de funciones

X, x racional
0, xirracional

continuas en todos los numeros reales. Se demuestran los siguientes
teoremas:
Teorema 4. Si f y g son continuas en a entonces:

1. f+ g escontinuaena

2. fg escontinuaena

Ademas, si g(a) # 0, entonces

1 .
3. p €es continua en a.

Teorema 5. Si g es continua en a, y f es continua en g(a) entonces f o g es
continua en a. (Obsérvese que se requiere que f sea continua en g(a) no en
a).
Después se define la continuidad de una funcion en intervalos abiertos y
cerrados. La seccion termina con la demostracion del siguiente teorema.
Teorema 6 Supdngase que f es continua en a, y f(a) = 0. Entonces existe
un nimero 6 = 0 tal que f(x) = 0 para todo x |x — a| < §. Andlogamente, si
f(a) < 0, entonces existe § > 0 tal que f(x) < 0 paratodo x |[x —a| < 6.
El capitulo siete se llama tres teoremas fuertes. Estos tres teoremas tratan
sobre algunas propiedades de las funciones continuas pero no se
demuestran, debido a que hasta esta parte del liboro no se ha visto la
propiedad de la cota superior minima de los nimeros reales (Si A es un
subconjunto de los numeros reales, A # ¢, y A esta acotado superiormente,,
entonces A tiene una cota superior minima). Cada teorema esta
acompafado de una figura que lo representa geométricamente y estos son:
Teorema 7. Si f es continua en [a,b] v f(a) <0< f(b) entonces existe
algun x € [a, b] tal que f(x) = 0.
Teorema 8. Si f es continua en [a,b], entonces f esta acotada
superiormente en [a, b], es decir, existe algin nimero N tal que f(x) <N
para todo x € [a, b].
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Teorema 9. Si f es continua en [a,b], entonces existe algun numero
y € [a, b] tal que f(y) = f(x) paratodo x € [a, b].
En el libro esta la observacion de la diferencia de las hipétesis de estos tres
teoremas con las hipétesis de los teoremas del capitulo anterior y también la
diferencia de las conclusiones, ya que en estos Ultimos tres teoremas la
continuidad se debe cumplir en un intervalo y la conclusion es sobre un
intervalo, en los anteriores la continuidad es sobre un punto, lo cual hace a
estos tres teoremas mas fuertes y hay ejemplos en el capitulo que muestran
la importancia de estas hipotesis para que se cumplan las conclusiones.
Teorema 10. Si f es continua en [a,b] y f(a) < c < f(b) entonces existe
algan x en [a, b] tal que f(x) = f(c).
Después se demuestran algunos teoremas como consecuencia de los tres
teoremas fuertes, los cuales tratan sobre: la raiz cuadrada de los numeros,
existencia de al menos una raiz para polinomios de grado par, todo
polinomio alcanza su valor minimo.
El desarrollo del concepto de continuidad en el libro de Apostol (2007,pags.
156-169). El capitulo tres se llama “Funciones continuas” en la primera
seccion de este capitulo se da una idea intuitiva de continuidad, en la
seccién dos se trabaja con la definicién de limite utilizando la definicion de
entorno de un punto después hay una presentacibn geométrica del
concepto, se dan algunos ejemplos y por ultimo se definen limites laterales.
La siguiente seccidn es sobre la definicion de continuidad de una funcion. La
seccion cuatro se llama Teoremas fundamentales sobre limites. Otros
ejemplos de funciones continuas. Los teoremas que aparecen en esta
seccion son los siguientes (En este trabajo los teoremas que se repiten
mantienen no estaran numerados):
Teorema Si f y g son continuas en a entonces:

1. f+ g escontinuaena

2. fg escontinuaena

Ademas, si g(a) # 0, entonces

1 .
E es continua en a.
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La demostracion de este teorema esta en la préxima seccion, el siguiente
teorema esta demostrado y en este libro se llama principio de intercalacion,
el cual ya fue mencionado como teorema 3. Se dan ejemplos de funciones
continuas como los polinomios y las funciones racionales, se sigue con un
teorema que trata de la continuidad de las integrales indefinidas. La seccion
cinco de este capitulo se Illama Demostraciones de los teoremas
fundamentales sobre limites que es la demostracion del teorema anterior. La
seccion seis es de ejercicios propuestos y la seccion siete se llama
Funciones compuestas y continuidad. El teorema que se ve en esta seccion
es el teorema 5 y se trabajan dos ejemplos. La siguiente seccién se llama
Teorema de Bolzano para las funciones continuas y en esta aparecen los
siguientes teoremas: teorema 7.

Antes de demostrar este teorema, demuestran el siguiente teorema para
utilizarlo. Teorema 6.

La siguiente seccion se llama teorema del valor intermedio para funciones
continuas. En esta seccion de muestran el teorema 10. El Gltimo teorema de
esta seccidn es sobre la existencia de la raiz n-ésima de todo numero
positivo.

La seccion dieciséis de este capitulo se llama “Teorema de los valores
extremos para funciones continuas” esta seccion inicia con la definicion de
maximo absoluto de una funcién. Y demuestran los teoremas 8 y 9. Las
siguientes secciones son sobre continuidad uniforme, integrabilidad para
funciones continuas y teorema del valor medio para funciones continuas, lo
cual no se analiza en esta tesis. Como se ve Apostol no profundiza mucho
en la seccién de limites pero en la seccién de continuidad si y esto debido en
parte a que ya relaciona este tema con célculo integral.

El desarrollo del concepto de continuidad en el libro de Swokowski (pags..
82-90). En este libro el desarrollo se hace en la ultima seccion del capitulo 2
gue se llama “Funciones continuas” esta inicia con la definicibn de
continuidad de una funcion en un punto y estd acompafiada de una figura
para dar una explicacibn geométrica. El primer ejemplo que se trabaja es
para demostrar la continuidad de los polinomios y las funciones racionales.

Después hay una figura que muestra diferentes tipos de discontinuidades
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(salto, infinita y evitable). Se da la definicion de una funcién continua en un
intervalo cerrado. El primer teorema en esta seccion es el teorema 4 y solo
se demuestra la continuidad de dos funciones continuas en un punto. El
siguiente teorema que aparece en esta seccion es:
Teorema 11. Si f y g son continuas tales que lim,_,,g(x) =b, y si f es
continua en b, entonces

lim £(g(x)) = f(b) = f (lim g(x)).
Su demostracion se da en un apéndice y se menciona que se usa para
demostrar otros teoremas. En el libro de Spivak este teorema esta como
ejercicio y en el de Apostol no se menciona. El siguiente teorema que
aparece es el teorema 5. El cual no esta demostrado y se utiliza en la
solucién de un ejemplo. Después esta el teorema 10, también sin demostrar
pero con una grafica que lo explica. El dltimo teorema que se menciona y se
demuestra por contradiccién es el siguiente:
Teorema 12. Sin una funcién f es continua en un intervalo y no tiene ceros
en él, entonces f(x) > 0 o bien f(x) < 0 para todo x en el intervalo.
También esta el siguiente corolario:
Corolario 1. Sea P(x) = a,x™ + a,_1x" 1 + -+ a;x + a, un polinomio. Si
los nimeros reales ¢ y d son sucesiones sucesivas de la ecuacion

A X"+ a1 x" 1+t ax+ay=0
Entonces los valores de P(x) para x en el intervalo abierto (c,d) son todo
positivos, o bien, todos negativos.
El capitulo finaliza con la aplicacién del corolario anterior para encontrar
donde el polinomio de Legendre de tercer grado P(x) = 3(sx*-3x) €s positivo
0 negativo.
El desarrollo del concepto de continuidad en el libro de Stewart (pags.. 119-
127). El tema de continuidad esta en la seccion 2.5 llamada “Continuidad” la
cual inicia con la definicién de “continuidad de una funcion” acompafiada de
una figura, en este libro se hace relacion del concepto de continuidad con
fendmenos fisicos lo cual no sucede en los libros anteriores o sucede poco,
después se da la definicion de continuidad desde la derecha o izquierda de

un punto y se define continuidad de una funcién en un intervalo. El primer
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teorema que se menciona es el teorema 4y sélo se demuestra continuidad
de la suma de funciones continuas en un mismo punto, el siguiente teorema
es sobre la continuidad de polinomios y funciones racionales el cual esta
demostrado. El siguiente teorema que se menciona y no se demuestra es:
Teorema 13. Los tipos siguientes de funciones son continuas en todo
namero en sus dominios:

Polinomios, funciones racionales, funciones raiz, funciones trigopnométricas,
funciones trigonomeétricas inversas, funciones exponenciales, funciones
logaritmicas.

Después esta el teorema 11 su demostracion aparece en un apéndice y se
aplica en un ejemplo, inmediatamente esta el teorema 5 y esta demostrado.
Y por ultimo esta el teorema del valor intermedio sin demostrar y

acompafnado de dos figuras que lo ilustran.

4.2.1 Configuraciones epistémicas respecto al concepto de continuidad
A continuacién se presentaran las configuraciones epistémicas de demostraciones

de teoremas que aparecen en los libros, antes de mostrar la configuracion se
escribird el teorema con su demostracion y se mencionard de que libro se esta
considerando.

El siguiente teorema se trabaja en los cuatro libros en el de Spivak esta escrito y

demostrado de la siguiente manera:

Teorema Si g es continua en a, y f es continua en g(a) entonces f o g es continua
en a. (Obsérvese que se requiere que f sea continua en g(a) no en a).
Demostracion: sea € > 0. Queremos hallar un § > 0 tal que para todo x
Si|x —al < é entonces |(fog)(x) — (feog)(a)] <e,
es decir, [f(g(x)) — f(g(a@)| < e

Tendremos que aplicar primero la continuidad de f para estimar como de cerca
tiene que estar g(x) de g(a) para que se cumpla esta desigualdad. Puesto que f
es continua en g(a), existe un §’ > 0 tal que para todo y,

(1) Sily —g(@)l < &', entonces |f(y) — f(g(@)| < &

En particular, esto significa que
(2) Si|g(x) — g(a)] < &', entonces |f(g(x)) — f(g(a))| < e.
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Aplicamos ahora la continuidad de g para estimar como de cerca tiene que
estar x de a para que se cumpla la desigualdad |g(x) — g(a)| < ¢'. El
ndmero 6’ es un ndamero positivo como cualquier otro nimero positivo;

podemos, por lo tanto, tomar 6’ como el ¢ (!) de la definicién de continuidad

de g ena.
Deducimos que existe § > 0 tal que para toda x,
(3) Si |x —a| < &, entonces |g(x) — g(a)| < 6" .
Combinando (2) y (3) vemos que para todo x,
Si |x — a| < &, entonces |f(g(x)) — f(g(@)| < e.m
La configuracién epistémica de esta demostracion puede estar conformada como lo
muestra la siguiente figura:
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Figura 4.8 Configuracion epistémica sobre la continuidad de la composiciéon de funciones

continuas

Lenguaje:
Simbalico:
fog

If(x) = f(a)l
<ée¢

|(fo g)(x)
- (feg)(@)

<e€

lf(g(x)) —
flg@)l <e.

Situacion: Entender la demostracion

Definiciones/conceptos:
Previas: valor absoluto, limite de una funcién, composicion de funciones

Expr%

y
sop07

Propiedades/proposiciones:

Previos:

Emergentes:

1.Sia=byb = centoncesa = ¢

2. Si P(x) es cierto para todo x € A entonces P(x) es cierto paratodo x € B
conBc A

Regulan
el uso

Procedimientos: Demostracion directa utilizando la definicién de continuidad
P1) Como parte del andlisis, escribir la definicidn de continuidad de f o g en a
P2) Aplicar la continuidad de f en g(a)

P3) Restringir la continuidad de f en g(a) a la imagen de g.

P4) Aplicar la definicién de g en a

P5) Aplicar la propiedad emergente 1 para deducir la continuidad de f o g en a.

Argumentos:

Tesis: Si g es continua en a, y f es continua en g(a) entonces f o g es
continua en a.

R1) Partir de la definicion de continuidad de f o g en a.

Sea ¢ > 0 (el cual es un elemento genérico) queremos hallar un § > 0 tal que para todo
x Si|x —al| < §entonces |(fog)(x) — (fog)(@)] <,

es decir, |f(g(x)) — f(g(a))| < e.

R2) Sea € > 0 Puesto que f es continua en g(a), existe un § > 0 tal que para todo y, si
ly — g(a)| < &', entonces |f(y) — f(g(a))| < e.

R3) Restringiendo la continuidad de f en g(a) a la imagen de g se tiene:

Si|g(x) — g(a)| < &', entonces |f(g(x)) - f(g(a))| <e.

R4) Como g es continua en a, para §' > 0 existe § > 0 tal que:

Si|x —al < &', entonces |g(x) — gla)| < &'

R5) Aplicando la propiedad emergente 1 se puede deducir la continuidad de f o gena
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El mismo teorema esta demostrado en el libro de Apostol (pag. 173) de la siguiente
manera:
Teorema Suponiendo que v es continua en p y que u es continua en ¢, siendo
q = v(p), la funcion compuesta f = u o v es continua en p.
Demostracion. Puesto que u es continua en g, para todo entorno N,[u(q)] existe
un entorno N,(q) tal que

u(y) € N1[u(q)] siempre que y € N,(q) 1)
Pero g = v(p) y v es continua en p, de modo que para el entorno N,(q) existe otro
entorno N;(p) tal que

v(x) € N,(q) siempre que x € N3(p) 2
Si ponemos y = v(x) y combinamos (1) y (2) encontramos que para todo entorno
N;(u[v(p)]) existe un entorno N;(p) tal que:

ulv(x)] € N;(u[v(p)]) siempre que x € N5(p),
O, dicho de otro modo, puesto que f = u[v(x)],
f(x) € Ni[f (p)] siempre que x € N3(p).

Esto significa que f es continuia en p como se afirmo.m

En este caso los elementos que componen la configuracion epistémica son:
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Figura 4.9 Configuracion epistémica de la demostracién de la continuidad de la composicién

de funciones continuas del libro de Apostol

| Situacion: Entender la demostracion

Definiciones/conceptos:
Previas: Continuidad de una funcién en un punto, entorno, composicion de funciones
Expresa\ | Propiedades/proposiciones:

Previos:

y
soporta Emergentes:
1.Sia=byb = centoncesa = ¢

2. Si P(x) es cierto para todo x € A entonces P(x) es cierto paratodo x € B

conBC A
Procedimientos: Modus ponendo ponens (P—Q)A P) - Q
Lenguaje: P1) Utilizar la continuidad de u en q
Relg“lan P2) Utilizar la continuidad de v en p considerando q = v(p)
Simbélico: €L uso | p3y Utilizar la propiedad l6gica emergente 1.
q=v(p)
f =UovV
Ny [u(@)]
Ny [u(v(p))]. Argumentos:

Tesis: Si v es continua en p, y u €s continua en g, siendo g = v(p), la funcion
compuesta f = u o v €S continua en p
R1) Como u es continua en q, para todo entorno N, [u(q)] existe un entorno
N,(q) tal que:
u(y) € Ny[u(q)] siempre que y € N,(q)
R2) Como v es continua en p considerando g = v(p) entonces para el entorno
N, (q) existe otro entorno N;(p) tal que:
v(x) € N,(q) siempre que x € N;(p)
R3) Poniendo y = v(x) se encuentra que para todo entorno N;(u[v(p)])
existe un entorno N;(p) tal que
u[v(x)] € Ny (u[v(p)]) siempre que x € N3(p)
O, dicho de otro modo, puesto que f(x) = u[v(x)],

f(x) € Ni[f (p)] siempre que x € N3(p).
R4) Conclusion la tesis es cierta.
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El siguiente teorema esta demostrado en el libro de Apostol.

Teorema Conservacion del signo de las funciones continuas.

Sea f continua en ¢ y supongamos que f(c) # 0. Existe entonces un intervalo
(c —6,c+ 6) en el que f tiene el mismo signo que f(c).

Demostracion. Supéngase f(c) > 0, en virtud de la continuidad, para cada € > 0

existe § > 0 tal que:
fl@o)—e<f(x)<f(c)+esiemprequec—56<x<c+39.

f©

Tomando el & correspondiente a £€="—" (esta ¢ es positiva) entonces la

desigualdad anterior se transforma en:
%f(c) <flx)< %f(c) siemprequec -8 <x<c+3d.

De aqui se deduce que f(x) > 0 en este intervalo y por tanto f(x) y f(c) tienen el

_f©

mismo signo. Si f(c) <0 se toma § correspondiente a ¢ = .

y se llega a la

misma conclusion. m
Para esta demostracion los elementos que componen la configuracién epistémica

son.

52



Figura 4.10 Teorema de conservacion de signos en funciones continuas

Lenguaje:

Simbélico:

fle)>0

e>0

fle)—¢
< flx)
<fle)+e

e==£().

y
Sopo

Expr%

Situacion: Entender la demostracion

Definiciones/conceptos:
Previas: Continuidad de una funcidn en un punto, valor absoluto

7

el

Regulan

Propiedades/proposiciones:

Previos:

1. Tricotomia de los nimeros reales

2.Si|x—al <centoncesa—c<x<a+ccon{a,b,c} SR
3.Si[(@avb)A-b] > a

4,Sia>0yb > 0entoncesab > 0con {a, b} € R

5.Sia>byb < centonces a < ccon {a,b,c} SR

6.Sia<0yb < 0entoncesab > 0con{a,b} S R

Emergentes:

1. Sea f continua en ¢ y supongamos que f(c) # 0. Existe entonces un
intervalo (c — &, c + &) en el que f tiene el mismo signo que f(c)

uso

Procedimientos: Demostracion de existencia por construccién
P1) Utilizar la hip6tesis para construir el elemento que se busca
P2) Verificar que el elemento construido cumpla la propiedad que se menciona en el

teorema.
Argumentos:
Tesis: Sea f continua en ¢ y supongamos que f(c) # 0. Existe entonces un

intervalo (c — &, c + &) en el que f tiene el mismo signo que f(c)

R1) Por hipotesis se tiene que f(c) # 0 entonces por la propiedad de
tricotomia y el modus tollendo tollens se tiene que f(c¢) > 00 f(c) <0, se
supone que f(c) > 0.

R2) Como f es continua en ¢ entonces por definicion de continuidad se tiene
que para € > 0 existe 6 > 0 tal que:

Si|x — c| < & entonces |f(x) — f(c)] < € (¥)

Utilizando la proposicion 2 en la Gltima desigualdad se tiene:

fle)—e<fx)<f(c)+esiemprequec—6<x<c+4§

R3) Como f(c)>0 vy ; > 0 aplicando la proposicion 4 a estas dos
desigualdades se tiene que:

&= %f(c) >0

Sustituyendo este € en la desigualdad (*) se tiene que:

%f(c) <fx)< %f(c) siemprequec = <x<c+§6
R4) como f(c) >0 yé > 0 entonces por la proposicion 4 %f(c) >0
R5) Como if(c) <f(x)y if(c) > 0 por la proposicion 5 se deduce que
f(x) > O0siemprequec -6 <x <c+§6.
R6) Por lo tanto se concluye que f(x) y f(c) tienen el mismo signo en el
intervalo (¢ — §,c + 9).
R7) Si f(c) <0 se toma § correspondiente a ¢ = —%f(c) y de manera

analoga se llega a la misma conclusion.
Conclusién La tesis es verdadera.
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5 Conclusiones y Comentarios

5.1 Conclusiones

Méas que un analisis de libro de texto este trabajo es un analisis de las
demostraciones correspondientes a los conceptos de limite y continuidad en libros
de texto para nivel superior. Lo anterior porque no se consideran algunos puntos
como analisis fenomenoldgico, andlisis de los comentarios, de la bibliografia de
cada libro, conceptual, didactico cognitivo, etc. Este trabajo permite tener un
estudio mas fino de la demostracion con respecto a los temas de limite y
continuidad al considerar tantos elementos.
También es importante mencionar que de acuerdo al objetivo planteado (obtener
las principales caracteristicas de los tratamientos de la demostracién de teoremas y
solucion de problemas correspondientes al tema de limite y continuidad de calculo
diferencial en libros de texto universitarios.), el trabajo no busca dar el significado
institucional de demostracion, tampoco el de limite ni el de continuidad, ya que
hacer esto implica un andlisis mas amplio sobre los libros y aqui el analisis se hizo
sobre una parte de los libros, las demostraciones y las soluciones de los
problemas.
Después de generar las configuraciones se tiene las siguientes caracteristicas de
las demostraciones y soluciones de los problemas en el bloque de limites y
continuidad. Los procedimientos mas utilizados en la demostracion y solucién de
problemas de los libros son:

e Método de Analisis-sintesis.

e Reduccioén al absurdo.

e EXxistencia o por construccion

e Modus ponendo ponens

e Demostracion directa
El método de andlisis-sintesis se utiliza de diferentes maneras. Algunas veces es
mas explicito mostrando tanto el analisis como la sintesis, otras ocasiones solo se
muestra la sintesis. El libro de Spivak es el que trabaja de manera mas comun

ambas partes tanto el andlisis como la sintesis. Esta manera permite tener
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presente mas ideas para entender la demostracion, pues cuando so6lo se muestra
la sintesis el lector debe deducir por si mismo la parte de andlisis. Por otro lado en
los libros no siempre se menciona el procedimiento que se seguird en la
demostracion, con lo cual el lector debe conocer el procedimiento para entender la
argumentacion utilizada.

Las proposiciones mas utilizadas dentro de las demostraciones son practicamente
de tres tipos: las que tienen que ver con las propiedades de los numeros reales, las
gue tienen que ver con légica y las que son propias del analisis mateméatico
(propiedades de funciones, teoremas, corolarios, lemas, etc.).

Respecto a las que tienen que ver con las propiedades de los numeros reales
algunos ejemplos son:

e Existencia del inverso aditivo y multiplicativo, existencia del neutro aditivo y
multiplicativo, propiedad distributiva, propiedad conmutativa de la suma y
multiplicacion.

e Propiedades con valor absoluto.

e Propiedades con desigualdades.

Las proposiciones ldgicas mas utilizadas son:

e Sia=byb= centoncesa=c

e Si[(avb)A-=b]l->a

e =9 =0@A9)

En general muchas de estas proposiciones no se mencionan y se utlizan de
manera implicita y, en particular, hay algunas propiedades emergentes en las
demostraciones que no se mencionan en los libros y que son propias del Andlisis
Matematico, como por ejemplo la proposicion emergente 1 de la CE de la Figura
4.7.

El lenguaje mas utilizado es el simbdlico, aunque también se apoyan en figuras.
Respecto a la argumentacion se puede observar que en la mayoria de las
demostraciones y soluciones no se mencionan todas las relaciones que se dan
entre los objetos matematicos y que la estructura del modelo de Toulmin (datos,
garantia, conclusion) estd de manera implicita.

En la argumentacion al considerar los esquemas de prueba de Harel y Sowder. Los

tipos de esquemas que en general aparecen son axiomaticos, principalmente en
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los libros de Spivak y Apostol. Por otro lado durante la generaciéon de las
configuraciones se pudo observar que en demostrar implica que para pasar de lo
general a lo general se utilizan como puente lo particular considerando elementos
genéricos. Esto es que para trabajar la demostracion se utilizan objetos particulares
(como €>0,x,6,f, etc.) que representan algun objeto matematico (como un
numero positivo, cualquier numero, una funcién, etc.), a los cuales se les aplican
proposiciones para concluir algo general. Esta situacion es compleja porque
aparece el problema de que si la representacion es de un elemento concreto o bien
del concepto en general. (Font, 2007). Lo anterior se resaltd en las configuraciones
generadas en la seccién de argumentacion al resaltar los elementos genéricos que
aparecian. Por ultimo en la seccion de argumentacion aparece el esquema de
argumentacion de Toulmin ver  Figura 2.2.1 Esquema de argumentacion de Toulmin.
Ya que la argumentacion es una cadena implicaciones l6gicas con estructuras de
esquemas de argumentacion de Toulmin (datos, por que, por tanto).

De aqui que la siguiente configuracidn epistémica puede englobar las

caracteristicas de las configuraciones epistémicas generadas:
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Figura 5.1 Caracteristicas de las configuraciones respecto al tema de limites y continuidad

Lenguaje:
Simbélico:

Gréfico

Situacion: Entender la demostracion o solucién

Definiciones/conceptos:
valor absoluto, relacionados a funciones, limite, continuidad

Expresal

y
sop07

Propiedades/proposiciones:

! 1. Propiedades de los nimeros reales
3. propiedades propias del anélisis
2. Propiedades légicas

Procedimientos:
1. Anélisis-sintesis.

Regulan
el uso

2. Existencia por construccion
3. Modus ponendo ponen
4, Demostracion directa (por definicion)

5.2 Comentarios.

Argumentos:

En la argumentacion utilizada en las demostraciones, de acuerdo a la
clasificacién de los esquemas de prueba de Harel y Sowder (1998), se utilizan
los esquemas de prueba axiomaticos. Donde la argumentacién es una cadena
de implicaciones ldgicas, las cuales tienen una estructura que corresponde a un
esquema de argumentacion de Toulmin (Datos, Por Que, Por tanto).

A continuacion se enlistan algunas observaciones respecto a la forma en que se

presentan los conceptos en los libros.

e De manera congruente con el desarrollo histérico del concepto de limite

como se ve en el trabajo de Medrano y Pino (2016) algunos libros inician con

una idea intuitiva del limite y trabajan con ésta hasta poder presentar una

definicion formal. Lo cual muestra la relacién entre la génesis de un

concepto y su ensefianza, que aunque no es el fin de este trabajo no deja de

ser interesante, ya que ayuda a entender el desarrollo del concepto de limite

en los libros de texto.

e Spivak (2003), cuando aborda la demostracion de unicidad de limite, utiliza

un lenguaje grafico que no hace referencia a la variable € y la imagen no
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considera el intervalo (I—¢, | + €) en el eje y. Esto podria generar conflictos
para el lector.

En el libro de Swokowski (1988) en la definicion formal de limite el lenguaje
gréfico que se utiliza para representar el intervalo (I — ¢, | + €) al principio no
se relaciona con el eje y, después en un ejemplo si lo hacen.

El teorema sobre la unicidad del limite de una funciéon no se menciona en los
libros de Stewart (2008), Swokowski (1988) y Apostol (2007). Esto da pie a
las siguientes preguntas: ¢Los alumnos seran conscientes de esta
proposiciéon? y ¢por qué en un libro menciona una proposicion como
teorema y en los otros no existe comentario alguno respecto de esta? Con
esto el profesor debe decidir si trabaja este teorema en clase o sélo lo
menciona o definitivamente omitirlo mostrando asi la importancia de analizar
diferentes libros de texto y esta situacién se da con muchos otros teoremas,
proposiciones, etc.

Los libros de Stewart (2008) y de Swokowski (1988) estan enfocados de
alguna forma en dar mas herramientas para calculo de limites y continuidad
al dar mas proposiciones y menos demostraciones, trabajando con mayor
peso en técnicas y mencionando mas ideas intuitivas.

Los libros de Apostol (2007) y de Spivak (2003) estudian de una manera
mas formal el concepto de limite pero de diferente forma pues el primero le
da mayor importancia al estudio de la continuidad, y es esto para lo que
utiliza principalmente el concepto de limite, mientras que el segundo estudia

el concepto de limite de manera independiente y profundizando mas.

A continuacion se enlistan algunas observaciones respecto a las configuraciones

epistémicas:

Al tener diferentes procedimientos en la misma situacién problema como fue
el caso de las dos ultimas configuraciones el lector tiene méas opciones para
entender una misma situacion problema o un profesor puede plantear mas
opciones de solucion de un mismo problema a los alumnos.

Las configuraciones epistémicas permiten hacer explicitos los objetos
matematicos que se utilizan, y no se mencionan, en un texto matematico.

Principalmente las proposiciones, procedimientos y argumentos.
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Con la configuracion epistémica de una situacion problema los profesores
podrian verificar de manera mas puntual los objetos matematicos en los
cuales los alumnos tienen mayor dificultad de manejo. Los profesores
también pueden tener presentes los conocimientos previos que los alumnos
deben tener para poder leer y entender la demostracion.

Generar las configuraciones epistémicas de una misma demostracion de un
considerando diferentes libros, permite diversificar el lenguaje matematico y

el procedimiento.

Algunas preguntas que quedan pendientes por abordar son:

¢, Como se pueden aprovechar las configuraciones epistémicas generadas
en el analisis de libros de textos matematicos para ensefianza de limite y
continuidad de una funcion?

¢Dada una configuracion epistémica del desarrollo de una proposicion se
puede replantear la situacion problema que la genera para proponer nuevas
situaciones didacticas que faciliten la demostracion?

¢, Con las configuraciones epistémicas respecto a los conceptos de limite y
continuidad se pueden identificar los conflictos cognitivos y semioticos de los
estudiantes respecto a dichos conceptos?

¢, Como se pueden utilizar las configuraciones epistémicas respecto a los
conceptos de limite y continuidad para trabajar el significado personal de
dichos conceptos en los alumnos?

¢, Cudl es el significado institucional de referencia de la demostracion en el
concepto de limite y continuidad en el nivel superior?

¢ Qué practicas, objetos y procesos matematicos ponen en juego el
estudiante para resolver un tipo de tareas matematicas? (Significado

personal)
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