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RESUMEN

Este trabajo presenta una propuesta didactica centrada en la construccion de objetos, como una
estrategia para la asignatura de Algebra Lineal a través de la realizacién de diez proyectos de final de
tema o subtema, denominados practicas en el desarrollo de esta tesis y que incluyen la construccion
de igual cantidad de objetos relativos a los temas; nimeros complejos, matrices y determinantes,
sistemas de ecuaciones lineales, espacios vectoriales y transformaciones lineales. La revisién y el
analisis de la literatura sobre la problematica de la ensefianza y el aprendizaje de la materia, aunado a
las caracteristicas propias de la estrategia didactica a emplear como objetivo del trabajo, conducen a la
seleccion de la Teoria de las Representaciones Semiéticas de Raymond Duval como la teoria de base
para las actividades que se proponen. Se utilizan diferentes representaciones semiéticas de los
conceptos en las actividades relativas a cada una de las diez practicas de la propuesta. La planeacion
didactica del trabajo toma como referencia los lineamientos para la instrumentacion didactica por
competencias y el programa oficial de estudios del Tecnoldgico Nacional de México que esta disenado
con un enfoque basado en competencias. Se especifican las representaciones semibéticas usadas en el
desarrollo de las actividades de cada practica y se incluye el analisis de las aportaciones de cada
actividad propuesta al alcance de los indicadores de las competencias genéricas y especificas de los
temas. Finalmente, con las diez practicas del trabajo se cumple con el objetivo de mostrar ampliamente
y de manera documentada que es posible utilizar la construccién de objetos en todos los temas de la
asignatura de Algebra Lineal, quedando para trabajos futuros la investigacién sobre los resultados de su
aplicacion en algun grupo de acuerdo a las condiciones de tiempo y caracteristicas propias de los
estudiantes.

(construccion, semidticas, practica, rabrica)



SUMMARY

This work presents a didactic proposal focused on the construction of objects, as a strategy for the
subject of Linear Algebra through the realization of ten projects of end of topic or subtopic, called
practices in the development of this thesis and that include the construction of equal number of objects
related to the topics; complex numbers, matrices and determinants, systems of linear equations, vector
spaces and linear transformations. The review and analysis of the literature on the problem of teaching
and learning of the subject, together with the characteristics of the didactic strategy to be used as an
objective of the work, lead to the selection of Raymond's Theory of Semiotic Representations Duval as
the basic theory for the activities that are proposed. Different semiotic representations of the concepts
are used in the activities related to each of the ten practices of the proposal. The didactic planning of the
work takes as reference the guidelines for the didactic instrumentation by competences and the official
program of studies of the National Technological Institute of Mexico that is designed with a competency-
based approach. The semiotic representations used in the development of the activities of each practice
are specified and the analysis of the contributions of each proposed activity is included within the scope
of the indicators of the generic and specific competences of the subjects. Finally, with the ten work
practices is fulfilled the objective of showing widely and in a documented manner that it is possible to
use the construction of objects in all the topics of the subject of Linear Algebra, being for future work the
research on the results of its application in some group according to the conditions of time and
characteristics of the students.

(construction, semiotics, practice, rubric)
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1. INTRODUCCION

La asignatura de Algebra Lineal es uno de los cursos de matematicas que se incluyen en todos
los planes de estudio de las carreras de ingenieria que se imparten en el Tecnolégico Nacional de
México (TecNM) y de manera general en los programas de ingenieria de las universidades mexicanas.

En este trabajo de tesis se plantea una propuesta didactica centrada en la construccion de
objetos para el aprendizaje de los temas de esta asignatura, tales como niumeros complejos, matrices y

determinantes, sistemas de ecuaciones lineales, espacios vectoriales y transformaciones lineales.
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Se propone la construccién de un total de diez objetos, distribuidos de la siguiente manera; un
objeto para el tema de numeros complejos, cuatro objetos para matrices y determinantes, dos para

sistemas de ecuaciones, dos para espacios vectoriales y uno para transformaciones lineales.

La construccion de cada objeto constituye generalmente las primeras dos o tres actividades de
un grupo de diez actividades que se proponen como proyecto final de tema o subtema, mismo que en
este trabajo se nombra solo como practica, en virtud de que la asignatura se imparte normalmente en
los primeros semestres y se deja el término proyecto para los de mayor impacto que el estudiante
realizara en semestres mas avanzados de su carrera. Cada practica a su vez, tiene un titulo acorde a

las actividades que se le solicitan al estudiante realizar como parte de su proceso de aprendizaje.

Se toma como referencia el programa oficial de estudios del TecNM que esta disefiado con un
enfoque basado en competencias y por esta razon se incluye para cada tema las competencias
especificas y genéricas a desarrollar establecidas en dicho programa. Es decir, se asumen como
totalmente adecuadas a los contenidos tematicos de la asignatura, y con base en ellas se proponen las
actividades en las practicas y el consecuente analisis de la pertinencia de las mismas.

Asi mismo, para los fines de este trabajo, se incluyen también los llamados indicadores de
alcance de las competencias a considerar en la planeacion didactica. Es importante mencionar que, los
indicadores que se incluyen en el trabajo son a titulo personal y que pueden ser diferentes,
dependiendo de la interpretacion del profesor que imparte la asignatura, aunque lo ideal es que se

propongan de manera colegiada por un grupo de profesores.

La teoria de aprendizaje que soporta la planeacion de las actividades en el trabajo, es la teoria
de las representaciones semibticas, asi en cada practica, para cada concepto matematico involucrado,
una vez construido el objeto, las actividades que se proponen se orientan a que el estudiante utilice los
objetos construidos para realizar actividades con distintas representaciones semiéticas con la intencién

de propiciar y mejorar su aprendizaje.
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Para cada una de las practicas propuestas, se incluye una seccidén correspondiente al analisis
de las actividades que se proponen, valoradas de acuerdo a sus aportaciones al alcance de las
competencias especificas, genéricas, indicadores de alcance, vinculacion con el contexto cotidiano del
estudiante, uso de las tecnologias de informacion y comunicacion (TIC’s).

En el trabajo, se incluye también para fines de la evaluacion de las actividades que se
proponen, la correspondiente rubrica de cada practica, como el instrumento de evaluacion del reporte
escrito que el estudiante elabora y entrega en un archivo electrénico (en WORD o PDF) o impreso y
que contiene el texto y las imagenes que documentan la realizacion de cada actividad de cada una las

practicas propuestas.

Ademads, debido al tiempo necesario para realizar las actividades que se proponen, y por el
volumen de trabajo que implica su desarrollo, se sugiere que se trabajen las actividades por equipo y
en horas distintas a las de la clase, propiciando asi el aprendizaje colaborativo.

Finalmente es de resaltar que, es el profesor que imparte la asignatura quien puede
seleccionar, adaptar y decidir cuantas practicas y cuales desea realizar con su grupo de acuerdo a las
condiciones de tiempo y caracteristicas propias de sus estudiantes, la intencién de la propuesta de esta
tesis es la de mostrar de manera documentada en el contexto de la planeacién educativa, que es
posible aplicar la construccion de objetos en la didactica de todos los temas del programa oficial de la
asignatura de Algebra Lineal.

1.1 ANTECEDENTES

Los procesos de ensefianza y aprendizaje en algebra lineal, para estudiantes de fisica,
ingenieria, matematicas, pedagogia en ciencias y quimica, precisan de elementos de las teorias de
espacios vectoriales, de coordenadas y de transformaciones lineales.

La ensefanza del dlgebra lineal y, sobre todo, las dificultades de los estudiantes cuando intentan
aprender los conceptos abstractos de esta disciplina han recibido la atencién de varios investigadores.
Existen numerosos trabajos de investigacion que tratan los distintos aspectos de su ensefianza y
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aprendizaje (Sierpinska, 2000; Sierpinska et al., 2002; Dorier et al., 1997). La naturaleza epistemoldgica
del algebra lineal, los problemas con disefios didacticos y el uso de diferentes tipos de lenguajes son

algunas de las fuentes de obstaculos que se identifican en estas investigaciones.

Dorier y Sierpinska (2001) situan el problema central en que el estudiante tiene que trabajar con
conceptos matematicos de naturaleza general, pero tratados con elementos particulares, ademas de
aprender a escribir demostraciones que no le son explicativas; al no entender su naturaleza general, el
estudiante se inclina por procedimientos calculatorios que sabe manejar, pero no siempre entiende
(Robinet, 1986; Moore, 1995).

Surgidé de ahi el interés por formular propuestas didacticas especificas para el algebra lineal,
entre las que sobresale aquella disefiada con la teoria APOE, en la que se publicaron materiales de
ensefanza que ponen de manifiesto la filosofia de los autores acerca de los contenidos a incluir y su
organizacibn en un primer curso universitario de algebra lineal (Weller, Montgomery, Clark,
Cottrill, Trigueros, Arnon y Dubinsky, 2002).

En este contexto, en el caso de las carreras de ingenieria, es particularmente importante para el
estudiante, encontrar el sentido y la conexion de los temas que estudia en la asignatura de algebra lineal
con su entorno y ademas que esta aplicacion sea comprensible para €l considerando que la cursa en
sus primeros semestres, por tal motivo también resulta de interés una propuesta didactica orientada
hacia la conexion del entorno del estudiante con los temas del curso, como la que se presenta en este

trabajo.

2. MARCO TEORICO

2.1 Ensenanza y aprendizaje de las matematicas en el nivel superior

Tradicionalmente se ha considerado que el ejercicio docente a nivel universitario no se
fundamenta en un saber pedagdgico, ni didactico; en su lugar se requieren docentes con desarrollos
académicos y cientificos en un area determinada del saber. Un indicio de ello es que para seleccionar a
los profesores universitarios no es requisito la formacion en pedagogia, ni en didactica, mas bien es
indispensable la formacién como investigadores (Gonzalez 2009).
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Esta concepcidn lleva a pensar que la practica docente a nivel superior esta centrada en los
procesos de ensefianza de los contenidos (los cuales constituyen los conocimientos producidos por
otros), desconociendo de este modo los procesos de aprendizaje de los estudiantes (Gonzalez 2009).
Por ello muchas veces la practica del profesor universitario es inconsciente, es decir, sin reconocer la
importancia de su rol en el aprendizaje del estudiante, sin un fundamento pedagdgico ni didactico que
respalde su practica docente y la limitacion de lo que hicieron sus profesores cuando él fue estudiante
universitario (Gonzéalez 2009)

En el caso de las materias con un nivel de abstraccién como es el caso de las matematicas, es
necesario que el docente tenga un adecuado dominio del tema, y utilice todos los recursos y
herramientas que tenga a su alcance, o que las genere, de tal manera que le facilite al alumno la
comprensién de los temas cuyo nivel de abstraccion sea superior, de esta manera conseguir un mejor

resultado, logrando que el estudiante comprenda y domine los temas esperados (Gonzalez 2009).

2.2Teorias del aprendizaje

La base tedrica de conceptos relativos a las teorias de aprendizaje es muy amplia y en esta
seccion se incluye unicamente informacion sobre dos de estas teorias. La teoria de las
representaciones semioticas es la que se usa como referencia para proponer las actividades de la
propuesta didactica de esta tesis y la teoria APOE se ha incluido para mostrar otra teoria que
resulta interesante para realizar un trabajo futuro. Ademas, en la literatura es mayor la cantidad de
trabajos de investigacion sobre esta teoria aplicada al aprendizaje del Algebra Lineal. Sin embargo,
para el objetivo de este trabajo, la Teoria de representaciones es mas natural y directa porque la
construccion de objetos que se propone se logra usando precisamente las diferentes

representaciones de un mismo concepto.

2.2.1Teoria de las Representaciones Semioticas

Para tener acceso al conocimiento matematico es necesario que los objetos sean
representados de diferentes formas, segun Raymond Duval creador de esta teoria. El autor sostiene
que todo acceso a los objetos matematicos (ecuaciones, funciones, etc.) pasa necesariamente por las
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representaciones semioticas. Sin embargo, no se puede confundir nunca un objeto matematico y su

representacion, el objeto puede tener otras tantas representaciones diferentes de las que uno ve.

El enfoque tedrico de Duval afirma que los objetos matematicos no son directamente accesibles
a la percepcién humana o a la experiencia intuitiva inmediata. Sosteniendo, por un lado, que la
aprehension de los objetos matematicos no puede ser otra cosa que aprehensiéon conceptual y, por
otro, que solamente por medio de las representaciones semioéticas es posible una actividad sobre los
objetos matematicos. Ademas, afirma que un concepto se va construyendo mediante tareas que
impliquen el uso de diferentes sistemas de representacién y promuevan la articulacion coherente entre
representaciones. En la misma obra Duval hace notar que las representaciones semiéticas no solo son
indispensables para fines de comunicacion, sino que son necesarias para el desarrollo de la actividad
matematica misma (Garcia 2014).

Hitt (2000) afirma que el conocimiento de un individuo sobre un concepto es estable si es

capaz, sin contradicciones, de articular diferentes representaciones de este.

Duval define las representaciones semibticas como producciones humanas constituidas por el
empleo de signos y que pertenecen a un sistema de representacion, el cual tiene sus propias
limitaciones de significacidon y de funcionamiento. Un enunciado en lengua natural, una figura
geométrica, una gréfica, una expresion algebraica son representaciones semiéticas que pertenecen a

sistemas semioticos diferentes.

Dicho autor sefiala que para que un sistema semiotico pueda ser un registro de representacion,

debe permitir tres actividades cognitivas fundamentales:
1. La formacién de una representacion identificable dentro de un registro dado. Por ejemplo, el

enunciado de una frase, la elaboracion de un dibujo o esquema, de una gréfica, la escritura de

una expresion algebraica, etcétera.
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2. El tratamiento de una representacion, que es la transformacion de esta representacion en el
registro mismo donde ha sido formada. El tratamiento es una transformacién interna de un

registro. Por ejemplo, la transformacidn equivalente de una expresion algebraica.

3. “La conversion de una representacion que es la transformacién en una representacion dentro
de otro registro conservando la totalidad o solamente una parte del contenido de la
representacion inicial” (Duval, 1998, p. 175). Por ejemplo, la transformacién de una expresion

algebraica en una gréfica, o viceversa).

En la actividad matematica es esencial poder movilizar y coordinar varios registros de

representaciéon semidtica en una situacion, y poder escoger entre un registro y otro.

Duval (1998) da tres razones para justificar lo anterior:
@& La conveniencia del tratamiento.
@la complementariedad de los registros. Toda representacion es cognitivamente parcial con
respecto a lo que ella representa y de un registro a otro, no son los mismos aspectos del contenido
de una situacion los que se representan.
&“La conceptualizacion implica una coordinacion de registros de representacion. El tener acceso a
varios registros es fundamental para no confundir el objeto matematico con sus representaciones, y

también para poder reconocerlo en cada una de ellas” (Duval, 1998, pp.181-182).

Duval llama semiosis a la aprehensién de las representaciones semibticas y noesis a la
aprehension conceptual. Afirma que no hay noesis sin semiosis, lo que significa que no hay acceso al

objeto matematico sino a través de sus representaciones semibticas.

2.2.2Teoria APOE

La teoria APOE (acronimo de las construcciones mentales, acciones, procesos, objetos y
esquemas), desarrollada por Dubinsky y el grupo de investigacion RUMEC (Research in Undergraduate
Mathematics Education Community) es una teoria reconocida en la comunidad de investigacion en
didactica de la matematica (Dubinsky, 1991; Arnon y otros, 2014). En ella se toma como punto de partida
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el mecanismo de abstraccién reflexiva propuesto por Piaget para describir la construccion de objetos

mentales relacionados con objetos matematicos especificos.

Las construcciones mentales de la teoria APOE, son accién, proceso, objeto y esquema; donde
las acciones son construidas por respuestas repetitivas a un estimulo; los procesos son construidos ya
sea al interiorizar acciones o al transformar procesos existentes; los objetos son construidos al
encapsular los procesos; y, en la desencapsulaciéon de un objeto, los Unicos procesos que un individuo
puede obtener son los procesos que fueron encapsulados para construir este objeto (Parraguez, M., &
Uzuriaga, V. 2014).

Consideremos un concepto matematico. Un estudiante muestra una construccién accion de
dicho concepto si las transformaciones (actividad mental reflejada en argumentos observables) que hace
sobre el concepto se realizan paso a paso, obedeciendo a estimulos que son principalmente externos,
en el sentido de que cada paso de la transformacion requiere realizarse de forma explicita y guiados por
instrucciones externas que le entregan indicaciones precisas sobre qué debe hacer.

Cuando las acciones se repiten y el estudiante reflexiona sobre ellas y deja de depender de las
instrucciones externas adquiriendo control interno sobre lo que hace (o imagina), decimos que el

estudiante ha interiorizado la accion en un proceso.

La construccion mental proceso se caracteriza por que el estudiante ha alcanzado la capacidad
para imaginar la ejecucion de los pasos que debe seguir en una actividad matematica, sin tener
necesariamente que llevar a cabo cada uno de ellos explicitamente, pudiendo incluso prescindir de
alguno; mas aun, el estudiante realiza transformaciones a un objeto matematico en la mente, sin la

necesidad de ir a través de cada paso (Parraguez, M., Lezama, J., Jiménez, R., 2016).

Por otra parte, dos 0 méas procesos pueden coordinarse para construir un nuevo proceso y
ademas dicho proceso puede revertirse o generalizarse. Si el estudiante estabiliza el dinamismo propio
de un proceso en un estado sobre el cual puede aplicar acciones sin que este se derrumbe, y se logre
entender el proceso como un todo ligado —de modo que él mismo puede construir transformaciones

sobre el objeto matematico—, entonces se dice que ha encapsulado el proceso en un objeto cognitivo
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(Parraguez, M., Lezama, J., Jiménez, R., 2016). Ademas, si se necesita volver desde el objeto al

proceso que le dio origen, se dice que ha desencapsulado el objeto en un proceso.

Un esquema de un concepto matematico es una coleccion de acciones, procesos, objetos y
esquemas de otros conceptos, relacionados en la mente del estudiante como una estructura cognitiva
coherente. Para operar la teoria como marco de investigacion se requiere el disefio de un modelo pre-
dictivo, llamado descomposicion genética (DG), para explicar fenédmenos relacionados con el aprendi-

zaje de los conceptos matematicos. (Parraguez, M., Lezama, J., Jiménez, R., 2016).

2.3 Enfoque educativo basado en competencias

Como se ha mencionado en la introduccién de este trabajo la propuesta didactica toma como
referencia el programa oficial de estudios de la asignatura de Algebra Lineal del TecNM, disefiado con
un enfoque por competencias y disponible en la direccion , por lo que en esta seccion se incluyen
algunas definiciones basicas de competencias, los seis principios educativos vinculados a la planeacion
didactica. Asi mismo se muestra un mapa conceptual de la planeacién por competencias y algunos
comentarios sobre la estrategia did4ctica utilizada en la propuesta.

El concepto de competencia

Cazares Aponte y Cuevas de la Garza (2010) en su libro definen a la competencia en el ambito
educativo como “una interaccidn reflexiva y funcional de saberes —cognitivos, procedimentales,
actitudinales y metacognitivos- enmarcada en principios morales, que genera evidencias articuladas y
potencia actuaciones transferibles a distintos contextos, apoyadas en conocimiento situacional,

identificados a través de evidencias transformadoras de la realidad”.

En la definicidn anterior, el término metacognitivo se refiere a que el sujeto que aprende es consciente
de como y por qué aprendi6. El conocimiento situacional se debe a que en la competencia esta
presente un conocimiento base, pero también un conocimiento que se desarrolla en la propia aplicacion
o realizacién de determinada actividad. El enmarcado en principios morales se justifica porque en el
contexto educativo la competencia no puede estar ajena a orientaciones de caracter ético determinadas

por el bien comun. Finalmente la generacién de evidencias se debe a que la competencia es invisible,
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se infiere que se tiene o0 no a partir de resultados, es decir, en actuaciones cuyas consecuencias son

entendidas como evidencias.

Definiciones de competencias en el ambito de la educacion superior

Una competencia es una capacidad profesional que implica una construccion intelectual
culturalmente disefiada, desarrollada en un proceso formativo. Se puede ver a la competencia como la
combinacion y desarrollo dindmico de conjuntos de conocimientos, capacidades, habilidades, destrezas
y atributos de caracter intelectual y procedimental que se constituyen en un desempeno profesional

producto de un proceso educativo.

Competencias profesionales. Se van desarrollando, de manera integral, a lo largo de un
programa académico, e interactian en la realizacién de la mayoria de las tareas que se le presentan a

un sujeto en los diversos campos profesionales.

Competencias especificas. Son aquellas que en su desarrollo definen una cualificacion
profesional concreta, al sujeto en formacion, es decir, Saberes, quehaceres y manejo de tecnologias

propias de un campo profesional especifico.

Competencias genéricas. Son aquellas que se pueden aplicar en un amplio campo de
ocupaciones, y desempenos profesionales, aportan las herramientas intelectuales y procedimentales
basicas que necesitan los sujetos para analizar los problemas, evaluar las estrategias, y aportar

soluciones adecuadas.

Principios educativos para la planeacion de actividades en base a competencias

La realizacién de la propuesta didactica de esta tesis queda ubicada dentro del contexto de la
planeacidén educativa, con particular énfasis en la propuesta de actividades. En la literatura relativa al
tema de competencias, en el mismo libro mencionado en el parrafo de la definicion anterior de
competencia, los autores plantean seis principios educativos para el enfoque de competencias, mismos
que se vinculan con la planeacion de actividades como se describe a continuacion.

Todo tiene que ver
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El modelo de planeacién debe considerar que todos los componentes de la planeacién estén
vinculados al desarrollo de las competencias y, por ende, de aprendizajes contextuales, que abonen a
la construccidn de un alumno ampliamente formado para enfrentar la resolucion de problemas
concretos, y poder visualizar de manera global la insercibn de los mismos. Este principio es
fundamental para un proceso formativo eficaz, centrado en la construccion de aprendizajes en la

dimension del saber, saber hacer, saber transferir y saber ser.

La aplicacion de este principio permite distinguir cuatro tipos de aprendizaje: innovador,
significativo, productivo y de dominio. El aprendizaje innovador habilita para plantear problemas y
buscar alternativas de solucion a partir de la integracion del analisis y la sintesis en forma sucesiva; el
aprender significativamente serd necesario para utilizar lo aprendido en el abordaje de situaciones
nuevas y por tanto, para efectuar nuevos aprendizajes. Aprender productivamente es aprender a
producir nuevo saber y ser consciente de que si aprendemos a manejar la informacién que esta en
diversas fuentes, podremos socializarla mediante un trabajo grupal. El aprendizaje de dominio es el que
se refiere al “dominio” de las destrezas y conceptos, generado dentro del marco de la calidad de la

ensefanza.

Hacer consciente lo que hacemos de ordinario: reflexionar

La conciencia y la reflexion permanente son la base del crecimiento, de la mejora, de la
retroalimentacion y de la visualizacion de los alcances esperados. Son los elementos que vitalizan la
planeacién-accién, la autoconciencia de nuestras acciones y la cercania de nuestros alumnos, al
mantenernos en una actitud permanentemente reflexiva sobre la puesta en marcha de nuestra

planeacién y de los resultados que ésta produce en la pertinencia del proceso formativo.

Cuestionamiento permanente

Por parte de los alumnos porque la habilidad de cuestionarse y cuestionar es una habilidad que
tienen que desarrollar, y el docente debe cuestionarse permanentemente sobre lo que planea y las
necesidades de adecuacion de aquello que planea. ;Qué resultados estoy obteniendo con mi
planeacién? ;Es necesario adecuar algunos enfoques de las competencias de mediacion que

desarrollo? Son ejemplos de las preguntas tipicas del cuestionamiento.
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Integracion de habilidades de pensamiento

Planear cuéales habilidades de pensamiento seran las que se trabajen dentro del aula y fuera del
aula es un acompanante clave para los procesos educativos porque son un medio para alcanzar la
capacidad planteada como competencia de un curso. Por ejemplo, en una competencia central de
resolucién de problemas del entorno se puede trabajar el desarrollo de habilidades de descubrimiento
para alcanzar la capacidad esperada, pero la capacidad misma de descubrir alternativas, coherencia,
globalidad, situaciones y oportunidades, al ser empleadas como competencias de mediacién, se

pueden transformar en una competencia central y generar un fin educativo.

Sistematizar

La sistematizacion permanente de lo que se planea con lo que realmente se hace con los
alumnos es un requisito de la eficacia. Escribir las confirmaciones, los comentarios, los fracasos, los
datos informativos y las actividades incompletas, las cuestiones que sorprendan al profesor, que lo
hagan pensar que las “cosas” debieron haber sido de otra manera, en fin, todo aquello que sea de

utilidad para la mejora y reconstruccion de un curso.

Evaluar para reconstruir

Este principio es un fin para mejorar los resultados formativos del binomio maestro-alumno.
Toda planeacién estd sujeta a modificaciones y adaptaciones para lograr una reconstruccidén
permanente. Con base en la informacién obtenida de la sistematizacion se podran verificar

tangiblemente los resultados obtenidos y mejorar el ejercicio docente en lo relativo a la planeacion.

Elementos de la planeacion por competencias

En la figura 1. Se muestra un mapa conceptual cuyos bloques de conceptos contienen los
elementos de la planeacion didactica por competencias. Cabe senalar que el énfasis del contenido de
este trabajo se centra en el bloque de propuestas de actividades con sus respectivos instrumentos de
evaluacién y el correspondiente andlisis de la utilidad de las mismas para el alcance de las

competencias.
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Figura 1. Mapa conceptual de la planeacion por competencias.

La construccion de objetos en el contexto de las estrategias didacticas bajo el enfoque por

competencias

La construccion de objetos como estrategia didactica para un enfoque educativo por
competencias para educacion superior no se encuentra como tal en la literatura
(http://www.itesca.edu.mx/documentos/desarrollo_academico/compen
dio_de_estrategias_didacticas.pdf), la estrategia mas préoxima a lo que se propone seria el llamado
método de proyectos. Esta proximidad se justifica en el sentido de que el objeto que se construye es un
producto terminado y que las actividades que se proponen requieren de la aplicacion e integracién de
los conocimientos. Ademas, algunos autores (LARSON) de textos de matematicas incluyen lo que
denominan proyectos de final de seccién que esencialmente son proyectos de final de tema o subtema
con actividades cuya realizacion requiere del dominio y aplicacion de los temas en algun problema del
contexto de los estudiantes.
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No obstante, los argumentos anteriores para ubicar la construccién de objetos dentro de la
estrategia de elaboracién de proyectos, la literatura

(http://sitios.itesm.mx/va/dide2/tecnicas didacticas/aop/proyectos.pdf) reporta que, en el método de
proyectos la realizacion queda mas abierta a la iniciativa y capacidades del estudiante y la realizaciéon
del proyecto no es con instrucciones tan guiadas y orientadas como en la presente propuesta y en ese
sentido, entonces el conjunto de actividades que se proponen utilizando el objeto para las actividades o

en algunos casos para alcanzar su construccion seria mas proxima a llamarse practica.

Por lo anterior, el nombre especifico de la estrategia de construccion de objetos no esta definido
y por lo que queda como un hibrido entre llamarse proyecto o practica. Aunque, la intencién esencial del
trabajo es mostrar que es posible aplicar la construccién de objetos en los temas de Algebra lineal;
describir los objetos se proponen, las actividades que se desarrollan en torno a ellos, los instrumentos
de evaluacién y justificar su pertinencia para el desarrollo de las competencias establecidas en el
programa de estudios considerado como una referencia.

(http://www.itq.edu.mx/carreras/IngElectrica/p_materias.html)

3. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Esta propuesta didactica esta formada por un total de 10 objetos a construir como actividades
centrales correspondientes a los temas de la asignatura de Algebra Lineal, como se menciona en la
introduccién. Asi mismo, se establecen y desarrollan detalladamente, a manera de ejemplos, una serie
de actividades de aprendizaje para cada objeto construido y los programas de computo (SAC) se usan
solo como herramienta de apoyo para realizar las actividades, comprobar resultados y elaborar el
reporte escrito.

La intencion didactica de las actividades centradas en la construccién de objetos, no es
aumentar la complejidad de los temas al orientar la didactica hacia las teorias de aprendizaje que
requieren una mejor estructura del conocimiento, por el contrario, lo que se pretende es que, la
construcciéon de los objetos propuestos y la realizacion de las actividades relacionadas a los mismos,
contribuya a la conexion del estudiante con el entorno, le proporcione claridad en la interpretacion

geométrica de conceptos en el espacio geométrico y haga comprensible los conceptos abstractos.
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Es importante senalar que una gran expectativa de esta propuesta es que, la experiencia de
construccion y la realizacidon de las actividades asociadas, que se solicitan en relaciéon al objeto
construido sirvan como entrenamiento al estudiante para desarrollar las competencias necesarias para
plantear y evaluar alternativas de solucion de problemas dentro de su area de ingenieria con argumentos

técnicos cientificos.

3.1JUSTIFICACION

En los planes de estudio de las carreras del area de ingenieria, usualmente el nimero de
créditos de la asignatura de Algebra Lineal tiene asociada cierta cantidad de horas practicas. Es comun

que las horas practicas se utilicen para realizar ejercicios y resolver problemas.

Algunas instituciones cuentan en su infraestructura con el denominado Laboratorio de
Matematicas, en el cual se realizan practicas y simulaciones con equipos de cdmputo que tienen
instalados un conjunto de programas, tales como: Geogebra, Derive, Matlab, u otro similar con
poderosas herramientas para realizar graficas y operaciones de célculo matematico. Asi, las horas
practicas también se usan para desarrollar la habilidad para manejar tales programas.

Ademas, es frecuente encontrarse con estudiantes que a pesar de estar cursando una carrera
universitaria como ingenieria, tecnologia o quimica, le tienen fobia a la matematica, o la consideran

ajena a su carrera, sin importancia o sin relacién con su programa académico (Uzuriaga, V. & Martinez).

Entre sus argumentos estan: la matematica es abstracta, no tiene relacion con la realidad, la
cotidianidad o la vida diaria y menos esta presente en lo que ellos estan cursando o van a ejercer en su
vida profesional (Uzuriaga, V. & Martinez).

Ahora bien, es cierto que un adecuado laboratorio de matematicas centrado en el uso de
sistemas algebraicos computarizados (SAC) promueve el desarrollo de las competencias especificas y
genéricas de la asignatura de Algebra Lineal. Sin embargo, es de notarse también que, no es suficiente,
salvo casos excepcionales, para relacionar la realidad y la cotidianidad de la vida diaria de los
estudiantes a los temas de la materia.
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De este modo, se justifica la necesidad de elaborar una propuesta didactica orientada hacia el
acercamiento de los temas de algebra lineal a la realidad y al contexto de los estudiantes, considerando
particularmente que, en las carreras de ingenieria esta asignatura se imparte en el segundo o tercer
semestre.

En este trabajo se propone usar los SAC solo como una herramienta y centrar la didactica
empleada en la elaboracién de maquetas, esculturas, cuadros y en general en la construccién de un
objeto, en cuyo proceso de disefio y elaboracidn, se apliquen los temas tratados en las horas teoricas.

Finalmente, con esta propuesta se espera contribuir a que las expectativas de éxito en el
desarrollo de las competencias sean mayores e incluso en una gama mas amplia, porque hacer o

construir un objeto puede incluir competencias asociadas a lo artistico y a la creatividad.

3.2HIPOTESIS

Una adecuada propuesta didactica centrada en la construccion de objetos como proyecto final
de tema o subtema demuestra que es posible aplicar esta estrategia didactica en asignaturas como
algebra lineal y posibilita la investigacion sobre su efectividad en el proceso de aprendizaje.

3.30BJETIVOS

Elaborar y documentar una propuesta didactica que contiene un conjunto de actividades
centradas en la construccion de un objeto y sus correspondientes actividades de aprendizaje donde el
estudiante aplica sus conocimientos de los temas de Algebra Lineal, tales como: niumeros complejos,
matrices y determinantes, sistemas de ecuaciones lineales, espacios vectoriales y transformaciones

lineales.

4. METODOLOGIA
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En los siguientes parrafos se reproducen las actividades que se propusieron en la etapa inicial
del trabajo y que se realizaron durante el desarrollo de esta tesis. Al terminar la descripcion de las
actividades inician las secciones numeradas que corresponden con el desarrollo de la propuesta
didactica.

Investigar en la red sobre publicaciones relacionadas con; la enseianza y aprendizaje de la
materia, propuestas didacticas centradas en la construccién de objetos, y practicas de algebra lineal
para el laboratorio de matematicas.

A partir de las competencias asociadas a cada uno de los temas, establecer un conjunto de
indicadores que muestren, de manera gradual y por etapas, el proceso de construccion del
conocimiento y el desarrollo de las mismas, y con base a estos indicadores valorar la aportacion de las
actividades que se proponen para alcanzarlas. Asi mismo, estos indicadores serviran para realizar,
cuando asi sea el caso, una evaluacion comparativa entre lo encontrado en las publicaciones y la
presente propuesta para decidir si se modifica o descarta alguna de las actividades que se propongan y
hacer las referencias adecuadas.

Considerar inicialmente la construccion de los siguientes diez objetos que se relacionan con los
temas mostrados en la tabla 1. Considerando siempre la posibilidad de reemplazar alguna, si fuera
necesario por motivos de que en el desarrollo de la tesis se publique algo semejante y con esta accion

conservar el caracter original de la propuesta.

OBJETO A TEMA

CONSTRUIR RELACIONADO DESCRIPCION Y UTILIDAD

o Tablero de lamina lisa y un conjunto de
Tablero metalico - »
; _ flechas que se fijan en el tablero por accion
representando al Numeros complejos _ . )
_ de imanes para realizar las operaciones con
plano complejo i _
nameros complejos.

. Tablero de lamina con piezas moviles que se
Tablero metalico, . N _
fijan por accion de imanes para calcular el

piezas mdviles para Matrices y ] ] L -
_ . _ area de poligonos por division en triangulos y
construir poligonos Determinantes L _ _
aplicacién del determinante de una matriz de
de 3,4,5,.. lados

2X2
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Escultura de un
robot con
paralelepipedos

Matrices y

Determinantes

Maqueta de una escultura de un robot
construido por diferentes paralelepipedos
cuyo volumen se calcula aplicando el

determinante de una matriz de 3 X 3.

Cajita de mensajes
en codigo

Matrices y

determinantes

Cajita de mensajes en coédigo para
felicitaciones con distintos motivos o juego de
tarjetas con frases de matematicos ilustres
en coédigo, cuyo descifrado requiere la

aplicacién de la matriz inversa.

Cajita con tarjetas
perforadas

Matrices y

determinantes

Cajita de tarjetas con perforaciones para

efectuar permutaciones y calcular

determinantes de hasta de orden 5.

Maqueta de Arcos
parabdlicos con

segmentos rectos

Sistemas de

ecuaciones lineales

Maqueta de un domo de armaduras de arcos
parabolicos cuyo proceso de disefio vy
construcciéon implica la solucibn de un

sistema de ecuaciones lineales.

Icosaedro

Sistemas de

ecuaciones lineales

Icosaedro de materiales a eleccion del
estudiante y que se utiliza para actividades
de aprendizaje relacionadas con la
interpretacion geométrica de la solucién de
sistemas de ecuaciones.

Poliedro en forma
de piramide

Espacios Vectoriales

Poliedro en forma de pirdmide para la
interpretacion geométrica de subespacio
vectorial, combinacion lineal e independencia

lineal.

Torre de un proceso
de

ortonormalizacion

Espacios vectoriales

Escultura tipo torre del proceso de
ortonormalizacion de Gram- Schmidt para

vectores de tres componentes.

Tablero con una
pieza en forma de

tortuga

Transformaciones

lineales

Tablero con un objeto tridimensional en
forma de una tortuga cuya proyeccion sobre
el tablero se mueve y coloca en distintas
posiciones para identificar las matrices de las

transformaciones lineales correspondientes.

Tabla 1. Descripcion de los 10 objetos a construir en la propuesta.
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Para cada objeto construido, definir y disefar las actividades relacionadas que el alumno debe
realizar para aplicar la teoria y desarrollar sus competencias sobre los temas.

Para cada actividad definir y realizar las actividades que se sugiere el alumno debe realizar con
programas de computo, de uso libre, para incorporar el uso de esta tecnologia en el desarrollo de las
actividades. Documentar la realizaciébn de la construccion, los célculos en las actividades y la

elaboracidn del reporte escrito de cada actividad.

Elaborar un cuadro resumen de los indicadores de alcance de las competencias asociadas a
cada actividad propuesta e identificar la teoria de aprendizaje que le corresponde con fines de
evaluacion de su pertinencia. Establecer las conclusiones del desarrollo de la propuesta y terminar la

redaccion y documentacion de la misma.

4.1Un objeto a construir, fundamentos y actividades para el tema de Numeros
Complejos

4.1.1 Competencias especificas y genéricas
Competencia especifica del tema de numeros complejos

Utiliza los numeros complejos, sus representaciones y las operaciones entre ellos para tener
una base de conocimiento a utilizar en ecuaciones diferenciales y en diferentes aplicaciones de

ingenieria.

Competencias genéricas asociadas al tema

E Capacidad de abstraccion, andlisis y sintesis.
Capacidad para identificar, plantear y resolver problemas.
Capacidad de aprender y actualizarse permanentemente.
Capacidad de trabajo en equipo.

Habilidades basicas en el uso de la computadora (uso de Sistemas Algebraicos Computarizados
SAC).
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Indicadores de alcance de las competencias.
La tabla 2 contiene una propuesta de indicadores que el estudiante debe alcanzar de manera

gradual en su proceso de construccion del conocimiento necesario para alcanzar la competencia

especifica.

Valor del

Indicadores de alcance

indicador
A) Expresa los numeros complejos en las distintas formas de representacién (estandar, 159
trigonométrica, polar y exponencial). °
B) Representa graficamente los numeros complejos a partir de sus diferentes 159
representaciones. ’
C) Realiza operaciones con los numeros complejos (suma, resta, multiplicacion, 409,
division, potenciacion y radicacion) en sus diferentes formas de representacion. °
D) Resuelve ecuaciones polindbmicas que involucren nimeros complejos. 20%
E) Valora la importancia de los numeros complejos en las aplicaciones actuales en el 10%
area de ingenieria y reconoce las aportaciones histéricas desde su origen.

Tabla 2. Indicadores de alcance de las competencias del tema de niumeros complejos.

4.1.2 Fundamentos teoricos

En esta seccién se incluye la base teérica de los conocimientos sobre el tema de
numeros complejos, que los estudiantes deben de tener para realizar las actividades que
se proponen, con el fin de que el profesor, que considere la construccion del objeto que se
propone para su clase, tenga la informacion suficiente para evaluar si los estudiantes
poseen los conocimientos previos, y en su caso, complementar con otras estrategias con

materiales propios o usando la informacién que aqui se describe.

Ademas, como algunas de las actividades se proponen con el uso del programa
GEOGEBRA, sera necesario que el estudiante descargue el programa previamente y
aprenda a utilizarlo, ya sea en clase o consultando videos disponibles en la red.

Interpretacion vectorial de numeros complejos (Spiegel, 2007).

30




Un numero complejo z = x + iy se puede considerar como un vector OP cuyo punto inicial es el
origen O y cuyo punto final P es el punto (x,y), como en la figura 2. Algunas veces llamamos OP = x +

iy el vector de posicion de P.

Dos vectores que tienen la misma longitud o magnitud y direccion, pero con puntos iniciales
diferentes, tal como OP y AB en la figura 2, se consideran iguales. Por tanto, escribimos
OP =AB =x+1iy

a/

P(xy)

o]

Figura 2. Nomero complejo como vector

La suma de numeros complejos corresponde a la ley del paralelogramo para la suma de
vectores (fig.3). En este caso, para sumar el niumero complejo z, y z,, completamos el paralelogramo
OABC cuyos lados OA y OC corresponden a z, y z,. La diagonal OB de este paralelogramo corresponde

az; + Zy.

Zz

22422 %

Iz

Figura 3. Suma de nimeros complejos

Representacion grafica de numeros complejos. Vectores
Ejemplo. Efectuar las operaciones indicadas en forma analitica y graficamente:
a) 3+4i)+ (G+20),
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b) (6 —2i) — (2 — 5i),

C)

b.

(=3+5)+@+20)0+(GB-3)+(—4-60)

Solucion:
Analiticamente
(3+4i))+(5+2i)=3+5+4i+2i=8+6i

Gréficamente. Se representan los dos numeros complejos por los puntos P, yP,
respectivamente, como en la figura 4. Se completa el paralelogramo OP, y OP, como los lados

adyacentes.

El punto P representa la suma,8 + 6i, de los dos numeros complejos dados. Obsérvese
la semejanza con la ley del paralelogramo para suma de vectores OP; y OP, para obtener el
vector OP. Por esta raz6n, a menudo es conveniente considerar un nimero complejo a + bi
como un vector que tiene componentes a y b en las direcciones de los ejes positivos X y y

respectivamente.

Figura 4. Representacioén gréfica de la suma de dos numeros complejos.

Analiticamente
(6—-20)—(2—-5))=6—-2—2i+5i=4+3i

Graficamente. (6 — 2i) — (2 —5i) = 6 — 2i + (—2 + 5i). Ahora se suma 6 — 2i y (—2 + 5i) como

en la parte (a). El resultado se indica por OP en la figura 5.
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Figura 5. Representacién gréafica de la resta de dos nimeros complejos.

c. Analiticamente
(-3+5)+@+2)+GB-3)+(-4-6))=(-3+4+5—-4)+Gi+2i—3i—60)=2-2i

Graficamente. Se representan los nUmeros que se suman por z, ,z,, 23 ,Z, respectivamente, los
cuales se muestran graficamente en la figura 6. Para encontrar la suma requerida se procede
como se muestra en la figura 7. En el punto final del vector z; se construye el vector z>. En el
punto final de z, se construye el vector z3 y en el punto final de zz se construye el vector z4. La
suma requerida, algunas veces llamada resultante, se obtiene construyendo el vector OP desde
el punto inicial de z4 al punto final z4, 0 sea OP = z; + z, + z3 + z, = 2 — 2i.

Y

Figura 6. Representacién gréafica cuatro numeros complejos
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iz

Figura 7. Representacién gréafica de la suma de cuatro nimeros complejos.

Productos y cocientes en forma polar
Ejemplo. Determinar de forma analitica y graficamente los productos y cocientes indicados.

a) (V3+1i)(—V3+3i)

Analiticamente:
(V3+i)(—V3+3i) =-3+3V3i—V3i—3=—6+2V3i
Graficamente:
P, =3+ i = 2(cos30° + isin30°),
P, = —V3 + 3i = 2v/3(cos 120° + i sin 120°),
P3 = P, - P, = 4v/3(cos 150° + i sin 150°)

Y

£42./3 1 P2

[e]

Figura 8. Representacién gréafica del producto de nimeros complejos.

2-231

1+i
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Analiticamente:

2-2V3i 1—i 2-2i-2v3i—2V3
14+i 1-i 2

=(1-+3) - (1+V3)i
Graficamente:
P, = 2 — 2v/3i = 4(cos 300° + i sin 300°),

P, = v/2(cos 45° + i sin 45°),

P
P = P—l = 2v/2(cos 255° + i sin 255°)

2

45°

(131130
P

P

Figura 9. Representacién gréafica del cociente de numeros complejos.

Raices de los numeros complejos

Ejemplo. Hallar todas las raices (z4, z,, etc) y representarlas graficamente:

a) 3/32(cos50° + isin50°) = 2 (cos S0 k300 : 300 4 i sin 230 3600)

7z, (k=10) =2(cos10° + isin 10°)

7z, (k=1) = 2(cos 82° + i sin 82°)
z3 (k = 2) = 2(cos 154° + i sin 154°)
7z, (k =3) = 2(cos226° + isin226°)
zs (k =4) = 2(cos 298° + isin 298°)
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Figura 10. Representacion gréfica de las raices z4, z,, z3, 24, Z5

4.1.3 Descripcion del objeto propuesto a construir

La teoria de aprendizaje de las representaciones semiéticas de Raymond Duval, es la teoria
respecto a la cual se desarrollan las actividades a realizar en este trabajo, especificamente para el tema
de numeros complejos, se propone una practica centrada en la construccion de un tablero metalico
cuadriculado, de dimensiones iguales a una hoja de cuadricula milimétrica tamafo carta, un conjunto de
20 flechas cuyas longitudes varian entre 1 y 16 cm, y un conjunto de 20 sectores circulares de 2 cm de
radio y cuyos angulos varian de 5 a 90 grados.

En este caso, el tablero cuadriculado, se construye sobre una delgada placa metalica lisa y
plana, sobre la cual se traza la cuadricula o bien se pega una hoja de papel de cuadricula milimétrica.
Las flechas se construyen con alambre delgado y rigido que se monta sobre pequefios imanes
circulares con el fin de que al colocarse en determinada posicién en el tablero, se adhiera al mismo y se
mantenga fijo. Sobre el alambre montado en los imanes se coloca una flecha recortada de plastico
rigido usando diferentes colores de flecha segun sea su longitud.

También, se dibujan sobre hojas de plastico rigido, diferentes sectores circulares de 2 cm de

radio con un angulo de 5, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 grados, haciendo por duplicado los sectores
para cada medida angular. Cada sector circular se recorta y monta sobre pequefos imanes.
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La construccion del tablero y los conjuntos de flechas y sectores son las actividades basicas de
arranque y una vez hechas, le permitirdn al estudiante hacer uso de los mismos para realizar
operaciones tales como sumar, restar, multiplicar, dividir y extraer raices de numeros complejos en las
actividades de la practica correspondiente al tema.

Figura 11. Fotografia de tablero para la practica de nimeros complejos.

4.1.4 Actividades propuestas y sus desarrollos para el objeto a construir.
PRACTICA DE OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS.
Representacion grafica de operaciones con numeros complejos en un tablero.

1) Sobre una lamina plana y lisa, de dimensiones iguales al de una hoja tamano carta, trace
una cuadricula con cuadros de 1 cm o bien simplemente pegue sobre la lamina una hoja tamafo
carta de papel milimétrico con el objetivo de contar con una cuadricula apropiada para representar
el plano complejo. Seleccione apropiadamente un punto de la cuadricula como el origen del plano
complejo y marque los ejes con sus respectivas unidades los ejes real e imaginario.

2) Construya con alambre delgado y recto flechas en la cantidad y dimensiones dadas en la
tabla siguiente

Cantidad | -ongitud

cm

5 i

4 5

3 3

2 4

2 5

2 6
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7
8
9
16
Tabla 3. Longitudes de las que flechas para representar nimeros complejos.

_ =N

Cada flecha debe estar montada sobre pequefios imanes circulares, con el fin de que al
colocarse en determinada posicidén en el tablero, se adhiera al mismo y se mantenga fijo. También,
recorte y monte sobre imanes circulares, diferentes sectores circulares de 2 cm de radio con un
angulo de 5, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 grados, haciendo por duplicado los sectores para
cada medida angular.

3) Seleccione un vector de tamafo mediano, de acuerdo al grupo, coléquelo en el tablero de
manera que, el extremo sin punta de flecha coincida con el origen del plano complejo, después
coloque un segundo vector, de tamafo menor al primero, de manera que, la punta de flecha del
primero coincida con el extremo sin flecha del segundo, y finalmente ubique un tercer vector, de
tamano mayor a los anteriores de forma que, el extremo sin punta coincida con el origen del plano
complejo y el extremo con punta de flecha coincida con la punta de flecha del segundo vector,

formando un triangulo oblicuangulo.

Por inspeccion de la cuadricula identifique la parte real e imaginaria de los numeros
complejos z,, z, cuya suma z; corresponde con el triAngulo construido en este proceso. Registre la
posicion del triangulo en la cuadricula con una fotografia y use esta, como imagen necesaria para

justificar su respuesta en el archivo en Word del reporte de la practica realizada.

4) Seleccione un vector de tamano mediano, de acuerdo al grupo, coléquelo en el tablero de
manera que, el extremo sin punta de flecha coincida con el origen del plano complejo, después
coloque un segundo vector, de igual o mayor tamafo que primero, de manera semejante al primero
solo que en una posicién distinta y con un angulo entre los dos vectores. Después, coloque un tercer
vector, del tamano adecuado, de manera que una los extremos que tienen punta de flecha de

ambos vectores formando un triangulo.
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Por inspeccion de la cuadricula identifique la parte real e imaginaria de los numeros
complejos z;, z, cuyaresta z; corresponde con el tridngulo construido en este proceso. Registre la
posicion del triangulo en la cuadricula con una fotografia y use esta, como imagen necesaria para

justificar su respuesta en el archivo del reporte de la practica realizada.

5) Seleccione tres vectores de diferentes longitudes, pero de los de menor tamafo del grupo
y coléquelos en el tablero de manera que el extremo sin flecha de cada uno coincida con el origen
del plano complejo y que exista un angulo entre cada par de vectores. Defina estos vectores como
z,, Zy, Z3 Siguiendo un orden ascendente de su longitud e identifique por inspeccién del plano
complejo, la parte real e imaginaria de los mismos. Una vez definida la posicion y tamafo estos tres
vectores, seleccione de los vectores restantes del grupo, el adecuado para que sea un cuarto vector
z, que represente graficamente la siguiente operacion entre nimeros complejos

Zy = 321 + 22y — 73.

Registre la posicién de los primeros tres vectores y la posicion del cuadrilatero que

representa la operacion que se solicita, con las fotografias correspondientes, las cuales debera usar

como imagenes en el reporte escrito.

6) Haga una réplica de las figuras de los puntos 3, 4, 5 y realice a manera de comprobacion,
las operaciones con el programa de computo GEOGEBRA. Documente y registre la realizacion de

esta parte de la practica con capturas de pantalla que debera incluir en el reporte impreso.

7) Seleccione un vector de longitud igual a 2 unidades y ubiquelo en el origen del plano
complejo usando uno de los sectores circulares para ubicarlo a un angulo especifico con respecto a
la parte positiva del eje real. Repita esta operacion con un segundo vector de longitud igual a 8

unidades y use un sector circular diferente para ubicarlo en un angulo mayor que el del primero.

Determine graficamente, usando los sectores circulares para las operaciones de
multiplicacion y divisiébn de angulos y ubique en el tablero los vectores correspondientes a las
operaciones de multiplicacién y divisibn de estos numeros complejos usando las reglas para
multiplicar y dividir numeros complejos dados en forma polar. Exprese por inspeccion del tablero, la

forma polar, exponencial y rectangular de todos los niumeros complejos involucrados en estas
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operaciones. Documente y registre con las fotografias necesarias para mostrar el proceso, mismas

que debera usar en su reporte escrito.

8) Seleccione un vector de 8 unidades de longitud y ubiquelo en el plano complejo con la
ayuda de los sectores circulares a un angulo en grados que sea divisible entre 3. Aplique el teorema
de De Moivre para calcular las tres raices cubicas del numero complejo correspondiente en forma
polar, represente graficamente estos resultados colocando en el tablero los vectores que
corresponden con los numeros complejos de estas raices, y por inspeccion del plano obtenga
también los resultados en forma rectangular. Registre las posiciones del nimero complejo y sus tres

raices con una fotografia que debera incluir en su reporte.

9) Seleccione un vector de longitud igual a 5 y ubiquelo colocando el extremo sin punta de
flecha en el origen en el origen del plano complejo y en una posicion tal que la parte real e
imaginaria del numero complejo correspondiente sean numeros enteros y diferentes de cero. Utilice
el otro vector de longitud igual a 5 y coléquelo de manera que represente el conjugado del primero.
Después, de manera semejante y sobre el eje real ubique dos vectores correspondientes a numeros
complejos de parte imaginaria igual a cero. Determine la ecuacién polinémica de cuarto grado cuyas
raices sean los numeros representados por los cuatro vectores en el tablero. Registre las
posiciones de los numeros complejos con una imagen que debera incluir en su reporte para justificar

su respuesta.

10) Haga una réplica de la imagen del punto 9 con el programa de computo GEOGEBRA y
compruebe resolviendo la ecuacidén polindmica de su respuesta, que las raices corresponden con
los numeros complejos de la figura. Documente y registre la realizacion de esta parte de la practica
con capturas de pantalla que debera incluir en el reporte impreso.
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4.1.5 Instrumentos de evaluacidn de la construccion y de las actividades propuestas

RUBRICA PARA EVALUAR LA PRACTICA DE NUMEROS COMPLEJOS

Puntos

Criterios

Excelente

Notable

Bueno

Suficiente

Insuficiente

obtenidos

Construccion del
tablero para las

El tablero metalico
construido, cumple con todas
las especificaciones de la
actividad 1, y las flechas y
sectores circulares cumplen
con las especificaciones de

El tablero metélico, las flechas
y sectores cumplen con todas
las especificaciones de las
actividades 1y 2, excepto en
alguna que no afecta el
desarrollo adecuado de la

El tablero metélico, las flechas
y sectores cumplen con todas
las especificaciones de las
actividades 1y 2, excepto en
dos de ellas pero que no
afecta el desarrollo adecuado

El tablero metalico, las
flechas y sectores cumplen
con todas las
especificaciones de las
actividades 1y 2, excepto en
algunas de estas, pero que
no impiden el desarrollo de

operaciones. la actividad 2. préctica. de la préactica.
la practica. realizar las actividades de
20 puntos 18 puntos la practica.
16 puntos
14 puntos 0 puntos

No presenta el objeto a
construir o el tablero
metélico, las flechas y
sectores no cumplen con
las especificaciones de
las actividades 1y 2,
minimas necesarias para

Realiza
graficamente

Las fotografias del reporte
escrito muestran que son
correctas todas las
respuestas de las actividades

Las fotografias del reporte
escrito muestran que son
correctas todas las respuestas
de las actividades 3y 4. La

Las fotografias del reporte
muestran que las repuestas
de la actividad 5 y una
cualquiera de las actividades

Las fotografias del reporte
muestran que las
respuestas de las

actividades 3, 4 son

racion A
:3:1:" (r)esetz ‘;: 3,4, 5. respuesta de la 5 no esta 30 4 son correctas. correctas. menos de dos
yre correcta pero se documenta actividades realizadas
complejos en p fi ; i
forma rectangular. con una fotografia que se correctamente.
acerca al proceso correcto.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos

No documenta la
realizacién de las
actividades 3, 4,50 las
fotografias muestran

Realiza
graficamente
operaciones de

Las fotografias del reporte
muestran que las respuestas
de las operaciones de
multiplicacién y divisién de la
actividad 7, estan correctas

Las fotografias del reporte
muestran que las respuestas
de las operaciones de
multiplicacién y divisién de la
actividad 7, estan todas

El reporte muestra que las
repuestas de las operaciones
de multiplicacién y divisién de

la actividad 7, estan todas

correctas en su forma

El reporte muestra que las
respuestas de las
operaciones de
multiplicacion y divisién
estan todas correctas en su

multiplicacion RS
l:jitv‘i)si%a:lcdoe y en todas sus formas de expresadas en al menos dos rectangular. forma polar. multiplicacion o divisién es
numeros representacion: formas de representacion incorrecta.
h R ngular, polar istin maner rr .
complejos. ectangula » polar, distintas de manera correcta
exponencial.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos

No documenta la
realizacién de la actividad
7 o alguna de las
respuestas de las
operaciones de

Extrae raices de
numeros

El reporte muestra:
Graficamente las tres raices
correctas del nimero e
incluye la aplicacion del
teorema de De Moivre en la
actividad 8.

El reporte muestra:
Graficamente las tres raices
correctas del namero e
incluye la aplicacion del
teorema de De Moivre en la
actividad 8.

El reporte muestra:
Graficamente las tres raices
correctas del namero e
incluye la aplicacion del
teorema de De Moivre en la
actividad 8.

El reporte muestra:
Graficamente las tres raices
correctas del nimero e
incluye la aplicacion del
teorema de De Moivre en la
actividad 8.

No documenta la
realizacién de las
actividades 8, 9, o no
tiene al menos una de
ellas totalmente correcta y
una parte correcta de la
otra.
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complejos y La gréafica de las cuatro La gréafica de las cuatro La grafica de las cuatro La grafica de las cuatro
resuelve soluciones de una ecuacién soluciones de una ecuaciéon soluciones de una ecuaciéon soluciones de una ecuacién
ecuaciones polinémica y el polinémica y el procedimiento polinémica y el procedimiento polinémica y el
polinémicas. procedimiento para obtener para obtener al menos cuatro | para obtener al menos tres de procedimiento para obtener
todos los coeficientes de los coeficientes correctos los coeficientes correctos de al menos correcto un
correctos de la ecuacion en de la ecuacion de la actividad la ecuacioén de la actividad 9. coeficiente de la ecuacion
la actividad 9. 9. en la actividad 9.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Documenta con capturas de Documenta con capturas de Documenta con capturas de Documenta con capturas de No documenta la
pantalla la realizacion de las pantalla la realizacién de las pantalla la realizacién de las pantalla la realizacion de las realizacién de alguna de
actividades 6 y 10 con el actividades 6y 10 con el actividades 6y 10 con el actividades 6 y 10 con el las actividades 6, 10 o
Uso de SAC G bra donde rograma Geogebra donde se rograma Geogebra donde se rograma Geogebra donde bien se tienen mas de tres
Geogebra). programa Geoge prog g prog J prog g
( 9 se muestran todos los muestran todos los resultados | muestran todos los resultados se muestran todos los errores en los resultados
resultados obtenidos de obtenidos de manera correcta | obtenidos de manera correcta resultados obtenidos de obtenidos.
manera correcta. con un solo error en uno de con errores hasta en dos de manera correcta con errores
ellos. ellos. hasta en tres de ellos.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Total puntos obtenidos
EQUIPO No. INTEGRANTES:

OBSERVACIONES:
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4.1.6 Analisis de las aportaciones de las actividades propuestas con
la representacion semioética del numero complejo como vector en el

plano complejo.

+ En las actividades 1 y 2, se construye el tablero, las flechas y los
sectores circulares necesarios para efectuar operaciones, fisicamente y
graficamente, usando la representacion semidtica del niumero complejo como un

vector en el plano complejo.

+ En la actividad 3, haciendo uso del tablero y el conjunto de flechas se
le solicita al estudiante formar fisicamente en el tablero un triangulo de vectores e
interpretarlo como la suma de dos numeros complejos, cuya realizaciéon implica
un mayor dominio de la representacion grafica de la suma de numeros complejos,
ya que se pide una interpretacion en sentido inverso al de simplemente sumar
dos numeros dados en forma grafica, lo que aporta a los indicadores de alcance
relativos a la representacion grafica y realizacion de operaciones de numeros

complejos.

+ En la actividad 4, también se solicita formar un triangulo de vectores y
se pide al estudiante que lo interprete, pero como una resta de dos numeros
complejos y al igual que en la actividad 3, su realizacion requiere del estudiante
un proceso cognitivo de manera inversa en la operacion de resta y por lo tanto se

conserva la aportacion al indicador relativo a la realizacién de operaciones.

+ En la actividad 5 se solicita formar un poligono con cuatro vectores y
se le pide al estudiante que lo interprete como una secuencia de operaciones de
tres numeros complejos, donde se mantiene el proceso cognitivo de manera
inversa e incluso ligeramente mas compleja debido a un mayor numero de
vectores en la operacién y por la participacién de la interpretacién grafica de un
numero real por un numero complejo debido a la secuencia del problema. Su
aportacion es en los indicadores de alcance relativos a la representacion gréafica y

la de efectuar operaciones con numeros complejos.
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+ La actividad 6 requiere el uso del programa GEOGEBRA en la
realizacion de las operaciones tanto analiticamente como graficamente,
aportando con ello también al desarrollo de la competencia genérica relativa al
uso de sistemas algebraicos computarizados (SAC).

+ En la actividad 7 se solicita ubicar fisicamente dos vectores en el
tablero que representan dos nimeros complejos, en el proceso de ubicacion se
hace uso de los elementos de la forma polar de los numeros y se pide que se
realicen las operaciones de multiplicacién y divisién de estos numeros complejos
dados o propuestos originalmente en su forma polar, ampliando de esta forma la
gama de operaciones que se realizan con numeros complejos en su
representacion semiotica como vector, aportando a los indicadores de alcance
relativos a la representacidén gréfica y realizacion de operaciones con numeros

complejos en sus distintas representaciones.

+ La actividad 8 se refiere al uso del teorema de De Moivre para calcular
las raices de numeros complejos, y su aportacidén es en el indicador relativo a la

operacién de extraccion de raices de numeros complejos.

+ En la actividad 9 se solicita ubicar cuatro vectores o numeros
complejos, y se pide hallar la ecuacidén polindmica que tenga por raices dichos
nuameros, por lo que también su realizacién requiere un proceso cognitivo inverso
para que ahora dadas las raices se determine la ecuacion polindbmica en lugar de
dada la ecuacion hallar las raices. Su aportacion es en el indicador relativo a
resolver ecuaciones polindbmicas, y de utilidad en lo expresado en la competencia
especifica como las bases para aplicar los nUmeros complejos en el proceso de
solucién de ecuaciones caracteristicas de ecuaciones diferenciales.

+ En la actividad 10 se utiliza el procesamiento simbdlico del programa
GEOGEBRA para comprobar si las raices propuestas en el punto 9 corresponden
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efectivamente a la ecuacion polinbmica que se proporciona como respuesta de

dicho punto y se aporta a la competencia genérica relativa al uso de SAC.

4.2 Cuatro objetos a construir, fundamentos y actividades para el

tema de matrices y determinantes

4.2.1 Competencias especificas y genéricas
Competencia especifica del tema de matrices y determinantes

Utiliza las matrices, sus propiedades, el determinante y operaciones entre
ellas, para resolver problemas de aplicacion en las diferentes areas de las

matematicas y de la ingenieria.

Competencias genéricas asociadas al tema

E Capacidad de abstraccion, andlisis y sintesis.
Capacidad para identificar, plantear y resolver problemas.
Capacidad de aprender y actualizarse permanentemente.

Capacidad de trabajo en equipo.

Habilidades béasicas en el uso de la computadora (uso de Sistemas
Algebraicos Computarizados SAC).

Indicadores de alcance de las competencias
La tabla 4 contiene una propuesta de indicadores que el estudiante debe
alcanzar de manera gradual en su proceso de construccion del conocimiento

necesario para alcanzar la competencia especifica.

Indicadores de alcance de la competencia Valor del
indicador
A) Aplica correctamente las reglas para efectuar las operaciones
de suma, resta, multiplicacién por un escalar y multiplicacién de 10%
matrices.
B) Propone y en su caso construye diferentes ejemplos de los tipos 10 %
o
de matrices.
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C) Resuelve problemas de aplicacion utilizando las operaciones
con matrices (suma, resta, multiplicacion por un escalar vy 20%

multiplicacion matricial).

D) Utiliza diferentes métodos y propiedades para calcular el
determinante y la inversa de una matriz, y los aplica en la solucion 30%

de problemas.

E) Emplea transformaciones elementales por renglon para construir
matrices escalonadas, escalonadas reducidas y obtener inversas 30%

usando escalonamiento.

Tabla 4. Indicadores de alcance de las competencias del tema matrices y

determinantes.

4.2.2 Fundamentos teoricos

En esta seccion se incluye, con el mismo fin ya mencionado en el primero
de los temas, la base tedrica de los conocimientos que los estudiantes deben de
tener sobre el tema de matrices y determinantes para realizar las actividades que
se proponen. También se requiere el dominio previo del GEOGEBRA.

Es resaltar que en el contenido de estos fundamentos, se hace énfasis en
las diferentes representaciones semiéticas del determinante y de la matriz inversa

con la intencién de que el lector pueda apreciarlas como tales.

Diferentes representaciones semiéticas del concepto determinante.
El determinante de orden dos, como parte de una expresion o formula para
resolver un sistema de ecuaciones lineales de dos ecuaciones con dos
variables (Solar, 1989).

La idea de la representacion del concepto de determinante de una matriz
de 2x2 como parte de una féormula general proviene de atribuir el origen de su
definicién al propdsito de obtener una expresién general para resolver un sistema

de dos ecuaciones lineales con dos variables por sustitucion directa de los valores
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de los coeficientes de las variables y de los términos independientes en dicha
férmula. Este origen de la definicion, se explica resolviendo el siguiente sistema
para obtener esta formula general.

a11X1 + Q12X = by (1)

ay1%1 + Az2X; = by (2)

Multiplicando ambos lados de la ecuacion (1) por el factor —? y sumando
11

después este resultado con la ecuacion se elimina la primera incognita y nos
queda un sistema equivalente donde se elimina la variable x; en la segunda

ecuacion y nos queda

azq azy
(__alz + a22>x2 = __bl + b2
aiq aiq

de donde se despeja la variable

a
—72by + b,
X, = 11
P, 4
aq 12 22
Simplificando obtenemos
Xy = ai11by—az1by (3)

a11022—0A12021
sustituyendo x, en la ecuacién (1), y resolviendo para x; , se obtiene
Qz2b1—a12b;
x, =21 122 4
1 a11022—0A12021 ( )
Las expresiones (3) y (4) son formulas para obtener por sustitucion directa de los
valores de los coeficientes de las variables y de los términos independientes, la

solucién del sistema formado por las ecuaciones (1) y (2).

En las expresiones o formulas anteriores ambas tienen el mismo
denominador, el cual esta expresado en términos de los elementos de la matriz de
los coeficientes del sistema.

[a11 alz]
az1 dzz
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Al numero correspondiente a dicho denominador se le conoce como el
determinante de la matriz A y se le denota con det A, esto es:

det A = ay1a3; — A12021

Otra forma de denotar al determinante de una matriz es escribiendo sus
elementos tal y como aparecen en el arreglo, pero reemplazando los paréntesis
rectangulares por barras verticales para indicar que se trata de un determinante.

Asi, para la matriz anterior se tiene
a1 Q12
|A] = |a21 a22| = Q11027 — Aq2021 (5)

siendo esta expresion la definicion del determinante de orden dos.

Con esta definicidn, entonces las expresiones (3) y (4) se pueden escribir

como el cociente de dos determinantes

by aq
by ay,
|a11 a12|
az1 Q2

x1=

ayy by
_laz by
2= |a11 a12|

az1 Q2

Debe notarse que las expresiones anteriores se construyen de manera
rapida porque solo dependen de los coeficientes del sistema en el denominador y
en numerador se colocan los mismos elementos de la matriz de coeficientes pero
se reemplaza la columna correspondiente al numero de la variable cuyo valor se
desea calcular por los términos independientes del sistema. De esta manera,
podemos considerar la representacién semiotica del determinante de orden dos
como parte de una férmula general para resolver un sistema de dos ecuaciones

con dos variables.

El drea de un paralelogramo en R* como un determinante (Beauregard, 1973).
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El area de un paralelogramo es el producto de la longitud de su base y su
altura. Referente a la figura 12, se observa que el area de un paralelogramo en R?
bosquejado por
a=(a,a,) y b = (b, by)
Y esta dada por la formula
area = ||al|||bl|(sin6) (6)

Figura 12. Area de un paralelogramo usando vectores.

Donde 6 es el angulo entre a y b de la ecuacion (6) se obtiene

(4rea)® = ||a||?||b||* sin* 6

(area)® = |lall?||b]|*(1 — cos® 6)

(érea)? = ||lal|?|Ibl|*> — (llalllb]| cos 6)*
(drea)? = ||al|?||bl|* — (a - b)*
(4rea)® = (af + a3) (b7 + b3) — (a1by + azb,)?
(4rea)® = (arb, — azb,)?
Asi se tiene

area = |la;b, — a, b, | (7)

Hay una manera sencilla de recordar la ecuacion (7). Considere la matriz

cuadrada de numeros
a, az
b, 5] (8)
Cuya primera fila corresponde a las coordenadas de a y cuya segunda fila

corresponde a las coordenadas de b. Esta matriz cuadrada 2 x 2 (se lee “matriz de

2 x 2"). De manera similar, una matriz de nxn es una matriz cuadrada de n?
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nuameros que contiene n filas y n columnas. Asociado con cada matriz cuadrada

esta un numero conocido como su determinante.

El determinante de una matriz de 2 x 2 en la ecuacién (8) esta definido por

a a
det (bi bz) = a1b2 - a2b1 (9)

Se calcula el determinante de una matriz 2 x 2 al tomar la diferencia de los

productos de los numeros de las dos diagonales. La ecuacién (7) ahora se

convierte

area = |det (gi Z§)|

El determinante de orden tres, como parte de una expresion o formula para
resolver un sistema de ecuaciones lineales de tres ecuaciones con tres
variables.

La idea de la representacion del concepto de determinante de una matriz
de 3x3 como parte de una féormula general se explica resolviendo el siguiente

sistema de ecuaciones para las variables x;, x,, x5

a11%1 + Ay2X7 + ay3x3 = by ()
Ay1X1 + Q2% + Ay3x3 = by (1)
az1Xy + AzzX; + dzzx3 = b3 (1)

Multiplicando la ecuacion () por —a,; y sumando este resultado con la
ecuacion (Il) multiplicada por a,3, se obtiene una ecuacion que no contiene a la
variable x;

Ay3031X1 — A1103%1 + A13022X; — A12073X; = A13by — b1dys

Y nos queda una ecuacion en las variables x4, x,

(a13a21 — a11A23)%1 + (A13022 — A12A23)X; = (A13b; — b1ay3) (lV)

Multiplicando la ecuacién (l) por —az; y sumando este resultado con la
ecuacion (Ill) multiplicada por a,3 , se obtiene otra ecuacion que no contiene a la

variable x;
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Ay3031X1 — G11033%1 + A13A32X; — A12033X; = A13b3 — b1dsz;

Y que también nos queda Unicamente en las variables x4, x;

(a13a31 — ag1a33)x1 + (A13a3; — A12a33)x; = (a13b3 — byass) (V)

Ahora, de las ecuaciones (IV) y (V), se elimina a variable x,, multiplicando
la ecuacién (IV) por —(a,3a3, — a;,a33) Y sumando este resultado con la ecuacion

(V) multiplicada por (a;3a,, — a;2a,3) Se obtiene una ecuacion en la variable x;

(a13a22 — a120;23)(A13a31 — A11A33)X1 — (A1301 — A11A23)(A1303; — A12A33)X;

= (ay3033 — a12a23)(a13b3 — byazz)—(as3b; — byazs)(a3a3; — ag2assz)

Resolviendo esta ecuacién para la variable x;

Y = (a13a27 — A12033)(a13b3 — b1azz)—(a13b; — b1az3)(ay3a3; — a12a33)
L=
(a13a22 — A12023)(A13A31 — A11a33) — (A13021 — A11023)(A13032 — A12033)

Efectuando los productos

A1302,013D3 — A13052D1 Q33 — A12053013D3 + A1,A23D1033—A13D201303,+013D,Q15033 + b1 Ap3a13a37 — b10y301,a33

X, =
(13022013031 — Q13052011033 A12023013031 T Q1203011033 — Q13021013037 T 13021012033 T Q1103013037 — A1102301033

Reduciendo términos semejantes

A130;2013D5 — A1305,b1 035 — A15053013D3—A13D21303,+a13D,a15033 + b1 Gy3a4303,

X1 =
Q13077013031 — Q13052011033 A12023013031 — Q13051013033 T Q1302112033 + (1105301303,

Extrayendo el factor comun —a;5 en el numerador y en el denominador

—ay3(—0p2a13b3 + Ag2b1 G335 + A12023b3+by013a3,—byA15035 — D1Gy3a3,)

X, =
—Q13(—A22813031 + A22011A331FA12023031 + A21A1303; — Q21012033 — G11023432)

Simplificando nos queda

—Q37013b3 + ay,b1a33 + a12a3b3+bya13a35,—boa45G35 — by Ay3a5;

X1 =
—032043031 T Q320110331 A15073031 + Q101303 — Az1012033 — (1102303,

Agrupando por pares de términos que tienen factores comunes

Ap2b1a33 — b1Gy3a3,—by015033 + A12G23D3+Dy013a3,—02,a13D5

L=
(32041033~ 0110p3037 — G1012033 T Q12073031 T Ap1A1303,—02,013031
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Ahora, escribiendo el orden de los factores de los productos de manera
que estén en orden natural los primeros subindices, se obtiene

v = b1G33033 — b1Gy30a3; — A12b7035 + A12023b3+a13b2a3,—A13a5, b5
1

(32011033~ 01102303 — Ap1012033 + Q15023031 + Ap101303,— 0013031

De manera semejante, se obtienen las expresiones generales para las
otras variables

x A11b,033 — A11053b3 — b1G31 033 + b1 Gy3a3; + 13051 b3 — A13byb3y
2

Q11052033 = (110,303, — Q12021033 T 01203031 T (4305103, — (130,031

A11052b3 — Q11b,035 — Q12051b3 + A12b; b3y + biagya3; — by agyas,

X3

Q11077033 — Q11023037 — Q12051033 + (12023031 + A1307103; — Q130770371

Al comun denominador de las tres expresiones anteriores se le conoce
como el determinante de la matriz A de orden 3 x 3.

A=|0z21 QA2 a3

az; 04z dszz

(10)

ai; 4z a13]

Asi, la expresion que define el determinante de orden tres es
a1 Q2 Qg3
A1 Q2 Aps
a3y A3z 0433

Al =

= Q11032033 — 01102303 — Q1201033 + 012023037 + A1303103; — Q1302303 (1 1 )

Y de acuerdo a esta definicién, la solucién del sistema de tres variables,
se puede escribir con las siguientes formulas, donde, cada una de las variables se
expresa como el cociente de dos determinantes como sigue

by a;; a3
b, az; a3

X, =
17011 Gz Gg3
QAz1 Gz Q3

az1 Azz dsz

a1 by ags

a1 by ax

X, = az; by as3
2 A1 Q2 Qg3
Az1 Qzz Qs

Qaz; A3z Azs

a1 Az by

A1 G2 by

as, as, b

Xy =2 3 3

a11 Q2 Qg3
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Este método de solucidn se le conoce como la regla de Cramer, y los
resultados se pueden interpretar como formulas que por sustitucion directa de los
valores de los coeficientes de las variables y los términos independientes de las
ecuaciones del sistema, permiten obtener la solucidén del sistema, es de notarse
que, son relativamente sencillas de recordar y construir, lo que ademas se
complementa con el hecho de que, para el caso de los determinantes de orden
dos y tres existen procedimientos eficientes para calcularlos (Sarrus) sin tener que

recordar la definicion.

El determinante de orden tres como volumen de un cuerpo geométrico
denominado paralelepipedo.

El volumen de un paralelepipedo como un determinante de orden tres, se
obtiene al considerar el paralelepipedo mostrado en la figura 13 y cuyas aristas

son los vectores a = (aq,a,,a3), b = (b1, by, b3), ¢ = (cq,C3,C3).

Figura 13. Paralelepipedo cuyas aristas son los vectores a, b, c.

El volumen de un paralelepipedo es el producto del area de su base por
su altura. Si consideramos que la base es el paralelogramo formado con los
vectores by ¢ como se muestra en la figura 13. Entonces, el area de la base esta
dada por el producto de la magnitud del vector b que corresponde con la base del
paralelogramo por la altura del paralelogramo, que en este caso corresponde con
el cateto opuesto de un triangulo rectangulo cuyo valor de la hipotenusa es la
magnitud del vector ¢ , por lo que usando el &ngulo 8 que se indica, el area de la

base es
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area = ||b||||c|| sen 6
Elevando al cuadrado ambos lados de la ecuacion anterior
(area)® = ||b||*|lc||* sen® 6 = |B]|*|lc]|* (1 — cos? 6)
(area)® = ||b||*|Ic|I* ~[IblI*|Ic|l*cos* 6
(area)? = [|blI*|lc|> = (lIblllic]| cos 6)*
(area)® = ||b||*|lc|l> = (b - c)?

Sustituyendo las magnitudes de los vectores y el resultado del producto
escalar
(area)? = (b? + b% + b2)(c? + ¢ + ¢2) — (byc1 + bycy + bscg)?

Efectuando el producto que se indica y elevando al cuadrado el trinomio,
se obtiene una expresion que simplifica a la suma de nueve términos algebraicos

que al agruparse en grupos de tres trinomios cuadrados perfectos nos queda

(4rea)? = (bics — 2b,cybscq + b2c2) + (bics — 2bycibscs + b3ct) + (bcZ — 2bycybyc, + bic?)

Expresando los trinomios como binomios al cuadrado
(drea)? = (byc3 — b3cy)? + (bycs — bscy)? + (bycy — bycy)?

Extrayendo la raiz cuadrada nos queda el area de la base del paralelepipedo

érea = \/(sz3 - b3C2)2 + (b1C3 - b3C1)2 + (b1C2 - bzcl)z

La expresion del radical se identifica como la magnitud del vector b X ¢
cuyas componentes por definiciéon del producto vectorial son
b x ¢ = (byc3 — b3cy)i — (bycz — bzcy)j + (bicy — byck

Se selecciona el coeficiente del vector unitario j con el signo negativo
porque al hacerlo asi, el vector b X ¢ es perpendicular tanto al vector b como al
vector ¢ , es decir es perpendicular al paralelogramo que constituye la base del
paralelepipedo, como se verifica al efectuar el producto escalar del vector b X ¢
con cada uno de los vectores b y c, y obtener en ambos casos el resultado igual a
cero.

b - (b xc) = by(byc3 — bscy) — by(byc3 — bzcy) + bs(bycy — byey) =0
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¢ (bxc)=cy(byez — bscy) — ca(bycg — bzey) + c3(byc; — bycy) =0

Ahora, si el vector b x c es perpendicular a la base del paralelepipedo y
se conoce el angulo ¢ entre este vector y el vector a como se indica en la figura
13, entonces la altura del paralelepipedo corresponde con la magnitud de la
proyeccién del vector a sobre el vector b x ¢ , es decir, es la longitud del cateto
adyacente al angulo ¢ de un triangulo rectangulo cuyo valor de la hipotenusa es la
magnitud del vector a , asi la altura, en cualquier orientacidbn en el espacio
geomeétrico que pudiera estar el paralelepipedo queda como

altura = + ||a|| cos¢

Donde, el signo positivo 0 negativo se considera segun cos¢ >0 0
cos¢ < 0 . Conocidas la altura del paralelepipedo y el area del paralelogramo de

la base, el volumen es el producto de las mismas

volumen = +/(b;c3 — b3c;)? + (bycz — b3c)? + (bic, — bycy)? |lal| cosgp

volumen = £ ||(byc3 — b3cz)i — (bycs — bzcy)j + (bycz — bocy)kll||all cosd

De la definicién del producto escalar en términos de las magnitudes de los
vectores del producto y el angulo entre ellos, la expresién del volumen se puede
escribir como el producto escalar de los vectores que se indican

volumen = t [(byc3 — b3cy)i — (byc3 — bscy)j + (bicy — bycy)k] - a

Sustituyendo las componentes del vector a
volumen = + [(byc3 — b3cy)i — (byc3 — bzcy)j + (bicy — bycy)k] - (aqi + azj + azk)
Efectuando el producto escalar
volumen = + [ay(byc3 — b3cy) — az(byc3 — bzcy) + az(bic; — bycy)]

Observando que los seis términos algebraicos que se obtienen al efectuar
las operaciones de esta Ultima expresién del volumen, corresponden al
determinante cuyos renglones son las componentes de los vectores a,b,c y
considerando ademas, que la expresién entre paréntesis se obtuvo del producto

escalar entre el vector b x ¢ y el vector a , entonces
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a; ap; 4as
by by bs
i G C3

volumen=+(bXc)-a=+a-(bxc)=+

Remplazando los simbolos de los signos de la expresion anterior por su
resultado equivalente en términos de valores absolutos, queda demostrado que el
volumen del paralelepipedo es igual al valor absoluto del llamado triple producto

mixto y de esta manera también que, el valor absoluto de un determinante de

a; a; as
det(b1 b, b3>

i € C3

orden tres corresponde con dicho volumen.

volumen = |a- (b X c)| =

El determinante de orden tres como una funcion entre un conjunto de
matrices de 3x3 y un conjunto de numeros reales.

En la literatura relacionada con el tema de la teoria de determinantes
(Algebra Lineal de José Alejandro Lara Rodriguez y Carlos Jacob Rubio Barrios
publicado por Ediciones de la Universidad Auténoma de Yucatan, Mérida,
Yucatan, México en el afo 2011), podemos encontrar las bases tedricas

necesarias para la existencia de lo que se denomina funcion determinante.

Esencialmente esta teoria nos lleva a considerar que la expresién (11) de
la definicion del determinante de orden tres, es una expresion que define una
funcion que establece una correspondencia entre los elementos del conjunto de
todas las matrices de orden 3 x 3, con valores en nimeros reales en todos sus
elementos, con los elementos de un conjunto de numeros reales, es decir una
funcion D: R3*3 - R que se define con la regla de correspondencia siguiente

d

a1 Q2 Qg3
Q21 G2z Q3| | = A110;,033 — Q11053032 — Q12071033 T Q12053031 T Q1301033 — Q13072031
31 Q32 dz3

Asi, la funcion determinante anterior al evaluarse en la matriz

2 —4 8
1 5 3| daporresultado un numero real
-1 6 9
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d

Misma que tiene por dominio a todo el conjunto de las matrices de orden 3

2 -4 8
1 5 3||=190

-1 6 9

x 3 y como contradominio o rango al conjunto de numeros reales. Asi, esta otra
posible representacion semiética del determinante de orden 3 x 3, nos permite
ampliar algunos conceptos sobre funciones a una gama mas amplia de las

mismas.

Definicion de determinante de orden n (Solar, 1989).

La observacion y el andlisis de la forma de la expresibn matematica de las
definiciones de los determinantes de orden 2 y 3, nos permite la generalizacion de
esta estructura para definir determinantes de mayor orden. De las expresiones que

definen los determinantes de menor orden.

Para n = 2 se tiene

ai1 Qg2
Al = |

= ay105; — Qg0
Ay a22| 11022 — Q12021

y paran = 3 se tiene

a1 Q1 Qg3
az1 Az A3
az1 dz; d4zz

|Al = = A11022033 — Q1102303 — Q12021033 T A12023031 T Q13031037 — 1302031

Se puede observar que en ambos casos:

» El determinante es la suma de n! productos, la mitad de ellos con signo +
y la otra mitad con signo -.

» Cada uno de los productos consta de n factores.

» En cada producto hay un elemento de cada renglén y un elemento de cada
columna.

» Si los factores se ordenan de tal manera que los primeros subindices
formen una permutacion principal (orden natural ascendente), corresponde
el signo positivo (+) a los productos cuyos segundos subindices forman una
permutacion de clase par y corresponde el signo negativo (-) a los
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productos cuyos segundos subindices forman una permutacién de clase

impar.

Donde una permutacién se dice que es de clase par si tiene un namero
par de inversiones de orden, en caso contrario se dice que es de clase impar. A su
vez, en una permutacion se dice que hay una “inversién” por cada dos numeros
que se encuentren en un orden distinto al natural. Asi, por ejemplo, en la
permutacion del conjunto {1,2,3,4}, dispuesta en la forma (3,1,4,2) existen 3
inversiones, es decir, podemos encontrar, analizando por pares de izquierda a

derecha las siguientes tres parejas
B B2 vy 42)

Donde el primer elemento es mayor que el segundo y aparece antes que
éste en la permutacién. Por consiguiente la permutacion de este ejemplo se
clasifica como de clase impar y en su caso si la permutacién corresponde a los
segundos subindices de los productos involucrados en un determinante de orden
4, el signo correspondiente seria negativo. Lo anterior se resume en la siguiente

definicion:

Una permutacioén {ky, k,, ..., k,} de un conjunto que tiene n elementos,
tiene m inversiones si existen m parejas (k;, k;) tales que
[<j Yy ki>k;
Una permutacion es de clase par si tiene un nimero par de inversiones; en caso

contrario se dice que es de clase impar.

Ejemplo. Hacer una lista de al menos 8 de los 24 productos de cuatro
factores de la definicion del siguiente determinante de orden 4.

a1 Ay A3z Aig
Az1 Az 0G23 Qpy
31 A3z a3z A3y
Q41 Q4 Q43 Qgg

Solucion.
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De las observaciones hechas a la definicion de los determinantes de
orden 2 y 3, y enlistadas en los parrafos anteriores, se concluye que si
determinante es de orden 4, entonces su definicion tiene 4! productos de cuatro
factores, los cuales son de la forma que se indica en la siguiente tabla donde se
enlistan los primeros ocho productos de los 24 posibles y se observa que los
primeros subindices forman siempre una permutacién principal (orden natural) y
los segundos subindices son 8 de las 24 permutaciones posibles, incluyendo la del

orden natural de los numeros (1,2,3,4).

Producto Permutacién Ide .Ios .Nume.ro de | Clase de_I,a Signo del

segundos subindices | inversiones | permutacion | producto
Q11022033044 (1,2,3,4) 0 Par +
(11022034043 (1,2,4,3) 1 impar -
A11023032044 (1,3,2,4) 1 impar -
11023034047 (L 31 41 2) 2 Par +
A11024037043 (1,4,2,3) 2 Par +
(11024033047 (1,4,3,2) 3 impar -
12021033044 (2,1,3,4) 1 impar -
A12021034043 (2,1,4,3) 2 Par +

Tabla 5. Algunos productos de un determinante de orden 4.

La suma algebraica de la lista completa de los 24 productos, considerando
el signo correcto del producto, que se indica en la columna del signo de la tabla
anterior, corresponde a la definicion del determinante de orden 4.

QA14
az4
Q3g
QAas

ais
azs
asz
Qu3

QAo
azz
asz
QA2

aii
az1
aszq
QAsq

= 11022033044~ 011022034043 — 011023032044 T Q11023034047 + -+

Para calcular el valor de un determinante con la definicibn anterior, se

procede de la siguiente manera:

Se obtiene el término que corresponde al producto de los elementos de la
diagonal principal, con los factores ordenados de tal manera que tanto los
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primeros como los segundos subindices estén en orden natural formando una

permutacion llamada principal.

A partir del término principal se obtienen los demas términos dejando fijos
los primeros subindices y permutando los segundos de todas las maneras
posibles. Como de los segundos subindices hay n! permutaciones diferentes, se
obtendran n! términos, correspondiéndoles el signo + o el signo — segun sea la
permutacion de clase par o de clase impar. La suma algebraica de todos los

términos es el valor del determinante.

Definicion del determinante de orden n en términos de un desarrollo por
cofactores.

Es posible definir el determinante de una matriz de orden n en términos de
determinantes de orden n — 1. Esto se observa, por ejemplo si partimos de la

definicion del determinante de orden 3
a;; A1 Qg3
Az1 Gz Qs
az; dz; d4zz

|A| = = a411022033 — Q1102303 — Q12021033 T A1203031 T Q13031037 — 1302031

Cuya definicibn se puede escribir en una forma algebraicamente

equivalente

a1 Q12 Qg3
Az1 Az dys
Qaz1 0Gzz Q4zz

|A| = = a11(A22033 — Ap3037) — A12(A21033 — A23A31) + A13(A21A32 — Az2031)

Con tres términos cuyos productos producen la definicion original, y
ademas los factores encerrados entre paréntesis, a su vez se identifican como los

determinantes de menor orden que se indican en la siguiente expresion

a1 Qi Qi3

Al = |az1 a2z az3|=a |a22 a23|_a |a21 a23| a |a21 a22|
a a a Mlas, aszs 12laz; asz Blag; as;
31 32 33

Esta forma de la definicion del determinante de orden 3, en términos de
determinantes de orden 2, se conoce como el desarrollo por cofactores con
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respecto a la primera fila. Dando lugar a la definicion del concepto de cofactor A;;

, €l cual se define con la expresion
Ay = (D) |My|

Donde el menor M;; es la matriz que se obtiene al omitir el renglon i y la
columna j en la matriz original de orden n siendo entonces el menor M;; una
matriz de orden (n — 1).El factor (-1) elevado a la suma del numero del renglén i y
la columna j da por resultado el signo correcto del término correspondiente. Asi,
con la notacién y definicion anterior del cofactor, el determinante de orden tres con

respecto al primer renglon se escribe de la forma siguiente
ai1 A1z 413
Qz1 Az 023
azy Qazz 0dszz

|A] = = a11411 + 12412 + a43413

Y con un poco mas de pasos algebraicos en el proceso, pero conservando
la idea principal del caso del determinante de orden 3, es posible demostrar que,
para un determinante de orden 4 con respecto a la primera fila nos queda el

siguiente desarrollo por cofactores.

ayp A 13 Qg
Az1 Az Gz3 Qg
31 a3z 0433 dzg
Q41 Qg Qg3 Qgg

= A11411 + 12412 + a3413 + a14414

Y finalmente es de notarse que, el desarrollo por cofactores para
determinantes de mayor orden es relativamente sencillo de recordar y escribir sin
tener que contar con algun formulario de la definicion para tal propdésito. También
un analisis con mayor detalle y con un proceso algebraico ligeramente diferente al
que se ha usado para el desarrollo con respecto a la primera fila, demuestra que el
desarrollo por cofactores se puede realizar con respecto a cualquier fila o columna
obteniendo siempre el mismo valor del determinante. Asi por ejemplo, con
respecto a la segunda columna el desarrollo por cofactores es

aqp A A3 Aig
Az1 Az Gz3 Qpy
Q31 A3z a3z A3y
Qg1 Q42 Qg3 Qg

= Ay2412 + Ay245; + a33A3; + 4244,
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Ejemplo. Encontrar el determinante de la matriz usando un desarrollo por

cofactores con respecto al primer renglon.

5 -2 4 -1
0 1 5 2
A= 1 2 0 1
-3 1 -1 1

det(4) = a11A11 + 12412 + 13413 + a14414

5 -2 4 -1
0 1 5 2
det(4) = 1 2 0 1
-3 1 -1 1
1 5 2 0 5 2 0 1 2 0 1 5
= 5(-1D%2 0o 1|+CE2)DE1 0 1|+4-D*| 1 2 1+ (CDEDA1 2 0
1 -1 1 -3 -1 1 -3 1 1 -3 1 -1

Calculando por separado los determinantes de orden 3 y sustituyendo los

resultados se obtiene

5 -2 4 -1
det(4) = (1J % (5) i =51)(=8) + (—2)(-1)(—22) + 4(1)(10) + (-1)(—1)(36) = -8
-3 1 -1 1

Determinante de orden n por reduccion a una matriz triangular superior y
aplicando propiedades de los determinantes.

Con las definiciones anteriores del determinante de orden n se
demuestran las propiedades de determinantes apropiadas que mediante su
aplicacion y un proceso de escalonamiento para reducir una matriz dada de orden
n a una matriz triangular superior, permite calcular el valor de un determinante de
orden superior de manera mas eficiente desde el punto de vista computacional. El
siguiente ejemplo muestra cémo se calcula un determinante de orden 3
reduciendo a una matriz triangular y aplicando las propiedades que se mencionan

en proceso.

Ejemplo. Obtener el determinante de la siguiente matriz por reduccién a

una matriz triangular.
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Solucion.
Reduciendo la matriz dada a una triangular superior, aplicando

operaciones elementales por renglén, como se muestra en el siguiente proceso

2 1 5 F2+F1(3/2) 1 5
[_3 4 4] Brh(1/2) [0 11/2 23/2]
1 -2 3 0 —5/2 1/2

En este proceso el determinante de la matriz original es igual al
determinante que se obtiene después de hacer las operaciones elementales que
se indican en la expresion anterior debido a la siguiente propiedad de los

determinantes:

Propiedad 1. Si se reemplaza un renglén o una columna de una matriz por
la suma de este renglén o columna con otro renglén o columna multiplicado por un
escalar, el determinante de la matriz que se obtiene es el mismo que el de la

matriz sin modificaciones.

Continuando con el proceso de reduccidén, sumando la fila 3 con la fila

multiplicada por el escalar que se indica, se obtiene la matriz triangular superior.

2 1 5 F3+FZ<%> 2 1 5
_>[0 11/2 23/2]—>[0 11/2 23/2]
0 —5/2 1/2 0 0 126/22

Aplicando la siguiente propiedad correspondiente al determinante de una matriz

triangular superior.

Propiedad 2. El determinante de una matriz triangular superior o inferior es
igual al producto de los elementos de la diagonal, efectuando este producto se
tiene el valor del determinante

|B| = 2(11/2)(126/22) = 63

Si el determinante es de mayor orden, el proceso de reduccién tendra un
mayor niamero de pasos, pero sigue siendo mucho mas eficiente este método que
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los dos anteriores que se han expuesto. Como se habra notado en el proceso de
reduccion a triangular los elementos de la diagonal se han dejado diferentes de 1,
esto es con el fin de evitar la aplicacion de operaciones elementales que si alteran
el valor del determinante durante el proceso.

Sin embargo es posible hacer la reduccién a triangular dejando todos los
elementos de la diagonal iguales a la unidad con signo positivo, con lo que
obviamente el determinante de la matriz triangular obtenida sera igual a 1, pero en
ese caso se debera considerar los factores que han alterado el valor del
determinante original durante el proceso, multiplicando el valor del determinante
original por todos estos factores e igualar este resultado a la unidad y resolver la

ecuacion resultante para determinar el valor correcto del determinante original.

Las siguientes propiedades indican como se modifica el valor del
determinante cuando se aplican las otras operaciones elementales por renglén
gue no se usaron en este ejemplo.

Propiedad 3. El intercambio de cualesquiera dos renglones (o columnas) distintos
de la matriz A tiene el efecto de multiplicar el |A| por -1.

Propiedad 4. Si el renglon i o la columna j se multiplican por un escalar ¢, entonces
el |A| se multiplica por c.

Inversa de una matriz ((Beauregard, 1973).
Un sistema de n ecuaciones con n incégnitas xq,..,x, puede ser
expresado en forma matricial
Ax=b (12)
Donde A es la matriz de coeficientes de orden nxn , x es el vector
columna de las n incégnitas, y b es el vector columna n-dimensional de
constantes. La ecuacion analoga usando escalares es
ax=>b (13)
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Donde a,b € R . Usualmente resolvemos la ecuacion (12) para x

dividiendo entre a si a # 0, pero también podriamos pensar en resolver (12)

RT 1 g
multiplicando por - Los pasos del proceso de solucion son

%(ax) = %b (multiplicando por % )

a a

(1 a) x==b (propiedad asociativa de la multiplicacion)
1-x==-b (propiedad del inverso 1/a)

X = %b (propiedad del idéntico multiplicativo1)

La ecuacién (12), dado que tiene la misma estructura matematica que la
ecuacion (13), solo que en forma matricial, es l6gico pensar que es posible
resolverla de manera semejante. Asi, la multiplicacion matricial es asociativa, y la
matriz identidad I de orden nxn , juega el mismo rol para multiplicacion de
matrices de orden n xn que el numero 1 juega en la multiplicacién de nimeros
reales. Lo que es crucial, para completar la solucion, es encontrar una matriz C de

orden n X n tal que CA =1, de modo que C tenga el mismo rol en el contexto
.. . , 1 , . .
matricial que el que tiene el numero - para los numeros reales. Si dicha matriz

existe, entonces los pasos del proceso de solucién de la ecuacion (12) son
C(Ax) =Cb  (multiplicando por la matriz C)
(CA)x =Cb (propiedad asociativa de la multiplicacion de matrices)
Ix =Cb (propiedad del inverso en el contexto matricial CA = I)
x =Cb (propiedad del idéntico multiplicativo en el contexto matricial Ix = x).
Lo que demuestra que nuestro vector columna x de las incégnitas debe
ser igual al vector columna que se obtiene al efectuar el producto matricial Cb.
Hacemos énfasis que la solucion anterior solo es posible si existe una matriz C tal

que CA=1.

Ejemplo.

Sea A= (i z)

65



Entonces existe una C tal que CA =1, que se comprueba al efectuar la siguiente

multiplicacion
GG D=6

-4 9
1 —2)’
es la que verifica la expresion CA = I. Desafortunadamente, no es cierto que para

De manera que para la matriz A de este ejemplo la matriz C = (

cualquier matriz A de orden n X n, se puede encontrar una matriz C de orden n x n
tal que CA = 1. Por ejemplo, si la j-ésima columna de A tiene todos sus elementos
iguales a cero, entonces al efectuar la multiplicacién la j-ésima columna de CA
también tiene todos sus elementos iguales a cero para cualquier matriz C
entonces CA # I para cualquier matriz C. Sin embargo para muchas matrices A

importantes, se puede encontrar una matriz C talque CA=1.

Definicion. Sea A una matriz de orden nxn . Una matriz C de orden
n X n es una inversa izquierda de A si CA = 1. Una matriz D de orden nXxn es

una inversa derecha A si AD = I.

Ahora demostraremos que, si una matriz cuadrada tiene ambas una
inversa izquierda y una inversa derecha, entonces estas inversas coinciden.
Teorema. Si A es una matriz de orden n X n con una inversa izquierda C y una

inversa derecha D entonces C = D.

Demostracion
Puesto que la multiplicacion de matrices es asociativa, tenemos
C(AD) = (CA)D.
Por otra parte, como D es la inversa derecha de A, tenemos
C(AD) =CI =,
Mientras que C es la inversa izquierda de A, tenemos
(CA)D =ID = D.
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Entonces C = C(AD) = (CA)D = D, entonces C y D son iguales, es decir la misma
matriz, por lo que resulta adecuado usar un solo concepto como la inversa de la

matriz A.

También la matriz inversa se puede interpretar como la matriz que cuando
se usa como factor que multiplica a otra matriz que es el resultado de un producto,
nos permite deshacer el efecto de una multiplicacién anterior, regresandonos el
factor que se tenia antes de la primera multiplicacion, es decir a manera de

ejemplo regresemos al proceso de solucién de la ecuacién matricial (12)
Ax=Db

En el lado izquierdo de esta ecuacién, se puede considerar que la primera
multiplicacion de la matriz A por el vector x , es una operacidon que modifica al
vector x y que para deshacer el efecto de esta modificacién se requiere realizar
una operacion inversa semejante a la division y que en el contexto matricial es la
multiplicacion por la inversa C de la matriz A, y para no alterar la condicion de
igualdad debe hacerse también en el lado derecho la misma operacion,
completdndose el proceso aplicando los pasos anteriormente expuestos
debidamente justificados por las propiedades ya mencionadas.

Esta idea de la existencia de una primera multiplicacién de matrices que
produce un resultado, y una segunda multiplicacién por la inversa que la deshace
y recupera uno de los factores de la primera operacion, es de suma utilidad en la
aplicacion de la inversa de una matriz en el encriptado de mensajes. Sin embargo
para que esta aplicacion de la inversa se pueda realizar, es claro que se tienen
que realizar dos multiplicaciones, una primera que realiza el encriptado ocultando
el factor que corresponde al mensaje, y una segunda multiplicacién por la inversa
de la matriz de encriptado para decodificar el mensaje. También es obvio que la
matriz de encriptado debe ser invertible, es decir su inversa debe existir.
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Existen diferentes métodos para calcular la inversa de una matriz, en el
siguiente ejemplo se muestra como calcular la inversa de una matriz de orden 3,

usando el método conocido como el de la matriz adjunta.

Ejemplo. Obtener (si existe) la inversa de la siguiente matriz usando la

2 1 5
-3 4 4

1 -2 3

matriz adjunta.

A=

Solucion.
La inversa de la matriz A denotada como A~! usando la matriz adjunta, se

calcula con la expresion

IR S
A adj(A)

Al
Donde la matriz adjunta de A es la matriz que se obtiene de la transpuesta
de la matriz cuyos elementos son los cofactores de la matriz A. Asi calculando

primero todos los cofactores

4 4 _

All = (_1)1+1 |_2 3

MIHE) - @) (-2)] =20
_ 142 |—3 4| _ _
Ay =D = CDIEDE) - @] =13

An =0T A= OIEDED) - @) =2

A = 0L S = Col® - G2 = -13

Ay = (D22 2] = I@E) - 5] = 1

Ay = (0772 L= CDI@-2) - @] =5
A = DL 0= OIO® - G @) =16

Az, = (-1*7?| % 2] = (-DI@® - B)(-3)] = -23
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A= P22 1] = OI@@ - OED) =1

Entonces la matriz adjunta de A es

adj(A)=|-13 1 5

20 13 zlt
-16 -23 11

Calculando el determinante con un desarrollo por cofactores con respecto al
primer renglén se tiene

|A|l = a11411 + ag2412 + ai3443
Sustituyendo los cofactores se obtiene

|A] = 2(20) + 1(13) + 5(2) = 63

Sustituyendo el determinante y la matriz adjunta en la expresién de la

inversa se obtiene

1 120 13 27
A‘l——adj(A)z—[—13 1 5]

Al 3|16 —23 11
[20 ~13 —16]
At=—|13 1 -23
Sl 5 11
20 —13 —16]
63 63 63
P I
63 63 63
2 5 11
63 63 63

4.2.3 Descripcion de los objetos propuestos a construir

Descripcion del primer objeto
Como ya se ha mencionado, la teoria de aprendizaje de las
representaciones semiéticas de Raymond Duval, es la teoria con respecto a la
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cual se desarrollan las actividades a realizar en este trabajo, especificamente para
el tema de determinantes de orden dos, se propone una practica centrada en la
construccién de un tablero cuadriculado, con un conjunto de piezas triangulares
gue se unen para formar otros poligonos con un mayor niumero de lados, cuyas
areas se calculan aplicando determinantes de orden dos.

En este caso, el tablero cuadriculado, se construye sobre una delgada
placa metdlica lisa y plana de tamano aproximado al de hoja de papel tamafo
carta, sobre la cual se traza la cuadricula o bien se pega una hoja de papel que ya
tenga una cuadricula de cuadros de un centimetro de lado.

Para la construccion de las piezas triangulares se solicita el uso del
programa GEOGEBRA para el trazado inicial, el cual se usa como patrén de
dibujo para el trazado de la pieza sobre el material a utilizar para la construccion,
que puede ser papel ilustracion, triplay de 3mm de espesor, o algun otro a
eleccion de los estudiantes.

Después de recorta la pieza triangular y se le pega o fija un pequefo iman
plano de tamafo menor a la pieza. Asi mismo, una vez hechas las piezas
triangulares, en el desarrollo de la practica se le solicita al estudiante formar
poligonos mediantes la unién de las piezas triangulares adheridas a la placa
metalica por la accién del iman, y nuevamente se hace uso del programa
GEOGEBRA para hacer el dibujo del poligono colocado en la cuadricula.

Figura 14. Fotografia ejemplo del objeto terminado
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Descripcion del segundo objeto

Con el objeto de contribuir a la conexién del concepto matemético
denominado determinante de una matriz, con la realidad y el entorno del
estudiante y la articulacién de este concepto de la asignatura de algebra lineal con
otros cursos de matematicas y tomando como referencia la teoria de aprendizaje
de las representaciones semiodticas de Raymond Duval, se propone en este
trabajo el desarrollo de una practica centrada en la construccion de una maqueta

de un objeto construido a base de paralelepipedos.

En este caso, el objeto a construir se trata de una escultura de un robot,
que se pide primeramente representarlo graficamente usando un sistema de
coordenadas tridimensional con la ayuda del programa de computadora
GEOGEBRA para graficar los diferentes paralelepipedos que forman parte de la
escultura (robot), y obtener la representacibn semio6tica del concepto de
determinante en forma de una grafica de un cuerpo geométrico cuyo volumen

corresponde con el determinante de una matriz de 3x3.

Asi mismo, en el desarrollo de la practica, una vez hecha la
representacion grafica se solicita el desarrollo del cuerpo en un plano sobre el
material a utilizar para la construccion fisica de los paralelepipedos que al unirse
construyen al robot. Aunado a esta construccién, se sugieren una secuencia de

actividades usando diferentes representaciones semidticas.

Figura 15. Fotografia lateral del robot.
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Descripcion del tercer objeto

El objeto que se propone construir para el tema de determinantes de
orden n, es una pequena caja o tarjetero en la cual se depositan aproximadamente
26 tarjetas rectangulares de 9 cm por 5 cm (tamafno estandar de tarjeta) de
cartulina u otro material equivalente. Todas las tarjetas tienen una cuadricula

impresa de 4 cm por 4 cm, con cuadros de 1cm.

Una de estas tarjetas contiene escrito en cada cuadro los elementos
genéricos (a7 ...) de una matriz que se nombra con la letra A, una segunda tarjeta
de este grupo contiene los valores especificos de la matriz de orden 4, cuyo

determinante se calculard usando las otras veinticuatro para el proceso de calculo.

Cada una de las otras 24 tarjetas contienen 4 pequefias perforaciones en
las posiciones correspondientes a los cuatro factores de cada uno de los 24
términos de la definicion del determinante de orden 4, de manera que al
sobreponer cualquiera de estas tarjetas perforadas en la tarjeta que contiene los
valores de la matriz A del punto 2, Unicamente sean visibles los cuatro elementos
que se deben multiplicar en el producto correspondiente. Ademas, en cada tarjeta
con perforaciones se coloca también alguna etiqueta con el signo correcto
correspondiente al término del producto de los cuatro factores involucrados,
dependiendo si la permutacién de los segundos subindices de los factores
involucrados en dicha tarjeta es de clase par o impar.

Itodl e

Figura 16. Fotografias de tarjetas de la practica de determinante con permutaciones

De esta manera los 24 productos de cuatro factores del determinante de
orden 4, se calculan identificando los factores a multiplicar sobreponiendo las

tarjetas perforadas sobre la tarjeta que tiene los datos de la matriz que se desea

72



calcular su determinante. Finalmente se efectia la suma algebraica de los 24
productos calculados y se obtiene el valor del determinante de la matriz A de

orden 4.

Descripcion del cuarto objeto

El objeto que se propone construir para el tema de la inversa, es una
pequefna caja o tarjetero en la cual se depositan aproximadamente 25 tarjetas
rectangulares de 9 cm por 5 cm (tamafo estandar de tarjeta) de cartulina u otro
material equivalente, que tiene imagenes relacionadas con teoremas o frases de

matematicos en las caras exteriores de la cajita de mensajes.

Todas las tarjetas tienen una cuadricula impresa de 4 cm por 4 cm, con
cuadros de 0.8 cm, excepto las primeras tres del bloque que contienen impreso
una tabla de equivalencias entre numeros enteros y letras del alfabeto y demas

simbolos que se emplean en los mensajes a codificar.

También en una de las tarjetas se escriben los elementos de una matriz
invertible de orden 5 X 5 que se usa para el encriptado de mensajes de texto que
se convierten a numeros enteros mediante la tabla de equivalencias. La matriz
inversa de esta matriz se debera calcular y utilizar para deshacer el encriptado de

los mensajes.

En el resto de las tarjetas contenidas en el tarjetero se escriben en las
cuadriculas los elementos correspondientes a las matrices de orden 5 X 5 que se
obtienen al multiplicar la matriz de encriptado por las matrices que contienen los
mensajes de texto previamente convertidos a nimeros enteros mediante la tabla
de equivalencias entre letras y simbolos con numeros enteros, y se deja una

tarjeta en blanco para sefialar la terminacion de los diferentes teoremas o frases.

Para decodificar cada teorema o frase, se debera multiplicar todas y cada
una de las matrices de cada bloque de tarjetas correspondiente a algun teorema o
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frase por la inversa de la matriz de encriptado, para deshacer el encriptado, y

luego usar la tabla de equivalencias para la conversion final a texto.

Figura 17. Tarjetas de encriptados de mensajes usando el cbncepto de matriz inversa.

4.2.4 Actividades propuestas y sus desarrollos para cada uno de
objetos construidos

Para el primer objeto a construir.
PRACTICA DE AREA CON DETERMINANTES.
Calculo del area de poligonos por division en triangulos y aplicacion del
determinante de orden dos
1) Usando el programa GEOGEBRA con el sistema de referencia y las
coordenadas que se indican haga una réplica de la figura 18.

2) Sobre una hoja de papel ilustracion trace igual cantidad de poligonos
idénticos a los de la figura 18. Recorte y pegue a cada poligono un pequeno

iman plano, de tamafio menor a la pieza recortada.

3) Sobre una delgada placa metédlica de dimensiones iguales a una
hoja de papel tamafno carta, trace una cuadricula con cuadros de un cm, o
bien, simplemente pegue una hoja de papel milimétrico de manera que la placa

quede con una cuadricula.

4) Seleccione como origen de un sistema de coordenadas
rectangulares, un punto de la cuadricula ubicado en la esquina inferior
izquierda, con respecto a este punto especifique la direccién positiva de los
ejes horizontal (eje x) y vertical (eje y).
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5) Coloque el paralelogramo que recortd, etiquetado con la letra A en
alguna posiciébn de la cuadricula de la placa y usando el programa
GEOGEBRA realice una réplica de la posicidn en que se encuentra en la
cuadricula de la placa, y calcule el area con las herramientas de célculo de
areas de poligonos integradas al programa.

6) Determine las componentes o coordenadas de los puntos extremos,
con respecto al vértice comun de dos vectores que coinciden con dos lados del
paralelogramo en direccion y magnitud, y calcule el area usando un

determinante de orden dos.

7) Con los tridngulos identificados con las letras B y C, forme un
cuadrilatero de lados desiguales, uniéndolos por el lado de mayor longitud. Al
poligono formado con esta unién, coléquelo en alguna posicién de la
cuadricula de la placa y usando el programa GEOGEBRA realice una réplica
del mismo de acuerdo a la posicidn en que se encuentra, y calcule el area del
cuadrilatero con las herramientas de calculo de areas del propio programa.

8) Compruebe el resultado anterior usando determinantes de orden dos
para hallar el area del poligono como la suma de las areas de los triangulos
usados en su formacioén, y considerando que el area de un triangulo es la mitad

del area del paralelogramo correspondiente.

9) Dibuje un pentagono irregular con el programa, determine su area
usando el programa vy verifique este resultado calculando esta area como la

suma del &rea de tres triangulos usando determinantes de orden dos.
10) Construya los triangulos de manera semejante al punto (b), forme

con ellos el pentagono y coldéquelo en otra posicion de la cuadricula de la placa
y repita el inciso (9).
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Figura 18. Paralelogramos y triangulos para formar areas.

Para el segundo objeto a construir.
PRACTICA DE VOLUMENES CON DETERMINANTES.
Calculo del volumen de una escultura construida con paralelepipedos.

1) Usando el programa GEOGEBRA con el sistema de referencia y las

coordenadas que se indican haga una réplica de la figura 19.

Cabeza

17,175, 20.5), (17, 20, 20.5), (15,17.5, 20.5), (15, 20, 20.5),
17,17.5, 20.5), (17, 20, 23), (15, 17.5, 23), (15, 26, 23)

Torax

17,15.5,13), (17, 22, 13), (15,15.5, 13), (15, 22, 13),
17, 15.5, 20.5), (17, 22, 20.5), (15, 15.5, 20.5), (15, 22, 20.5)

Brazo izquierdo

Antebrazo izquierdo

~ [—r — [—

)
(
) ( (
20, 22, 17.5), (20, 23.5, 17.5), (16, 22,17.5), (16, 23.5, 17.5)
19, 22,19.5), (19, 23.5, 19.5), (21, 22, 22.5), (21, 23.5, 22.5),
20, 22, 17.5), (20, 23.5, 17.5), (22, 22, 20.5), (22, 23.5, 20.5)

Puno

(
(
ﬁ
(19, 22,19.5), (19, 23.5, 19.5), (21, 22, 22.5), (21, 23.5, 22),
(
(
(
(

21.75, 22, 22), (21.75, 23.5, 21), (21.25, 22, 22), (21.25,
23.5, 22), (21.75, 22, 22), (21.75, 23.5, 22), (21.25, 22, 23),

Tabla 6. Coordenadas de los

vértices de lo

(21.25, 23.5, 23)
Parte superior pierna | (19, 19, 7), (19, 22, 7), (17,19, 13), (17, 22, 13),
izquierda (15,19, 13), (15, 22, 13), (17,19, 7), (17,22, 7)
Parte inferior pierna | (18, 19, 1), (18, 22, 1), (19, 18, 7), (19, 22, 7),
izquierda (17,19,7),(17,22,7), (16, 19, 1), (16, 22, 1)
Pie izquierdo (20, 20, 0), (20, 21, 0), (18, 20, 1), (18, 21, 1),
(16, 20, 1), (16, 21, 1), (18, 20, 0), (18, 21, 0)
Parte superior pierna | (17, 15.5, 13), (17, 18.5, 13), (15, 15.5, 13), (15, 18.5, 13),
derecha (16, 15.5,7), (16, 18.5,7), (14, 15.5, 7), (14, 18.5, 7)
Parte inferior pierna | (14, 15.5, 1), (14, 18.5, 1), (12, 15.5, 1), (12, 18.5, 1),
derecha (16, 15.5,7), (16, 18.5,7), (14,15.5,7), (14, 18.5, 7)
Pie derecho (14,16.5, 1), (14,17.5,1), (12, 16.5, 1), (12, 17.5, 1),
(16, 16.5,0), (16, 17.5, 0), (14, 16.5, 0), (14, 17.5, 1)
sp

aralelepipedos del robot.
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2) Usando paralelepipedos complete la extremidad que le falta al robot
mostrado en la figura 19, considerando que esta colocada a la misma altura y

de manera simétrica a la otra extremidad.

3) Usando el mismo programa GEOGEBRA dibuje el desarrollo de
cada paralelepipedo y use este desarrollo para construir cada uno de ellos en
papel (ilustracién, cartulina,...). Finalmente pegue las partes y forme la

escultura.

4) Asigne una letra que identifique con una etiqueta a cada uno de los
paralelepipedos involucrados y haga una tabla que contenga la imagen,
descripcidn verbal de su ubicacién, y las coordenadas de cada uno de los

vértices.

5)Anada una columna a la tabla anterior que contenga las
componentes de tres vectores que tienen un origen comun en un vértice, sus
direcciones coincidentes con igual cantidad de aristas y sus otros extremos en
tres vértices diferentes. Estas componentes corresponden con las coordenadas

de los puntos extremos de los vectores con respecto al origen comun.

6) Usando los vectores o coordenadas de la columna afnadida en la
actividad anterior, determine el volumen de cada uno de los paralelepipedos de
la escultura calculando determinantes de 3x3 con la regla de Sarrus, o con un

desarrollo por cofactores.

7) Si el resultado de algun determinante de la actividad anterior es un
namero negativo, multipligue uno de los renglones por (-1) para obtener un
nuamero positivo como resultado y establezca una conclusién desde el punto de

vista geométrico de esos casos.
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8) Calcule el volumen total de material necesario para fabricar una

pieza de plastico como la escultura (robot).

9) Considerando la definicion del determinante de 3 x 3, como la regla
de correspondencia que define una funcién determinante D: R3*3 - R
exprese los subconjuntos de R3*3 y de R que corresponden al dominio y al

rango respectivamente, para el caso especifico de la escultura (robot).

10) Repita los pasos necesarios para construir con paralelepipedos un
objeto diferente al robot. Utilice diferentes colores, motivos e imagenes
pequefnas para adornarlo con otros elementos creativos de su propio gusto e

inspiracion.

Figura 19. Vistas de la escultura de un robot.

Para el tercer objeto a construir
PRACTICA DE DETERMINANTE CON PERMUTACIONES.
Calculo de determinantes de orden 4 usando plantillas de los términos.
1) Construya una pequefa caja, con su respectiva tapa, de un tamano
tal que sirva para almacenar aproximadamente 26 tarjetas rectangulares de 9

78



cm por 5 cm. Alineada al centro en cada tarjeta trace una cuadricula de 4 cm

por 4 cm, con cuadros de un 1 cm.

2) En una de las tarjetas, en cada cuadro de la cuadricula escriba un
elemento de una matriz de orden 4 x 4 con sus respectivos subindices de
forma general (a;; ...). Haga una lista de los veinticuatro productos de cuatro
factores correspondientes a la definicion del determinante de orden 4,
efectuando las permutaciones de los segundos subindices hasta completar los
veinticuatro. Determine también el signo correcto de cada uno de los productos
de cuatro factores analizando si las permutaciones correspondientes de los

segundos subindices son pares o impares.

3)Con base a la lista anterior y haciendo uso de las 24 tarjetas
disponibles, en cada una de ellas realice 4 pequefnas perforaciones en las
posiciones correspondientes a los cuatro factores que estan en cada producto
de la lista de veinticuatro, una tarjeta con cuatro perforaciones por cada
producto de la lista, de manera que al sobreponer cualquiera de estas tarjetas
perforadas en la tarjeta que contiene la matriz A del punto 2, Unicamente sean
visibles los cuatro elementos que se deben multiplicar en el producto
correspondiente.

En cada tarjeta con perforaciones coloque también alguna etiqueta con
el signo correcto correspondiente al término del producto de los cuatro factores

involucrados.

4) Reemplace la tarjeta de la matriz A por una semejante, que en lugar
de elementos generales, contenga elementos especificos de una matriz de
orden 4 x 4 con valores enteros, diferentes de cero y hasta de dos digitos.
Determine el determinante sobreponiendo una a una las tarjetas con
perforaciones a esta matriz cuyo determinante se desea calcular, y efectuando

el producto de los factores visibles en cada caso y considerando este resultado
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con el signo indicado en la misma plantilla en el calculo de la suma total de los

veinticuatro productos de cuatro factores correspondientes al determinante.

5) Verifique el resultado del determinante calculado en la actividad

anterior usando un desarrollo por cofactores.

6) Compruebe ambos resultados anteriores calculando el determinante
por reduccion a una matriz triangular superior y aplicando propiedades de los

determinantes.

7) Proponer una matriz de orden 5 x 5 en lugar de la de los pasos
anteriores y calcule el determinante de esta matriz, haciendo primero un
desarrollo por cofactores con respecto a alguna fila o columna, y utilice las
plantillas para calcular los cinco determinantes de orden 4 que aparece en el
desarrollo por cofactores.

8) Compruebe el resultado del determinante de la actividad del punto 7,
por reduccion a una matriz triangular superior y aplicando propiedades de los

determinantes.

9) Haga una lista, con su respectivo signo correcto, de al menos 20 de
los 120 productos de cinco factores que tiene el determinante de orden 5 x5y
argumente sobre las dificultades del calculo de determinantes por
permutaciones signadas de los segundos subindices de los factores
involucrados y el uso de plantillas semejantes a la de los puntos anteriores de
esta actividad.

10) Calcule usando el programa GEOGEBRA todos los determinantes
de los puntos anteriores.

Para el cuarto objeto a construir
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PRACTICA DE ENCRIPTADO DE MENSAJES.
Encriptado de mensajes usando el concepto de matriz inversa.
1) Construya una pequefa caja, con su respectiva tapa, de un tamano
tal que sirva para almacenar aproximadamente 25 tarjetas rectangulares de 9

cm por 5 cm.

2) Investigue en paginas de internet y seleccione tres frases de
matematicos o teoremas sobre el tema de matrices y determinantes, que sean
breves, de ser posible, enfocados a la matriz inversa. También elija una
imagen representativa de la frase o el teorema y utilicelas para colocarlas, en
el tamafno adecuado, en tres de las caras de la caja de tarjetas y use la cara
restante para los datos de identificacion del autor o autores del trabajo.

3) Elabore una tabla de correspondencia entre las letras del alfabeto y
demads signos o simbolos empleados en las frases o teoremas seleccionados
en el punto 2, Ademas, proponga una matriz invertible de orden 5 x 5, cuyos
elementos sean numeros enteros, y que se usara para encriptar las frases o

teoremas del punto anterior.

4) Obtener la inversa de la matriz de encriptado que se usard para
deshacer el encriptado usando el programa GEOGEBRA.

5) Forme las matrices de orden 5 x 5 necesarias para el texto completo
de cada una de las frases o teoremas colocando cada letra o simbolo del texto
correspondiente en las posiciones de matrices de 5 x 5 siguiendo el orden de
lectura del texto por filas.

6) De acuerdo a la tabla de equivalencias entre simbolos y letras con
nuameros enteros convierta cada letra o simbolo a su numero entero
equivalente y forme las matrices correspondientes a todo el texto de la frase
o teorema con matrices de 5 x 5 cuyos elementos sean nimeros enteros.
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7) Multiplique cada una de las matrices del punto 6 por la matriz de
encriptado, con la ayuda del programa de cémputo GEOGEBRA. Escriba los
elementos de las matrices que se obtienen en una tarjeta, usando una para
cada matriz y siguiendo un orden de lectura por filas, y coloquelas en el
tarjetero (caja) usando una tarjeta sin texto como un separador entre grupos de

tarjetas que corresponden con una frase o teorema.

8) Elabore las tarjetas correspondientes a los puntos 3 y 4 y coldéquelas
al principio del grupo de tarjetas debidamente identificadas.

9) Intercambie su caja de mensajes con otro equipo a su eleccion y
decodifique las frases o teoremas de dicho equipo.

10)Envie a los integrantes del equipo anterior por via aplicaciones de
telefonia movil el contenido de las tarjetas, solicitando las decodifiquen y que
respondan con los mensajes debidamente decodificados, documentando y

registrando el envio y la respuesta obtenida.
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4.2.5 Instrumentos de evaluacion de la construccion de los objetos y de las actividades propuestas
RUBRICA PARA EVALUAR LA PRACTICA DEL AREA CON DETERMINANTES

Criterios

Excelente

Notable

Bueno

Suficiente

Insuficiente

Puntos
obtenidos

Construccion del
tablero y las
figuras
geométricas
para el calculo

El tablero construido,
cumple con todas las
especificaciones de las
actividades 3 y 4. Construye
correctamente el
paralelogramo y los dos
tridngulos de la actividad 2 y

El tablero y las figuras
geométricas construidas
cumplen con todas las
especificaciones de las
actividades 2, 3,4y 10,
excepto en alguna pero que
no afecta el desarrollo

El tablero y las figuras
geométricas construidas
cumplen con todas las
especificaciones de las
actividades 2, 3, 4y 10,
excepto en dos de ellas pero
que no afectan el desarrollo

El tablero y las figuras
geométricas construidas
cumplen con todas las
especificaciones de las
actividades 2, 3,4y 10,
excepto en algunas pero
que no afectan el desarrollo

No presenta el objeto a
construir o el tablero y las
figuras geométricas
construidas no cumplen con
las especificaciones
minimas necesarias para
realizar las actividades de la

, los tres triangulos de la adecuado de la préctica. adecuado de la practica. adecuado de la préctica. préactica.
de areas. P
actividad 10.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos

Calculo del area
de un
paralelogramo
usando
determinantes.

En el reporte escrito, la
fotografia del paralelogramo
en el tablero muestra
claramente que son
correctas todas las
coordenadas usadas y el
proceso de célculo del area
usando un determinante de

En el reporte escrito, la
fotografia del paralelogramo
en el tablero muestra con
cierto grado de aproximacion
que son correctas todas las
coordenadas usadas y el
proceso de célculo del area
usando un determinante es

En el reporte escrito, la
fotografia del paralelogramo
en el tablero muestra con
cierto grado de
aproximacioén que son
correctas todas las
coordenadas usadas pero el
proceso de calculo del area

En el reporte escrito, la
fotografia del paralelogramo
en el tablero muestra que
una de las coordenadas
usadas no esta correcta,
pero el proceso de calculo
del area usando un
determinante es correcto

No documenta la realizacion
de las actividad 6, o el
reporte tiene errores en las
coordenadas usadas y en el
proceso de calculo.

orden dos es correcto. correcto. usando un determinante aunque con un dato
tiene un solo error. inconsistente.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos

Calculo del area
de un
cuadrilatero
usando
determinantes.

La fotografia del cuadrilatero
de la actividades 7y 8
muestra claramente que son
correctas todas las
coordenadas usadas y el
proceso de célculo del area
total por division en areas
triangulares aplicando
determinantes de orden dos,
es correcto

20 puntos

La fotografia del cuadrilatero
de las actividades 7y 8
muestra con cierto grado de
aproximacion que son
correctas todas las
coordenadas usadas y el
proceso de célculo del area
total por divisién en areas
triangulares aplicando
determinantes es correcto.

18 puntos

La fotografia del cuadrilatero
de las actividades 7y 8
muestra con cierto grado de
aproximacion que son
correctas todas las
coordenadas usadas pero el
proceso de célculo del area
total por divisién en areas
triangulares presenta algin
determinante con errores.

16 puntos

La fotografia del cuadrilatero
de las actividades 7y 8
muestra que alguna de las
coordenadas usadas no
estéa correcta, pero el
proceso de célculo del area
total usando determinantes
de orden dos es correcto,
aunqgue con un dato
inconsistente.

14 puntos

No documenta la realizacion
de las actividades 7-8, o el
reporte tiene errores en las

coordenadas usadas y en el
proceso de célculo del area
total por divisién en areas

triangulares.

0 puntos

Calculo del area
de un poligono

Las imagenes del poligono
de las actividades 9y 10
muestran claramente que

son correctas todas las
coordenadas usadas y el

Las imagenes del poligono de
las actividades 9y 10
muestran con cierto grado de
aproximaciéon que son
correctas todas las

Las imagenes del poligono
de las actividades 9y 10
muestran con cierto grado
de aproximacion que son
correctas todas las

Las imagenes del poligono
de las actividades 9y 10
muestran que alguna de las
coordenadas usadas no
estéa correcta, pero el

No documenta la realizacion
de las actividades 9y 10, o
el reporte tiene errores en
las coordenadas usadas y
en el proceso de calculo del
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coordenadas usadas y el

coordenadas usadas pero el

proceso de célculo del area
total usando determinantes

area total por divisiéon en

areas triangulares.

proceso de calculo por

proceso de célculo del area

de orden dos es correcto,

irregular de
cinco lados. division del area total en proceso de calculo del area
areas triangulares usando total por divisién en areas total por division en areas
determinantes de orden dos triangulares aplicando triangulares presenta algin aunque con un dato
es correcto. determinantes es correcto. determinante con errores. inconsistente.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Documenta con fotografias y Documenta con fotografias y Documenta con fotografias y | Documenta con fotografiasy | No documenta la realizacion
capturas de pantalla la capturas de pantalla la capturas de pantalla la capturas de pantalla la de alguna de las actividades
realizacién de las realizacién de las actividades realizacién de las realizacién de las 1,5, 7,9 o bien se tienen
actividades 1,5, 7, 9 con el 1, 5,7, 9 con el programa actividades 1, 5, 7, 9 con el actividades 1, 5, 7, 9 con el mas de tres errores.
Uso de SAC programa GEOGEBRA GEOGEBRA donde se programa GEOGEBRA programa GEOGEBRA
(GEOGEBRA). donde se muestran todos muestran todos los resultados donde se muestranltodos donde se muestran.todos
los resultados obtenidos de obtenidos de manera correcta los resultados obtenidos de los resultados obtenidos de
manera correcta. con un solo error en alguna de | manera correcta con un solo | manera correcta con un solo
las actividades. error hasta en dos de las error hasta en tres de las
actividades. actividades.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Total puntos obtenidos
EQUIPO No. __ INTEGRANTES:

OBSERVACIONES:

RUBRICA PARA EVALUAR LA PRACTICA DE VOLUMENES CON DETERMINANTES

I _ . Puntos
Criterios Excelente Notable Bueno Suficiente Insuficiente obtenidos
El robot construido, cumple El robot construido, cumple El robot construido, cumple El robot construido, cumple No presenta el objeto a
con todas las con todas las especificaciones construir 6 el robot
de la actividad 3. Esta construido no cumple con

con todas las

especificaciones de la

correctamente armado y

las especificaciones de la

con todas las especificaciones
de la actividad 3. Esta especificaciones de la
< correctamente armado y actividad 3. Esta actividad 3. Esta
Construccion pegado de manera rigida y correctamente armado y correctamente armado y pegado de manera rigida. actividad 3.
de la escultura tiene las dimensiones que se pegado de manera rigida y pegado de manera rigida y .
a basg de solicitan. Usa diferentes tiene las dimensiones que tiene aproximadamente las
paralelepipedos colores para pintarlo y se se solicitan. dimensiones que se solicitan.
(robot) monta en una base también
pintada.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
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El reporte escrito documenta
la realizacion de las
actividades 4, 5, 6,7 y 8.
Mostrando que todas las
coordenadas, los vectores de
las aristas, y el calculo de los

Calculo del
volumen de los
paralelepipedos

del robot y del
volumen total

El reporte escrito documenta
la realizacion de las
actividades 4, 5, 6,7 y 8.
Mostrando que todas las
coordenadas y los vectores
de las aristas estan

El reporte documenta la
realizacion de las actividades
4,5, 6,7y 8. Mostrando que
todas las coordenadas estan
correctas y pero los vectores
de las aristas y el célculo de

El reporte documenta la
realizacién de las actividades
4,5,6,7,y 8. Se tiene un solo
error en las coordenadas, en
los vectores de las aristas, y
en el célculo de los

No documenta la
realizacién de alguna de las
actividades 4,5,6,7y 8,0
el reporte contiene mas de
3 errores en la realizacién

de estas actividades.

con volimenes con determinantes correctos, pero uno de los volimenes tienen un solo volimenes.
determinantes de orden 3 estan correctos. volimenes esta incorrecto, error.
de orden 3.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
El reporte documenta la El reporte documenta la El reporte documenta la El reporte documenta la No documenta la
Calculo del realizacién de la actividad 9 y realizacion de la actividad 9 realizacion de la actividad 9 realizacién de la actividad 9 realizacion de las
dominio y el todos los elementos de las con todos los elementos del con solo una matriz del con un solo error en el actividades 9, o el reporte
rango de la matrices de orden tres del dominio correctos y con un dominio con errores y un solo dominio y hasta con dos documenta la realizacion de
funcion dominio estan correctos y solo elemento del rango elemento del rango elementos del rango la misma pero con mas de
. también con todos los incorrecto. incorrecto. incorrectos. tres errores.
determinante .
resultados del calculo de los
del robot. :
determinantes del rango
correctos.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos

Se documenta con fotografias
e iméagenes la realizaciéon de
la actividad 10 y se utilizan
solo paralelepipedos no
rectos en la construccion del
objeto y esta armado, pintado
y con elementos creativos en
su disefio y construccion.
20 puntos

Construccion
de un objeto
libre a base de
paralelepipedos

Se documenta con
fotografias e imagenes la
realizacion de la actividad

10 y se utilizan solo

paralelepipedos en la
construccion del objeto y
esta armado, pintado y con
elementos creativos en su
disefo y construccion.
18 puntos

Se documenta con
fotografias e imagenes la
realizacion de la actividad 10
y se utilizan solo
paralelepipedos en la
construccion del objeto y esta
armado y pintado.

16 puntos

Se documenta con fotografias
e imagenes la realizacion de
la actividad 10 y se utilizan
solo paralelepipedos en la
construccion del objeto y esta
armado y pegado como un
objeto rigido.

14 puntos

No documenta la
realizacién de la actividad
10, o el objeto construido

no presenta las
caracteristicas de rigidez o
no esta construido
Unicamente con
paralelepipedos.

0 puntos

Documenta con imagenes de
la vista grafica en 3
dimensiones de GEOGEBRA
la realizacion de las
actividades 1, 2 donde se
muestra claramente que la
réplica de la figura del robot y
la adicion de la extremidad se
realiz6 correctamente
20 puntos

Uso de SAC
(GEOGEBRA,).

Documenta con imagenes
de la vista graficaen 3
dimensiones de
GEOGEBRA Ia realizacién
de las actividades 1, 2
donde se muestra que la
réplica de la figura del robot
y la adicién de la extremidad
se realizé correctamente
18 puntos

Documenta con imagenes de
la vista graficaen 3
dimensiones de GEOGEBRA
la realizacion de las
actividades 1, 2 donde se
muestra que la réplica de la
figura del robot y la adicion de
la extremidad se realiz6 pero
se tiene un solo error.

16 puntos

Documenta con imagenes de
la vista gréafica en 3
dimensiones de GEOGEBRA
la realizacion de las
actividades 1, 2 donde se
muestra que la réplica de la
figura del robot y la adicion de
la extremidad se realiz6 pero
se cometieron dos errores.
14 puntos

No documenta la
realizacién de alguna de las
actividades 1, 2 o bien el
reporte muestra que se
cometieron tres o mas
errores en la réplica o en la
adicién de la extremidad.

0 puntos

EQUIPO No. INTEGRANTES:

Total puntos obtenidos

OBSERVACIONES:




RUBRICA PARA EVALUAR LA PRACTICA DE DETERMINANTES DE ORDEN 4 y 5 CON PERMUTACIONES

Criterios

Excelente

Notable

Bueno

Suficiente

Insuficiente

Puntos
obtenidos

Construccion
de la cajay las
tarjetas para

La caja y las tarjetas, cumplen
con todas las especificaciones
de las actividades 1, 2, 3.
Todas las perforaciones en las

La caja y las tarjetas, cumplen
con todas las especificaciones
de las actividades 1, 2, 3.
Todas las perforaciones en las

La caja y las tarjetas, cumplen
con todas las especificaciones
de las actividades 1, 2, 3,
aunque existe algun error en

La caja y las tarjetas, cumplen
con todas las especificaciones
de las actividades 1, 2, 3,
aunque existe algun error en

No presenta el objeto a
construir o la caja y las
tarjetas no cumplen con las
especificaciones de la

efectuar el tarjetas estan en la posicion tarjetas estan en la posicion las posiciones de las las posiciones de las actividad 1, 2, 3
calculo de correcta y el signo de todos correcta, pero uno de los perforaciones en alguna de las | perforaciones en alguna de las presentando tres 0 mas
determinantes | los productos de los factores | signos de los productos esta tarjetas, y todos los signos tarjetas y un solo signo de los | errores en las perforaciones

de orden 4. es el correcto. incorrecto. estan correctos. productos esta incorrecto. 0 en los signos.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
El reporte escrito documenta El reporte escrito documenta El reporte escrito documenta El reporte escrito documenta No documenta la realizacion
Calculo del la realizacién de las la realizacién de las la realizacién de las la realizacién de las de alguna de las actividades
determinante actividades 4, 5, 6. Es correcto | actividades 4, 5, 6. Es correcto | actividades 4, 5, 6. Es correcto | actividades 4, 5, 6. Es correcto | 4, 5, 6 0 esta incorrecto el
de ordgn 4 el calculo del determinante el calculo del determinante el calculo del determinante el calculo del determinante célculo del determinante
usando

plantillas para
los productos.

usando las tarjetas y estan
correctas las comprobaciones
con los métodos de cofactores

usando las tarjetas y se tiene
algun error en la
comprobacion con el método

usando las tarjetas y se tiene
algun error en la
comprobacién con ambos

usando las tarjetas y se tienen
algunos errores en la
comprobacién con ambos

usando las tarjetas como
plantillas para los productos.

y por reduccién a una matriz de cofactores 0 en el de métodos. métodos.
triangular. reduccién a una matriz
triangular.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos

Calculo del
determinante
de orden 5 por
cofactores y

Se documenta la realizacién
de las actividades 7y 8. Es
correcto el calculo del
determinante de orden 5 con
cofactores y usa las tarjetas

Se documenta la realizacién
de las actividades 7y 8. Es
correcto el calculo del
determinante de orden 5 con
cofactores y usa las tarjetas

Se documenta la realizacién
de las actividades 7 y 8. El
calculo del determinante de
orden 5 se realiza por
cofactores y usa las tarjetas

Se documenta la realizacién
de las actividades 7y 8. El
calculo del determinante de
orden 5 se realiza por
cofactores y usa las tarjetas

No documenta la realizacion
de alguna de las actividades
7, 8, o el reporte documenta
la realizacion de las mismas
con un total de tres errores o

usando las para calcular las de orden 4 para calcular las de orden 4 para calcular las de orden 4 para calcular las de orden 4 mas.
plantillas para del desarrollo con los del desarrollo con los todos del desarrollo con un solo del desarrollo hasta con 2
los resultados correctos y se los resultados correctos y error en estos resultados, pero errores en estos resultados,
determinantes | comprueba correctamente por | tiene algun error en el calculo el calculo por reduccion a una | pero el calculo por reduccién a
de orden 4. reduccién a una matriz por reduccién a una matriz matriz triangular esta correcto. una matriz triangular esta
triangular. triangular. correcto.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos

Evaluacion de
la viabilidad
para ampliar el
empleo directo
de plantillas
parael
determinante
de orden 5.

Se documenta la realizacién
de la actividad 9. Estan
correctos todos los signos de
los 20 productos que se
solicitan del determinante de
orden 5 y argumenta sobre los
problemas para elaborar y
usar las plantillas para los
determinantes de orden 5.
20 puntos

Se documenta la realizacién
de la actividad 9. Estan
correctos todos los signos de
los 20 productos que se
solicitan del determinante de
orden 5 y menciona los
problemas para elaborar y
usar las plantillas para los
determinantes de orden 5.
18 puntos

Se documenta la realizacién
de la actividad 9. Estan
correctos todos los signos de
los 20 productos que se
solicitan del determinante de
orden 5y menciona solo un
problema para elaborar y usar
las plantillas para los
determinantes de orden 5.
16 puntos

Se documenta la realizacién
de la actividad 9. Existe un
solo error en los signos de los
20 productos que se solicitan
del determinante de orden 5y
menciona solo un problema
para elaborar y usar las
plantillas para los
determinantes de orden 5.
14 puntos

No documenta la realizacion
de la actividad 9, o se tienen
errores en los signos de los
productos y no se
argumentan ni mencionan
los problemas para elaborar
y usar plantillas para los
determinantes de orden 5.

0 puntos
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Documenta con imagenes de
captura de pantallas del
GEOGEBRA la realizacién de
las actividad 10. Se calculan
todos los determinantes

Documenta con imagenes de
captura de pantallas del
GEOGEBRA la realizacién de
las actividad 10. Se calculan
todos los determinantes

Documenta con imagenes de

GEOGEBRA la realizacién de

captura de pantallas del

las actividad 10. En las
capturas de pantalla falté

Documenta con imagenes de
captura de pantallas del
GEOGEBRA la realizacion de
las actividad 10. Las imagenes
de capturas de pantalla no se

No documenta la realizacion
de la actividad 10 o bien el
reporte muestra que se
omitié el calculo de algunos
determinantes o las

(gzggzgsg) usados en la practica y estos usados en la practica y algun incluir el célculo de algin leen facilmente y falté incluir capturas de pantalla son
' resultados coinciden con los resultado no coincide con los determinante pero los el calculo de algun ilegibles o los resultados no
obtenidos en las actividades obtenidos en las actividades resultados coinciden con los determinante pero los coinciden con los de las
anteriores. anteriores. obtenidos en las actividades resultados coinciden con los actividades anteriores.
anteriores. obtenidos en las actividades
anteriores.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Total puntos obtenidos
EQUIPO No. INTEGRANTES:

OBSERVACIONES:

RUBRICA PARA EVALUAR LA PRACTICA DE ENCRIPTADO DE MENSAJES USANDO LA INVERSA DE UNA MATRIZ

Puntos
Criterios Excelente Notable Bueno Suficiente Insuficiente obtenidos
La cajita y las tarjetas, cumplen La cajita y las tarjetas, cumplen La cajita y las tarjetas, cumplen La cajita y las tarjetas, cumplen No presenta el
con todas las especificaciones con todas las especificaciones con todas las especificaciones de con todas las especificaciones de objeto a
de las actividades 1, 2. Tiene en | de las actividades 1, 2. Tiene en | las actividades 1, 2. Tiene en tres las actividades 1, 2. Tiene en tres construir o la
Construccion tres de las caras de la caja dos de las caras de la caja de las caras de la caja imagenes de las caras de la caja imagenes cajay las
de la cajay las imagenes relacionadas de imagenes con una relaciéon y al menos una de ellas tiene una | y al menos una de ellas tiene una tarjetas no
tarjetas para manera precisa a las frases o precisa con las frases o relacion precisa con las frases o relacion precisa con las frases o cumplen con
efectuar el teoremas seleccionados por el teoremas del equipo y en otra teoremas del equipo y en otra de teoremas del equipo y en otra de las
encriptado de equipo, y en otra de las caras de las caras tiene los datos de las caras tiene los datos de las caras tiene los datos de especificaciones
mensajes tiene los datos de identificacion identificacién de los integrantes identificacion de los integrantes identificacion de los integrantes de las
de los integrantes del equipo sin del equipo sin errores u del equipo sin errores u del equipo con alguna omisién o actividades 1y
errores u omisiones. omisiones. omisiones. error. 2.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos

Preparacion y
elaboracion de
las tarjetas
clave para
codificar y
decodificar
mensajes.

El reporte documenta la
realizacion de las actividades 3,
4y 8. La tabla de equivalencias

es como se indica en la

actividad 3 y contiene letras,
numeros y simbolos
matematicos, la matriz de
encriptado de orden 5x5 tiene
solo elementos enteros y el
calculo de la inversa incluye el
proceso con los resultados
correctos. Se elaboraron las
tarjetas correspondientes.

El reporte documenta la
realizacion de las actividades 3,
4y 8. La tabla de equivalencias

es como se indica en la

actividad 3 y solo contiene
letras y nimeros, la matriz de
encriptado de orden 5x5 tiene

solo elementos enteros y el
calculo de la inversa incluye el
proceso con los resultados
correctos. Se elaboraron las

tarjetas correspondientes.

El reporte documenta la
realizacion de las actividades 3, 4
y 8. La tabla de equivalencias es
como se indica en la actividad 3 y
solo contiene letras y nimeros,
la matriz de encriptado de orden
5x5 tiene solo elementos enteros

y el resultado de su inversa esta
correcto. Se elaboraron las
tarjetas correspondientes.

El reporte documenta la
realizacién de las actividades 3, 4
y 8. La tabla de equivalencias es
como se indica en la actividad 3 y
solo contiene letras. La matriz de

encriptado de orden 5x5 tiene solo
elementos enteros y el resultado
de su inversa esta correcto. Se
elaboraron las tarjetas
correspondientes.

No documenta
la realizacion de
alguna de las
actividades 3, 4
y8onose
cumple lo
sefalado en la
columna de
suficiente.
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20 puntos

18 puntos

16 puntos

14 puntos

0 puntos

Codificacion y
encriptado de

Se documenta la realizacién de
las actividades 5, 6 y 7. Es
correcta la adaptacion del texto
al formato de matrices de 5x5 vy
la codificacibn a ndmeros
enteros es correcta de acuerdo

Se documenta la realizacién de
las actividades 5, 6 y 7. Es
correcta la adaptacion del texto
al formato de matrices de 5x5 vy
la codificacibn a ndmeros
enteros de acuerdo a la tabla de

Se documenta la realizacion de
las actividades 5, 6 y 7. Es
correcta la adaptacion del texto al
formato de matrices de 5x5 vy la
codificacién a nimeros enteros de
acuerdo a la tabla de equivalencia

Se documenta la realizacién de
las actividades 5, 6 y 7. Es
correcta la adaptacién del texto de
la frase o del teorema al formato
de matrices de 5x5 y la
codificacién a nimeros enteros de

No documenta
la realizacién de
alguna de las
actividades 5, 6
y 7, o el reporte
muestra que la

las tres frases | a la tabla de equivalencia. Los | equivalencia tiene un solo | tiene dos errores en la misma | acuerdo a la tabla de equivalencia | realizacién  no
o de los tres resultados de los productos | error. Los resultados de los | frase o teorema. Los resultados de | de la actividad 3 tiene errores en | cumple con lo
teoremas. matriciales del encriptado estan | productos matriciales del | los productos matriciales del | una sola frase o teorema. Los | sefalado en la
correctos. encriptado estan correctos. encriptado estan correctos. resultados de los productos | columna de
matriciales del encriptado estan | suficiente.
correctos.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Se documenta con fotografias | Se documenta con fotografias | Se documenta con fotografias de | Se documenta con fotografias de | No documenta
de las cajitas y tarjetas | de las cajitas y tarjetas | las cajitas y tarjetas | las cajitas y tarjetas | con imagenes la
intercambiadas en la actividad 9. | intercambiadas en la actividad 9. | intercambiadas en la actividad 9. | intercambiadas en la actividad 9. | realizacion de la
. Se presenta la tabla de | Se presenta la tabla de | Se presenta la tabla de | Se presenta la tabla de | actividad 9, o la
Intercambio y equivalencias. La matriz de | equivalencias. La matriz de | equivalencias. La matriz de | equivalencias. La matriz de | decodificacion

decodificacion
de las frases o

encriptado y su inversa estan
correctas. La decodificacion del

encriptado y su inversa estan
correctas. La decodificacion del

encriptado y su inversa estan

correctas. La decodificacion del

encriptado y su inversa estan

correctas. La decodificacion del

del texto final de
las tres frases

teoremas. texto final de las tres frases o | texto final de dos de las tres | texto final de dos de las tres | texto final de una de las tres | o teoremas en
teoremas del equipo con el que | frases o teoremas del equipo | frases o teoremas del equipo con | frases o teoremas del equipo con | el intercambio
se haya realizado el intercambio | con el que se haya realizado el | el que se haya realizado el | el que se haya realizado el | de mensajes es
es correcta. intercambio es correcta y la | intercambio es correcta pero la | intercambio es correcta pero las | incorrecta.
tercera tiene un solo error. tercera tiene errores. otras dos tienen errores.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Documenta la realizaciéon de la | Documenta la realizacién de la | Documenta la realizacién de la | Documenta la realizacion de la | No documenta
actividad 10 con imagenes del | actividad 10 con imagenes del | actividad 10 con imagenes del | actividad 10 con imagenes del | la realizacion de
envio de las frases o teoremas | envio de las frases o teoremas | envio de las frases o teoremas | envio de las frases o teoremas | la actividad 10 o
encriptados a través de | encriptados a través de | encriptados a través de | encriptados a través de | bien el reporte
WhatsApp. Ademas, se incluyen | WhatsApp. Ademas, se incluyen | WhatsApp. Ademas, se incluyen | WhatsApp. Ademas, se incluyen | muestra que no
las capturas de pantalla del | las capturas de pantalla del | las capturas de pantalla del | las capturas de pantalla del | se cumple con
Uso de GEOGEBRA para calcular la | GEOGEBRA para calcular la | GEOGEBRA para calcular la | GEOGEBRA para calcular la | lo indicado en la
WhatsApp y inversa de la matriz de | inversa de la matriz de | inversa de la matriz de encriptado | inversa de la matriz de encriptado | columna de
(GEOGEBRA). | encriptado de la actividad 4 y | encriptado de la actividad 4 y | de la actividad 4 y algunas de las | de la actividad 4 y todas las | suficiente.
todas las multiplicaciones del | todas las multiplicaciones del | multiplicaciones del encriptado de | operaciones necesarias  para
encriptado de la actividad 7 y | encriptado de la actividad 7 y | la actividad 7 y algunas de las | decodificar los mensajes de la
todas las operaciones | algunas de las operaciones | operaciones necesarias para | actividad 9.
necesarias para decodificar los | necesarias para decodificar los | decodificar los mensajes de la
mensajes de la actividad 9. mensajes de la actividad 9. actividad 9.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Total puntos obtenidos
EQUIPO No. INTEGRANTES:

OBSERVACIONES:




4.2.6 Aportaciones esperadas de las actividades al alcance de las

competencias

Aportaciones esperadas de las actividades, asociadas al primer objeto, al
alcance de las competencias.
Andlisis de las aportaciones de las actividades propuestas con Ila
representacion semidtica del concepto de determinante de orden dos como
el area de un paralelogramo.
+ La actividad (1) introduce a la representacion semiética del
determinante de orden dos a través de la grafica del objeto denominado
paralelogramo con la ayuda del programa GEOGEBRA.

+ Las actividades (2, 3 ,4) hacen uso del programa GEOGEBRA como
una herramienta, que facilita la construccion del tablero y el conjunto de las
piezas triangulares, aportando al desarrollo de la competencia del uso de
sistemas algebraicos computarizados, en este caso, incluso en el proceso de
armado y construccion de objetos.

+ La actividad (5) hace una réplica de la ubicacion fisica del
paralelogramo en la pantalla de trabajo del programa GEOGEBRA y profundiza
en el uso de las herramientas del mismo para el célculo de areas de poligonos,
aportando en el desarrollo de la competencia genérica asociada al uso de
sistemas algebraicos computarizados (SAC).

+ En la actividad (6) se usa la representacién semibtica del
determinante de orden dos como el area de un paralelogramo, mediante el
calculo del determinante de una matriz de orden 2 x 2, cuyos renglones son las
componentes o coordenadas de los puntos extremos, con respecto al vértice
comun de dos vectores que coinciden con dos lados del paralelogramo en
direccién y magnitud.
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+ En las actividades (7,8) se usa el tablero y las piezas triangulares
para construir cuadrilateros que no son paralelogramos, y cuya area se calcula
con suma de areas de los triangulos que lo forman. A su vez cada area
triangular, se calcula como el area de la mitad de un paralelogramo, lo que
amplia el uso del determinante de orden 2 para calcular areas, incluso de
poligonos irregulares de cuatro lados mediante la divisibn en areas

triangulares.

+ Las actividades (9, 10) son actividades integradoras de la practica,
donde se refuerza la representacion semiética del determinante de orden dos
como el area de un paralelogramo que dividido entre dos permite hallar el area
de un tridngulo, y que el area de cualquier poligono se puede dividir en areas
triangulares cuya suma da como resultado el area del poligono.

Aportaciones esperadas de las actividades, asociadas al segundo objeto, al
alcance de las competencias.
Andlisis de las aportaciones de las actividades propuestas con Ila
representacion semiodtica del concepto de determinante como volumen de un
paralelepipedo.
+ La actividad (1a) introduce a la representacion grafica del objeto
denominado paralelepipedo con la ayuda del programa GEOGEBRA.

+ Las actividades (3, 4) profundizan en la representacién grafica del
objeto paralelepipedo como elemento o parte de un objeto mas grande que
puede tener distintas formas, en nuestro caso el robot. La realizaciéon de esta
actividad requiere del dominio de la representacién grafica de coordenadas en
el espacio y de la aplicacion del concepto de lineas o vectores paralelos para
inferir y determinar las coordenadas que permiten completar la gréafica del robot
con el programa GEOGEBRA.
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+ La actividad (3) introduce al desarrollo del cuerpo geométrico en una
figura plana para su construccién fisica permitiendo la conexion del concepto

matematico con el entorno del estudiante en una actividad.

4+ La actividad (5) asocia la representacion grafica de un vector en R®
con las aristas y vértices del paralelepipedo e introduce a la interpretacién
geométrica del producto mixto de vectores como un volumen de un

paralelepipedo que se calcula con un determinante de 3 x 3.

+ La actividad (6) determina el volumen de todos los paralelepipedos
calculando determinantes 3x3 y tomando el valor absoluto como el volumen
correspondiente al cuerpo geométrico, con lo que se enfatiza en la

representacién semiotica de un determinante de 3x3 como un volumen.

+ La actividad (7) permite analizar geométricamente el significado del
signo del resultado del determinante de 3x3 y justificar el uso del valor absoluto
como equivalente multiplicar por (-1) uno de los renglones a las propiedades de

los determinantes para obtener un numero positivo como resultado.

+ La actividad (8) se vincula a la posible fabricacion en molde de una
pieza de plastico para hacer conexidén con el entorno del estudiante.

+ La actividad (9) introduce a la representacién semiética de la
definicién del determinante como la regla de correspondencia que define una

funcién D: R3*3 - R.

+ La actividad (10) es una actividad integradora donde se refuerza la
representacién semidtica del determinante como volumen y que ademas de
que conecta el concepto determinante con el entorno del estudiante, también le
permite desarrollar su creatividad y expresion artistica.
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Aportaciones esperadas de las actividades, asociadas al tercer objeto, al
alcance de las competencias.

Andlisis de las aportaciones de las actividades propuestas con la
representacion semiotica del concepto de determinante de orden n como
parte de una formula general para resolver un sistema de n ecuaciones con n
variables y cuya definicion se produce por observacion y generalizacion de
las definiciones de los determinantes de orden dos y tres.

+ En la actividad (1) se propone la construccién de una pequefna caja
que contiene un paquete de 26 tarjetas de 9 x 5 cm, a cada una de las cuales
se les traza una cuadricula de 4 cm por 4 cm, con cuadros de 1 cm y su
realizacion propicia el desarrollo de habilidades constructivas de objetos, e
introduce elementos de creatividad.

+ Para elaborar la lista de los veinticuatro productos de cuatro
factores, que se solicita en la actividad 2, correspondientes a la definicion del
determinante de orden 4, se requiere haber comprendido y analizado
cuidadosamente la estructura de las definiciones previas de los determinantes
de menor orden e inferir que en los productos de cuatro factores los primeros
subindices de los elementos involucrados, estan en el orden natural, mientras
que los segundos subindices deben ser las veinticuatro permutaciones
posibles. Ademas, se requiere analizar si las permutaciones correspondientes
de los segundos subindices son pares o impares para determinar el signo
correcto de cada uno de los productos de cuatro factores. De esta forma, lo
que aporta estd actividad en la competencia es en el indicador relativo al uso
de diferentes métodos para calcular determinantes, en este caso usando la

definicién en términos de permutaciones signadas.

+ En la actividad 3, las perforaciones de las tarjetas justo en las
posiciones a los elementos correspondientes a los productos de cuatro factores
de la lista de la actividad 2, permiten que, al sobreponerse a una tarjeta que
contenga los valores de los elementos cuyo determinante se desea calcular,

92



solo sean visibles los cuatro elementos que se deben multiplicar en los
productos involucrados en un determinante de orden 4, y a los cuales se les
antepone el signo indicado en la propia tarjeta perforada para efectuar la
sumatoria de los veinticuatro productos. Asi lo que aporta esta actividad son
las tarjetas con perforaciones que facilitaran el calculo de determinantes de
orden 4.

+ La actividad 4 es la aplicacion de las tarjetas preparadas en la
actividad tres en el célculo de un determinante, mostrando como se pueden
obtener los productos involucrados en el calculo de determinantes mediante
una estrategia diferente con la expectativa de hacerlo mas rapido, siendo
entonces la aportacion de esta actividad en el indicador relativo a la utilizacién
de diferentes métodos para calcular determinantes de orden 4.

+ En las actividad 5 y 6, se solicita calcular el determinante de la
actividad 4 usando un desarrollo por cofactores y por reduccién a una matriz
triangular con la intencion de verificar que el resultado sea el correcto y al
mismo tiempo servir de practica también para estos métodos, desde luego, la
aportacion de esta actividad es en el indicador relativo al uso de diferentes

métodos para calcular determinantes.

+ En la actividad 7, se solicita proponer y calcular un determinante de
orden 5, aplicando primero un desarrollo por cofactores y después calcular
todos los determinantes de orden 4 involucrados con las tarjetas sobrepuestas
usadas en la actividad cuatro. Asi, en esta actividad se usa un objeto
construido para calcular determinantes de orden 4, en un proceso de calculo
de un determinante de orden 5, aportando de esta manera también al
desarrollo de habilidades en la solucion de problemas por diferentes

alternativas.
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+ En la actividad 8, se solicita calcular el determinante de orden 5 de la
actividad anterior, usando una reduccion a matriz triangular y aplicando
propiedades, con la intencibn de comprobar el resultado obtenido en la
actividad anterior. La realizacion de la actividad permite efectuar
comparaciones en lo relativo al método mas apropiado para efectuar el calculo,

siendo esta comparacion de métodos la principal aportacion de esta actividad.

+ En la actividad 9, se solicita realizar una lista de al menos 20 de los
120 productos de cinco factores que requiere la definicién del determinante de
orden 5, con la intencion de servir de base para evaluar la viabilidad de
construir un objeto semejante al del determinante de orden 4 para el
determinante de orden 5, y su aportacidon es precisamente esta evaluacién que

propicia el desarrollo de habilidades cognitivas de analisis y sintesis.

+ La actividad 10, solicita el uso de las herramientas del programa de
computadora GEOGEBRA para calcular determinantes de orden 4 y 5,
aportando en el desarrollo de la competencia genérica relativa al uso de
sistemas algebraicos computarizados (SAC).

Aportaciones esperadas de las actividades, asociadas al cuarto objeto, al

alcance de las competencias.

Andlisis de las aportaciones de las actividades propuestas con Ila

representacion semiotica del concepto de matriz inversa como el factor para

lograr una operacion inversa que deshace el efecto de una operacion previa

de multiplicacion de matrices.

+ En la actividad (1) se propone la construccién de una pequefa caja
que contiene un paquete de tarjetas, y su realizacién propicia el desarrollo de
habilidades constructivas de objetos, e introduce elementos de creatividad,

ampliando con ello la gama de competencias involucradas.
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+ La actividad (2) solicita investigar en paginas de internet frases o
teoremas y su realizacion aporta al desarrollo de la competencias genéricas
asociadas al uso de TIC’s para la busqueda y analisis de informaciéon sobre

temas especificos

+ En la actividad (3) se definen todos los elementos necesarios para el
encriptado de mensajes, tales como la tabla de equivalencias entre letras y
simbolos con numeros enteros, y la matriz de encriptado. El estudiante al
proponer su propia matriz efectiia un proceso cognitivo de selecciéon y toma de
decisiones, valorando de mejor forma la operacibn de multiplicacion de
matrices en el propdsito de encriptar mensajes y al mismo tiempo
reconociendo que el destinario del mensaje debera aplicar la inversa de la
matriz de encriptado para decodificar el mensaje.

+ La actividad 4, solicita el uso de las herramientas del programa de
computadora GEOGEBRA para calcular la inversa de una matriz de orden (5 x
5), aportando en el desarrollo de la competencia genérica relativa al uso de
sistemas algebraicos computarizados (SAC).

+ En las actividades 5 y 6 se escribe el texto de cada mensaje como
renglones de matrices de orden (5 x 5), y se convierten estas matrices de letras
y simbolos a matrices de numeros enteros de acuerdo a la tabla de
equivalencias del punto 3, siendo esta la etapa primaria de un proceso de
codificacion de mensajes, entonces, la realizacion de la actividad introduce al
estudiante a wuna aplicacibn de conceptos matematicos desde una
representacién semibtica de operaciones en sentido directo para el encriptado
y el uso de la operacién inversa para deshacerla la operacion de encriptado..

+ En la actividad 7, se realiza el encriptado de los mensajes mediante
la multiplicacion de la matriz de encriptado por las matrices que se prepararon
en la actividad 6, aportando la vinculaciéon del concepto matematico al contexto
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del estudiante y de esta manera tener un mejor significado del concepto en su
proceso de aprendizaje.

+ En la actividad 8 se preparan las tarjetas de la tabla de
equivalencias, la matriz de encriptado y su matriz inversa, como parte del
grupo de tarjetas contenidas en la cajita del punto 1, con la intencién de que
dentro de la misma exista toda la informacion necesaria para decodificar los
mensajes de las otras tarjetas, por o que su aportacion consiste en que se
trata de una actividad necesaria para llevar a cabo la decodificacion de los

mensajes.

+ El intercambio de las cajitas de mensajes entre los diferentes
equipos de trabajo, que se solicita en la actividad 9, es con la intencion de
propiciar una posible coevaluacién y al mismo tiempo conocer las frases o
teoremas investigados por otro equipo, mejorando la interaccion entre los
estudiantes propiciando el aprendizaje colaborativo no solamente entre
integrantes de un mismo equipo sino entre los diferentes equipos de trabajo.

+ El envio de mensajes encriptados y contenidos en las tarjetas de la
cajita de mensajes, que se solicita en la actividad 10, por aplicaciones de
telefonia movil, tiene la intenciéon de aumentar el interés y la motivacion de los
estudiantes, a través de la integracion de tecnologias de informacién y

comunicacion en la didactica del tema.

4.3 Dos objetos a construir, fundamentos y actividades para el tema
de sistemas de ecuaciones lineales

4.3.1 Competencias especificas y genéricas
Competencia especifica del tema de sistemas de ecuaciones lineales
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Resuelve problemas de aplicacion en ingenieria sobre sistemas de

ecuaciones lineales para interpretar las soluciones y tomar decisiones con base en

ellas. Utilizando los métodos de Gauss, Gauss-Jordan, matriz inversa y regla de

Cramer.

Competencias genéricas asociadas al tema.

E Capacidad de abstraccion, analisis y sintesis.
Capacidad para identificar, plantear y resolver problemas.
Capacidad de aprender y actualizarse permanentemente.

Capacidad de trabajo en equipo.

Algebraicos Computarizados SAC).

Indicadores de alcance de las competencias.

Habilidades basicas en el uso de la computadora (uso de Sistemas

La siguiente tabla contiene una propuesta de indicadores que el estudiante

debe alcanzar de manera gradual en su proceso de construccidén del conocimiento

necesario para alcanzar la competencia especifica.

. Valor del
Indicadores de alcance o
indicador
A) ldentifica un sistema de ecuaciones lineales y lo clasifica de acuerdo a
. . . 15%
la solucién que se obtiene del mismo.
B) Interpreta graficamente la solucion de sistemas de ecuaciones lineales. 15 %
C) Aplica los métodos de Gauss, Gauss-Jordan, matriz inversa y la regla
: , 30 %
de Cramer para resolver sistemas de ecuaciones. °
D) Resuelve problemas de aplicacion en ingenieria que se modelen
o , , . 30 %
matematicamente con un sistema de ecuaciones lineales.
E) Utiliza algun programa de computadora (TIC’s) para la interpretacion
geométrica de la solucion y la solucién de sistemas de ecuaciones
10 %

lineales usando los métodos de Gauss, Gauss-Jordan, matriz inversa y
la regla de Cramer.
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Tabla 7. Indicadores de alcance de las competencias del tema de sistema de ecuaciones

lineales

4.3.2 Fundamentos teoricos

Esta seccidon se incluye también con la intencién expuesta en el
primer tema aunque en este caso, por razones de extensiéon, solo se
documenta con la informacion relativa a las representaciones semiéticas
del concepto solucion de un sistema de ecuaciones lineales y se asume
que los estudiantes conocen y aplican correctamente los diferentes
métodos para resolverlos

Definicion y clasificacion de sistemas de ecuaciones lineales

El tema de sistemas de ecuaciones lineales esta incluido en la asignatura
de Algebra Lineal, el cual forma parte del plan curricular de las carreras del area
de ingenieria, y es un tema que se incluye normalmente en el contenido tematico
de un libro de Algebra Lineal para estudiantes de licenciatura, por lo que la
literatura existente en muy vasta, por citar ejemplo: Stanley L. Grossman. Algebra
lineal, 7, edicion.

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones de la

forma:
a, X, +a,x, +a;x, +---+a,x, =b,
Ay X| +AyyXy + 0y Xy ++-+a, X, =b,
T (14)
a, X, +a,,x,+a,x,+--+a, x, =b
Donde a;,b, son nimeros reales y lasx, son variables. El conjunto solucién es el

conjunto de valores k. de las correspondientes variables que satisfacen cada una

de las ecuaciones.
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Si b, =0para i=12,..,mel sistema se denomina sistema homogéneo

asociado al sistema (14). La siguiente grafica muestra la clasificaciéon de los

sistemas de ecuaciones lineales de acuerdo a su solucién.

Sistemas de
ecuaciones lineales
™~
\.\‘
Consistentes Inconsistentes
(Al menos una solucion) (No hay solucion)
l =
T—
&

Indeterminado
Muchassoluciones
(infinitas)

Determinado
Solucién unica

Figura 20. Clasificacion de los sistemas de ecuaciones lineales.

Hay diferentes métodos de solucion que se tratan ampliamente en la
mayoria de los libros de Algebra Lineal, por ejemplo el método de eliminacién de
Gauss-Jordan. Este método permite resolver cualquier sistema de ecuaciones
lineales para obtener la solucién o las soluciones e identificar si se trata de un
sistema que no tenga solucién. Se sabe también y ahora se comprueba facilmente
con el uso de programas de cémputo que, si graficamos una ecuacién lineal de
tres variables por ejemplo x, y, z el grafico correspondiente es lo que

conceptualmente se denomina un plano en el espacio geométrico tridimensional.

De este modo, como la solucién de un sistema es el conjunto de puntos
que verifican a todas las ecuaciones (0 que pertenecen a todos los planos del
sistema) entonces, la solucion o las soluciones y la no existencia de la misma,
desde el punto de vista geométrico, dependera de la forma en que estén

dispuestos las gréficas de planos en el espacio geométrico.

Diferentes representaciones semioéticas de la solucion de un sistema de
ecuaciones lineales.
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La solucion de un sistema de ecuaciones con tres variables como el punto
de interseccion, la recta de interseccion, o la ausencia de puntos comunes

de interseccion de planos en el espacio.

Representacion grafica de una ecuacion lineal de tres variables.

Ejemplo. Graficar la ecuacion —x—y+z=4.

La grafica de una ecuacion de tres variables como la anterior, es el
conjunto de ternas de numeros (X, y, 2), correspondientes a los valores de las
variables que verifican la ecuacidn. Para encontrar estas ternas de numeros que al
sustituirse en la ecuacion se satisface la condicion de igualdad a 4 (soluciones de
la ecuacion), una forma de hacerlo es despejar una de las variables y expresarla
explicitamente en términos de las otras dos, y luego sustituir los valores

supuestos para encontrar el valor correspondiente a la tercera variable.

Es importante mencionar que esto es lo mismo que cuando resolvemos
sistemas de ecuaciones de tres variables y en el proceso nos queda como sisterna
equivalente una sola ecuacion y tres variables lo que hariamos es suponer valores
arbitrarios para dos de las variables y resolver la otra en términos de las supuestas
para escribir la solucion general para que partir de esta obtener las infinitas
soluciones. Asi, despejando la variable zen funcion de x e y, obtenemos

z2=4+x+Yy

Dando valores arbitrarios a las variables x e y, y sustituyendo en la

expresion anterior para obtener el valor de z, se obtiene la siguiente tabla.

o

alalo|lo|lo|lolo|x
—o|h|lw|Nv|=|ol<
Alwn|=|o|hw|l<
a2 joloo|N|=[o|N

OO0 N[O~ N

wlw|w|w|w NN

-0
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1 12 |7 4 |10 |8
1 13 |8 4 |1 |9
1 14 |9 4 (2 |10
2 |0 |6 4 |3 |11
2 |1 17 4 |4 |12
2 |2 |8

Tabla 8. Puntos (x, v, z) que verifican la ecuacion a graficar.

La representacion grafica de las ternas de la tabla 8 en un sistema de

coordenadas rectangulares con tres ejes, se muestra en la figura 21.

2yt
Figura 21. Grafica de las ternas de la tabla 8.

De esta figura, se observa que, la primera fila de puntos, de derecha a
izquierda, corresponden a la representacion grafica de las primeras cinco ternas
de coordenadas de la tabla y asi sucesivamente. Asi mismo, si nuestra tabla
tuviera una mayor cantidad de ternas, usando incrementos menores en las
variables se tendria una mayor concentracién de los puntos correspondientes en
el espacio geométrico, lo que a su vez permitiria apreciar que la superficie
resultante de dicha concentracion es una superficie de forma plana, lo que justifica

ampliamente que la grafica de z=4+x+y se trata de lo que llamamos

conceptualmente como un plano.
Cabe mencionar que, dado que la superficie de la gréafica es un plano, si

unimos con lineas rectas tres puntos cualesquiera que pertenecen al plano,

obtendriamos una figura que muestra una fragmento triangular de dicho plano.
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De este modo se concluye que la grafica de una ecuacion lineal en tres
dimensiones (usando tres ejes) incluso si no aparecen las tres variables, es un
plano.

Si bien el uso de una tabla extensa permite justificar la conclusion de que
se trata de un plano, lo usual es graficar la ecuacién en tres dimensiones con la
ayuda de algun programa de computadora como se muestra en la siguiente

grafica.

Figura 22. Grafica de la ecuaciéon —x —y +z =4

Ahora bien, una vez que hemos justificado que la gréafica de una ecuacion
lineal en tres variables (todas a la potencia 1), es un plano en el espacio
geomeétrico tridimensional, podemos hacer uso de esta representacidén grafica en
la interpretacién geométrica de las soluciones de sistemas de ecuaciones de tres

variables.

Representacion grdfica de un sistema de ecuaciones lineales de tres
variables.
En la figura 23 se muestra la grafica de cuatro planos correspondientes a
las ecuaciones del siguiente sistema de cuatro ecuaciones con tres variables.
5x + 3z =30

-5y +3z=0
5y +3z=30
—5x +3z=0
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Figura 23. Gréfica de un sistema de cuatro ecuaciones con tres variables.

En esta figura se observa que los cuatro planos tienen un unico punto
comun de interseccidon cuyas coordenadas son (3, 3, 5), y que en este caso
corresponden con la solucion unica del sistema de ecuaciones. Debe notarse
también, que cada ecuacién se grafica en tres dimensiones aun cuando no
aparecen las tres variables en cada una de ellas, porque el sistema es de tres

variables.

La misma figura 23 muestra también, que si consideramos un sistema
formado por solo dos ecuaciones de las cuatro anteriores, por ejemplo solo las
ecuaciones

5x + 3z =30
5y +3z=30
los planos correspondientes se intersectan en una linea, y en ese caso se trata de

un sistema de dos ecuaciones con tres variables que tiene infinitas soluciones.

La solucion de un sistema de ecuaciones lineales con tres variables como
respuesta a la solucion de un problema de un contexto fisico o geométrico.
Un sistema de ecuaciones se puede interpretar como el conjunto de
ecuaciones lineales que sintetiza la aplicacién de leyes fisicas para la solucién de
problemas de contexto fisico o bien como el conjunto de ecuaciones que resume
en lenguaje algebraico las condiciones matematicas o geométricas impuestas en
el proceso de solucién de problemas de contexto matematico. En ambos casos, el
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sistema de ecuaciones representa el modelo matematico que nos permitird
resolver el problema. A manera de ejemplo se presenta la solucién del siguiente
problema de contexto matematico.

Ejemplo. Seleccionando un sistema de coordenadas cuyo origen es el
vértice A ubicado en la base de la piramide de la figura 24, obtener la ecuacién del
plano correspondiente a la cara triangular BCE.

Solucion.
Observando la figura 24, las coordenadas de los vértices son A(0,0,0),
B(6,0,0), C(6,6,0), D(0,6,0), E(3,3,5).

c

Figura 24. Piramide de base cuadrada de lado igual a 6 y altura igual a 5

Para obtener la ecuacién del plano, se utiliza la forma general de la
ecuacion de un plano ax + by + cz = d, donde d = 0 si el plano pasa por el origen.

Asi, para la cara correspondiente al triangulo BCE, los puntos B, C, E
pertenecen al plano, y estas coordenadas deben verificar la ecuacion general,
sustituyendo las coordenadas, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

a(6) + b(0) +c(0) =d
a(6) + b(6) +c(0) =d
a(3)+bB)+c(G)=d

Resolviendo el sistema usando Gauss-Jordan considerando que las

variables son a, b, ¢, la matriz de coeficientes aumentada es
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6 0 0 d
6 6 0 d
33 5 d
Y cuya forma escalonada reducida es
10 0 d/e
[0 10 O ]
00 1 d/10
El sistema equivalente que se obtiene es
a=d/6
b =0
c=d/10
Sustituyendo en la ecuacién general

4 ovoy+rt,=d
6 T T 107 T

Multiplicando por 30 y dividiendo entre d la ecuacion anterior, se obtiene

la ecuacion del plano correspondiente a la cara BCE.
5x + 0y + 3z =30

Ejemplo. Usando la ecuacién general de las cénicas, obtener la ecuacién
de la parabola con eje de simetria paralelo al eje vertical, y que pasa por los
puntos

P(—15,10), Q(0,14), R(15,10)
Solucion:
Ecuacion general de las conicas.
Ax* + By* + Cy>* + Dx+Ey+F =0 (15)
Enddénde A, B, C, D, E, y F son constantes.

Segun se ha visto, si la ecuacién es de una circunferencia, o los ejes de
simetria de las tres conicas restantes son paralelos a los ejes cartesianos, la
ecuacion carece del termino en xy, y reciprocamente. En este caso, si:

. A= C,laecuacién (15) representa una circunferencia.
Il. A=0,0bienC =0, (15) es la ecuacion de una parabola.

lll. Ay C son de signos contrarios, (15) es la ecuacidén de una hipérbola.
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Resolviendo en y la ecuacién (15), se obtiene:

Bx+E 1
e ii\/(Bz —4AC)x? + 2(BE — 2CD)x + E% — 4CF

y=-

La naturaleza de la curva depende del coeficiente que tiene el termino x?
en el radicando, o sea, depende del valor de B? —4AC, magnitud llamada
discriminante de la ecuacion. Si:

1.B% — 4AC = 0, la cdnica es del género parabola;
2.B? — 4AC < 0, la conica es del género elipse;

3.B? — 4AC > 0, la cdnica es del género hipérbola.

Cuando se trata de una parabola con eje paralelo al eje vertical, B = C = 0,
entonces la ecuacién anterior se modifica a
Ax*+Dx+Ey+F =0
Ahora, sustituyendo las coordenadas de P nos queda
A(=15)2+ D(-15)+ E(10) + F =0
3254— 15D+ 10E+F =0 (16)

Sustituyendo las coordenadas de Q
A(0)?2+D0)+E(14)+F=0
14E+F =0 (17)
Sustituyendo las coordenadas de R
A(15)2+ D(15) + E(10) + F =0
3254+ 15D+ 10E+F =0 (18)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (16), (17) y (18)
3254—15D +10E + F =0
14E+F =0
3254+ 15D + 10E + F =0

De la matriz de coeficientes aumentada del sistema
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0 0 14 1

[325 -15 10 1
325 15 10 1

0
0
0

Usando el método de Gauss-Jordan se obtiene
2

2275
0
1

o O =
o O O

0 0
1 0
0 1

14
Cuyo sistema equivalente es

2
A+——F =0
2275

D=0

1
E+—F=0
14
De donde se concluye que el sistema tiene infinitas soluciones y hay que
suponer un valor arbitrario para alguna variable y resolver para las restantes.
Suponiendo el valor arbitrario para la variable F =a , la solucién general del

sistema es

La parabola de coeficiente igual a 1 para y se obtiene haciendo
F=a=-14
Y sustituyendo este valor supuesto se obtiene
R (-14) = —
2275 325
D=0

1
E=——(-14)=1
21
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De esta forma la ecuacion de la parabola es:

—x?+y—14=0 (19)

Escribiendo la ecuacion (19) en la forma explicita de y en términos de x.

y=———x?+14

4.3.3 Descripcion de los objetos propuestos a construir y un posible
proceso de construccion

Descripcion del primer objeto

El primer objeto a construir de este tema, con materiales propios para
elaboracién de maquetas, es un icosaedro que mide 9 cm en sus aristas y que
tiene todas sus caras lisas y planas, de tal manera que sea posible establecer un
sistema de coordenadas para definir todas las coordenadas de sus vértices y
considerar que cada una de sus caras es una porcion triangular de un plano en el
espacio y sea posible con los datos de estas coordenadas obtener la ecuacién

correspondiente.

En las actividades de esta practica se seleccionan grupos de caras que se
intersectan en un punto, en una linea recta, o que no se intersectan y se forman
diferentes sistemas de ecuaciones para demostrar algebraicamente que la
solucién que se obtiene al resolverlos corresponde con lo que se observa vy

comprueba fisicamente.

Figura 25. Icosaedro formado por triangulos de 9 cm.
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Descripcion del segundo objeto

El segundo objeto a construir es la maqueta de un domo que mide 21.6 m
de frente por 24.8 m de profundidad, cuyo techo esta soportado por armaduras de
contorno parabdlico. En la construccion se usa una escala de 100 cm en el domo
equivalentes a 1 cm con materiales propios para elaboracién de maquetas y que
pueden ser a eleccion del estudiante.

Para construir él objeto, es necesario determinar las ecuaciones de las
parabolas que forman las armaduras, usando la ecuacién general de las conicas y
mediante la formulacién de un sistema de ecuaciones lineales cuya solucion

define los coeficientes de las ecuaciones de las parabolas correspondientes.

Los arcos parabdlicos se aproximan a través de segmentos rectilineos y
una distribucién simétrica y de secciones aproximadamente iguales,
recomendada para una adecuada distribucion de esfuerzos, se logra mediante la
aplicacion de conceptos matematicos tales como; ecuacion de una recta normal a
una curva, distancia entre dos puntos, longitud de una curva. Aunque este ultimo

se aplica por medicidn directa sobre el dibujo a escala.

Figura 26. Fotografia de maqueta de arcos parabdlicos.

4.3.4 Actividades propuestas y sus desarrollos para cada uno de
objetos construidos
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Para el primer objeto a construir.
PRACTICA DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.
Interpretacion geomeétrica de la solucion de sistemas de ecuaciones lineales.
1) Construya un poliedro en forma de un icosaedro que mide 9 cm en

sus aristas.

2) Seleccione el centro del poliedro como el origen de un sistema de
referencia de coordenadas rectangulares y determine, usando este sistema y
efectuando las mediciones de longitud necesarias, las coordenadas
correspondientes a cada uno de los vértices.

3) Obtenga una ecuacion para cinco de sus caras, que coincidan en un
vértice comun, considerando que corresponden a una parte triangular de un

plano en el espacio.

4) Forme un sistema de ecuaciones lineales con las ecuaciones de las
cinco caras, resuelva y verifique que la solucién es Unica y esta corresponde

con las coordenadas del vértice correspondiente.

5) Utilice un programa de computo para graficar cada una de las
ecuaciones de las caras y verifiqgue que las graficas tienen un Unico punto en

comun y que este corresponde con la solucion del sistema.

6) Forme un sistema de ecuaciones lineales con las ecuaciones de
dos caras adyacentes, resuelva y verifigue que el sistema tiene infinitas

soluciones.
7) Escriba la solucién general del sistema como un conjunto de

ecuaciones paramétricas de una recta en el espacio, donde el parametro es la

variable que se supone arbitraria en la solucién general.
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8) Utilice un programa de cdémputo para graficar las ecuaciones
paramétricas y verifigue que la grafica es una recta en el espacio y que esta
linea recta corresponde con la arista que se encuentra entre las dos caras

adyacentes graficando los planos correspondientes.

9) Forme un sistema de ecuaciones lineales con las ecuaciones de
dos caras adyacentes y una tercera cara que sea paralela alguna de estas,

resuelva y verifiqgue que el sistema no tiene solucion.

10) Utilice un programa de cémputo para graficar las ecuaciones de los
planos correspondientes a cada una de las caras de la actividad 9 y verifique
que no hay puntos que se encuentren en los tres planos, es decir no hay

solucién.

Para el segundo objeto a construir.

PRACTICA DE CONSTRUCCION DE ARCOS PARABOLICOS
Construccion de arcos parabdlicos usando aproximaciones con segmentos
rectos.

Se desea construir la maqueta para un domo que mide 20 m de frente, por 24 m
de fondo. Las columnas son circulares y miden 8 m de alto con 80 cm de diametro.
Realice los célculos con las medidas reales en metros y después convierta a una
escala de 100 cm de medida real en el domo equivalente a 1 cm en la maqueta.
La figura 27, muestra las dimensiones del domo en metros y sus arcos de manera

frontal.

_\:’/\ N 7\ o8
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Figura 27. Arco parabdlico de la vista frontal del domo.

1) Usando la forma general de las secciones conicas y seleccionando
un sistema de referencia cuyo origen sea el punto medio entre las columnas y
ubicado en el piso, determinar la ecuacion de la parabola superior de la figura
20, cuyo eje de simetria coincide con el eje vertical y que pasa por los puntos
mas altos de las columnas y del arco parabdlico.

2) Usando el mismo sistema de referencia y con la ayuda de una tabla
de coordenadas de los puntos, grafique sobre una hoja de papel milimétrico, de
manera mas precisa y de acuerdo a la escala dada, la ecuacién de la parabola

superior del punto nimero 1.

3) Utilice la ecuacién de la parabola para hallar la pendiente de la recta
normal a la misma en el punto A (-10,8). Con esta pendiente, obtenga la
ecuacion de la recta normal a la parabola en dicho punto.

4)La armadura mide 0.8 m entre las dos parabolas (0.8 en la
maqueta), por lo que la parabola interna o de menor altura, pasa por el punto E
(0, 11.2) y por los puntos D y F de la figura 20. Para hallar las coordenadas del
punto D, se condiciona que la distancia del punto A (-10,8) al punto D sea igual
al espaciamiento de 0.8 y se sustituye la ecuacién de la normal del punto 3 en
dicha ecuacion, se resuelve y se obtienen dos valores para la incdgnita, de las
cuales se selecciona aquella que sea consistente con el contexto de la

solucion. Las coordenadas del punto F se obtienen por simetria.

5) Aplicando la ecuacion de las cdnicas, obtenga la ecuacion de la
pardbola inferior que pasa por los puntos D, E, F.

6) En la misma hoja milimétrica de la gréfica de la parabola superior
grafique la ecuacion de la parabola inferior. Grafique también ambas
ecuaciones usando el programa GEOGEBRA.
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7) Mida la longitud de la parabola superior con un hilo delgado, de color
claro, colocado cuidadosamente sobre el contorno de la pardbola superior
pasando por los puntos A, B, C, divida esta longitud en diez partes iguales, y
marque con la ayuda de una regla graduada en cm, las distancias
correspondientes en el hilo. Utilice a su vez, las marcas de las distancias en el
hilo para marcar, al colocar nuevamente el hilo sobre la gréafica, las distancias
correspondientes en la curva sobre la hoja de papel milimétrico. Repita todo el
proceso de medicion y marcado con la pardbola inferior desde el punto D,

pasando por E y terminando en F.

8) De izquierda a derecha, una los puntos correspondientes a las
marcas del paso anterior con una linea recta y complete el dibujo de la
armadura sobre la hoja de papel con trazos rectos como en la figura 20. Para
determinar las coordenadas de los puntos D' y F' se sustituyen los valores -10
y 10 respectivamente, en la ecuacién de la parabola inferior para hallar la altura
de la interseccién con las columnas. Con la lectura de coordenadas de los
puntos de la armadura mediante la inspeccion del dibujo en la hoja milimétrica,
trace la armadura en vista grafica del programa GEOGEBRA.

9) Utilice el dibujo, en hoja de papel, de la armadura del paso anterior,
como una plantilla que se coloca sobre un material mas rigido como papel
ilustracion, o unicel, para recortar una pieza, aproximando la parte curva de la
parabola con segmentos rectos entre los puntos que dividen a las parabolas en

diez partes.

10) Repita el punto anterior hasta completar 5 armaduras. Construya
las columnas con material a su eleccion, y con las dimensiones correctas de
acuerdo a la escala dada. Complete la estructura del domo, colocando un par
de columnas cada 6 m con su correspondiente armadura parabdlica, pegue las
columnas con las armaduras y finalmente coloque el techo usando de

preferencia un material transparente.
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4.3.5 Instrumentos de evaluacion de la construccion de los objetos y de las actividades propuestas
RUBRICA DE LA PRACTICA DE LA INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES

. _ . Puntos
Criterios Excelente Notable Bueno Suficiente Insuficiente obtenidos
Se documenta con fotografias la Se documenta con fotografias la Se documenta con fotografias la Se documenta con fotografias la No presenta el
realizacion de las actividades 1 realizacién de las actividades 1y realizacién de las actividades 1 realizacién de las actividades 1y objeto a
y 2. El poliedro que se presenta 2. El poliedro que se presenta y 2. El poliedro que se presenta 2. El poliedro que se presenta construir o no
Construccién mide 9 cm en sus aristas y esta mide 9 cm en sus aristas y esta mide 9 cm en sus aristas y esta mide 9 cm en sus aristas y esta se cumple al
del icosaedroy | correctamente armado, pintado correctamente armado y pegado correctamente armado, pintado correctamente armado y pegado menos con lo
medicion de las y pegado de forma rigida. de forma rigida. y pegado de forma rigida. de forma rigida. que se indica

coordenadas

Se indica el sistema de
coordenadas que se usa y las
coordenadas de todos sus
vértices son correctas.

20 puntos

Se indica el sistema de
coordenadas que se usa y las
coordenadas de todos sus vértices
son correctas.

18 puntos

Se indica el sistema de
coordenadas que se usa y se
tiene algun error en las
coordenadas de sus vértices.

16 puntos

Se indica el sistema de
coordenadas que se usay se
tiene algun error en las
coordenadas de sus vértices.

14 puntos

en la columna
de suficiente.

0 puntos

Interpretacion
geométrica de
la solucién de
sistemas de
ecuaciones con
solucion unica.

El reporte escrito documenta la
realizacion de las actividades 3
y 4. Los sistemas de tres
ecuaciones usados para obtener
los coeficientes de las
ecuaciones de las cinco caras
estan correctos. Todas las
ecuaciones de las cinco caras
estan correctas y la solucién del
sistema formado con estés cinco
ecuaciones coincide con las
coordenadas del vértice donde

El reporte escrito documenta la
realizacién de las actividades 3 y
4. Los sistemas de tres
ecuaciones usados para obtener
los coeficientes de las ecuaciones
de las cinco caras estan correctos.
Todas las ecuaciones de las cinco
caras estan correctas y la solucién
del sistema formado con estas
cinco ecuaciones no coincide con
las coordenadas del vértice donde
se intersectan las cinco caras.

El reporte escrito documenta la
realizacién de las actividades 3
y 4. Los sistemas de tres
ecuaciones usados para obtener
los coeficientes de las
ecuaciones de las cinco caras
estan correctos. Cuatro de las
ecuaciones de las cinco caras
estan correctas y la solucién del
sistema formado con estas cinco
ecuaciones no coincide con las
coordenadas del vértice donde

El reporte escrito documenta la
realizacién de las actividades 3y
4. Los sistemas de tres
ecuaciones usados para obtener
los coeficientes de las ecuaciones
de las cinco caras estan correctos.
Tres de las ecuaciones de las
cinco caras estan correctas y la
solucién del sistema formado con
estas cinco ecuaciones no
coincide con las coordenadas del
vértice donde se intersectan las

No se
documenta la
realizacién de
alguna de las
actividades 3

04,0n0se
cumple al
menos con lo
que se indica
en la columna
de suficiente.

se intersectan las cinco caras. se intersectan las cinco caras. cinco caras.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Se documenta la realizacién de Se documenta la realizacién de Se documenta la realizacién de Se documenta la realizacién de No se

las actividades 6y 7. Los
sistemas de tres ecuaciones

las actividades 6y 7. Los sistemas
de tres ecuaciones usados para

las actividades 6y 7. Los
sistemas de tres ecuaciones

las actividades 6 y 7. Los sistemas
de tres ecuaciones usados para

documenta la
realizacién de

I . usados para obtener los obtener los coeficientes de las usados para obtener los obtener los coeficientes de las alguna de las
nterpretacion coeficientes de las ecuaciones ecuaciones de las dos caras coeficientes de las ecuaciones ecuaciones de las dos caras actividades 6
?eorrlnetr_lga de de las dos caras adyacentes adyacentes estan correctos. Las de las dos caras adyacentes adyacentes estan correctos. Las 07,0n0se
a sofucion dde estan correctos. Las ecuaciones | ecuaciones de las dos caras estan | estan correctos. Las ecuaciones | ecuaciones de las dos caras estan cumple al

sistemas de de las dos caras estan correctas | correctas y la solucién general del | de las dos caras estan correctas | correctas y la solucion general del menos con lo
ecua_lcfl_opes con y la solucién general del sistema sistema formado con las y la solucién general del sistema sistema formado con las que se indica
'? initas formado con las ecuaciones de ecuaciones de estas dos caras es formado con las ecuaciones de ecuaciones de estas dos caras es | en la columna
soluciones. estas dos caras es correcta y se correcta y se expresa como las estas dos caras es correcta y se correcta. de suficiente.

expresa como las ecuaciones ecuaciones paramétricas de una expresa de forma que se

paramétricas de una recta en el recta en el espacio pero no se observan las ecuaciones

espacio y se especifica el especifica el nombre del paramétricas de la recta pero no
nombre del parametro. parametro. de forma explicita.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
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Se documenta la realizacion de Se documenta la realizacién de la | Se documenta la realizacién de Se documenta la realizacion de la No se
la actividad 9. Los sistemas de actividad 9. Los sistemas de tres la actividad 9. Los sistemas de actividad 9. Los sistemas de tres documenta la
tres ecuaciones usados para ecuaciones usados para obtener tres ecuaciones usados para ecuaciones usados para obtener realizacién de
.. obtener los coeficientes de las los coeficientes de las ecuaciones obtener los coeficientes de las los coeficientes de las ecuaciones la actividad 9,
Interp’ret_acwn ecuaciones de las dos caras de las dos caras adyacentes y de ecuaciones de las dos caras de las dos caras adyacentes y de 0 no se
geor_netrlca de adyacentes y de la cara paralela la cara paralela estan correctos. adyacentes y de la cara paralela la cara paralela estan correctos. cumple al
los su;_temas '_je estan correctos. Las ecuaciones Las ecuaciones de las tres caras estan correctos. Las ecuaciones Las ecuaciones de las tres caras menos con lo
ecuaciones sin | e |55 tres caras estan correctas estan correctas y se incluye el de las tres caras estan correctas | estan correctas y no se incluye el que se indica
solucion. y se incluye el proceso de proceso de solucion del sistema y se incluye el proceso de proceso de solucion del sistema | en la columna
solucion del sistema formado formado con las ecuaciones de solucion del sistema formado formado con las ecuaciones de de suficiente.
con las ecuaciones de estas estas caras y se justifica con con las ecuaciones de estas estas caras pero se concluye que
caras y se justifica con argumentos validos que el sistema caras y se concluye que el el sistema no tiene solucion.
argumentos validos que el no tiene solucion. sistema no tiene solucion.
sistema no tiene solucion.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Se documenta con imagenes de Se documenta con imagenes de Se documenta con imégenes de Se documenta con imégenes de No documenta
GEOGEBRA la realizacién de GEOGEBRA la realizacion de las GEOGEBRA la realizacion de GEOGEBRA la realizacién de las la realizacion
las actividades 5, 8 y 10. La actividades 5, 8 y 10. La grafica de las actividades 5, 8 y 10. La actividades 5, 8 y 10. La gréafica de de alguna de
gréfica de la actividad 5 muestra | la actividad 5 muestra claramente gréfica de la actividad 5 la actividad 5 muestra que hay un | las actividades
claramente que hay un solo que hay un solo punto de muestra que hay un solo punto solo punto de interseccion. 5,8y 10,0no
punto de interseccion. interseccion. de interseccion. En la gréfica de la actividad 8, los se cumple al
En la grafica de la actividad 8, En la gréfica de la actividad 8, los En la gréfica de la actividad 8, planos se intersectan en una recta | menos con lo
los planos se intersectan en una | planos se intersectan en unarecta | los planos se intersectan en una que corresponde con la arista que se indica
Uso de SAC recta que corresponde con la que corresponde con la arista recta que corresponde con la entre las caras y no coincide con | en la columna
(GEOGEBRA). | aristaentre las caras y coincide | entre las caras y coincide conla | arista entre las caras y coincide la grafica de las ecuaciones de suficiente.
con la gréfica de las ecuaciones grafica de las ecuaciones con la gréafica de las ecuaciones paramétricas de la solucién
parameétricas de la solucién paramétricas de la solucion paramétricas de la solucion general.
general. general. general. La gréfica de la actividad 10
En la grafica de la actividad 10, La grafica de la actividad 10 La grafica de la actividad 10 muestra que no hay puntos que
usando etiquetas, se muestra muestra que no hay puntos que muestra que no hay puntos que pertenezcan a los tres planos.
claramente que no hay puntos pertenezcan a los tres planos. pertenezcan a los tres planos.
que pertenezcan a los tres
planos.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Total puntos obtenidos
EQUIPO No. INTEGRANTES:
OBSERVACIONES:

RUBRICA PARA EVALUAR LA PRACTICA DE CONSTRUCCION DE LA MAQUETA DEL DOMO CON ARCOS PARABOLICOS

I . - Puntos
Criterios Excelente Notable Bueno Suficiente Insuficiente obtenidos
Obtencion de la
ecuacion de la El reporte documenta la El reporte documenta la realizacion El reporte documenta la El reporte documenta la No documenta la
parabola realizacion de la actividad 1y 3. de la actividad 1y 3. El sistema de realizacion de la actividad 1y realizacion de la actividad 1y realizacion de
superior y de la El sistema de ecuaciones del ecuaciones del modelo y la ecuacién 3. El sistema de ecuaciones 3. El sistema de ecuaciones alguna o de
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recta normal en
un extremo.

modelo y la ecuacién de la
parébola estan correctos. La

de la parabola estan correctos. La
pendiente de la recta tangente y la

del modelo y la ecuacién de la
parabola estan correctos. La

del modelo matematico y la
ecuacion de la parabola estan

ambas actividades
1y3onose

pendiente de la recta tangente y normal, en un extremo, es correcta pendiente de la recta tangente correctos. cumple al menos
la normal, en un extremo, y su pero la ecuacién de la recta normal es correcta pero la de la recta con lo sefialado
correspondiente ecuacién estan es incorrecta. normal, en un extremo, es en la columna
correctas. incorrecta. suficiente.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos

Obtencion de la
ecuacion de la

El reporte documenta la
realizacién de las actividades 4
y 5. Se incluye el célculo
completo y correcto de las
coordenadas de la parabola

El reporte documenta la realizacion
de las actividades 4 y 5. Se incluye
el calculo de las coordenadas de la
parébola inferior que estan situados
a 0.8 m de la parabola superior

El reporte documenta la
realizacion de las actividades
4y 5. Se incluye algun
proceso para estimar las
coordenadas de la parabola

El reporte documenta la
realizacion de las actividades
4y 5. El sistema de
ecuaciones del modelo y la
ecuacion de parabola inferior

No documenta la
realizacién de
alguna o de
ambas actividades
4y5o0nose

parabola inferior que estén situados a 0.8 medidos sobre las rectas normales inferior que estan situados a estan correctos y acordes a cumple al menos
inferior de la m de la parabola superior en los extremos. El sistema de 0.8 m de la parabola superior los datos usados. con lo sefalado
armadura. medidos sobre las rectas ecuaciones del modelo y la ecuacion medidos sobre las rectas en la columna
normales en los extremos. El de parébola inferior estan correctos. normales en los extremos. El suficiente.
sistema de ecuaciones del sistema de ecuaciones del
modelo y la ecuacién de modelo y la ecuacion de
parabola inferior estan parabola inferior estan
correctos. correctos.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos

Trazado de las
graficas de las
parabolas en
hojas
milimétricas.

Se documenta la realizacion de
las actividades 2y 6. Las
gréficas se trazan manualmente
en hoja milimétrica y se incluye
la tabla de los puntos que se
representan para trazarlas.
Ademas se usaron suficientes
puntos y ambas curvas de las

Se documenta la realizacién de las
actividades 2 y 6. Las gréaficas se
trazan manualmente en hoja
milimétrica y se incluye la tabla de
los puntos que se representan para
trazarlas. Ademas se usaron
suficientes puntos y ambas curvas
de las gréaficas son continuas, bien

Se documenta la realizacién
de las actividades 2y 6. Las
gréficas se trazan
manualmente en hoja
milimétrica usando suficientes
puntos y ambas curvas de las
graficas son continuas, bien
definidas, y del tamaro y

Se documenta la realizacion
de las actividades 2y 6. Las
gréficas se trazan
manualmente en hoja
milimétrica usando suficientes
puntos y ambas curvas de las
graficas son continuas, bien
definidas, pero de un tamano

No documenta la
realizacién de
alguna o de
ambas actividades
2y6onose
cumple al menos
con lo senalado
en la columna

gréficas son continuas, bien definidas, pero de un tamafio grueso de linea adecuado a pequefio en proporcién al de suficiente.
definidas, y del tamafo y grueso | pequeio en proporcion al de la hoja | una escala que se indicaen el | la hoja o de un grosor de linea
de linea adecuado a una escala | o de un grosor de linea inadecuado dibujo. inadecuado debido a la
que se indica en el dibujo. debido a la escala del dibujo. escala del dibujo.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
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Division de los
arcos en partes
iguales y
dibujo manual
de la plantilla

Se documenta con imagenes la
realizacién de las actividades 7,
8y 9. Se incluyen; la division de
los dos arcos en 10 partes
iguales, el dibujo de la plantilla
de la armadura en hoja
milimétrica con las medidas

Se documenta con imagenes la
realizacién de las actividades 7, 8 y
9. Se incluyen; la divisién de uno de
dos arcos en 10 partes iguales, el
dibujo de la plantilla de la armadura
en hoja milimétrica con las medidas
correctas y el proceso de

Se documenta con imagenes
la realizacion de las
actividades 7,8y 9. Se
incluyen; los resultados de la
division de los arcos en
partes iguales, el dibujo de la
plantilla de la armadura en

Se documenta con imagenes
la realizacion de las
actividades 7,8y 9. Se
incluyen; los resultados de la
division de los arcos en
partes iguales, el dibujo de la
plantilla de la armadura en

No se documenta
la realizacién de
alguna de las
actividades 7, 8 'y
9, 0 no se cumple
al menos con lo
sefialado en la

para construir correctas y el proceso de construccién de una armadura hoja milimétrica con las hoja milimétrica con las columna
las armaduras construccion de una armadura usando la plantilla. También se medidas correctas y el medidas aproximadamente suficiente.
y su réplica usando la plantilla. También se incluye la vista gréafica del proceso de construccion de correctas y la imagen de una
hecha con incluye la vista gréafica del GEOGEBRA con el dibujo de la una armadura usando la armadura construida
GEOGEBRA. GEOGEBRA con el dibujo de la armadura con segmentos rectos. plantilla. También se incluye la correctamente. También se
armadura con segmentos vista grafica del GEOGEBRA incluye la vista grafica del
rectos. con el dibujo de la armadura GEOGEBRA con el dibujo de
con segmentos rectos. la armadura con segmentos
rectos.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos

Construccion
de la maqueta

La maqueta del domo construido
cumple con todas las
especificaciones de la actividad
10. Esta correctamente armado
y pegado de manera rigida con

La maqueta del domo construido
cumple con todas las
especificaciones de la actividad 10.
Esta correctamente armado y
pegado de manera rigida con las

La maqueta del domo
construido cumple con todas
las especificaciones de la
actividad 10. Esta
correctamente armado y

La maqueta del domo
construido cumple con todas
las especificaciones de la
actividad 10. Esta
correctamente armado y

No se presenta
fisicamente la
maqueta del domo
para su
evaluaciéon o no se

del domo de las dimensiones correctas de dimensiones correctas de acuerdoa | pegado de manera rigida con pegado de manera rigida con documenta con la
arc,cl’.s acuerdo a la escala que se usa. la escala que se usa. El techo es las dimensiones correctas de las dimensiones correctas de fotografia de la
parabglicos. El techo es transparente y se transparente y se observan en forma acuerdo a la escala que se acuerdo a la escala que se magueta, o no se
observan en forma clara las 5 clara las 5 armaduras parabdlicas. usa. El techo no es usa y esta montada sobre una | cumple al menos
armaduras parabdlicas. Las transparente pero se base. con lo senalado
columnas estan bien pintadas y observan bien las 5 en la columna
la maqueta esta montada armaduras parabdlicas. suficiente.
también en una base pintada.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Total puntos obtenidos
EQUIPO No. INTEGRANTES:
OBSERVACIONES:

117




4.3.6 Aportaciones de las actividades, asociadas a las actividades
de la practica, al alcance de las competencias.

Para el primer objeto a construir.

Andlisis de las aportaciones de Ilas actividades propuestas con Ila
representacion semiotica de la solucion de un sistema de ecuaciones con
tres variables como el punto de interseccion, la recta de interseccion, o la

ausencia de puntos comunes de interseccion de planos en el espacio.

+ En la actividad 1 se construye un icosaedro que mide 9 cm en sus
aristas que se usa en el desarrollo de la practica para vincular la
representacion semibtica del concepto solucion de un sistema de ecuaciones a
este objeto fisico. Ademas, su construccion propicia el desarrollo de

habilidades constructivas de objetos e introduce elementos de creatividad.

+ En la actividad 2, se establece fisicamente el sistema de
coordenadas, necesario para vincular el objeto fisico con la soluciéon de
sistemas de ecuaciones, siendo estd una actividad que combinada con las dos
siguientes aporta a los indicadores de alcance relativos a la interpretacidén
geométrica y clasificacibn de ecuaciones de ecuaciones de acuerdo a su

solucién.

+ En la actividad 3, para obtener las ecuaciones de cada una de las
cinco caras que se solicitan, el estudiante debe plantear primero un sistema de
ecuaciones que verifica las condiciones matematicas impuestas por las
coordenadas de tres vértices y luego aplicar correctamente un método de
solucion para obtener los coeficientes de las variables en la ecuacion del plano,
aportando asi al alcance de los indicadores relativos a la solucion de
problemas de aplicacion y a la aplicacion de diferentes métodos para resolver
sistemas de ecuaciones.
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+ En la actividad 4, al formar un sistema de ecuaciones con las
ecuaciones de las caras y resolverlo, se aporta a los indicadores senalados en
la actividad 3. Ademas, se verifica fisicamente que el sistema tiene solucion
Unica y corresponde con el vértice de unidn de las cinco caras, y en el contexto
hasta es posible tocar la solucion aportando asi también al indicador de la

interpretacion geométrica de la solucion.

+ En la actividad 5, al graficar con un programa de computo cada una de
los ecuaciones correspondientes a las cinco caras también se comprueba
graficamente que el sistema tiene solucién Unica y se aporta al desarrollo de la
competencia genérica relativa a la habilidad en el uso de un SAC tanto para
graficar como para resolver con las funciones propias del programa.

+ La actividad 6, solicita resolver un sistema de ecuaciones formado solo
con dos ecuaciones de un par de caras adyacentes, pero con tres variables y se
trata de un caso que tiene infinitas soluciones, por lo que su realizacién aporta al
indicador relativo a la aplicacién del método adecuado para resolverlo.

+ En las actividades 7 y 8, se identifica y grafica la solucién general del
sistema de la actividad anterior como un conjunto de ecuaciones paramétricas de
una recta en el espacio, relacionando asi diferentes conceptos matematicos.
Ademas, con la grafica hecha con el programa y fisicamente también se
comprueba que la solucién corresponde con la arista que une las dos caras
adyacentes, aportando asi, al indicador relativo a la interpretacion geométrica de
la solucién en sus diferentes casos y al desarrollo de la competencia genérica

relativa al uso de SAC.

+ En las actividades 9 y 10, el sistema que se propone formar y resolver
con las dos caras adyacentes y una tercera paralela corresponde a un caso que
no tiene solucion, hecho que se comprueba con la grafica del programa y
fisicamente, con la realizacién de las mismas, aportando de este modo a todos los
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indicadores de alcance mencionados anteriormente incluyendo al desarrollo de la

competencia genérica relativa al uso de SAC.

Para el segundo objeto a construir.

Andlisis de las aportaciones de las actividades propuestas con Ila
representacion semiotica de la solucion de un sistema de ecuaciones
lineales como respuesta a la solucion de un problema de contexto
matematico.

+ La actividad 1 introduce a la representacién semiética de la solucién
de un sistema de ecuaciones como respuesta a la solucién de un problema de
contexto matematico a través de la formulacion de un sistema de ecuaciones
que resume las condiciones matematicas impuestas a la parabola superior de
la armadura que tiene que pasar por A, B, C de la figura 19.

+ La actividad 2 usa la representacién de la ecuacién parabola como la
grafica de una curva en un plano, complementando la utilidad de diferentes
representaciones semiédticas de diferentes conceptos en el proceso de solucidon
del problema de contexto matematico.

+ En las actividades 3, 4 y 5 se aplican otros conceptos como; la recta
normal a una curva con sus diferentes representaciones como ecuacion y
grafica de la misma, distancia entre dos puntos, soluciéon de una ecuacion de
segundo grado de una sola incégnita, cuya respuesta correcta se elige acorde
al contexto del problema. Ampliando de esta manera la gama de conceptos
involucrados en el proceso e introduciendo aspectos de contextualizacién en la

solucion de problemas.
+ La actividad 6 introduce el uso del programa GEOGEBRA para

hacer la réplica de la figura 20 de la vista frontal del domo, aportando al
desarrollo de competencias relativas al uso de SAC.
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+ Las actividades 7 y 8 aportan al proceso el uso de la grafica hecha a
escala adecuada para medir de manera directa la longitud de las curvas y
distribuir de manera simétrica y hacer aproximadamente iguales las 10
secciones de la armadura, por lo que se utilizan habilidades de precision y
exactitud en la medicién fisica de la armadura, hecha a escala, ampliando los
recursos utilizados en el proceso de construccién de la aproximacién con

segmentos rectos de los arcos parabdlicos.

+ En la actividad 9 se inicia el proceso para pasar del disefio de la
armadura en la hoja de papel milimétrico a escala adecuada, a la construccién
fisica de la maqueta del domo aportando al desarrollo de competencias
requeridas para transitar del disefio a la construccion de objetos.

+ En la actividad 10 se concluye la construcciéon de la maqueta y
permite apreciar y evaluar si la maqueta a escala corresponde a la realidad que
se espera del domo. Es decir es la conclusion de todo un proceso, donde se
transita de la idea, al disefio aplicando conceptos matematicos, pasando por la
construcciéon del objeto mismo que se disefa a escala, aportando de esta

manera a la competencia especifica del tema.

4.4 Dos objetos a construir, fundamentos y actividades para el tema

de espacios vectoriales

4.4.1 Competencias especificas y genéricas

Competencia especifica del tema espacios vectoriales

Comprende la definicion de espacio vectorial como una abstraccién para

relacionarlo con otras areas de las matematicas.

Competencias genéricas asociadas al tema

E Capacidad de abstraccion, andlisis y sintesis.

E Capacidad para identificar, plantear y resolver problemas.
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Capacidad de aprender y actualizarse permanentemente.

Capacidad de trabajo en equipo.

Habilidades béasicas en el uso de la computadora (uso de Sistemas
Algebraicos Computarizados SAC).

Indicadores de alcance de las competencias.
La siguiente tabla contiene una propuesta de indicadores que el estudiante
debe alcanzar de manera gradual en su proceso de construccidn del conocimiento

necesario para alcanzar la competencia especifica.

_ Valor del
Indicadores de alcance .
indicador
A) Analiza el cumplimiento de los axiomas de la suma de vectores y
multiplicacion por un escalar para determinar si un conjunto es un 20 9
(o]

espacio vectorial 0 en su caso, si se trata de un subespacio

vectorial.

B) Expresa un vector de un espacio como una combinacion lineal de
un grupo de vectores y evalua si un conjunto de vectores de un | 20 %

espacio vectorial es una base.

C) Aplica conceptos de temas anteriores y los de este tema para
obtener 0 en su caso, seleccionar una base para un espacio| 20 %

vectorial y lo clasifica por su dimension.

D) Aplica el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt para 20 9
obtener bases ortonormales. °

E) Resuelve problemas de aplicacién de los espacios vectoriales con 20 <
o
producto interno.

Tabla 9. Indicadores de alcance de las competencias del tema espacios vectoriales.

4.4.2 Fundamentos teodricos.
Al igual que los fundamentos de los temas anteriores esta
seccidén se incluye por lo expuesto con anterioridad. Sin embargo, en
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este caso, hay que resaltar que, el tema en la literatura se trata con
diferentes niveles de abstraccion y complejidad, por lo que se considero
necesario hacer mas extenso el contenido con el fin de incluir la teoria

relativa al tema y necesario para realizar las actividades.

Definicion de espacios vectoriales y sus propiedades (Grossman, 2007).

Un espacio vectorial V. Es un conjunto de objetos matematicos, llamados
vectores, junto con la definicibn de las reglas para efectuar las siguientes dos
operaciones; la operacion de suma de dos de los vectores del conjunto (dos
objetos matematicos), y la operacion de multiplicacion de un escalar por un vector
del conjunto (un numero por uno de los objetos matematicos). Las reglas para
hacer estas dos operaciones deben verificar las siguientes diez propiedades
(también se conocen como axiomas), de las cuales las primeras cinco involucran
solo la operacion de suma y las restantes incluyen a la operacion de la
multiplicacion por un escalar y en algunos casos ambas operaciones.

1) SixeV yy eV,entoncesx+y €V

N

Six,y,z eV,entonces (x+y)+z=x+(y+2)

w

Existe unvector0 e Vtalquex+0=0+x=x

I

Six €V, existe un vector —x e V talque x+ (—x) =0

D O

Si x eV y aesunescalar, entonces ax € V

~

alx+y)=ax+ay

(]

Si ayfson escalares (a + B)x = ax + Bx

(<]

)
)
)
)
) SixeV yy eV,entonces x+y=y+x
)
)
)
)

Si ay fson escalares a(fx) = (aB)x

10) Paracadavectorx eV, 1x =x

En estas propiedades es importante observar que, el simbolo V, se usa
para nombrar a todo el conjunto (espacio vectorial), mientras que las letras
minusculas en negritas tales como X, y, z se usan para nombrar a los elementos
especificos del conjunto (espacio vectorial). En la literatura del tema, hay autores
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que prefieren utilizar u, v, w en lugar de X, y, z, o bien la notacién de la flecha por
encima de la letra u, v,w. Independientemente de la notacién empleada para el
vector, en el contexto del tema, el término vector se usa para nombrar a cualquiera

de los objetos matematicos que a continuacion se describen.

Vectores de 2, 3, ..., n componentes.

El enfoque analitico del estudio de vectores define a un vector como una
coleccion en n-adas de numeros reales. Es decir, si la coleccién es de 2 nimeros
la n-ada es una pareja, si es de 3 la n-ada es una terna. Si es de 4 es un cuarteto
y asi sucesivamente. La palabra coleccion implica mas de un numero real,
aunque se admite como caso especial cuando la llamada coleccién esta

compuesta por un solo numero real.

De acuerdo a la definicion anterior (3, 5) es un vector de 2 componentes la
primera componente es el numero real 3, y la segunda componente es el nimero
real 5. También es cierto que (3,5) son las coordenadas de un punto en el plano
cartesiano, y podria causar alguna confusion al respecto, sin embargo, finalmente
es el contexto matematico lo que determina si esta pareja de numeros reales debe

ser considerada como vector o como las coordenadas de un punto en el plano.

De manera convencional en la literatura del tema, se usa una letra en
negritas para nombrar o hacer referencia a un vector, asi, si escribimos a = (3,5),
esto significa que a es un vector de dos componentes. De manera semejante un
vector b de tres componentes se define con una terna de nimeros b = (5,4, 6),
un vector ¢ de cuatro componentes con un cuarteto de numeros ¢ = (2,4,-5,8) y
de manera general un vector x de n componentes se define con
x = (x4, %, %3, ...,X,). También sabemos que una matriz puede tener una uUnica fila
0 una sola columna y que en tales casos a estas se les denomina vector fila y
vector columna respectivamente, de manera que también se admite especificar un

vector con un vector columna o fila, asi por ejemplo:
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5 5
u= [—4] , v=[3 5 -8], u= (—4)
6 6

El vector u se define como un vector columna y v como un vector fila,

ambos de tres componentes.

Matrices de orden m xn como vectores en este contexto de espacios
vectoriales.

En el contexto del tema de espacios vectoriales, también se les denomina
a las matrices que tienen més de una fila o columna con el término vector, y esta
idea, se explica considerando que una matriz de orden m X n, tiene m renglones y
n columnas, entonces la matriz es una coleccion de m renglones y cada uno de
estos a su vez seria tan solo un elemento de dicha coleccion, asi el primer
renglén, es la primera componente y asi sucesivamente , de manera que la matriz
se considera como un vector de m renglones cuyos elementos o componentes son

por si mismos vectores de n componentes porque cada renglén tiene n columnas.

Debe notarse que esta interpretacién de una matriz como un vector de
vectores, implica que la coleccién que menciona la definicion de un vector se debe
ampliar para que dicha coleccién no solamente sea de numeros en n-adas sino
gue sean de objetos matematicos como en la matriz de orden m x n. Por ejemplo

la matriz

.

Es de orden 2 x 3 y es un vector de dos componentes (renglones) donde
cada una de estas componentes es por si mismo un vector de tres componentes

(columnas).

Una funcion como vector en el contexto del tema de espacios vectoriales.
Una funcién establece una correspondencia entre los elementos de un
primer conjunto y los elementos de un segundo conjunto, y del estudio del

concepto sabemos que una funcién se puede definir, con una expresion
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matematica o en forma de una tabla de valores para establecer la
correspondencia, asi por ejemplo.
f(x)=x* para x=1,2,..,5 define una funcién con una expresion

matematica, y otra manera de definir la misma funcién es con la siguiente tabla

x | fCx)
1 1
2 4
3 9
4 16
5 25

Tabla 10. Representacion en forma de tabla de la funcion f(x) = x?

Ahora bien, si consideramos que el valor de la variable x corresponde con
el numero de la componente y el valor de la funcion como el valor correspondiente
a tal componente, entonces la funcion de este ejemplo se puede considerar como
un vector de 5 componentes cuyos valores respectivos son los de la funcion al
evaluarse. Es decir hemos usado el valor de la variable para enumerar y hacer
referencia de que componente se trata y el valor de la funcion es el valor de dicha
componente. Para extender esta idea para el caso de funciones cuyo dominio sea
un conjunto infinito de numeros reales, solo es necesario conservar el hecho de
que la variable independiente x se usa para designar al numero de componente y
admitir que podemos enumerar la componente con un numero real, incluso
negativo, aunque parezca un poco raro hablar de la componente 1.1 o de la
componente -2.3 por ejemplo, y no Unicamente con valores enteros positivos, y
concluir que en tal caso el vector tendria una cantidad infinita de componentes, asi
por ejemplo la funcion

flx) =x3

Tiene por dominio al conjunto de numeros reales, por lo que se trata de un
vector con una cantidad infinita de componentes enumeradas en el intervalo
continuo desde (—oo, o). Aun en los casos de funciones que tengan un dominio
acotado, por ejemplo el intervalo (2, 4), la funcion tendra una cantidad infinita de
componentes porque entre el 2 y el 4 hay una cantidad infinita de nimeros reales.
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De la explicacién anterior se concluye entonces que en el contexto del
tema, el término vector tiene un significado amplio y se usa para hacer referencia
a cualquiera de los tres vectores (objetos matematicos) que se han tratado en los
parrafos anteriores, incluso otros diferentes a los ya que se explicaron, por citar un
ejemplo podemos tener un vector columna donde cada elemento del mismo sea

una funcién (otro tipo de vector).

Conservando la idea de que un vector es una coleccidbn de objetos
matematicos, donde a su vez cada objeto matematico es otra coleccién de otro
tipo de objetos matematicos, es posible con la aplicacion recurrente de la misma
idea en esta forma anidada obtener una gama de vectores mucho mas amplia,
que va mas alla de la intencién de introducir al tema de espacios vectoriales, pero
muy interesante al reflexionar sobre esta posibilidad.

Identificacion de un conjunto dado como un espacio vectorial.

El primer tipo de ejercicio en el estudio del tema consiste en determinar si
un conjunto dado con sus respectivas reglas, sea que se den explicitamente o
implicitamente, para realizar la suma de sus elementos (vectores) y la
multiplicacion de uno de ellos (un vector) por un escalar es 0 no un espacio
vectorial. La forma implicita es cuando no se precisan las reglas pero se usan las
llamadas reglas habituales conocidas para estas operaciones de acuerdo al tipo

de elemento.

En estos tipos de ejercicios hay que considerar que un conjunto dado se
puede especificar de varias maneras, pero un elemento clave para resolver este
tipo de problemas es primero identificar correctamente cuales son los elementos
del conjunto a examinar, de manera que estemos en condiciones de especificar o
seleccionar algunos de ellos. Una vez que seleccionamos o calculamos algunos
elementos, lo que resta es simplemente verificar si haciendo usando de estos
vectores en las propiedades, estas se cumplen todas, en ese caso el conjunto

dado es un espacio vectorial, en caso contrario, con una propiedad que no se
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cumpla ya no es necesario verificar las demas y se concluye que no es un espacio

vectorial.

Ejemplo. Determinar si conjunto de todas las matrices de orden 2 x 2 con

componentes reales, denotado por M, con la suma de matrices y multiplicacién

2x2 7

por un escalar usuales, es un espacio vectorial.

Solucion.
Conjunto dado a examinar (V).
En este caso se usa una descripcion verbal para especificar al conjunto, el
cual segun el texto del problema es el conjunto de todas las matrices de 2 x 2 con
componentes reales, que a su vez de manera convencional se denota con una

letra m en mayuscula con dos subindices que indican el orden (M, ). De este

modo los elementos del conjunto a examinar o vectores del conjunto dado son

matrices de 2 x 2.

Reglas de operacion a utilizar.
En este caso, el enunciado del problema indica que se usen las usuales
para el tipo de vector del conjunto dado, o sea las operaciones de suma de

matrices y multiplicacién de un escalar por una matriz.

Vectores a utilizar en el proceso de verificacion de las propiedades o axiomas.
En este ejemplo, directamente de la descripcion verbal del conjunto a
examinar es posible proponer o definir los vectores a utilizar en las operaciones

involucradas en las propiedades.

Verificacion del axioma 1 (cerradura bajo la suma).

SixeV yyeV,entoncesx+y eV
De manera directa proponemos como un vector o elemento del conjunto a

examinar
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2
8

Es decir como en este caso el conjunto a examinar es M,., , x €V equivale a

5 : .
Seax = [ 7] un elemento que pertenece al conjunto que se examina.

escribir x € M,,,. De manera semejante proponemos otro vector (otra matriz) del

-1

10], por lo que y € V es equivalente a escribir y € M,,.

conjunto, y = [i

Una vez que se proponen los vectores anteriores, para verificar si se

cumple o no la propiedad, debemos hacer la suma

c+y=[2 o1+ T

y analizar si el vector que resulta, este es un vector (matriz) que se encuentra en
el conjunto que se examina. Para hacer la suma se debe usar la regla usual para

sumar matrices segun se indica, en este caso

xty= [152 147]

Debido a las reglas definidas para efectuar la suma de matrices del mismo
orden, cuando se suman dos matrices se obtiene otra matriz exactamente del
mismo orden y afirmamos en este caso entonces que

X+y € My,
Y se concluye que el axioma (1) se cumple.

Es necesario comentar que, algunos autores en lugar de usar vectores
(matrices en este caso) con valores numéricos prefieren usar vectores (matrices
en este ejemplo) definidas de manera general, es decir en el procedimiento
anterior se usaria

x—[a11 a12]
az1 Q32

_ b11 blZ]
Y [b21 b22

Como las matrices que se proponen inicialmente y que pertenecen al conjunto a

examinar x € M,., Y y € M,,, , entonces
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aiq a12] +_[bn b12]
az1 Q221 " |[byy by
ayp+byp ap+ b12]
az1 + by Azp+by;

x+y=[

x+y=[

Asi, el analisis seria mas general, aunque la conclusién es la misma ya
que dadas dos matrices de orden 2 x 2 cuyos elementos son numeros reales
representados de manera general, la suma de ellas debido a la regla de la suma
de matrices produce un resultado que es otra matriz, cuyos elementos se obtienen
sumando dos numeros reales, y por las propiedades de los numeros reales, las
suma de dos numeros reales arbitrarios, es también un numero real. De este
modo el resultado sigue siendo una matriz de 2 x 2 cuyos elementos son numeros

reales y en consecuencia se verificaque x+y € M,,, y elaxioma se cumple.

Verificacion de la propiedad 2

Six,y,z eV,entonces (x+y)+z=x+(y+2)
Para verificar esta propiedad se requieren tres vectores del conjunto que
se examina, de este modo se proponen los vectores x,y usados en la verificacién

del primer axioma y un tercer vector z .

Entonces de manera directa seleccionamos que los vectores (matrices) a

utilizar son
_[2 5
x_[s 7
3 -1
y‘[4 10
Z=[—65 ﬂ

Y sustituyendo estos vectores en la expresion de la propiedad 2, hacemos
las operaciones en las dos secuencias de célculo, la indicada del lado izquierdo y
con la secuencia del lado derecho, y simplemente verificamos que si ambos
resultados son iguales, la propiedad se cumple. En este caso con la regla para

sumar matrices es claro que
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5 A+l WD+15 =6 A0 wl+15 1D
Simplificando en el orden que se indica en ambos lados de la ecuacion

[152 147]+[—65 ‘1*=[§ ;]J’[—91 131

[171 188] - [171 188]

Como ambos lados dieron el mismo resultado, la propiedad (2) se cumple.

Se obtiene

Verificacion de la propiedad 3

Existe unvector0 e Vialquex+0=0+x=x
Para verificar la propiedad 3, se busca entre los elementos del conjunto

dado M,,,, si existe una matriz cero, que verifique la propiedad, en este caso

0 0
La matriz cero o el vector cero es 0 = [0 0} es un elemento del

conjunto que se examina y de manera clara, si se sustituye en la operacién de
suma sefialada en la propiedad (3), esta se cumple para cualquier matriz (vector)

x que se sume con la matriz (vector) cero 0.

Verificacion de la propiedad 4

Six €V, existe unvector —x e V talque x+ (—x) =0 .
La verificacion de la propiedad 4, se realiza observando que en el conjunto

M, , paratoda matriz (vector)

X, . . X T
X = , existe una matriz —x =
X, X, —Xy T Xy

es decir, dada una matriz existe en el mismo conjunto de matrices M,,, otra
matriz con los mismos numeros solo que con los signos opuestos a los elementos

de la matriz original, por lo tanto la propiedad (4) se cumple.
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Verificacion de la propiedad 5

Si xeV yy €eV,entonces x+y=y+x.

Esta es la propiedad conmutativa de la suma de vectores, y podemos
simplemente observar que, en nuestro conjunto a examinar, los vectores son
matrices de 2x2 y concluir que la propiedad 5 se cumple, porque la suma de
matrices con las reglas habituales verifica la propiedad conmutativa.

Verificacion de la propiedad 6

Si x eV y aesunescalar, entonces ax € V.
Esta propiedad nos sefala que si un vector del conjunto V, se multiplica
por un escalar, el resultado de dicha operacion, de acuerdo a la regla que se haya
definido, debe seguir perteneciendo al mismo conjunto. Aqui es importante senalar

qgue es necesario analizar si se cumple para un escalar positivo, negativo y cero.

Para verificar esta propiedad, consideremos un vector x (una matriz de
orden 2 x 2 ) que pertenece al espacio vectorial V del conjunto de matrices de

orden 2 x 2 denotado por M,,,. Sea

x_[all alz]
az1 Q2

Y a un escalar que pertenece al conjunto de numeros reales R, entonces

aiq ‘112]
az1 Ay

ax=a[
Efectuando la operacion usando la regla habitual para multiplicar un

escalar por una matriz

adqq aa12]
aa;, Qaadp,

wx= |

Observando que la matriz que resulta es de orden 2x2 y que los
elementos de la misma son todos numeros reales debido a que son productos de
dos numeros reales y por las propiedades de los numeros reales el producto de

dos numeros reales es también un numero real y en consecuencia ax € My, Yy
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se cumple la propiedad 6 para todo numero real, positivo, negativo o cero. Por

ejemplo, sea

=l 7

Para un escalar positivo a = 2
2 5] _ [ 4 10
8 7 16 14

un escalar positivo.

ax = 2x = 2[ ] , entonces ax € M,,, y se cumple el axioma para

Probando un escalar negativo a« = —2

A e A

para un escalar negativo.

ax = —2x=-2 [ ] , entonces ax € M,,, y se cumple el axioma

Probando el escalar igual a cero a =0

ax=0x=0[§ ;]— 00

= o 0] , entonces ax € M,,, y se cumple el axioma para un

escalar igual a cero.

Verificacion de las propiedades ....7, 8,9, 10

Habiendo comprendido el significado de los elementos que aparecen en la
expresion matematica de las propiedades 7, 8, 9, 10 restantes, y mediante la
aplicacién de las reglas para las operaciones de suma y multiplicacién por un
escalar de las matrices, se comprueba que estas propiedades también se
cumpleny por lo tanto el conjunto dado si es un espacio vectorial.

Otros ejemplos de espacios vectoriales.

Dado un conjunto vectores (objetos matematicos) y las reglas de
operacion de la suma de dos de sus elementos y la multiplicacién de uno de ellos
por un escalar, el proceso para determinar si e€s 0 no un espacio vectorial como
se habra notado en el ejemplo anterior, es un procedimiento un tanto extenso
porque requiere de la verificacion de las diez propiedades. Sin embargo, una vez
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que se ha comprobado que determinado conjunto si es un espacio vectorial, lo
conveniente en el contexto del tema, es tomar nota de esta conclusion final para
no tener que repetir el proceso en otro momento. Asi, con un procedimiento similar
al usado en este ejemplo es posible demostrar que los siguientes conjuntos son
espacios vectoriales bajo las reglas habituales para realizar la suma y la

multiplicacion por un escalar, de acuerdo al tipo de vectores que contienen.

> El conjunto denotado por el simbolo R? , que se lee como R dos, y que se
describe en forma verbal como el conjunto de fodas las parejas de numeros
reales y se expresa en forma matematica con la expresion

R* ={(x,y):,y €R}.

> El conjunto denotado por el simbolo R3 , que se lee como R tres, y que se
describe en forma verbal como el conjunto de todas las ternas de numeros
reales y se expresa en forma matematica con la expresion

R3={(x,v,2):x,y,z €ER}.

» El conjunto de todas las matrices de orden m x n cuyos elementos son
nameros reales, denotado por el simbolo M, (R).

» El conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales, denotado por
P(R).

Subespacios.

Definicion de subespacio. Se dice que un subconjunto H no vacio de un
espacio vectorial V es un subespacio de V, si H es por si mismo un espacio
vectorial bajo las operaciones de suma y multiplicacion por un escalar definidas
para el espacio V.

Teorema. Un subconjunto no vacio H de un espacio vectorial V es un
subespacio de V si se cumplen las dos reglas de cerradura (axiomas 1y 6).
1) Si xeV yy eV,entonces x +y €V (cerradura bajo la operacién de suma).
6) Si x eV y aes un escalar, entonces ax € V (cerradura bajo la multiplicacion

por un escalar).
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Ejemplo. Determinar si el conjunto de puntos (vectores de tres
componentes) que pertenecen al plano —x—y+2z =4 es un subespacio del

espacio vectorial R3 .

Solucion.

Como en este caso, el plano a examinar es un subconjunto de todo el
espacio geométrico (espacio vectorial R3), para determinar si se trata de un
espacio vectorial (o si es un subespacio de R3), es suficiente con verificar las
propiedades 1y 6 (cerraduras bajo la suma y la multiplicacién por un escalar).
Subonjunto dado a examinar (H).

En este caso se usa una descripcion verbal complementada con una
ecuacion para especificar al conjunto, el cual es un conjunto de puntos (vectores
de tres componentes o coordenadas de puntos en el espacio) del plano que se

menciona en él enunciado del problema.

Reglas de operacion a utilizar.

En este caso, como el enunciado del problema no indica alguna regla
especifica para las operaciones de suma de los vectores y multiplicacién de un
escalar por un vector, se usaran las habituales para la suma de vectores de tres
componentes y la de multiplicacion de un vector de tres componentes por un

escalar.

Vectores a utilizar en el proceso de verificacion de las propiedades o axiomas.

En este ejemplo, antes de proponer los vectores a utilizar en la verificacién
de los axiomas es necesario calcular algunos de ellos. Despejando la variable z de
la ecuacion del plano en funcion de x e y, obtenemos

7=4+x+y

Dando valores arbitrarios a las variables x e y, y sustituyendo en la
expresion anterior para obtener el valor de z, se obtiene la tabla 11 de los
vectores o coordenadas de los puntos del plano.
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Tabla 11. Coordenadas (x, y, z) de algunos puntos del plano —x —y + z = 4

Verificacion del axioma 1 (cerradura bajo la suma).

SixeV yyeV,entoncessx+y eV
Tomando dos vectores de la tabla 11.
Sean x=(0,1,5) y y=1(0,2,6), vectores o coordenadas de puntos que
pertenecen al conjunto (plano) que se examina, entonces
x+y=(01,5)+(0,2,6) = (0,3,6)

El resultado de la suma no pertenece al plano, porque un punto con dichas
coordenadas no se encuentra en la tabla. Se observa que el punto que si se
encuentra en la tabla es (0,3,9) cuyas primeras dos componentes coinciden pero
es diferente en la tercera coordenada. Por lo tanto x+y & H (plano que se
examina), y no se verifica el primer axioma y el conjunto dado no es un

subespacio del espacio.

La anterior, es una verificacion con vectores de componentes numéricas, y
se incluye con la intencidon de facilitar la comprensién de una comprobacién
general que requiere el uso vectores con componentes genéricas y un proceso

algebraico como se demuestra a continuacion.

Sea x = (x;,y,,7,) un vector que pertenece al plano —x —y+z=4 y

verifica a la ecuacién del mismo, entonces
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Seay = (x;,v,,2,) otro vector que también pertenece al plano, entonces
Xy = Y2tz =4
Realizando la suma de estos vectores que pertenecen al plano, de acuerdo a la
regla habitual para sumar vectores de tres componentes, se obtiene

X+ty= (x1» 3’1’21) + (xz,yz,zz) = (1 + x5 ¥, + Y, 21 + 23)

Si el vector que resulta de la suma anterior de vectores pertenece al plano
dado, entonces debe verificar a la ecuacion del plano, sustituyendo sus

componentes en la ecuacion nos queda

_(xl +x) = (y, +y,) + (% +Zz) =4

Agrupando los términos, la ecuacidn anterior se puede escribir como
(—xy—y1+z)+(—x, -y, +2) =4
Ahora, considerando las premisas de que los vectores pertenecen al plano dado,
entonces, los términos dentro de los paréntesis pueden reemplazarse por su
equivalente numérico
DH+@ =4

De donde se observa que, esta ultima expresibn matematica es una
contradiccion y se concluye que la suma x + Yy de los vectores no verifica la
ecuacion del plano y en consecuencia, la propiedad de cerradura bajo la suma
x+7y €V no se cumple, por lo que el plano —-x—y+z=4 no es un

subespacio del espacio vectorial R3.

Es importante observar en la figura 28, que la gréafica del plano —x —y +
z =4 no pasa por el origen, y por lo tanto no contiene al vector (0,0,0), y no se
cumpliria el axioma 3 (x+ 0 =0+ x = x) que corresponde a la existencia del

llamado vector cero en dicho plano y en consecuencia directamente de la grafica
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del plano podemos afirmar que dado que no pasa por el origen del sistema de
coordenadas dicho plano no es un espacio vectorial.

Figura 28. Grafica de la ecuacion —x —y +z =4

En el caso de que la grafica de un plano si pase por el origen, entonces
contiene al vector cero y es posible demostrar que dicho plano si es un espacio

vectorial, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Determinar si el conjunto de puntos (vectores de tres
componentes) que pertenecen al plano —5x + 3z = 0 es un espacio vectorial

Solucion.
Conjunto dado a examinar (V).
En este caso se usa una descripcion verbal complementada con una
ecuacion para especificar al conjunto, el cual es un conjunto de puntos (vectores
de tres componentes o coordenadas de puntos en el espacio) del plano que se

menciona en él enunciado del problema.

Reglas de operacion a utilizar.

En este caso, como el enunciado del problema no indica alguna regla
especifica para las operaciones de suma de los vectores y multiplicacion de un
escalar por un vector, se usaran las habituales para la suma de vectores de tres
componentes y la de multiplicacién de un vector de tres componentes por un

escalar.

138



Vectores a utilizar en el proceso de verificacion de las propiedades o axiomas.

En este ejemplo, antes de proponer los vectores a utilizar en la verificacién
de los axiomas es necesario calcular algunos de ellos. En este caso, aunque la
ecuacion no contiene a la variable y, el texto del enunciado especifica que se trata
de un plano, por lo que debemos considerar que esta constituido por un conjunto
de puntos en el espacio geométrico que tienen tres coordenadas (vectores de tres
componentes). Asi, despejando una de las variables en la ecuacion del plano
—5x + 3z = 0 obtenemos

Para calcular las coordenadas de algunos puntos del plano, hacemos una
tabla de tres columnas suponiendo valores arbitrarios para las variables x y
también para la variable y aunque no aparezca en la ecuacién, porque vamos a
graficar dicha ecuacioén en tres ejes (dimensiones).

Z

0
5/3
5/3
5/3
10/3
10/3
10/3
-2 -2 —-10/3
Tabla 12. Algunos vectores o puntos del plano —5x+3z =10

NDINDIN === O|Xx
WIN|=(WIN|—= O

Como en este caso, el plano a examinar es un subconjunto de todo el
espacio geométrico (espacio vectorial R3), para determinar si se trata de un
espacio vectorial (o si es un subespacio de R3), es suficiente con la verificacién de

las propiedades 1y 6 (cerraduras bajo la suma y la multiplicacion por un escalar).

Verificacion del axioma 1 (cerradura bajo la suma de vectores).

SixeV yyeV,entoncesx+y €V
Tomando dos vectores de la tabla 12.
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Sean x=(1,1,§) y y=(1,2,§), vectores o coordenadas de puntos que

pertenecen al conjunto (plano) que se examina, entonces
+y=(11 5)+(1z 5)—(23 10)
x y - ) ;3 ) 13 - » 3

El resultado de la suma si pertenece al plano, porque un punto con dichas
coordenadas se encuentra en la tabla 12. Por lo tanto x + y € V (plano que se

examina), y se verifica el primer axioma 1.

Verificacion del axioma 6 (cerradura bajo la multiplicacién por un escalar).

Si x eV y aesun escalar, entonces ax € V

Sea x = (1,1,2) para un valor positivo de a = 2
—2(11 5)— (22 10)
ax= ) ;3 - 1& 3

Con un valor negativo de a = -2

= 2(115)—(2 2 10)
ax = JJ3 - ) ’ 3

Con un valor cero o = 0 se obtiene

5
ax =0 (1,1,5) = (0,0,0)

Como los tres resultados obtenidos son puntos (vectores) que pertenecen
al plano, la propiedad 6 también se cumple, y se concluye que el conjunto de

puntos que pertenecen al plano si es un espacio vectorial.

Ahora bien, desde el punto de vista grafico, en la figura 29, el plano pasa
por el origen y si contiene al vector cero, y en consecuencia se puede concluir por
observacion de manera general, que cuando un plano que pasa por el origen es

un espacio vectorial (o subespacio de R? ).

140



Figura 29. Gréfica del plano —5x +3z =0

Ejemplo. Forme un sistema lineal de dos ecuaciones y tres variables con
las ecuaciones de los planos —5x + 3z = 0, =5y + 3z = 0. Resuelva el sistema y
escriba la solucién general en funcién de una variable arbitraria. Considere que
esta solucién corresponde con la recta de interseccion entre dichos planos vy
determine por verificacion de las propiedades de cerradura si esta recta es un
subespacio de R3.

Solucion.
=5x +0y +3z=0
0x —5y+ 3z=0
Resolviendo el sistema cuya matriz de coeficientes aumentada es

[0 % 5

Reduciendo por renglones por el método de Gauss-Jordan, nos queda

1 0 -3/5 0]
0 1 -3/5 0

De donde el sistema equivalente es
x +0y —(@(3/5)z=0
0x +y+ —(3/5)z=0

Como el sistema equivalente tiene tres variables y solo dos ecuaciones, se
trata de un caso que tiene infinitas soluciones y cuya solucion general se obtiene
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suponiendo un valor arbitrario para la variable zy resolviendo para las otras en

términos del valor arbitrario supuesto.

R
Il
Q

Q

<
Il
vl w vl w

N
I
Q

Para examinar si el conjunto solucion del sistema anterior es un espacio
vectorial, es necesario calcular algunos de sus vectores (soluciones particulares

del sistema).

Si a=0, entonces Ila solucion particular correspondiente es

x=0
y=0
z=0

Para otros valores de a , los resultados se enlistan en la siguiente tabla.

a X y z
0 0 0 0
1 3/5 3/5 1
2 6/5 6/5 2
3 9/5 9/5 3
4 12/5 | 12/5 4
5 3 3 5

Tabla 13. Algunas soluciones particulares del sistema de ecuaciones.
Con los vectores (x, y, z) de la tabla y con un procedimiento semejante al
ejemplo 3, se comprueban los axiomas 1y 6, y se concluye que el conjunto de las

soluciones del sistema si es un espacio vectorial.

Ahora, si representamos graficamente las coordenadas (x, y, z) de la tabla
anterior, se obtiene una recta en el espacio como se muestra en la figura 30.

142



Figura 30. Recta del conjunto solucién del sistema de ecuaciones.

En esta grafica se observa que es una recta que pasa por el origen, y
considerando la verificacibn de los axiomas 1 y 6 que se comprueban
algebraicamente con los vectores de la tabla, se concluye que, si la recta de
interseccion de los planos que forman el sistema pasa por el origen (0,0,0),

entonces el conjunto solucién es un espacio vectorial (o subespacio de R3).

Dependencia e independencia lineal.

La independencia lineal se refiere a la negacién de la dependencia lineal.
A su vez el término lineal, esta asociado a la forma que adopta la representacion
gréfica, en un sistema de coordenadas rectangulares, de una funcion que
establece una relacion entre dos variables mediante una linea recta, situacion que
se presenta siempre que la expresion que define matematicamente a la relacién
sea igual al producto de una constante c, diferente de cero, por una variable x con
un exponente igual a uno como en la ecuacion y = cx. De esta expresion, se dice
que existe una dependencia de tipo lineal de la variable y con respecto a la

variable x.

En otro caso, con un exponente diferente de cero de la variable x o con
una expresiébn que contenga funciones trigonométricas, exponenciales o
logaritmicas, la representacién grafica no corresponde con una linea recta y se
dice que las variables no estan relacionadas de forma lineal o que una no varia de
manera lineal con respecto a la otra.
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Ahora bien, si la relacién es entre tres variables, una en términos de las
otras dos, es decir, una variable es dependiente de las otras dos variables que son
independientes y a su vez la relacion esta definida matematicamente con una
expresion que contiene una suma algebraica de las variables independientes a la
potencia uno multiplicadas cada una de ellas por un factor constante, como en la
ecuacion z = c;x + ¢,y , se dice que la variable dependiente z se obtiene de una

combinacion lineal de términos algebraicos en las variables x e y.

Esta forma matematica que define la combinacion lineal se puede
trasladar al contexto de los espacios vectoriales dando lugar al concepto de

combinacion lineal de un grupo de vectores de un espacio vectorial.

Definicion. Sea V un espacio vectorial y S un conjunto no vacio de V. Se
dice que un vector x de V es una combinacion lineal de elementos de S, si existe
un numero finito de elementos y4, ..., ¥y, €n S y escalares a4, ...,a, en F tales que
x=ay1+ +a,y. - En este caso es comun decir que x es una combinacion

lineal de yq, ..., ¥n.

Ejemplo. Determinar para el grupo de vectores de R®, si el primer vector
puede o no ser expresado como una combinacion lineal de los otros dos

{(=2,0,3),(1,3,0),(2,4,—1)}.

Sea
x =(—2,0,3) Elprimer vector.
y1 = (1,3,0) El segundo vector.
y, = (2,4,—1) El tercer vector.

Si x es una combinacion lineal de y4, y,, entonces x = a;y; + a,y»

Sustituyendo los vectores se tiene
(=2,0,3) = a;(1,3,0) + a, (2,4,—1)
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Efectuando las operaciones
(-2,0,3) = (a, + 2a,,3a, + 4a,,—a,)
Ilgualando las componentes
a, +2a, = -2
3a; +4a,=0

Oal_a2:3

Resolviendo el sistema por el método de GAUSS-JORDAN, la matriz de

1 2 =2
3 4 0

coeficientes aumentada es

Cuya reduccién a su forma escalonada reducida es

1 0 4
0 1 -3
0 0 O
De donde el sistema equivalente correspondiente nos proporciona los resultados
a1 = 4‘

a2=_3

Asi, el primer vector expresado como una combinacion lineal del segundo

y tercer vector es

x =4y, — 3y,

Interpretacion geométrica de la combinacion lineal de vectores del espacio
RS

En el caso de los vectores en R3, que tienen una representacion gréfica, la
interpretaciéon geométrica correspondiente se obtiene al representar graficamente
la operaciones de multiplicacién por un escalar y suma de vectores indicadas en la
combinacién lineal. Asi, en el ejemplo 1, el vector x es la suma vectorial del vector
y;1 multiplicado por el escalar 4 con el vector y, multiplicado por el escalar -3,
como se muestra en las operaciones de la figura 31.
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Figura 31. Representacion grafica del vector x = (—2,0,3) como la combinacién lineal de

los vectores y; = (1,3,0) , y, = (2,4,—1).

En la figura 31 se representan graficamente las operaciones con vectores
indicadas en la combinacion lineal del ejemplo 1 y se observa que el primer vector
x del conjunto dado, se encuentra en el mismo plano que el segundo vector y, vy el
tercer vector y, . Debido a esta ubicacion en el mismo plano es posible expresar
el primer vector como el resultado de una combinacion lineal de los otros dos

vectores x = 4y, — 3y, .

Ejemplo. Determinar para el grupo de vectores de R®, si el primer vector
puede o no ser expresado como una combinacion lineal de los otros dos
{3,4,1),(1,-2,1),(—2,-1,1)}.

Sea
x = (3,4,1) El primer vector.
y1 = (1,—2,1) El segundo vector.
y, = (—2,—1,1) El tercer vector.

Si x es una combinacion lineal de y4, y,, entonces x = a;y; + a,y,
Sustituyendo los vectores se tiene
(3,4,1) = a,(1,-2,1) + a, (-2,-1,1)

Efectuando las operaciones
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(3,4,1) =(a; —2a,,-2a; —a,, a; +a,)

lgualando las componentes
a1 - 2a2 = 3
_2a1 —a; = 4

a,+a, =1

Resolviendo el sistema por el método de GAUSS-JORDAN, la matriz de

coeficientes aumentada es

1 -2 3
-2 -1 4
1 1 1

Cuya reduccién a su forma escalonada reducida es

1 00
[OIO

0 0 1

De donde el sistema equivalente correspondiente

a, =0
a, =0
0=

Nos permite identificar que se trata de un sistema que no tiene solucién
porque la tercera ecuacion es una contradiccion. Asi, el primer vector no puede
expresarse como una combinacion lineal del segundo y tercer vector. Es decir el
primer vector no depende linealmente de los otros vectores porque no se puede

expresar en términos de los mismos.

La interpretacién geométrica correspondiente a este caso se muestra en la
figura 32 donde se observa que el vector x , no se encuentra en el mismo plano
formado por los vectores y; y y,. Ademas, cualquier resultado de una
combinacién lineal de estos ultimos dos vectores, quedaria ubicado en el mismo

plano formado por ellos, por lo que no seria posible expresar el vector x como el
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resultado de las operaciones de una combinacion lineal de los vectores y; y ¥y,

como se concluy6 en el andlisis algebraico.

[

Y1
\.\‘:‘&
x

Figura 32. Representacion grafica del conjunto de vectores
{(3,4,1),(1,-2,1),(—2,—1,1)}, donde se observa que el vector x = (3,4,1) no se puede
obtener de una combinacion lineal de los vectores y; = (1,—-2,1) y y, = (—2,—-1,1).

En este ejemplo, se concluye que no hay una dependencia lineal entre el
primer vector con los otros dos vectores. Es decir, lo que existe es una
independencia lineal entre el primer vector y los otros dos vectores del conjunto
dado, porque no fue posible expresar el primer vector como combinacién lineal de

los otros dos.

Sin embargo, decir que la independencia lineal es entre todos los vectores
del conjunto dado, implicaria que ninguno de los tres vectores del conjunto pudiera
ser expresado como una combinacion lineal de los otros dos. Esta ultima idea
general de la independencia lineal de un grupo de vectores de un espacio vectorial

se expresa de manera apropiada con la siguiente definicion.

Definicion. Un subconjunto S de un espacio vectorial V' es linealmente
dependiente si existe un namero finito de vectores distintos x4, x3,...,x, en S y
escalares a,,a,, ...,a, en F, no todos cero, tales que a;x; + azx; + -+ a,x,, = 0.
También se puede describir esta situaciéon diciendo que los elementos de S son

linealmente dependientes. En caso contrario, es decir, cuando los Unicos
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escalares a4, a,, ..., a, que verifican la ecuacién anterior son todos iguales a cero,
se dice que los vectores x4, x4, ..., X, Son linealmente independientes y si estos,
son todos los vectores del subconjunto S, entonces se afirma que el subconjunto S

es linealmente independiente.
Los siguientes ejemplos muestran la aplicacién de esta definicién para

determinar si un conjunto dado de vectores de un espacio vectorial es linealmente

dependiente o independiente.

Ejemplos de un conjunto de vectores en R3.

Ejemplo. Determinar si los vectores del conjunto dado son linealmente
dependientes o independientes.

(RHE

Como son tres vectores, la ecuacion vectorial de la definicién queda

Solucion.

X1+ azx; +azxz = 0

Sustituyendo los vectores dados en la ecuacién se obtiene

1 4 2 0
aq 2|+ a, 5(+ as 1{=10
-3 6 0 0

Multiplicando cada vector columna por los escalares respectivos

la, 4a, 2a; 0
[ 2 aq + 5a2 + 1a3] = [0“
—3a4 6a, Oas 0

Efectuando la suma de los vectores columna

2a; +5a, + 1a;

[ la, +4a, + 2a;
—3a, + 6a, + 0a;

L

Como los vectores son iguales, entonces sus componentes uno a uno son
iguales, lo que conduce al siguiente sistema de ecuaciones
1a1 + 4a2 + 2a3 = 0
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2a; +5a, +1az; =0
_3a1 + 6a2 + Oa3 - 0
Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene, para este caso, la solucion

Unica y esta es:

a1:O
a2=0
a3=0

Entonces, los escalares que verifican la ecuacion de la definicién de
dependencia lineal.
a1xq +azx; +azx3 =0
Son todos iguales a cero, se dice que los vectores del conjunto dado son
linealmente independientes.

En la figura 33 se muestra la representacion grafica de los vectores del
conjunto de este ejemplo y se observa graficamente que la conclusién del analisis
algebraico de que son linealmente independientes significa que los vectores no

estan ubicados en un mismo plano.

Figura 33. Representacion grafica del ejemplo de los tres vectores que son linealmente
independientes.

Es importante observar que, el sistema de ecuaciones de la definicién es
homogéneo (los valores del lado derecho en las ecuaciones son todos iguales a
0). Y este tipo de sistemas siempre tienen solucién; si es Unica esta debe ser la
trivial (todos los resultados iguales a 0) y el otro caso posible es que tenga infinitas

soluciones.
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Ejemplo. Determinar si los vectores del conjunto dado son linealmente
dependientes o independientes.

L=}

Como son tres vectores, la ecuacion vectorial de la definicidn queda

Solucion.

a{x1 + azx X9 + azX3 = 0

Sustituyendo los vectores dados en la ecuacién se obtiene
4 3 5 0
1 1{=|0
-2 0

a | 2 |+a,
Multiplicando cada vector columna por los escalares respectivos

+ a;

-1 -1

4a4 3a, 5a; 0
[ 2aq |+ la, |+ 1las ] = [0]
—1a, —1a, —2a3 0

Efectuando la suma de los vectores columna

4a, + 3a, + 5a; 0
[ 2a1 + 1a2 + 1a3 ] = [0]

—1la, — la, — 2a; 0

Como los vectores son iguales, entonces sus componentes uno a uno son
iguales, lo que conduce al siguiente sistema de ecuaciones
4a, +3a, +5a3 =0
2a, +1la, +1laz =0

_1(11 - 1a2 - 2a3 =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones usando el método de Gauss-Jordan
se obtiene el siguiente sistema equivalente:
la; +0a; —1laz; =0
0a; + la, +3a3; =0
O0a; +0a, +0az =0
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Observando este sistema es claro que, la tercera ecuacién es equivalente
a 0 = 0 y el sistema realmente tiene dos ecuaciones y tres incdgnitas, por lo que
hay que suponer un valor arbitrario para alguna de las variables y resolver para las
otras. Haciendo

asz =a

Sustituyendo en la primera y segunda ecuacion se obtiene la solucion

general del sistema

a1=a
a, =—3a
a3=a

Entonces, de la soluciéon general del sistema se deduce que, hay una
cantidad infinita de posibles valores de los escalares que verifican la ecuacién de
la definicion de dependencia lineal a;x; + ayx, + asx3 =0 , mismos que se
obtendrian al darle cualquier valor especifico al valor arbitrario de a (soluciones

particulares).

Es decir, como existen valores de los escalares a,,a,,a; no todos
iguales a cero, se dice que los vectores del conjunto dado son linealmente

dependientes.

En la figura 34 se muestra la representacion grafica de los vectores del
conjunto de este segundo ejemplo y la conclusidén del analisis algebraico de que
son linealmente dependientes significa que los tres vectores estan ubicados en un

mismo plano como se observa en la grafica.
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Figura 34. Representacion grafica del segundo ejemplo de los tres vectores que
son linealmente dependientes.

Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt (Grossman, 2007).
Sea H un subespacio de dimensién m de R™. Entonces H tiene una base

ortonormal.

Demostracion

Sea S={v,,v,..,v,} una base de H. Se probara el teorema
construyendo una base ortonormal a partir de los vectores en S. Antes de dar los
pasos para esta construccién, se observa el hecho de que un conjunto de vectores
linealmente independiente no contiene al vector cero.

» Paso 1. Eleccion del primer vector unitario. Sea

u =—
! |, |

wwn = () () = (|vi|2) 1) =1

De manera que |u,| = 1.

Entonces

» Paso 2. Eleccion de un segundo vector ortogonal a u,

De acuerdo al teorema; “sea v un vector diferente de cero. Entonces para

u

v es ortogonal a v”. En este caso l—iv

uv :
v

cualquier otro vector u el vector w = u — o

es la proyeccién de u sobre v. Esto se ilustra en la figura 35.
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Figura 35. El vectorw = u — ﬁv es ortonormal a v

Resulta que el vector w obtenido es ortogonal a v cuando wy v estan en

R™ para cualquier n > 2.

u .
—u,; = (v-u,)u, para cualquier

Observe que como u; es un vector unitario, ]
1

vector v.

Sea
v, = v, — (v upuy
Entonces

Vyruy = v Uy — (W uy) (U uy) = vy uy — (w0 uy)(1) =0

De manera que v, es ortogonal a u,. Mas aun, por el teorema (Si S =
{vi, v,, ..., v} €S un conjunto ortogonal de vectores diferentes de cero, entonces S

es linealmente independiente), u, y v, son linealmente independientes; v, # 0

porque de otra manera v2=(v2-u1)u1=(vzu1)v1, lo que contradice la

o4l

independencia de v, y v,.

» Paso 3. Eleccion de un segundo vector unitario.
Sea
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Entonces es evidente que {u;,u,} e€s un conjunto ortonormal.
Suponga que se han construido los vectores u; u,, ...u,(k < m) y que forman un

conjunto ortonormal. Se mostrara como construir u; ;.

» Paso 4. Continuacion del proceso
Sea
Vip1 = Va1 — W UUp — gy " U U — -+ — (Vpeqr - W)Uy
Entonces parai=1,2,....k

Vierr "W = Vpeyr Wy — Wpep - U)(@y W) — Wpeyr ) (U - ) — = (Wgq - ) (U - wy) — - — (W - ) (U - )

Perow;-u; =0sij#iyu; - u; =1 Porlo tanto,
Vjeyr " Uy = Vjeyq " Uy — Vpeyy " U; = 0
Asi, {uy,uy, ..uy, vy} €s un conjunto linealmente independiente,
ortogonal y v, # 0.
» Paso 5
Sea w41 = Vi1 /|vks1|- Entonces es claro que, {uy, u,, ... up, ups1} €8 UN
conjunto ortonormal y se puede continuar de esta manera hasta que k+1 =m,

con lo que se completa la prueba.

Nota. Como cada u; , es una combinacion lineal de vectores v;, gen{us,uy,...,ux}
es un subespacio de gen {vy,vo,...,Vi} y como cada espacio tiene dimensién k, los

espacios son iguales.

Ejemplo. Construccién de una base ortonormal en R3

Construya una base ortonormal en R® comenzando con la base

eneea=[(0) () 2)

Se tiene |v,| = V10, entonces u,; = |Z_1| =
1

Solucion:

. Entonces

g-=g
(=) (=)
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0

vlz =v, — (V2 u)uy = (
1

~—
|
2
o
§||r—xo§||w
o o
Il
VR
B RN
N~
|
/N
w
~
Il
|
w L
N~

1
1 V11
. 1 1
Como |v,| =V11, u, —ﬁ< 1 )— =
3 3
Vil
Continuando, se tiene
3 __L 5 9 7
— V11 2 11 22
PSP W ) I [ WA 0 A I
V3 =3 — (V3 U U — (V3 U ) Uy = g —_ | —= | = — - — |=1 —
3 3 3 1 1 3 2 2 ) \/ﬁ 1 \/ﬁ \/ﬁ ) 1 11 11
10 3 2 27 .4
10 Vit 11 22
7 1
22 V110
Por tltimo |vs| =22 de manera que u, =-~=| ¥ |=| 10 | Asi una
_2 3
22 110
3 1 1
Nt T Vi V110
3 1 V110
base ortonormal en R” es oLl m ] o
1
it \ A/ \"

4.4.3 Descripcion de los objetos propuestos a construir

Descripcion del primer objeto

Para este tema, se propone construir con papel bateria u otro material Gtil
para este propésito, un poliedro en forma de piramide de base cuadrada de 6 cm
de longitud en sus lados y con una altura de 5 cm, el cual se coloca sobre el
tablero cuadriculado construido en uno de los temas anteriores, con el proposito
de servir de base para establecer un sistema de referencia de referencia
tridimensional, colocando solo un tercer eje perpendicular que puede ser una

regleta delgada con una graduacién en cm, que se fija al tablero, de tal manera
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que se puedan establecer las coordenadas de todos los vértices de la piramide y
vincular con este objeto, a través de las actividades que se proponen, los

conceptos matematicos del tema de espacios vectoriales.

Figura 36. Piramide a utilizar en la practica de espacios vectoriales

Descripcion del segundo objeto

Como segundo objeto del tema de espacios vectoriales se propone
construir una maqueta de una torre que consta de cinco cubos o prismas unidos
firmemente. Las aristas de cada uno de ellos forman una estructura rigida y las
caras de los cubos o prismas son transparentes de manera que sea posible
observar la representacién fisica de los vectores de todo el proceso de

ortonormalizacion.

En el primer nivel o cubo, estan los vectores de la base inicial, en los
siguientes tres niveles o cubos se ubican, en la orientacién adecuada, todos los
vectores de los pasos correspondientes al proceso de ortonormalizacién y en el
quinto nivel se encuentran los vectores de la base ortonormal que se obtiene como

resultado del proceso.
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Figura 37. Maqueta del proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmid

4.4.4 Actividades propuestas y sus desarrollos para cada uno de
objetos construidos

Para el primer objeto.

PRACTICA PARA EL TEMA DE ESPACIOS VECTORIALES.
Interpretacion geomeétrica de subespacios, combinacion lineal,
independencia lineal y bases.

1) Construya un poliedro con papel bateria en forma de piramide
regular, cuya base es un cuadrado de 6 cm de lado y la altura es de 5 cm,
como se muestra en la figura 38.

Figura 38. Poliedro de base cuadrada de lado igual a 6 y altura igual a 5
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2) Seleccione un sistema de coordenadas tridimensional cuyo origen es
uno de los vértices ubicados en la base de la pirdmide. De manera tal que, dos
de sus ejes (el eje x y el eje y) coincidan con la direccion de dos de los lados
del cuadrado de la base y el tercer eje (eje z) sea perpendicular al plano de la
base. Identifique con una etiqueta, los puntos de los vértices con las letras A,
B, C, D, F. Determine con respecto al sistema de referencia, que haya
establecido, las coordenadas correspondientes a cada uno de los vértices.

3) Obtenga las ecuaciones correspondientes a cada una de las caras
considerando que cada cara es una parte triangular de un plano en el espacio,
con el procedimiento descrito en los fundamentos teéricos del tema de

sistemas de ecuaciones lineales.

4) Utilice el programa de computo GEOGEBRA para graficar cada una
de las ecuaciones de las caras y verifigue que la figura obtenida, es semejante
a la piramide, y que muestra cuatro planos que se intersectan en el punto mas

alto de la piramide.

5) Determine, por observacién de la grafica del punto 4. ;Cuéles de los
planos son subespacios del espacio vectorial R3? Justifique brevemente su

respuesta y use las ecuaciones para especificar los planos en su respuesta.

6) Determine, por inspeccion de la gréfica cuales de las rectas de
interseccion entre los diferentes planos correspondientes a las caras de la
pirdmide, son subespacios de R3. Justifique su respuesta y use las ecuaciones

de los planos para especificar la recta de interseccién en su respuesta.

7) Seleccione uno cualquiera de los planos de las caras, que no sea un
subespacio de R® y demuestre esta conclusién, haciendo uso de la ecuacién
correspondiente y mediante la verificacion de las propiedades de cerradura
bajo la suma y de la multiplicacién por un escalar.
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8) Seleccione dos ecuaciones de dos caras adyacentes y forme un
sistema lineal que sea homogéneo y que consta de dos ecuaciones con tres
variables. Resuelva el sistema y escriba la solucién general en funcién de una
variable arbitraria. Considere que esta solucién corresponde con la recta de
interseccion entre dichos planos y determine por verificacibn de las
propiedades de cerradura, si el conjunto de puntos de esta recta es un

subespacio de R3.

9) Determine las componentes de cuatro vectores que tienen como
punto comun de origen al vértice que corresponde con el punto mas alto de la
piramide y sus extremos en los cuatro veértices restantes. Seleccione uno
cualquiera de estos vectores y obtenga su expresibn como una combinacién
lineal de los otros tres vectores restantes. Realice también con el programa

GEOGEBRA la representacion grafica del resultado obtenido.

10) Determine si el conjunto formado por los cuatro vectores del punto
anterior es una base para el espacio vectorial R3. Justifigue su respuesta
verificando si se cumplen las dos condiciones para que un conjunto de

vectores sea una base.

Para el segundo objeto.

PRACTICA DEL PROCESO DE ORTONORMALIZACION DE Gram-Schmidt.
Interpretacion geométrica del proceso de ortonormalizacion de Gram-
Schmidt.

1) Proponga tres vectores V;,V,, Vs que no sean unitarios y compruebe
analiticamente que cumplen las dos condiciones para ser una base del

espacio R3.

2)Usando el programa GEOGEBRA represente graficamente los
vectores propuestos en tres dimensiones para obtener una grafica semejante a

la figura 39.
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Figura 39. Conjunto de vectores que es una base para el espacio vectorial R®.

3) Inicie la aplicacion del proceso de ortonormalizacién de Gram-
Schmidt al conjunto de vectores propuestos calculando las componentes del
primer vector unitario de la base ortonormal U; y represente graficamente este

vector en tres dimensiones de manera similar a la figura 40.

Figura 40. Grafica con el primer vector U; de la base ortonormal.

4) Continle con la aplicacion del proceso de ortonormalizacién
calculando las componentes del segundo vector unitario de la base ortonormal
U, y represente graficamente este vector en tres dimensiones de forma

semejante a la figura 41.
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Figura 41. Grafica que muestra los vectores U,y U de la base ortonormal.

5) Siga con la aplicacion del proceso de ortonormalizacién calculando
las componentes de las proyecciones del vector V; sobre los vectores U, y U,.
Represente graficamente estos vectores para obtener una grafica similar a la

figura 42.

Figura 42. Grafica que muestra las proyecciones de V;sobre los vectores U; y U,.

6) Termine el proceso con el célculo de las componentes del tercer
vector unitario de la base ortonomal U; y represente graficamente este vector
para completar la terna de vectores unitarios que constituyen la base

ortonormal de manera semejante a la de la figura 43.

-
"
g
»
—— - 4‘
A —

- T —
-

Figura 43. Grafica de los tres vectores ortonormales que se obtienen del proceso.

7) Comprobar analiticamente que los tres vectores son unitarios y

ortogonales entre si y ademas cumplen con las dos condiciones de las bases.

8) Construya cinco objetos tipo cubo o prisma de caras transparentes y

con una estructura rigida semejante a una réplica fisica de cada una de las
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figuras 1, 2, 3, 4 y 5 que incluya a las flechas que representan a los vectores
involucrados en el proceso de ortonormalizacion en las orientaciones que les
corresponden. Una en forma firme y rigida los cinco objetos para formar una
torre y asi obtener un solo objeto tipo escultura que muestra los pasos del
proceso de ortonormalizacibn de Gram-Schimdt. Los materiales a utilizar
quedan a eleccién de quienes construyen pero, las dimensiones de la base del
objeto integrado deben ser menores a las de un cuadrado de 30 cm de lado y
su altura no debe exceder de 40 cm.
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4.4.5 Instrumentos de evaluacion de la construccion de los objetos y de las actividades propuestas
RUBRICA DE LA PRACTICA DE LA INTERPRETACION GEOMETRICA DE LOS SUBSPACIOS, INDEPENDENCIA LINEAL

Criterios

Excelente

Notable

Bueno

Suficiente

Insuficiente

Puntos
obtenidos

Construccion

Se documenta con imégenes la
realizacién de las actividades 1y
2. La piramide tiene las
dimensiones indicadas en la
actividad 1y esta correctamente

Se documenta con imagenes la
realizacion de las actividades 1
y 2. La piramide tiene las
dimensiones indicadas en la
actividad 1y esta correctamente

Se documenta con imagenes la
realizacion de las actividades 1
y 2. La piramide tiene las
dimensiones indicadas en la
actividad 1 y esta correctamente

Se documenta con imégenes la
realizacién de las actividades 1
y 2. La piramide tiene las
dimensiones indicadas en la
actividad 1y esta correctamente

No presenta
fisicamente la
piramide para su
evaluacién o no
documenta la

. qe _Ia armado y pegado en forma rigida. armado y pegado en forma armado y pegado en forma armado y pegado en forma realizacion de
plram_lqe y El sistema de referencia se rigida. El sistema de referencia rigida. El sistema de referencia rigida. El sistema de referencia alguna de las
obtencionde | . oqira adecuadamente usando se muestra adecuadamente se selecciona seglin se indica no es como se indica en la actividades 1y 2

(;as d una cuadricula segun se indica usando una cuadricula segln en la actividad 2, pero sin usar actividad 2, pero todas las 0 no se cumple
coordenadas en la actividad 2 y las se indica en la actividad 2, pero | una cuadricula y alguna de las coordenadas de los vértices al menos con lo
qe'los coordenadas de todos los vértices | alguna de las coordenadas esta coordenadas de los vértices estan correctas con respecto a senalado en la
vertices. estan correctas. incorrecta. esta incorrecta. dicho sistema. columna
suficiente.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos

Obtencion de

El reporte documenta la
realizacién de la actividad 3.
Todos los sistemas de ecuaciones

El reporte documenta la
realizacién de la actividad 3.
Todos los sistemas de

El reporte documenta la
realizacion de la actividad 3. Los
sistemas de ecuaciones de los

El reporte documenta la
realizacién de la actividad 3. Los
sistemas de ecuaciones de los

No documenta
la realizacién de
la actividades 3

ecualca:;nes de Ios_ modelos para obtener las ecuaciones de los modelos para mot_jelos para obtener las mod_elos para obtener las 0 no se cumple
de las cuatro ecuaciones de Ia_s_cuatro caras 'y obtener las ecuaciones de las ecuaciones _d(_e tres las caras y ecuaciones de tres las caras al menos con lo
caras. todos los coeficientes de sus cuatro caras estén correctos, los coeficientes de sus estan correctos, pero hay dos sefialado en la

correspondientes ecuaciones pero una de las cuatro respectivas ecuaciones estan ecuaciones con errores en sus columna

estan correctos. ecuaciones tiene algun error en correctos. coeficientes. suficiente.

sus coeficientes.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Se documenta la realizacion de Se documenta la realizacion de Se documenta la realizacion de Se documenta la realizacion de No se

Identificacion
geométrica 'y
con
propiedades
algebraicas
de conjuntos
que son
subespacios.

las actividades 5, 6, 7y 8. Las
respuestas de la identificacion
geométrica de los planos de las
caras que son subespacios estan
correctas y los argumentos de la
justificacién son los adecuados.
Se identifican correctamente
cuales de las rectas de las aristas
si son subespacios con
argumentos validos.

El plano seleccionado en la
actividad 7 no es un subespacio y
se demuestra algebraicamente. El
sistema formado en la actividad 8
es homogéneo y se demuestra
que la recta de interseccién de los

planos es un subespacio.

las actividades 5, 6, 7y 8. Las
respuestas de la identificacion
geométrica de los planos de las
caras que son subespacios
estén correctas y los
argumentos de la justificacion
son los adecuados. Se
identifican correctamente cuales
de las rectas de las aristas si
son subespacios con
argumentos validos.

El plano seleccionado en la
actividad 7 no es un subespacio
y se demuestra
algebraicamente. El sistema
formado en la actividad 8 no es
homogéneo pero se demuestra
gue en ese caso, la recta de

las actividades 5, 6, 7y 8. Las
respuestas de la identificacion
geométrica de los planos de las
caras que son subespacios
estén correctas y los
argumentos de la justificacion
son los adecuados. Se
identifican correctamente cuales
de las rectas de las aristas si
son subespacios con
argumentos validos.

El plano seleccionado en la
actividad 7 no es un subespacio
y se demuestra
algebraicamente. El sistema
formado en la actividad es
homogéneo, pero no se
demuestra correctamente que

las actividades 5, 6, 7y 8. Las
respuestas de la identificacién
geométrica de los planos de las
caras que son subespacios
estan correctas y los
argumentos de la justificacion
son los adecuados. Se
identifican correctamente cuales
de las rectas de las aristas si
son subespacios con
argumentos validos.

El plano seleccionado en la
actividad 7 no es un subespacio
y se demuestra
algebraicamente. La actividad 8
se documenta pero esta
totalmente incorrecta.

documenta la
realizacién de
alguna de las
actividades 5, 6,
7y8onose
cumple al
menos con lo
sefialado en la
columna
suficiente.
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interseccion de los planos no es la recta de interseccion es un
un subespacio. subespacio.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Se documenta la realizacion de Se documenta la realizacion de Se documenta la realizacion de Se documenta la realizacion de No se
las actividades 9y 10. Las las actividades 9y 10. Las las actividades 9y 10. Las las actividades 9y 10. Las documenta la
componentes de los cuatro componentes de los cuatro componentes de los cuatro componentes de los cuatro realizacion de
. . vectores de las aristas, los vectores de las aristas, los vectores de las aristas, los vectores de las aristas, los alguna de las
Cor_nblnacwn sistemas de ecuaciones para sistemas de ecuaciones para sistemas de ecuaciones para sistemas de ecuaciones para actividades 9 o
lineal de obtener los coeficientes y la obtener los coeficientes y la obtener los coeficientes y la obtener los coeficientes y la 10, 0 no se
vet_:t_ores_ y expresion final de la combinacién expresion final de la expresion final de la expresion final de la cumple al
verlflca_cwn lineal estan correctos. combinacion lineal estan combinacion lineal estan combinacion lineal estan menos con lo
algebraica de Se incluye la verificacion correctos. correctos. correctos. sefalado en la
_Ias algebraica de las dos Se incluye solo la verificacion Se incluye la verificacion Se incluye solo la verificacién columna
propiedades condiciones de las bases y se algebraica de una de las dos algebraica de las dos algebraica de una de las dos suficiente.
de las bases. concluye correctamente si los condiciones de las bases pero condiciones de las bases pero condiciones de las bases y se
cuatro vectores de la actividad 10 se concluye de manera se concluye incorrectamente. concluye incorrectamente.
forman una base. correcta.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Se documenta con imégenes de la | Se documenta con iméagenes de | Se documenta con imagenes de | Se documenta con imagenes de No se
vista gréfica del GEOGEBRA la la vista gréfica del GEOGEBRA | la vista grafica del GEOGEBRA | la vista grafica del GEOGEBRA | documenta con
realizacion de las actividades 4 y la realizacion de las actividades la realizacion de las actividades la realizacién de las actividades imagenes la
9. En la gréfica de la actividad 4, 4y 9. Enlagréficadela 4y 9. Enlagréficadela 4y 9. En la gréfica de la realizacion de
se observan claramente los actividad 4, se observan actividad 4, se observan los actividad 4, se observan los alguna de las
SAC cuatro planos con las etiquetas de claramente los cuatro planos cuatro planos, el punto de cuatro planos, el punto de actividades 4 o
UsEo deEBRA: sus ecuaciones, el punto de sin las etiquetas de sus interseccion y las rectas de interseccion y las rectas de 9, 0n0 se
(GEOG ) interseccion y las rectas de ecuaciones, el punto de interseccion de los planos. interseccioén de los planos. cumple al
interseccion de los planos. interseccion y las rectas de En la gréfica de la actividad 9 se | En la gréfica de la actividad 9 se menos con lo
En la grafica de la actividad 9 se interseccion de los planos. muestra mediante un poligono muestra un poligono de vectores sefalado en la
muestra mediante un poligono de | En la gréfica de la actividad 9 se | de vectores que uno de ellos es en el que no se aprecia de columna
vectores que uno de ellos es la muestra mediante un poligono la suma vectorial de los otros. manera clara que uno de ellos suficiente.
suma vectorial de los otros. de vectores que uno de ellos es es suma vectorial de los otros.
la suma vectorial de los otros.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Total puntos obtenidos
EQUIPO No. INTEGRANTES:
OBSERVACIONES:

RUBRICA DE LA PRACTICA DEL PROCESO DE ORTONORMALIZACION DE GRAM-SCHMIDT

Criterios

Excelente

Notable

Bueno

Suficiente

Insuficiente

Propuesta del
conjunto vectores

Se documenta la realizacién
de la actividad 1. Los

vectores propuestos son no
unitarios de tres

de la actividad 1. Los

unitarios de tres

Se documenta la realizacién

vectores propuestos son no

Se documenta la realizacién
de la actividad 1. Los
vectores propuestos son no
unitarios de tres

Se documenta la realizacién
de la actividad 1. Los

documenta la

No se

obtenidos

vectores propuestos son no
unitarios de tres

realizacion de
la actividad 1
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que constituyen
una base.

componentes y si forman
una base. Se incluye

completa la verificacion
analitica de las dos

componentes y si forman
una base. Se incluye

completa la verificacion
analitica de las dos

componentes y si forman
una base. Se incluye

completa la verificacién
analitica de las dos

componentes y si forman
una base. Se incluye la
verificacién analitica de las
dos propiedades.

o no se
cumple al
menos con lo
sefialado en la

propiedades de las bases y propiedades de las bases propiedades de las bases columna

esté correcta. con un solo error en el hasta con dos errores en el suficiente.
proceso. proceso.

20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos

Obtencion del
primero y el
segundo vector
unitario de la base

Se documenta la realizacion
de las actividades 3y 4. Se
incluye el proceso completo
del célculo de las
componentes del primero y
el segundo vector unitario y

Se documenta la realizacion
de las actividades 3y 4. Se
incluye el proceso completo
del célculo de las
componentes del primero y
el segundo vector unitario

Se documenta la realizacién
de las actividades 3y 4. Se
incluye el proceso completo
del célculo de las
componentes del primero y
el segundo vector unitario

Se documenta la realizacién
de las actividades 3y 4. Se
incluye el proceso completo
del célculo de las
componentes de los dos
vectores unitarios, pero solo

No documenta
la realizacién
de las
actividades 3 y
4 0nose
cumple al

ortonormal. ero una componen ro mponentes de ., men nl
todas las componentes perou izco(:re?:?a ente es peun r?l?:mcgvee;(:o?eithd uno de ellos esté correcto y ser?al(; Sdgoen ?a
estan correctas. ’ . el otro tiene incorrectas
incorrectas. tres componentes columna
P ’ suficiente.
20 puntos 14 puntos
P 18 puntos 16 puntos P 0 puntos
Se documenta la realizacién | Se documenta la realizacién | Se documenta la realizacién | Se documenta la realizacion No se

de las actividades 5,6y 7.
En la actividad 5 se incluye
el proceso del calculo de
las proyecciones del tercer
vector sobre los primeros
dos vectores unitarios y las
respuestas estan correctas.
En la actividad 6 es correcto

de las actividades 5,6y 7.
En la actividad 5 se incluye
el proceso del calculo de las
proyecciones del tercer
vector sobre los primeros
dos vectores unitarios y las
respuestas estan correctas.
En la actividad 6 es correcto

de las actividades 5,6y 7.
En la actividad 5 se incluye
el proceso del calculo de
las proyecciones del tercer
vector sobre los primeros
dos vectores unitarios y las
respuestas estan correctas.
En la actividad 6 es correcto

de las actividades 5,6y 7.
En la actividad 5 se incluye
el proceso del calculo de
las proyecciones del tercer
vector sobre los primeros
dos vectores unitarios y las
respuestas estan correctas.
En la actividad 6 es correcto

documenta la
realizacién de
alguna de las
actividades 5,
6y7,0nose
cumple al
menos con lo
sefialado en la

el calculo de la operacion el calculo de la operacion el célculo de la operacion el calculo de la operacion columna
vectorial para obtener el vectorial para obtener el vectorial para obtener el vectorial para obtener el suficiente.
Obtencién del tercer vector unitario. tercer vector unitario. tercer vector unitario. tercer vector unitario.
tercer vector Enla acthldaql 7 se verifican | Enla acthldaq 7 se verifican | Enla acthldaq 7 se verifican En la actividad 7 se _v9r|f|ca
unitario de la base las dos cond|C|ongs de las las dos cond|C|on<-?s de las las dos condmongs de las alguna de las condiciones
ortonormal. bases para el conjunto de bases para el conjunto de bases para el conjunto de de Igs bases para el
los tres vectores y se los tres vectores, pero solo | los tres vectores, pero no se conjunto de los tres
demuestra que son se comprueba una de las comprueban las vectores.
unitarios y ortogonales. condiciones de condiciones de
ortonormalidad ortonormalidad.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Se documenta con Se documenta con Se documenta con Se documenta con No se
imagenes de la vista grafica | imagenes de la vista gréfica | imagenes de la vista grafica | imagenes de la vista grafica documenta
en tres dimensiones del en tres dimensiones del en tres dimensiones del en tres dimensiones del con imagenes
GEOGEBRA, la realizacion GEOGEBRA, la realizacion GEOGEBRA, la realizacién GEOGEBRA, la realizacién la realizacién
de las actividades 2, 3, 4, 5 de las actividades 2, 3, 4, 5 de las actividades 2, 3, 4, 5 de las actividades 2, 3, 4, 5 de alguna de

y 6. En la gréafica de la

y 6. En la gréafica de la

y 6. En la grafica de la

y 6. En la grafica de la

las actividades

166




Uso de SAC.
(GEOGEBRA)

actividad 2, se observan los
tres vectores que se
proponen con sus etiquetas
de identificacion.
En las actividades 3, 4, 5 se

actividad 2, se observan los
tres vectores que se
proponen con sus etiquetas
de identificacion.
En las actividades 3, 4, 5 se

actividad 2, se observan los
tres vectores que se
proponen con sus etiquetas
de identificacion.
En las actividades 3, 4, 5 se

actividad 2, se observan los
tres vectores que se
proponen pero sin sus
etiquetas de identificacion.
En las actividades 3, 4, 5 se

2,3,4,506,
0 no se
cumple al
menos con lo
sefialado en la

Construccion del
objeto (torre) o

muestran todos los vectores | muestran todos los vectores | muestran todos los vectores | muestran todos los vectores columna
correspondientes a los correspondientes a los correspondientes a los correspondientes a los suficiente.
pasos del proceso de pasos del proceso de pasos del proceso de pasos del proceso de
ortonormalizacién con sus ortonormalizacién con sus ortonormalizacién , pero sin | ortonormalizacién , pero sin
respectivas etiquetas de respectivas etiquetas de sus etiquetas de sus etiquetas de
identificacion. identificacion. identificacion. identificacion.
En la grafica de la actividad En la grafica de la actividad En la grafica de la actividad En la grafica de la actividad
6 se observa que los 6 no se observa claramente | 6 no se observa claramente | 6 no se observa claramente
vectores son unitarios y que los vectores sean que los vectores sean que los vectores sean
ortogonales. unitarios y ortogonales. unitarios y ortogonales. unitarios y ortogonales.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Se documenta con Se documenta con Se documenta con Se documenta con No se
fotografias de la torre la fotografias de la torre la fotografias de la torre la fotografias de la torre la presenta el
realizacién de la actividad 8. | realizacién de la actividad 8. | realizacion de la actividad 8. | realizacion de la actividad 8. objeto (torre)
La torre consta de cinco La torre consta de cinco La torre consta de cinco La torre consta de cinco fisicamente
cubos o prismas unidos en cubos o prismas unidos en cubos o prismas unidos en cubos o prismas unidos en para su
forma rigida y cada uno de forma rigida y cada uno de forma rigida y cada uno de forma rigida y cada uno de evaluacion o
ellos tiene una estructura ellos tiene una estructura ellos tiene una estructura ellos tiene una estructura no se
rigida con caras rigida con caras rigida con caras rigida con caras documenta
transparentes de tal manera | transparentes de tal manera | transparentes de tal manera | transparentes de tal manera | con imagenes
que al observar latorre son | que al observar la torre son | que al observar la torre son | que al observar la torre son la realizacion
visibles; los vectores que se | visibles; los vectores que se | visibles; los vectores que se | visibles; los vectores que se | de la actividad
proponen inicialmente, los proponen inicialmente, los proponen inicialmente, los proponen inicialmente, los 8, 0no0 se
vectores de cada uno de los | vectores de cada uno de los | vectores de cada uno de los | vectores de cada uno de los cumple al

pasos del proceso y los
vectores de la base

pasos del proceso y los
vectores de la base

pasos del proceso y los
vectores de la base

pasos del proceso y los
vectores de la base

menos con lo
sefalado en la

escultura del ortonormal. ortonormal. ortonormal. ortonormal. columna
proceso de La estructura esta pintada y La estructura esta pintaday | La estructura esta pintada y La estructura esta pintada y suficiente.
ortonormalizacion. las flechas de los vectores las flechas de los vectores las flechas de los vectores las flechas de los vectores
estan todas firmemente estan firmemente ubicadas | estan firmemente ubicadas | estan firmemente ubicadas
ubicadas en la orientacion pero una no esta en la pero dos no estan en la pero dos no estan en la
correcta y la torre no orientacion correcta y la orientacion correcta y la orientacion correcta y la
excede las dimensiones torre no excede las torre no excede las torre excede las
indicadas. dimensiones indicadas. dimensiones indicadas. dimensiones indicadas.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Total puntos obtenidos
EQUIPO No. INTEGRANTES:

OBSERVACIONES:
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4.4.6 Aportaciones esperadas de las actividades al alcance de las
competencias.

Analisis de las aportaciones de las actividades propuestas con la
interpretacion geomeétrica de espacios vectoriales, subespacios,

combinacion e independencia lineal.

+ En la actividad 1 se construye un poliedro en forma de una piramide
con una base cuadrada de 6 cm y una altura de 5 cm, que se usa en el
desarrollo de la practica para vincular los conceptos del tema a este objeto
fisico. Ademas, también su construccion propicia el desarrollo de habilidades
constructivas de objetos, e introduce elementos de creatividad, ampliando con

ello la gama de competencias involucradas.

+ En la actividad 2, se establece fisicamente el sistema de
coordenadas, necesario para vincular el objeto fisico con los conceptos
matematicos del tema de espacios vectoriales, siendo esta actividad preliminar
para el andlisis analitico y grafico que aporta al indicador de alcance relativo a

determinar si un conjunto dado es 0 no un espacio vectorial.

+ En la actividad 3, al obtener las ecuaciones de cada una de las caras
se relaciona el tema de espacios vectoriales, con las actividades del tema de
sistemas de ecuaciones, aportando asi a una mejor estructuracion del

conocimiento sobre los diferentes temas de algebra lineal.

+ En la actividad 4, al graficar cada una de los ecuaciones
correspondientes a las caras de las piramides se vinculan los planos abstractos
del espacio geométrico con las caras planas de la piramide, y sirve de
preparacién para el andlisis grafico que identifica y determina graficamente si
los conjuntos de puntos correspondientes a cada cara fisica de la piramide es
un subespacio. También aporta al desarrollo de la competencia genérica

relativa a la habilidad en el uso de las TIC’s.
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+ Contestar correctamente la pregunta del punto 5, requiere del
conocimiento de las caracteristicas graficas de un plano que sea un
subespacio de R® y su aportacién es en el indicador de alcance relativo a

determinar si un conjunto dado es 0 no un espacio vectorial.

+ Contestar correctamente la pregunta del punto 6, requiere del
conocimiento de las caracteristicas graficas que debe tener una recta en el
espacio geométrico para que sea un subespacio de R3 y su aportacion es en el
indicador de alcance relativo a determinar si un conjunto dado es o0 no un

espacio vectorial.

+ En la actividad 7, se selecciona una de las caras que por
interpretacion grafica no sea un espacio vectorial y se comprueba mediante la
aplicacion de los axiomas de cerradura, que el conjunto de puntos
correspondientes a este plano seleccionado, no es un espacio vectorial, y
realizar esta actividad aporta al indicador de alcance relativo a determinar si un

conjunto dado es 0 no un subespacio de R3.

+ En la actividad 8, se verifica que el conjunto solucién de un sistema
homogéneo es un subespacio de R3 y a su vez se comprueba analiticamente
la conclusion de la interpretacion grafica, aportando en el indicador relativo a la
aplicacion de las propiedades algebraicas de los subespacios para determinar

Si un conjunto es 0 no es un espacio vectorial.

+ Para realizar la actividad 9 se requiere del conocimiento y la
aplicacién del concepto de combinacion lineal de vectores, aportando asi al
indicador de alcance relativo a expresar un vector como una combinacion
lineal de otros y también al desarrollo de la competencia genérica relativa al
uso de las TIC'’s.
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+ En la actividad 10, se le solicita al estudiante que determine si un
conjunto de vectores coincidentes con las aristas entre las caras de la piramide
constituyen una base para el espacio R* , aportando en el indicador relativo a
la evaluacién de las condiciones que se deben cumplir para que un conjunto de

vectores sea una base para un espacio vectorial.

Aportaciones esperadas de las actividades al alcance de las competencias.
Andlisis de las aportaciones de las actividades propuestas con Ila
representacion grafica del proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt.
+ En la actividad 1, se solicita proponer una base del espacio vectorial
R3 y su realizacion aporta al indicador del alcance de la competencia relativo a
la evaluacion de las propiedades de las bases para determinar si un grupo de
vectores de un espacio vectorial es una base. Ademas, el estudiante al
proponer su propia base, efectia un proceso cognitivo de seleccidén y toma de

decisiones.

+ La actividad 2, solicita la grafica de la base propuesta inicialmente
usando la representacion grafica de un vector en el concepto de una base de
un espacio vectorial, por lo que su realizacibn aporta el uso de la
representaciéon semidtica grafica de una base. Ademas, graficar con
GEOGEBRA en la actividad, aporta al desarrollo de la competencia genérica

relativa al uso de sistemas algebraicos computarizados (SAC).

+ Las actividades 3, 4, 5y 6, corresponden con los pasos del proceso
de ortonormalizacion y su realizacion aporta al indicador de alcance relativo a
la aplicacion del proceso de Gram-Schmidt para obtener bases ortonormales.
Ademas, las gréficas en tres dimensiones que se solicitan con la vista 3D del
GEOGEBRA facilitan la comprensiéon de cada etapa del proceso y al mismo
tiempo ayuda al disefio de la torre representativa del proceso, aportando
también al desarrollo de la competencia genérica relativa al uso de sistemas
algebraicos computarizados (SAC).
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+ En la actividad 7, se solicita la verificacién analitica de las
condiciones de ortonormalidad y de las propiedades de las bases para el grupo
de vectores que se obtiene del proceso y su realizacion aporta al indicador de
alcance de las competencias relativo a la evaluacion de las propiedades para
comprobar que los vectores forman una base ortonormal para el espacio

vectorial R3.

+ En la actividad 8, se solicita la construccién de un objeto tipo torre
compuesta de cinco niveles que permiten observar todos los pasos del proceso
de ortonormalizacion y su realizacidén propicia el desarrollo de habilidades de
disefio y construccién de objetos, de seleccidbn y toma de decisiones e
introduce elementos de creatividad, ampliando con ello la gama de

competencias que se desarrollan.

4.5 Un objeto a construir, fundamentos y actividades para el tema

de Transformaciones lineales

4.5.1 Competencias especificas y genéricas
Competencia especifica del tema de transformaciones lineales
Utiliza la definicion de transformacién lineal y sus propiedades para representarla

matricialmente.

Competencias genéricas asociadas al tema

E Capacidad de abstraccion, andlisis y sintesis.
Capacidad para identificar, plantear y resolver problemas.
Capacidad de aprender y actualizarse permanentemente.
Capacidad de trabajo en equipo.

Habilidades bésicas en el uso de la computadora (uso de Sistemas
Algebraicos Computarizados SAC).

Indicadores de alcance de las competencias
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La siguiente tabla contiene una propuesta de indicadores que el estudiante
debe alcanzar de manera gradual en su proceso de construccién del conocimiento

necesario para alcanzar la competencia especifica.

Valor del
Indicadores de alcance o
indicador
A) Verifica las condiciones de linealidad y determina si una 0%,
o

transformacién dada es lineal o no lineal.

B) Expresa en forma matricial una trasformacion lineal y evalua las
ventajas y limitaciones de esta representacion y su relacién con 20 %

otros temas de la asignatura.

C) Aplica temas anteriores de la asignatura para obtener el nucleo,

o
la imagen, la nulidad y el rango de una transformacion lineal. 20%
D) Resuelve problemas de aplicacion de transformaciones lineales 20 o
de reflexidn, dilatacion, contraccidn, rotacion. °
E) Utiliza programas de computadora (TIC’s) para: obtener el
nucleo y la imagen de una transformacion lineal, interpretar los 200%

resultados de problemas de aplicacién de transformaciones
lineales.

Tabla 14. Indicadores de alcance de las competencias del tema transformaciones lineales.

4.5.2 Fundamentos teodricos

De manera similar a los temas anteriores, en esta seccion se incluye la
teoria necesaria como conocimiento previo para realizar las actividades que se
proponen.

Transformaciones lineales (Grossman, 2007).

De manera general, una transformacion lineal de un espacio vectorial V a
un espacio vectorial W , es una clase especial de funciones. Antes de emitir una
definicion formal, consideremos la ampliacién de la diversidad de funciones. Asi,

un ejemplo de una funcién f de una sola variable, que asocia un numero real con
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otro nimero real, se define con la regla de correspondencia f(x) = x? , y se dice
que f es una funcién del conjunto de niumeros reales R al conjunto de numeros

reales R, y se especifica esto ultimo escribiendo f:R - R

Ahora, un ejemplo de una funcién g de dos variables independientes, que
asocia un par de numero reales (0 a un vector de dos componentes) con un
nimero real, se define con la regla de correspondencia g(x,y) = x> +y? , y se
dice que g es una funcién del conjunto R? al conjunto de nimero reales R, y que

se especifica escribiendo g: R? - R.

Un ejemplo de una funcion h, que asocia un par de numeros reales (0 a
un vector de dos componentes) con otro vector de dos componentes, se define
con la regla de correspondencia H(x,y) = (x% + 2y?, x?> — 3y?) y se dice que H es
una funcion del conjunto R? al conjunto R2, y que se especifica

escribiendo H: R? - R?.

Otro ejemplo de una funcion F, que asocia un par de numero reales (0 a
un vector de dos componentes) con otro vector de tres componentes, se define
con la regla de correspondencia F(x,y) = (x + 3y, 2x — 4y, x +y) y se dice que
F es una funcién del conjunto R? al conjunto R3, y que se especifica

escribiendo F: R? — R3.

Las dos ultimas funciones se pueden escribir usando vectores columna

nhl=[e 5
X x+ 3y
F =|2x—4
[y] z+yy

Este formato como vector columna para especificar la regla de correspondencia es

otra forma o notacién empleada en la literatura.
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Todos los conjuntos mencionados en los parrafos anteriores son espacios
vectoriales, por o que podemos afirmar que estas funciones asocian un elemento
0 vector de un espacio vectorial V con un elemento o vector de otro espacio
vectorial W. También es posible considerar que las funciones anteriores
transforman un elemento de un espacio vectorial V' a otro elemento o vector de un

espacio vectorial W.

De este modo, las funciones anteriores se consideran como
transformaciones y de las cuales solo la ultima funcion F se puede clasificar como
una transformacion lineal, de acuerdo a la siguiente definicion formal de

transformacién lineal.

Definicion de Transformacion Lineal.

Una transformacién T:V - W , que se lee T de V en W, es una
transformacion lineal si para todos los vectores u, ¥ que pertenecen al espacio
vectorial V, y todo escalar a , se verifican las siguientes propiedades, llamadas de
linealidad.

T(u+v)=T(u)+T(v) (1)
T(av )=aT(V) (2)

Ejemplo. Determinar si la siguiente transformacién T:R? - R? es lineal.
X1 [x?% 4+ 2y?
T[ ]: 2 2
y x° —3y
Solucion.
Para determinar si la transformacion dada es lineal, verificamos las

condiciones de linealidad.
Verificando la primera condicion de linealidad.

Sean u = (uy,u,) y v = (vq,v,) dos vectores del espacio vectorial V que

en este caso es el espacio R?. Entonces, evaluando la transformacién dada en
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estos vectores especificos, reemplazando sus componentes en lugar de las

variables, se obtiene
_ua? + 2u,?
uy 2 — 3u,?

. v V1% + 20,2
T(U ) = T(ULUZ) =T [U:] = [vlz _ 31722
1 2

T(#)=T(upu) =T [Zﬂ

Sumando ahora estos resultados nos queda por un lado
v? + 21]22] [ ) + 2 + v,%)

uy? + 2u,?
(w2 +v,2) - 3(“22 +v,%)

u12 - 3u22

i) +7) = | ot
1 2

A su vez, sumando primero los vectores U+ vV = (u;+vy, uy+vy) Yy
evaluando ahora la transformaciéon dada en este vector que se obtiene de la suma,

reemplazando estas componentes en lugar de las variables, nos queda
(ug +v1)? + 2(uy + v;)?
(U1 +v1)? = 3(up + v,)?

- 5 U+ v
T( u+ v):T((u1+v1,u2+v2)=T[u;+vﬂ

Finalmente, comparando los resultados obtenidos se concluye que

(ug +v1)* +2(uy + Uz)z]

(ur® +v12) + 2(u? + v,?)
(ug +v1)% = 3(uy + v)?

(w2 + 1,2 = 3(uz” + 1,2)
Porque la suma de cuadrados es diferente del resultado de los binomios al

cuadrado y por lo tanto no se cumple la condicion
T(u+v)=T(u)+T(v)

Y la transformacion no es lineal.

Ejemplo. Determinar si la siguiente transformacion T: R - R es lineal

x+ 3y
2x — 4y
x+y

fy) =

Solucion.
Verificando la primera condicion de linealidad.
Sean u = (uy,u;) y v = (vy,v,) dos vectores del espacio vectorial V que

en este caso es el espacio R2. Entonces, evaluando la transformacién dada en
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estos vectores especificos, reemplazando sus componentes en lugar de las
variables, se obtiene

U+ 3u; ]
2uq — 4u,

- u
T(@)=TGu,u) = T|,0] =
u; +u,; |

vy + 30, ]
2v, — 4v,

T(% ) =T((vy,v,) = T[z;‘] =
v+ vy |

Sumando ahora estos resultados nos queda por un lado

uq + 3u2 V1 + 3172 (ul + 171) + 3(u2 + 172)
T(W)+T(¥) = |2uy —4uy| + |2v; —4vy| = [2(uq +v1) — 4(uy + v3)
u; +u, v+ v, (ug +v) + (uy +vy)

A su vez, sumando primero los vectores U+ vV = (u;+vy, uy+vy) Yy
evaluando ahora la transformacion dada en este vector que se obtiene de la suma,
reemplazando estas componentes en lugar de las variables, nos queda

(ug +v1) +3(uy +vy)
| =[2G + 1) — 4z +v2)
(U +v1) + (uy +v3)

u; + 1

T( ﬁ+ 17)=T((u1+v1, u2+172)=T[u2+v2

Finalmente, comparando los resultados obtenidos se concluye que
T(Cu+v)=T(Uu)+T(v)
Y entonces se cumple la primera condicion de linealidad.

Verificando la segunda condicion de linealidad.
Sea v = (vy,v,) un vector del espacio vectorial V que en este caso es el
espacio R?,y a un nUmero real, se desea verificar si
T(av )=al(v)

evaluando o aplicando la transformacién dada al vector v

v vy + 3v,
R 1
T(v)=TWy,vy)=T [Uz] = |2v; — 4v,
v+ vy

Multiplicando por el escalar «.

v v + 3v, avy+3av,

aT(v ) = aT(vy,v,) = aT [v;] =a|2v; —4v,| = !2& v, — 4a vzl
v+ v, av,+av,
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Ahora, multiplicando primero por « al vector v

av = a(vy,vy) = (avy, avy)

Aplicando la transformacién al vector av, sustituyendo sus componentes

en la transformacién

av avy + 3av,
T(av )=T(av,av,) =T [avz] = (2av; — 4av2]
av, + av,

Comparando los resultados de las dos secuencias de calculo se concluye que
T(av )=al(v)

Entonces se cumple también la segunda condicibn y se comprueba que /a

transformacion si es lineal.

Representacion matricial de una transformacion lineal.

Si T es una transformacién lineal del espacio vectorial R™ al espacio
vectorial R™, existe una matriz A de orden mxn, llamada matriz de
transformacion, tal que la transformacién se puede escribir como T(x) = Ax

donde x es un vector del espacio vectorial V.

Eiemplo. Expresar la siguiente transformacion lineal T:R? - R3 en la

forma matricial T (x) = Ax.

x+ 3y

2x — 4y
xX+y

[] -

Solucion.

Como la transformacién es de R? a R3, se evalla la transformaciéon dada
en los vectores de la base estandar ordenada del espacio R?, y cada resultado se
toma como una columna de la matriz de la matriz de transformacion de acuerdo al
orden de la base estandar. La base estandar de R? es

{(1,0), (0,1}

(o] [21

o bien
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Evaluando la transformacion para cada vector de la base estandar

) 1+ 3(0) 1

T(L0) =T|[y] = 2(1) - 40| = H
1+0 1
0 0+ 3(1) 3

7(0,1) =T[1] = [2(0) - 4(D)| = [—4]
0+1 1

Entonces la matriz de transformacién se construye tomando los resultados

anteriores como columnas y la matriz A de la forma matricial de la transformacién

es
1 37
A=12 -4
1 1]
Y la forma matricial de la transformacion T(x) = Ax es
1 31
X X
rhl=1z -+
y 1 1) y

Donde se observa que la matriz de transformacién es de orden 3 x 2 cuando la

transformacién es de R? a R3.

Ademas, como en este ejemplo, la transformacién convierte un vector del
espacio R? a un vector del espacio R3, y no se solicita la matriz de transformacion
referida a otras bases distintas de las estandar, la matriz de transformacion se

puede obtener por simple inspeccion, notando que la transformacién

X x+ 3y
T, |=[2x—4
S

Se escribe, por simple inspeccién, de acuerdo a la regla de multiplicacién

de filas por columnas de las matrices como

- |

Transformacion de proyeccion
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Sea el vector de componentes (x,y,z) de la figura 44 una transformacién
de proyeccion es aquella que “proyecta” este vector sobre el plano xy, y lo

convierte a un vector ubicado en el plano xy.

/
x -f’
Figura 44. Proyeccién del vector (x, y, z) sobre el plano xy.

De la figura es claro que el vector que resulta de proyectar (x,y,z) sobre
el plano xy es el vector (x, y, 0), entonces la regla de la transformacion es
T(x,y,z) = (x,y,0)

-

Z
Para escribir esta transformacion en la forma T(x) = Ax evaluamos la

o bien

transformacion anterior en la base estandar de R® porque la transformacion es de
R3 en R3 (T:R® - R?) base estandar {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)}.

1 1 0 0 0 0
T(1,0,0) =T |0 =[0 T(0,1,0) =T 1]= 1 T(0,0,1) =T|o|= [0
0 0 0 0 1 0
1 0 0
Tomando los resultados como columnasde 4A=|0 1 0
0 0 0
X 1 0 0frx
= T(x) = Ax es T[y] = !0 1 0] [y]
z 0 0 ollz

Transformacion de rotacion
Sea el vector de componentes (x,y) de la figura 45 una transformacién

lineal que convierte este vector a otro vector de la misma magnitud (longitud) pero

179



con un giro de 8 grados con respecto al vector (x,y), en el sentido contrario al

[ =7B1=15ne st 15

Transformacion de rotacién

reloj, es

Figura 45. Transformacién de rotacion

A esta expresion se llega calculando las coordenadas (x’,y’) aplicando

funciones trigonométricas y la geometria de la figura.

Ejemplo. Obtener las componentes del vector que resulta de girar el
vector V = (2,3) un angulo de 30°

@)=t =Tl =[G Sl

(B Gl

T [2] _ [(0.866)(2) (—0-5)(3)] _ [0.2232
31 [ (0.5)(2) (0.866)(3)] 13.598
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Figura 46. Representacion grafica del vector V = (2,3) con una rotacién de 30°

Transformacion de Reflexion

Sea el vector de componentes (x,y) de la figura 47, una transformacién
lineal que produce como resultado una reflexién de este vector (x,y) con respecto

al eje vertical, como se observa en la figura 47 es

Y

0 . (%, ¥)
\/ |

Figura 47. Transformacidn de reflexion con respecto al eje y.

X —X
T [y] - [ y ]
Transformacidn de reflexion con respecto al eje y, o bien en la forma de

producto matricial T(x) = Ax
)=l 1G]
Por ejemplo: Si V = (2,3)
1) =13 =[] =[7]

Donde [_32] es un vector reflejado con respecto al eje vertical.
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4.5.3 Descripcion del objeto a construir y un posible proceso de

construccion

En esta practica se construye un objeto tridimensional primero de manera
virtual con el programa GEOGEBRA, y que consiste en un dibujo de una tortuga
en tres dimensiones. Posteriormente se construye fisicamente el objeto con las
dimensiones indicadas en el objeto virtual, usando papel bateria u otro a eleccion
del estudiante, y colocando ademas, en las extremidades de la tortuga pequefos
imagenes circulares para que se pueda adherir y fijar sobre un tablero metélico de
dimensiones iguales a las de una hoja tamafno carta y que tiene una cuadricula

milimétrica.

Ambos objetos, la tortuga y el tablero con las cuadricula milimétrica, se
usan en el desarrollo de la practica para colocar la tortuga en el tablero en una
posicion inicial y moverla a otras posiciones en el mismo solicitandole a los
estudiantes identificar y proponer transformaciones lineales de proyeccion,

rotacion y de reflexién correspondientes a dichos movimientos.

4.5.4 Actividades propuestas y sus desarrollos para el objeto a
construir
PRACTICA DEL TEMA DE TRANSFORMACIONES LINEALES.
Aplicacion de las transformaciones lineales en el desplazamiento de una
tortuga sobre un tablero.
1) Usando el programa GEOGEBRA con el sistema de referencia y las
coordenadas que se indican en la tabla 15, haga una réplica de la tortuga de la
figura 49.
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Figura 49. Tortuga a mover en el tablero

X y | z X y | z X y |z
0 0 2 -05 (13| 1 25 | 75 | 1
0 0 |13 05 |13] 2 25 |75 |0
-05 ] 1 2 05 (13|13 3.5 6 1
-05| 1 |13 05 |13] 1 3.5 6 1
05| 1 2 4 |25 1 5 6 1
05| 1 |13 4 25| 0 5 6 0
-5 1 1 -3 5 2 4 75 | 1
-5 1 0 -3 5 1 4 75 |0
-3.5 | 1 1 -15| 5 4 -08 | 87 | 2
-3.5 | 1 0 0 5 5 -08 | 87 | 1
35| 1 1 1.5 | 5 4 08 | 87 | 2
35| 1 0 3 5 2 08 | 8.7 | 1
5 1 1 3 5 1 -1 9 2
5 1 0 -35 | 6 1 -1 9 1
-4 125 1 -35 | 6 0 1 9 2
-4 125 0 -5 6 1 1 9 1
25125 2 -5 6 0 -1 95 | 2
25125 1 -4 175 1 -1 95 | 1
-1.5]125|35 4 1750 1 95 | 2
0 (25| 4 25175 2 1 95 | 1
1.5 25|35 25 (75| 1 -0.5 1105 | 2
25 125 2 25175 0 -0.5 1105 1
25 125 1 -1.5]17.5|35 05 105 2
25125 0 0O |75 4 05 | 105 1
-05(13] 2 1.5 75|35 0 11 2
-05[113|13 25 |75 2 0 11 1

Tabla 15. Coordenadas del dibujo de la tortuga.

2)Con la ayuda del programa GEOGEBRA realice el desarrollo

correspondiente del objeto tridimensional de

la tortuga y luego construya el
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objeto con papel bateria o algun otro material a su eleccion, pero de utilidad
para las actividades de esta practica.

3) En la parte inferior de la tortuga pegue tiras de iman plano, de
tamafno menor a las longitudes de la tortuga, y que a su vez sirvan de refuerzo

para mantener firme las extremidades de la tortuga que haya construido.

4) Sobre una delgada placa metdlica de dimensiones iguales a una
hoja de papel tamano carta, trace una cuadricula con cuadros de 1 cm, o bien,
simplemente pegue una hoja de papel milimétrico de manera que la placa

quede con una cuadricula.

5) Seleccione como origen de un sistema de coordenadas
rectangulares, un punto de la cuadricula ubicado en el centro del tablero, con
respecto a este punto especifique la direccion positiva de los ejes horizontal
(eje x) y vertical (eje y).

6) Coloque en el tablero a la tortuga en la posicién indicada en la figura
50. Exprese en forma matricial una transformacién lineal T:R3® > R® para
obtener a partir de los puntos o vectores de la figura 49, la proyeccién de la
figura 50.

Figura 50. Proyeccion en el plano xy de la tortuga.

7)Usando el programa GEOGEBRA realice una réplica de la
proyeccidbn que se obtiene en la cuadricula de la placa. Documente la
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realizacidon de esta parte de la actividad capturando la pantalla y use esta

imagen en su reporte escrito.

8) Manteniendo el punto extremo de cola de la tortuga en el origen,
proponga una transformacién lineal T: R? —» R?, expresada en forma matricial,
para rotar todo el dibujo de la tortuga de la actividad del punto anterior, hasta
una posicion tal que, el punto extremo de la cabeza se encuentre en el punto
de coordenadas (9.0107,6.3093). Aplique esta transformacion de rotacién a
todos los puntos necesarios para obtener las coordenadas correspondientes en
esta nueva posicion, y haga el dibujo de la tortuga en esta posicién usando el
programa GEOGEBRA.

9) Proponga una transformacién lineal T:R? - R?, expresada en forma
matricial, para hacer una reflexién del dibujo de la tortuga de la posicion
inmediata anterior con respecto al eje vertical. Realice un dibujo rapido en esa
posicidon, doblando la hoja y marcando firmemente los puntos desde el reverso
de la hoja milimétrica y uniendo con segmentos rectos los puntos marcados.

10)En lugar de hacer la reflexiéon del punto anterior, proponga una
transformacion lineal T: R? - R?, expresada en forma matricial, para rotar todo
el dibujo de la tortuga de desde la posicién del punto 6 hasta la posicion del
punto 7. Multiplique las dos matrices de las transformaciones de rotacién y
demuestre que el producto es igual a la matriz de la transformacién de

reflexion.
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4.5.5 Instrumentos de evaluacion de la construccion de los objetos y de las actividades propuestas

RUBRICA DE LA PRACTICA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES EN EL DESPLAZAMIENTO DE UNA TORTUGA

Criterios

Excelente

Notable

Bueno

Suficiente

Insuficiente

Puntos
obtenidos

Construccion de
la tortuga y
preparacion del
tablero.

Se documenta con imagenes
la realizacion de las
actividades 2y 3. El objeto (la
tortuga) tiene las
proporciones indicadas en la
tabla de la actividad 1 y esta
correctamente armada,
pintada y pegada en forma
rigida. Se mantiene fija en el
tablero por la accién de los
pequenos imanes de la parte
inferior.

El tablero metalico es de las
dimensiones indicadas y tiene

Se documenta con imagenes la
realizacion de las actividades 2
y 3. El objeto (la tortuga) tiene
las proporciones indicadas en la
tabla de la actividad 1y esta
correctamente armada y
pegada en forma rigida. Se
mantiene fija en el tablero por la
accioén de los pequerios imanes
de la parte inferior.

El tablero metalico es de las
dimensiones indicadas y tiene
una cuadricula como se indica
en la actividad 3.

Se documenta con imagenes
la realizacion de las
actividades 2y 3. El objeto (la
tortuga) tiene las
proporciones indicadas en la
tabla de la actividad 1 y esta
correctamente armada y
pegada en forma rigida. Se
mantiene fija en el tablero por
la accién de los pequefos
imanes de la parte inferior.
El tablero metalico no es de
las dimensiones indicadas
pero es apropiada para los

Se documenta con imagenes la
realizacién de las actividades 2
y 3. El objeto (la tortuga) tiene

las proporciones indicadas en la

tabla de la actividad 1y esta
correctamente armada y
pegada en forma rigida. Se

mantiene fija por la accion de los

pequenos imanes pero solo en
algunas orientaciones del
tablero.
El tablero metalico no es de las
dimensiones indicadas pero es
apropiada para los fines y tiene

No presenta
fisicamente la
pieza de la
tortuga y el
tablero para su
evaluacion o no
documenta la
realizacién de
alguna de las
actividades 2 o
3,0no0se
cumple al
menos con lo
sefalado en la

una cuadricula como se indica fines y tiene una cuadricula una cuadricula como se indica columna
en la actividad 3. como se indica en la actividad en la actividad 3. suficiente.

3.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos

Transformacion

El reporte documenta la
realizacién de las actividades
4y 5. El sistema de
coordenadas se muestra en la
cuadricula y esta en la
posicion que se solicita. Es
correcta la forma matricial de

El reporte documenta la
realizacién de las actividades 4
y 5. El sistema de coordenadas

se muestra en la cuadricula y
esta en la posicion que se
solicita. Es correcta la forma
matricial de la transformacion

El reporte documenta la
realizacién de las actividades
4y 5. El sistema de
coordenadas se muestra en la
cuadricula y esta en la
posicion que se solicita. Es
correcta la forma matricial de

El reporte documenta la
realizacién de las actividades 4
y 5. El sistema de coordenadas

se muestra en la cuadricula y
estd en la posicion que se
solicita. Es correcta la forma
matricial de la transformacién

No documenta
la realizacion de
las actividades 4

y5o0nose

cumple al
menos con lo
sefialado en la

Transformacione

de las actividades 6y 7. El
proceso del calculo del angulo
de rotacion esta correcto. La
forma matricial de la
transformacion de rotacién es
correcta y se aplica a todos
los puntos de unién para
obtener las nuevas

las actividades 6y 7. El proceso
del célculo del angulo de
rotacién esta correcto. La forma
matricial de la transformacién de
rotacién es correcta y se aplica
a todos los puntos de unién
para obtener las nuevas
coordenadas que corresponden

de las actividades 6y 7. El
proceso del calculo del angulo
de rotacion esté correcto. La

forma matricial de la

transformacion de rotacion es

correcta y se aplica solo a

algunos de los puntos de
unién para obtener las nuevas

las actividades 6y 7. El proceso

del célculo del angulo de
rotacion esta correcto. La forma

matricial de la transformacién de

rotacién es correcta y el dibujo
en la posicion rotada es
correcto.
La forma matricial de la

lineal de la la transformacién lineal de lineal de proyeccién y se incluye la transformacién lineal de lineal de proyecciény solo se columna
proyeccion al proyeccién y se incluye la la aplicacion de la proyeccién y se incluye la obtienen por inspeccion los suficiente.
plano XY. aplicacion de la transformacion para obtener aplicacion de la datos de las coordenadas.
transformacién para obtener algunas las coordenadas de los | transformacion para obtener al
todas las coordenadas de los puntos que resaltan en la figura menos una de las
puntos que resaltan en la 2 de la proyeccion al plano. coordenadas de los puntos
figura 2 de la proyeccion al que resaltan en la figura 2 de
plano. la proyeccioén al plano.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Se documenta la realizacién Se documenta la realizacion de Se documenta la realizacién Se documenta la realizacion de No se

documenta la
realizacién de
alguna de las
actividades 6 o
7, ono se
cumple al
menos con lo
sefnalado en la
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s de la rotacién y

coordenadas que

con el dibujo correcto en la

coordenadas pero el dibujo es transformacién de reflexion es columna
la reflexion de la corresponden con el dibujo posicion rotada. correcto. correcta y el dibujo es correcto. suficiente.
tortuga. correcto en la posicion rotada. La forma matricial de la La forma matricial de la
La forma matricial de la transformacion de reflexion es transformacion de reflexion es
transformacién de reflexion es | correcta y el dibujo es correcto. correcta y el dibujo es
correcta y el dibujo es correcto.
correcto y se obtiene como
se indica en la actividad 7.
20 puntos 18 puntos 16 puntos 14 puntos 0 puntos
Se documenta la realizacién Se documenta la realizacion de Se documenta la realizacién Se documenta la realizacion de No se

El producto de
las matrices de
transformacion
en la aplicacion
sucesiva de

transformaciones

de la actividad 8. El angulo de
rotacién para la posicion
indicada es correcto. La forma
matricial de la nueva
transformacion de rotacion es
correcta y se aplica para
comprobar todas las
coordenadas de los puntos
que resaltan en esa posicion.
Se incluye el producto de las
matrices de transformacién
rotacion y reflexion de las dos
actividades 6, 7 y se
demuestra que es igual a la de
la rotacion del angulo mayor.
20 puntos

la actividad 8. El angulo de
rotacién para la posicion
indicada es correcto. La forma
matricial de la nueva
transformacion de rotacion es
correcta y se aplica para
comprobar algunas de las
coordenadas de los puntos que
resaltan en esa posicion. Se
incluye el producto de las
matrices de transformacién
rotacion y reflexion de las dos
actividades 6, 7 y se demuestra
que es igual a la de la rotacién
del &ngulo mayor.
18 puntos

de la actividad 8. El angulo de
rotacién para la posicion
indicada es correcto. La forma
matricial de la nueva
transformacion de rotacion es
correctay se aplica para
comprobar al menos una de
las coordenadas de los puntos
que resaltan en esa posicion.
Se incluye el producto de las
matrices de transformacién
rotacion y reflexion de las dos
actividades 6, 7 y se
demuestra que es igual a la de
la rotacion del &ngulo mayor.
16 puntos

la actividad 8. El angulo de
rotacién para la posicién
indicada es correcto. La forma
matricial de la nueva
transformacioén de rotacion es
correcta. No se aplica la
transformacion, pero se incluye
el producto de las matrices de
transformacion rotacién y
reflexion de las dos actividades
6, 7 y se demuestra que es igual
a la de la rotacién del angulo
mayor.

14 puntos

documenta la
realizacién de la
actividad 8 o no
se cumple al
menos con lo
sefalado en la
columna
suficiente.

0 puntos

Uso de SAC.
(GEOGEBRA)

Se documenta con imagenes
de la vista grafica del
GEOGEBRA Ia realizacion de
las gréaficas que se solicitan en
las actividades 1,2,5y 6. La
réplica de la figura 1 de la
actividad 1 es correctay se
incluyen las figuras del
desarrollo de la tortuga que se
solicitan en la actividad 2.
Es correcta la réplica de la
proyeccion al plano xy de la
figura 2 de la actividad 5 y el
dibujo de la tortuga en la
posicion rotada de la actividad
6 es correcto.

20 puntos

Se documenta con imagenes de
la vista grafica del GEOGEBRA
la realizacion de las graficas que
se solicitan en las actividades 1,
2,5y 6. Laréplica de la figura 1
de la actividad 1 tiene un solo
errory se incluyen las figuras
del desarrollo de la tortuga que
se solicitan en la actividad 2.
Es correcta la réplica de la
proyeccion al plano xy de la
figura 2 de la actividad 5y el
dibujo de la tortuga en la
posicion rotada de la actividad 6
es correcto.

18 puntos

Se documenta con imagenes
de la vista gréfica del
GEOGEBRA la realizacion de
las gréaficas que se solicitan en
las actividades 1, 2,5y 6. La
réplica de la figura 1 de la
actividad 1 tiene dos errores 'y
se incluyen las figuras del
desarrollo de la tortuga que se
solicitan en la actividad 2.
Es correcta la réplica de la
proyeccion al plano xy de la
figura 2 de la actividad 5y el
dibujo de la tortuga en la
posicion rotada de la actividad
6 es correcto.

16 puntos

Se documenta con imagenes de
la vista grafica del GEOGEBRA
la realizacion de las graficas que
se solicitan en las actividades 1,
2,5y 6. Laréplica de la figura 1
de la actividad 1 tiene dos
errores y se incluyen las figuras
del desarrollo de la tortuga que
se solicitan en la actividad 2.
Es correcta la réplica de la
proyeccion al plano xy de la
figura 2 de la actividad 5y el
dibujo de la tortuga en la
posicion rotada de la actividad 6
tiene un solo error.

14 puntos

No se
documenta con
imagenes la
realizacién de
dos de las
gréficas que se
solicitan en las
actividades 1, 2,
5y6,0no0se
cumple al
menos con lo
sefialado en la
columna
suficiente.

0 puntos

EQUIPO No. INTEGRANTES:

OBSERVACIONES:

Total puntos obtenidos
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4.5.6 Aportaciones esperadas de las actividades al alcance de las
competencias.

Analisis de las aportaciones de las actividades propuestas con la
aplicacion de las trasformaciones lineales al movimiento de una

pieza en forma de tortuga sobre un tablero.

+ En la actividad 1, se solicita al estudiante una réplica de la figura de
una tortuga y la realizacion de la actividad profundiza en el dominio del
programa GEOGEBRA y aporta a la competencia genérica relativa al
desarrollo de habilidades en el uso de las tecnologias de la informacion y

comunicacion (TIC’s).

+ En la actividad 2, se le pide al estudiante la construccién del objeto
que se ha dibujado en la actividad 1 y su realizacion propicia el desarrollo de
habilidades constructivas de objetos, e introduce elementos de creatividad,

ampliando con ello la gama de competencias involucradas.

+ En la actividad 3, la preparacion y adaptacién del tablero
cuadriculado que se solicita al estudiante es con la intencién de completar los
objetos fisicos necesarios para la realizacién de la practica y una vez hecha la
adaptacién, es posible hacer una practica que aporta la vinculacion del

concepto matematico de transformacién lineal con el contexto del estudiante.

+ En la actividad 4 se ubica un sistema de coordenadas al centro del
tablero y constituye el primer paso para llevar a cabo la aplicacion del tema de
transformaciones. De esta manera, esta actividad aunque es muy sencilla de
realizar es de suma importancia en el contexto de la aplicacion como el
elemento clave que le permite al estudiante pasar del concepto matematico
abstracto al contexto fisico.
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+ En la actividad 5, se le solicita al estudiante realizar fisicamente una
transformacion de proyeccion del objeto tridimensional (tortuga) sobre el plano
del tablero cuadriculado y al mismo tiempo se le pide la expresion que define
una transformacion lineal para realizar dicha proyeccion, por lo que su principal
aportacion es en lo relativo al indicador de la solucién de problemas de

aplicacion de las transformaciones lineales.

+ La realizacién de la actividad 6, es con la intencion de realizar
fisicamente una rotacion de un objeto y asociar esta rotacién con la aplicacién
de una transformacion lineal, aportando de esta manera al alcance de
indicador relativo a la solucibn de problemas de aplicacibn de las
transformaciones lineales. Ademas, como se usa el programa GEOGEBRA
para aplicar la transformacién de rotacion a todos los vértices de la tortuga,
entonces también se aporta al desarrollo de la competencia genérica relativa al
uso de las TIC's.

+ En la actividad 7, tiene la intencion de realizar fisicamente una
transformacion lineal de reflexién sobre un objeto aportando también al alcance
del indicador relativo a la solucion de problemas de transformaciones lineales y
a la representacion de estas en forma matricial. Ademas, se muestra como
obtener una repuesta rapida y correcta usando un procedimiento alternativo,
siempre que la hoja milimétrica no esté tan firmemente pegada y la hoja se

pueda doblar para hacer la reflexién.

+ La realizacién de la actividad 8, requiere un mejor dominio de las
transformaciones de rotacion y reflexion, de tal manera que se pueda llegar a
la misma posicion y grafica en el tablero aplicando diferentes transformaciones.
Ademas esta actividad le da significado fisico al producto de las matrices de
transformaciones que se aplican en forma secuenciada, siendo esto ultimo su

principal aportacion.
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5. CONCLUSIONES

La propuesta contenida en el presente trabajo de tesis, muestra a manera
de ejemplos diez practicas para utilizar una didactica centrada en la construccién
de objetos en los temas de la asignatura de Algebra Lineal, verificando la hipétesis

planteada.

Las competencias especificas y genéricas de cada tema en el presente
trabajo, son las establecidas en el programa oficial de estudio, basado en
competencias, de la asignatura de Algebra Lineal del Tecnolégico Nacional de
México (TecNM), mismas que se consideran como las adecuadas para tomarlas
como referencia y orientar la planeacion de la didactica de los temas en este
trabajo.

Los indicadores de alcance de las competencias en cada tema son una
propuesta personal influenciada por la consulta del formato estandarizado de la
instrumentacién didactica que profesores del TecNM de la asignatura han puesto
en la red. Aunque se reconoce que lo ideal es la validacion institucional a través

de cuerpos colegiados.

La propuesta didactica esta basada en la teoria de las representaciones
semibticas de los distintos conceptos matematicos de los cinco temas
involucrados en este trabajo, y hasta donde fue posible, por razones de tiempo y
profundidad de tratamiento de los temas, se incluyeron actividades en las
practicas relacionadas a las distintas representaciones semiéticas de un mismo

concepto.

La seccién de analisis de las aportaciones de cada una de las actividades
en cada una de las diez practicas que se proponen, reflejan una interpretacion
personal de mi autoria y al documentarse en forma escrita justifican la inclusion de

determinada actividad por su aportacion al desarrollo de las competencias usando
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distintas representaciones semiéticas y al mismo tiempo deja abierta la posibilidad
a otras opiniones de profesores que impartan la asignatura.

La interpretacion geométrica de los diferentes conceptos de los temas es
una representacion semibtica que se usa con frecuencia en las diferentes
practicas que se proponen, y se asocian a la construccion fisica de un objeto con
la intencidon de pasar del concepto matematico abstracto al contexto fisico
mediante el objeto construido y utilizado en el desarrollo de las actividades

propuestas.

El uso del programa GEOGEBRA en algunas actividades de cada una de
las diez practicas, aporta de manera constante al desarrollo de la competencia
genérica relativa al uso de las tecnologias de informacion y comunicacion, y al
mismo tiempo permite usar los SAC no solo como herramienta de célculo, sino

como recurso tecnoldgico que permite mejorar la didactica del tema.

Dentro de los trabajos pendientes por realizar, esta la aplicacién de estas
practicas en diferentes grupos y realizar la documentacion de los resultados
obtenidos dando lugar a la investigacion sobre el uso de esta propuesta didactica,
aunque es importante mencionar que, debido a razones de tiempo disponible para
los temas en un programa semestral, el profesor tendra que seleccionar solo
algunas de las practicas de acuerdo a las caracteristicas y motivacion del grupo

hacia las actividades de construccidén de objetos.

También queda pendiente por proponer otras practicas que le permitan al
profesor que imparta la asignatura disponer de una gama mas amplia de practicas
centradas en la construccién de objetos que aporten a todos los indicadores de
todos los temas de la asignatura.

En el ambito del uso de las tecnologias de la informaciéon y comunicacién,
también es de interés documentar en video, a través de un canal disponible en la

191



red, la construccion de todos los objetos y una breve explicacion de lo que el
estudiante debe realizar en cada actividad, para usar esta misma didactica de

construccién de objetos para cursos de Algebra Lineal de educacién a distancia.
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