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Resumen

Diversos algoritmos numéricos han sido desarrollados para calcular nubes o ensambles de lazos
en el formalismo lı́nea de mundo numérico. En este formalismo, se busca generar un ensamble de
trayectorias representativas de partı́culas de lazos cerrados con centro de masa fijo y/o extremos
iguales. Este formalismo es utilizado para calcular valores esperados y otras propiedades fı́sicas
de interés en la teorı́a cuántica de campos (QFT por sus siglas en inglés) y en mecánica cuántica
no relativista. En este trabajo se presenta una descripción general de la integral de caminos de
Feynman ası́ como su conexión con el formalismo lı́nea de mundo numérico. Además, se muestra
el desarrollo e implementación paralela de diferentes algoritmos utilizando el estándar interfaz de
paso de mensajes (MPI por sus siglas en inglés).
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6.3.2. Número de núcleos constante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

7. Conclusiones 77

References 81

IV
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CAPÍTULO 1

Introducción

El problema principal de la mecánica cuántica es determinar la función de onda que representa
el estado de un sistema y cómo evoluciona esta función en el tiempo. Existen dos formalismos
para determinar la evolución de un sistema cuántico: el formalismo operacional o algebraico, y el
formalismo de la integral de caminos. Con el método operacional se puede determinar la evolución
de la función de onda resolviendo la ecuación de Schrödinger para sistemas no relativistas. De igual
manera, se puede representar la evolución de un sistema arbitrario usando el operador de evolución
temporal para calcular el propagador, que proporciona la amplitud de probabilidad que tiene una
partı́cula de ir de un estado inicial a uno final. Obteniendo la función de onda y la evolución de un
sistema tenemos determinado por completo el estado de este.

El formalismo de integrales de camino, introducido por R. P. Feynman [1] es una alternativa
para estudiar sistemas cuánticos. Este formalismo permite calcular el propagador de un sistema
sumando sobre todos los caminos posibles que conectan a un punto inicial y a otro final en el
espacio-tiempo, donde cada camino esta pesado por un factor exponencial cuyo argumento es
la acción clásica asociada a cada camino. Feynman fue quien originalmente propuso utilizar la
integral de camino para una partı́cula (es decir, la versión de la mecánica cuántica) como una
herramienta especial en el cálculo de amplitudes para la teorı́a cuántica de campos (QFT por sus
siglas en inglés), pero fue en los 90’s que dicha técnica se consolidó adquiriendo el nombre de
formalismo worldline (en español: lı́nea de mundo) en los trabajos de Bern-Kosower [2] y Strassler
[3], inspirados en la teorı́a de cuerdas. En este formalismo las amplitudes perturbativas de N puntos
son mapeadas de integrales de camino de la mecánica cuántica a lı́neas de mundo cerradas.

Paralelamente al formalismo worldline se han desarrollado técnicas tipo Montecarlo que per-
miten calcular las integrales de camino numéricamente para sistemas no triviales. En 2001, Gies
y Langfeld [4], inspirados en el formalismo de las integrales de camino, desarrollaron un méto-
do numérico capaz de generar un ensamble de trayectorias representativas de partı́culas de lazos
cerrados con centro de masa fijo. Este método es conocido como worldline numerics o worldline
Montecarlo (en español: método lı́nea de mundo numérico o lı́nea de mundo Montecarlo, res-
pectivamente). Esta técnica tiene la importancia de que puede ser implementada numéricamente
preservando invariancia de norma, invariancia de Lorentz y simetrı́a quiral.

Ası́ pues, este nuevo método se puede aplicar a la solución de problemas importantes en QFT,
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como cálculos para dar una aproximación a amplitudes de energı́as de Casimir [5, 6, 7], en difusión
cuántica de campos magnéticos [4], calcular tazas de creación de pares de partı́culas [8, 9], cálculo
de acciones efectivas [10, 11], y recientemente se ha aplicado para calcular tensores, como el tensor
de polarización del vacı́o [12] y tensores de energı́a-momento [13, 14]. Se ha demostrado que este
método es computacionalmente eficiente y además genera resultados confiables.

En la literatura, diversos algoritmos en el método wordline numerics han sido desarrollados
[15, 11] para computar nubes de lazos de manera secuencial, es decir, en un solo ordenador; pero en
este formalismo la contribución de cada lazo (loop) para un cálculo no depende de la contribución
de otros lazos, por lo que la generación de cada lazo es totalmente independiente de tal manera
que el ensamble de lazos puede ser paralelizado generando procesos separados para computar la
contribución de cada lazo aumentando la eficiencia de computo.

Actualmente se ha implementado la paralelización de los algoritmos mediante unidades de
proceso gráfico (GPU’S por sus siglas en inglés) [16, 17], por lo que en este trabajo se estudia
el desarrollo e implementación paralela de algoritmos worldline Montecarlo mediante unidades
centrales de proceso (CPU por sus siglas en inglés) como una alternativa a la implementación
paralela mediante GPU’s.

A pesar de que ya ha producido algunos resultados importantes, el método worldline numerics
todavı́a se sigue desarrollando. Al aplicar el formalismo en ámbitos diferentes como lo son teorı́a
cuántica de campos, fı́sica atómica o materia condensada se requiere de nuevos algoritmos y pla-
taformas de computo ası́ como la optimización de los algoritmos existentes. En particular resulta
importante desarrollar esquemas de computo paralelo que permitan aplicar el método worldline
numerics a problemas computacionalmente demandantes.

El contenido de la tesis es la siguiente: en el capı́tulo 2 introducimos el operador de evolución
temporal y el propagador para calcular la evolución de sistemas en mecánica cuántica no relativista.
Abordaremos la integral de caminos de Feynman y presentamos dos ejemplos detallados de como
calcular de manera analı́tica el propagador con este formalismo. Posteriormente se revisa una de
las aplicaciones del cálculo del propagador. En el capı́tulo 3 hablaremos brevemente sobre qué es
la electrodinámica cuántica e introducimos el cálculo de la acción efectiva para un campo escalar.
En el capı́tulo 4 se presenta el formalismo worldline en QED escalar y en mecánica cuántica
no relativista y se presentan dos ejemplos utilizando el formalismo worldline. Se introduce el
método worldline numerics y se revisan tres diferentes algoritmos. En el capı́tulo 5 se estudian los
paradigmas de programación en paralelo y se detalla el diseño, las consideraciones y la plataforma
para el desarrollo y la implementación paralela de los algoritmos existentes. También se revisa
la teorı́a para medir el rendimiento de los programas en paralelo. Finalmente en el capı́tulo 6
se exponen los resultados obtenidos: se verifica la validación de los algoritmos paralelizados en
ambos contextos (mecánica cuántica no relativista y QED) y mostramos los resultados obtenidos
sobre pruebas de rendimiento.
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CAPÍTULO 2

Propagadores e integrales de camino

2.1. Amplitud de probabilidad

En mecánica cuántica existe una cantidad llamada amplitud de probabilidad asociada a cual-
quier proceso mediante el cual un evento en la naturaleza puede tener lugar. Podemos asociar una
amplitud con el evento global sumando las amplitudes de cada proceso alternativo, es decir, la
amplitud para un evento es la suma de las amplitudes de las diferentes formas alternativas en las
que el evento puede ocurrir. Esto nos permite analizar a la amplitud de muchas maneras diferentes
dependiendo de las diferentes clases en las que se pueden dividir las alternativas.

Consideremos a una partı́cula moviéndose de un punto x0 a un punto x en un intervalo de
tiempo dado, puede considerarse que la partı́cula ha hecho esto a través de un cierto camino en
el espacio y el tiempo. Por lo tanto deberı́amos asociar una amplitud parcial con cada trayectoria
posible, la amplitud total será la suma de las contribuciones de cada uno de los caminos posibles.

Interpretamos el cuadrado del valor absoluto de la amplitud total como la probabilidad que
tiene un evento de ocurrir. Encontraremos que, en mecánica cuántica no relativista, la amplitud
�x |ψ(t)� es solución de la ecuación de Schrödinger12

i
∂

∂t
�x |ψ(t)� = Ĥ�x |ψ(t)� . (2.1)

El conocimiento de la amplitud a un tiempo t0 implica su conocimiento en todos los tiempos
posteriores.

1A lo largo de la tesis trabajaremos en unidades naturales, por lo tanto � = 1.
2Por simplicidad en la notación, en este capı́tulo trabajaremos en una dimensión.

3



2.2. Operador de evolución temporal
Una formulación alternativa para encontrar la amplitud es en términos del operador de evolu-

ción temporal Û(t, t0) definido como

Û(t, t0) |ψ(t0)� =
�
|ψ(t)� t ≥ t0
0 t < 0

(2.2)

es decir, el operador de evolución aplicado al estado o ket |ψ(t0)� produce el estado en un tiempo
posterior: |ψ(t)�.

Como consecuencia de la definición anterior tenemos que

Û(t0, t0) = 1 (2.3)

Substituyendo (2.2) en la ecuación de Schrödinger, se tiene:

i
∂

∂t
Û(t, t0) |ψ(t0)� = Û(t, t0)H |ψ(t0)� (2.4)

de la cual obtenemos
i
∂

∂t
Û(t, t0) = Û(t, t0)H. (2.5)

Cuando el operador Hamiltoniano Ĥ no depende del tiempo, (2.5) puede ser fácilmente inte-
grada, tomando en cuenta la condición (2.3) se obtiene:

Û(t, t0) = θ(t) e−iH(t−t0) (2.6)

donde θ es la función escalón de Heaviside definida como

θ(t) =

�
1 t > 0
0 t < 0

(2.7)

Con el operador de evolución temporal definido podemos calcular la evolución temporal de una
función de onda dada ψ(x0, t0) como sigue, recordando que ψ(x, t) = �x|ψ(t)�. Para este calculo
vamos a usar la relación de completitud o completez:

� ∞

−∞
dx0 |x0� �x0| = I (2.8)

Entonces la evolución temporal de la función de onda es

ψ(x, t) = �x|Û(t, t0)|ψ(t0)�

= �x|Û(t, t0)

�� ∞

−∞
dx0 |x0� �x0|

�
|ψ(t0)�

=

� ∞

−∞
dx0 �x|Û(t, t0)|x0� �x0|ψ(t0)� (2.9)
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2.3. Propagador
Podemos evaluar el elemento de matriz del espacio de posiciones del operador de evolución

temporal transformando al espacio de momentos
�
x
���Û(t, t0)

��� x0

�
= �x |exp (−iH(t− t0))| x0� θ(t) (2.10)

Insertamos un conjunto completo de estados de momento (relación de completez) para evaluar
(2.10)

I =
� ∞

−∞

dp

2π
|p� �p| (2.11)

Si el Hamiltoniano es para una partı́cula libre tenemos

= θ(t)

� ∞

−∞

dp

2π
�x |p� e−i p2

2m
(t−t0) �p| x0� (2.12)

como �x|p� es simplemente una onda plana eipx entonces

= θ(t)

� ∞

−∞

dp

2π
eip(x−x0)−i p2

2m
(t−t0) (2.13)

Observamos que (2.13) es una integral gaussiana de tipo
�
dxe−ax2+bx, por lo tanto la solución es:

(véase Apéndice A)
�
x
���Û(t, t0)

��� x0

�
= θ(t)

�
m

2πi(t− t0)
exp

�
i
m(x− x0)

2

2(t− t0)

�
(2.14)

Definimos
DF (x, t; x0, t0) ≡

�
x
���Û(t, t0)

��� x0

�
(2.15)

DF es usualmente llamado el propagador, ya que da la amplitud para una partı́cula producida
en la posición x0 al tiempo t0 para propagarse a la posición x al tiempo t.

Conociendo la expresión para el propagador y la función de onda al tiempo inicial podemos
generar la evolución temporal de la función de onda

ψ(x, t) =

� ∞

−∞
dx DF (x, t; x0, t0)ψ(x0, t0) (2.16)

2.4. La integral de camino de Feynman
Existe una alternativa por la cual el propagador puede ser calculado: la integral de camino de

Feynman3

DF (x, t; x0, t0) =

�
D[x(t)] eiS[x(t)] (2.17)

3Una discusión más detallada del método se encuentra en Feynman, R. P., Hibbs, A. R., % Styer, D. F. (2010).
Quantum mechanics and path integrals. Courier Corporation.
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La integral de camino representa la suma de las amplitudes de propagación que corresponden a
todos los posibles caminos x(t) que conectan al punto inicial (x0, t0) con el punto final (x, t) en el
espacio-tiempo. La función x(t) tendrá la propiedad de que x(t0) = x0 y x(t) = x, es decir, que
los extremos del camino van a estar fijos. La amplitud de probabilidad para un sistema cuántico
será la suma de las contribuciones de todos los posibles caminos que van entre los puntos finales x0

y x, en contraste con la situación en mecánica clásica, en la que sólo hay una trayectoria particular
bien definida que va desde x0 a x, la llamada trayectoria clásica, que es el camino que minimiza
la acción.

Cada camino contribuye una magnitud igual a la amplitud total, pero contribuyen fases dife-
rentes. La contribución de un camino tiene una fase proporcional a exp(iS/�) donde

S[x(t)] =

� t

t0

L(ẋ, x, t�) dt� (2.18)

es la acción clásica asociada a ese camino.

Podemos definir la suma sobre todos los caminos de la siguiente forma: dividimos el intervalo
de tiempo t0 − t en n subintervalos de duración �.

t1 = t0 +
�

n

t2 = t0 + 2 · �
n

...
tn = t

A cada tiempo ti se selecciona un punto xi. Construimos el camino conectando todos los puntos xi

seleccionados mediante lineas rectas como se muestra en la figura 2.1. Es posible definir la suma
sobre todos los caminos tomando una integral múltiple sobre todos los valores xi para i desde 1
hasta n − 1, donde n = (t − t0)/�, � = ti+1 − ti. No integramos sobre x0 y xn = x porque estos
son los extremos fijos. En el lı́mite cuando � → 0 podemos evaluar la acción para cada linea recta
en la aproximación infinitesimal. Es importante mencionar que a cada segmento de linea recta le
corresponderá un factor de normalización A para que pueda ser efectuada la integración.
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Figura 2.1: Representación de la división del intervalo de tiempo t0−t en n subintervalos de ancho
� para el cálculo del propagador.

La integral de camino es escrita entonces como

DF (x, t; x0, t0) = ĺım
n→∞

1

An

n−1�

i=1

�� ∞

−∞
dxi

�
exp i

� t

t0

dt� L(ẋ, x, t�) (2.19)

2.5. Ejemplos
En Mecánica Cuántica existe un número limitado de problemas cuya solución se conoce en for-

ma exacta, en consecuencia, el cálculo de propagadores en forma exacta esta igualmente limitado.
Los sistemas que admiten una solución analı́tica son:

Partı́cula libre

Oscilador armónico cuántico

Átomo de hidrógeno

Potencial Pöschl-Teller modificado, entre otros.

En esta sección trataremos solo los dos primeros casos, calcularemos el propagador de la
partı́cula libre para ejemplificar el método y el propagador del oscilador armónico, en el cual existe
un potencial V (x) que afecta al sistema.
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2.5.1. Partı́cula libre
Partimos de la integral de camino de Feynman (2.17) con un tiempo inicial igual a cero (t0 = 0).

DF (x, t; x0, 0) =

�
D[x(t�)]eiS[x(t

�)] (2.20)

Sabemos que podemos dividir el intervalo de tiempo 0 a t en �, entonces tenemos para cada tiempo
ti y xi.

DF (x, t; x0, 0) = ĺım
n→∞

1

An

n−1�

i=1

�� ∞

−∞
dxi

�
exp iS[x(t�)]. (2.21)

La cantidad S (acción) esta dada por la ecuación (2.18). Es bien conocido que el lagrangiano
de la partı́cula libre es L = (m/2)ẋ2 donde m es la masa de la partı́cula.

Sustituyendo el lagrangiano de la partı́cula libre en la acción tenemos

S[x(t�)] =

� t

t0

m

2
(ẋ2(t�)) dt� (2.22)

No podemos realizar esta integral porque no conocemos ẋ, para saberlo debemos conocer prime-
ramente x(t�) que es la trayectoria clásica de la partı́cula.

Tenemos, por el principio de Hamilton, que un sistema fı́sico se moverá por aquellas trayecto-
rias que extreman la acción δScl = 0. Entonces se cumple

δS =
d

dt

�
∂L

∂q̇i

�
− ∂L

∂qi
= 0 (2.23)

Sustituyendo el lagrangiano y resolviendo la ecuación de Euler-Lagrange tenemos

d

dt�
(mẋ) = 0 ∴ mẋ = cte −→ ẋ = cte (2.24)

Sea a la constante integramos para saber x
�

ẋ dt� =

�
a dt� −→ x = at� + b

Debemos conocer las constantes a y b de la solución, para eso utilizamos las condiciones de
frontera (extremos fijos): x(0) = x0 y x(t) = x. Aplicando las condiciones anteriores tenemos:
at0+b = x0 y at+b = x. Obtenemos dos ecuaciones con dos incógnitas. Resolviendo encontramos
que:

a =
x− x0

t− t0

b = x− x− x0

t− t0
t

8



Por lo que la solución particular es:

x(t�) =
x− x0

t− t0
t� + x− x− x0

t− t0
t (2.25)

∴
ẋ =

x− x0

t− t0
(2.26)

Sustituimos la ecuación anterior en (2.22)
� t

t0

m

2

�
x− x0

t− t0

�2

dt� =
m

2

�
x− x0

t− t0

�2

(t− t0) (2.27)

Obtenemos la acción de la partı́cula libre.

S =
m(x− x0)

2

2(t− t0)
. (2.28)

Ya podemos resolver (2.21) sustituyendo la acción S. Para utilizar el método de Feynman
discretizamos la acción para cada subintervalo de tiempo, por lo que nos conviene cambiar la
notación a x = xi, x0 = xi−1 y (t− t0)/n = �:

DF (x, t; x0, 0) = ĺım
n→∞

1

An

n−1�

i=1

�� ∞

−∞
dxi

�
exp

�
im

2�

n�

i=1

(xi − xi−1)
2

�
(2.29)

Podemos calcular las integrales de forma secuencial.
La primera integral es

� ∞

−∞
dx1 exp

�
im

2�

�
(x1 − x0)

2 + (x2 − x1)
2
��

(2.30)

Desarrollamos los binomios al cuadrado dentro de la exponencial.

x2
1 − 2x1x0 + x2

0 + (x2
2 − 2x2x1 + x2

1) = 2x2
1 − 2x1(x2 + x0) + x2

0 + x2
2

Sustituimos el desarrollo dentro de la exponencial.
� ∞

−∞
dx1 exp

�
im

2�

�
2x2

1 − 2x1(x2 + x0) + (x2
0 + x2

2)
��

(2.31)

Observamos que la integral es una integral gaussiana de tipo
�
dx e−ax2+bx+c donde a = −im/�·2,

b = −im/2� · 2(x2 + x0) y c = im/2� · (x2
0 + x2

2).
Sabemos que la solución a esta integral gaussiana es:

=

�
π

a
exp

�
b2

4a
+ c

�
=

�
π

− im 2
2�

exp

��
− im

2�
2(x2 + x0)

�2

4
�
− im

2�
2
� +

im

2�
(x2

2 + x2
0)

�
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Simplificamos

=

�
2π�i

2m
exp

��
− im

2�
2
�2
(x2 + x0)

2

4
�
− im

2�
2
� +

im

2�
(x2

2 + x2
0)

�

=

�
2π�i

2m
exp

�
im

2�

�
(x2

2 + x2
0)−

(x2 + x0)
2

2

��

=

�
2π�i

2m
exp

�
im

2�

�
x2
2

2
+

x2
0

2
− x2x0

��

=

�
2π�i

2m
exp

�
im

2· 2�
�
x2
2 + x2

0 − 2x2x0

��
(2.32)

Finalmente obtenemos la solución de la primera integral

� ∞

−∞
dx1 exp

�
im

2�

�
(x1 − x0)

2 + (x2 − x1)
2
��

=

�
2π�i

2m
exp

�
im

2· 2�(x2 − x0)
2

�
(2.33)

La segunda integral es

� ∞

−∞
dx2 exp

�
im

2�

�
1

2
(x2 − x0)

2 + (x3 − x2)
2

��
(2.34)

De manera similar al procedimiento empleado para resolver la primera integral, desarrollamos el
argumento de la exponencial

x2
2

2
− x2x0 +

x2
0

2
+ x2

3 − 2x3x2 + x2
2 =

3 x2
2

2
− x2(2x3 + x0) +

�
x2
0

2
+ x2

3

�

Sustituimos el desarrollo dentro de la exponencial.

� ∞

−∞
dx2 exp

�
im

2�

�
3 x2

2

2
− x2(2x3 + x0) +

�
x2
0

2
+ x2

3

���
(2.35)

Nuevamente la integral es una integral gaussiana del tipo
�
dx e−ax2+bx+c. Definimos a = −(im/2�)·

(3/2), b = −(im/2�) · (2x3 + x0) y c = (im/2�) ·
�

x2
0

2
+ x2

3

�
. Por analogı́a con la primera inte-

gral, sabemos que la solución a esta integral gaussiana es
�

π/a exp[(b/4a) + c]. Sustituimos los
valores en la solución de la integral

=

�
π

− im 3
2� 2

exp

��
− im

2�
(2x3 + x0)

�2

4
�
− im

2�
3
2

� +
im

2�

�
x2
0

2
+ x2

3

��
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Simplificamos

=

�
2π�i· 2
3m

exp

��
− im

2�

�2
(2x3 + x0)

2

4
�
− im

2�
3
2

� +
im

2�

�
x2
0

2
+ x2

3

��

=

�
2π�i· 2
3m

exp

�
im

2�

��
x2
0

2
+ x2

3

�
− (2x3 + x0)

2

6

��

=

�
2π�i· 2
3m

exp

�
im

2�

�
x2
3

3
+

x2
0

3
− 2

3
x3x0

��

=

�
2π�i· 2
3m

exp

�
im

3· 2�
�
x2
3 + x2

0 − 2x3x0

��
(2.36)

Finalmente obtenemos la solución de la segunda integral

=

�
2π�i· 2
3m

exp

�
im

3· 2�(x3 − x0)
2

�
(2.37)

Siguiendo el desarrollo anterior podemos escribir la solución para la integral n− 1

� ∞

−∞
dxn−1 exp

�
im

2�

�
1

n− 1
(xn−1 − x0)

2 + (xn − xn−1)
2

��

=

�
2π�i(n− 1)

nm
exp

�
im

n· 2�(xn − x0)
2

�
(2.38)

Habiendo hecho las integrales, el resultado es

DF (x, t; x0, 0) = ĺım
n→∞

1

An

�
n−1�

k=1

�
2πi�k

(k + 1)m

�
exp

�
i

m

2� · n(xn − x0)
2
�

= ĺım
n→∞

1

An

��
2πi�

m

�n−1�n−1�

k=1

�
k

k + 1

�
exp

�
i

m

2� · n(xn − x0)
2
�

= ĺım
n→∞

1

An

��
2πi�

m

�n−1�
1

n
exp

�
i
m

2t
(x− x0)

2
�

(2.39)

Falta determinar la constante de normalización A, para hacerlo consideramos la evolución del
tiempo t = 0 al tiempo t = � (la partı́cula fue de x0 a x). Se debe tener que

ψ(x, t) =

� ∞

−∞
dx DF (x, t; x0, 0)ψ(x0, 0)

ψ(x, �) =

� ∞

−∞
dx DF (x, �; x0, 0)ψ(x0, 0)
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pero podemos usar los términos que corresponden solo al primer subintervalo de tiempo

ψ(x, �) =

� ∞

−∞
dx

1

A
exp

�
i
m

2�
(x− x0)

2
�
ψ(x0, 0) (2.40)

Aquı́ aplicamos el método de la fase estacionaria4. Consideramos
�∞
−∞ eiax

2
f(x) dx, si a → ∞

la exponencial oscila rápidamente y la integral se aproxima a cero, por eso esta integral recibe
contribuciones solo de la región donde x ≈ 0. Por lo tanto

� ∞

−∞
eiax

2

f(x) dx =

� ∞

−∞
eiax

2

f(0) dx = f(0)

�
iπ

a

Entonces la integral puede aproximar x ≈ x0

ψ(x, �) � ψ(x, 0)
1

A

� ∞

−∞
dx exp

�
i
m

2�
(x− x0)

2
�

(2.41)

Sabemos que esta es una integral gaussiana del tipo
�
dx e−ax2 , por lo tanto

= ψ(x, 0)
1

A

�
2π�i

m
(2.42)

Si � → 0 la única forma de obtener ψ(x, 0) en ambos lados de (2.41) es eligiendo

A =

�
2π�i

m
(2.43)

Entonces volviendo a la expresión del propagador tenemos

DF (x, t; x0, 0) =

�
2πi�

m

�n−1
2 � m

2πi�

�n/2 1√
n
exp

�
i
m

2t
(x− x0)

2
�

=

�
m

2πi�

1√
n
exp

�
i
m

2t
(x− x0)

2
�

=

�
m

2πit
exp

�
i
m

2t
(x− x0)

2
�

(2.44)

La ecuación anterior es el propagador de la partı́cula libre. Observamos que (2.44) es igual a la
expresión obtenida en (2.14) mediante el operador de evolución de temporal, por lo que existe
diversas maneras de calcular el propagador de un sistema cuántico.

4Para una descripción más completa del método véase Marsden, J. E., & Hoffman, M. J. (1999). Basic complex
analysis. Macmillan.

12



2.5.2. Oscilador armónico
Para calcular el propagador del oscilador armónico nuevamente usamos la integral de camino

de Feynman

DF (x, t; x0, t0) =

�
D[x(t�)]eiS[x(t

�)] (2.45)

Vamos a considerar todos los caminos como variaciones del camino clásico

x(t�) = xcl(t
�) + δx(t�)

en donde xcl(t
�) es la solución del oscilador armónico clásico mẍ +mw2x = 0, de tal forma que

el propagador se puede escribir como

DF (x, t; x0, t0) =

�
D[δx(t�)] eiS[xcl(t

�)+δx(t�)] (2.46)

Se debe cumplir la siguiente constricción de extremos fijos

δx(0) = δx(t) = 0 (2.47)

La acción es

S[xcl + δx] =

� t

0

dt�
�
m

2
(ẋcl + δẋ)2 − mw2

2
(xcl + δx)2

�

=

� t

0

dt�
�
m

2
ẋ2
cl +

m

2
δẋ2 +mẋclδẋ− mw2

2
x2
cl −

mw2

2
δx2 −mw2xclδx

�

= S[xcl] + S[δx] +

� t

0

dt�
�
m

d

dt
(ẋclδx)−mẍclδx−mw2xclδx

�

= S[xcl] + S[δx] +✘✘✘✘✘✘
mxclδx|t

�=t
t�=0 −

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘

m

� t

0

dt� (ẍcl + w2xcl)δx (2.48)

Donde hemos utilizado la constricción (2.47) y la ecuación de movimiento clásica en (2.48). Por
lo que finalmente nos queda

S[xcl(t) + δx(t)] = S[xcl(t)] + S[δx(t)] (2.49)

Desde que todos los caminos δx(t) empiezan de δx(0) = 0 y regresan al punto δx(t) = 0, la
integral sobre los caminos puede ser función solo de los puntos finales. Esto quiere decir que el
propagador (2.46) puede ser escrito solamente como:

DF (x, t; x0, t0) =

�
D[δx(t)] ei(S[xcl(t)]+S[δx(t)])

= eiS[xcl(t)]

�
D[δx(t)] eiS[δx(t)]

= eiS[xcl(t)] DF (0, t; 0, t0) (2.50)
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por lo tanto la fase de la exponencial es la acción para el camino clásico.5

Calculamos la acción del camino clásico y después el prefactor para dar una expresión completa
del propagador. Para calcular la acción S[xcl] del oscilador armónico partimos de la integral para
la acción.

S[xcl(t)] =

� t

t0

m

2
(ẋ2 − w2x2) dt� (2.51)

donde w2 = k/m, k es la constante elástica del oscilador. No conocemos la forma de x(t). De-
bemos hallar una expresión para x(t) que cumpla con las condiciones de frontera. Utilizamos la
siguiente expresión para x(t):

x(t�) =
1

sin[w(t− t0)]
(sin[w(t− t�)]x0 + sin[w(t� − t0)]x) (2.52)

Observamos que esta expresión para x(t�) cumple que x(t0) = x0 y x(t) = x. Derivamos con
respecto al tiempo

ẋ =
w

sinwT
(x cos[w(t� − t0)]− x0 cos[w(t− t�)]) (2.53)

donde T = t− t0. Por lo tanto la integral a resolver es

S[xcl] =

� t

t0

dt�
m

2
[

w2

sin2 wT
(x cos[w(t� − t0)]− x0 cos[w(t− t�)])2

− w2 1

sin2[w(t− t0)]
(sin[w(t− t�)]x0 + sin[w(t� − t0)]x)

2]

=

� t

t0

dt�
mw2

2 sin2 wT
[(x cos[w(t�− t0)]−x0 cos[w(t− t�)])2− (x0 sin[w(t− t�)]+x sin[w(t�− t0)])

2]

(2.54)
Para simplificar, definimos

α :=
mw2

2 sin2 wT
(2.55)

Desarrollamos los binomios al cuadrado en la integral

= α

� t

t0

dt�{x2 cos2[w(t� − t0)]− 2xx0 cos[w(t
� − t0)] cos[w(t− t�)] + x2

0 cos
2[w(t− t�)]

− x2
0 sin

2[w(t− t�)]− 2xx0 sin[w(t− t�)] sin[w(t� − t0)]− x2 sin2[w(t� − t0)]}

= α

� t

t0

dt� {x2[cos2(w(t� − t0))− sin2(w(t� − t0))] + x2
0[cos

2(w(t− t�))− sin2(w(t− t�))]

− 2xx0[cos(w(t
� − t0)) cos(w(t− t�)) + sin(w(t− t�)) sin(w(t� − t0))]} (2.56)

5Solo se puede obtener esta expresión para el propagador si el integrando tiene un lagrangiano de la forma general
L = a(t)ẋ2 + b(t)ẋx+ c(t)x2 + d(t)ẋ+ e(t)x+ f(t), es decir, si es una integral gaussiana.
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Separamos (2.56) en tres integrales

= α{x2

� t

t0

dt� [cos2(w(t� − t0))− sin2(w(t� − t0))] + x2
0

� t

t0

dt� [cos2(w(t− t�))− sin2(w(t− t�))]

− 2xx0

� t

t0

dt�[cos(w(t� − t0)) cos(w(t− t�)) + sin(w(t− t�)) sin(w(t� − t0))]} (2.57)

Para resolver la ecuación (2.56) vamos a hacer uso de los siguientes cambios de variable.

u = 2w(t� − t0) ; v = w(t− t�)

du = 2wdt� ; dv = −wdt�

Resolvemos por separado cada integral de (2.57) (a la primera, segunda y tercera integral le llama-
mos A, B y C respectivamente) y al final sustituimos. Resolvemos A

A = x2

� t

t0

[cos2(w(t� − t0))− sin2(w(t� − t0))] (2.58)

Usamos las siguientes identidades trigonométricas:

sin2 x =
1− cos(2x)

2

cos2 x =
1 + cos(2x)

2

Entonces

A = x2

� t

t0

dt�
�
1 + cos(2w(t� − t0))

2
− 1− cos(2w(t� − t0))

2

�

= x2

� t

t0

dt�
2 cos(2w(t� − t0))

2

= x2

� t

t0

cos u
du

2w

=
x2

2w
sin(2w(t� − t0))

����
t

t�=t0

=
x2

2w
{sin[2w(t− t0)]−✭✭✭✭✭✭✭✭

sin[2w(t0 − t0)]}

=
x2

2w
sin[2w(t− t0)] (2.59)

Resolvemos la segunda integral de (2.57), es decir B

B = x2
0

� t

t0

dt�[cos2(w(t− t�))− sin2(w(t− t�))] (2.60)
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Usamos las mismas identidades trigonométricas anteriores

B = x2
0

� t

t0

dt�
�
1 + cos(2w(t− t�))

2
− 1− cos(2w(t− t�))

2

�

= x2
0

� t

t0

dt�
2 cos(2w(t� − t0))

2

= −x2
0

� t

t0

cos u
du

2w

= − x2
0

2w
sin(2w(t− t�))

����
t

t�=t0

= − x2
0

2w
{✭✭✭✭✭✭✭
sin[2w(t− t)]− sin[2w(t− t0)]}

=
x2
0

2w
sin[2w(t− t0)] (2.61)

Usando la siguiente identidad trig.: sin 2x = 2 sin x cos x y recordando que T = t − t0 podemos
escribir a (2.59) y (2.61) como

A =
x2

w
sin(wT ) cos(wT ) (2.62)

B =
x2
0

w
sin(wT ) cos(wT ) (2.63)

Finalmente resolvemos la última integral de (2.57)

C = 2xx0

� t

t0

dt� [cos(w(t� − t0)) cos(w(t− t�)) + sin(w(t− t�)) sin(w(t� − t0))] (2.64)

Usamos la siguiente identidad: cos(x− y) = cos x cos y + sin x sin y. Reducimos (2.64) a

= −2xx0

� t

t0

dt� cos[wt� − wt0 − wt+ wt�] = −2xx0

� t

t0

dt� cos[w(2t� − t0 − t)] (2.65)

Sea u = w(2t� − t0 − t) y du = 2wdt�

C = −2xx0

� t

t0

cos u
du

2w

= −xx0

w
sin(w(2t� − t0 − t))

���
t

t�=t0

= −xx0

w
{sin[w(2t− t0 − t)]− sin[w(2t0 − t0 − t)]}

= −xx0

w
[sin[w(t− t0)]− sin[w(t0 − t)]]

= −xx0

w
[sin[w(t− t0)] + sin[w(t− t0)]]

= −xx0

w
2 sin[w(t− t0)] = −2

xx0

w
sin(wT ) (2.66)
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Por lo tanto, la solución a (2.57) es:

S[xcl] = α

�
x2

w
sin(wT ) cos(wT ) +

x2
0

w
sin(wT ) cos(wT )− 2xx0

w
sin(wT )

�

= α
sinwT

w

�
x2 coswT + x2

0 coswT − 2xx0

�

=
mw2

2 sin2 wT

sinwT

w

�
(x2 + x2

0) coswT − 2xx0

�

=
mw

2 sinwT

�
(x2 + x2

0) coswT − 2xx0

�
(2.67)

La acción del oscilador armónico es:

S[xcl] =
mw

2 sinw(t− t0)

�
(x2 + x2

0) cosw(t− t0)− 2xx0

�
(2.68)

y, entonces, reducimos el propagador del oscilador armónico a

DF (x, t; x0, t0) = DF (t; t0) exp

�
i

�
mw

2 sinw(t− t0)
[(x2 + x2

0) cosw(t− t0)− 2xx0]

��
(2.69)

donde solo nos queda encontrar el prefactor DF (0, t; 0, t0). Presentaremos dos métodos por los
cuales el prefactor del oscilador armónico puede ser evaluado.

Serie de Fourier para determinar el prefactor

Podemos calcular el prefactor escribiendo la integral de camino correspondiente a este y des-
pués evaluando mediante una serie de Fourier [18]. La integral de camino del prefactor es:

DF (0, t; 0, t0) =

� 0

0

exp

�
i

� T

0

m

2
(ẏ2 − w2y2) dt�

�
D[y(t�)] (2.70)

en donde T = t− t0. Desde que todos los caminos van de (0, 0) hasta (0, T ), los caminos pueden
ser escritos como una serie de Fourier de la función seno con un perı́odo T . Esto es

y(t�) =
∞�

n=1

an sin
nπt�

T
(2.71)

Es posible especificar un camino a través de los coeficientes an en lugar de los valores de las
funciones y en cualquier valor particular de t�, entonces la integral sobre todas las trayectorias
puede pensarse como una integral sobre todos los posibles valores de cada coeficiente an.

La integral para la acción puede ser escrita en términos de la serie de Fourier. El termino de la
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energı́a cinética se vuelve:

m

2

� T

0

ẏ2dt� =
m

2

� T

0

�
d

dt�

∞�

n=1

an sin
nπt�

T

�2

dt�

=
m

2

� T

0

� ∞�

n=1

nπ

T
an cos

nπt�

T

�2

dt�

=
m

2

∞�

n=1

∞�

m=1

nπ

T

mπ

T
anam

� T

0

cos
nπt�

T
cos

mπt�

T
dt�

=
m

2

∞�

n=1

a2n

�nπ
T

�2 � T

0

cos2
nπt�

T
dt�

=
m

2

∞�

n=1

a2n

�nπ
T

�2 � T

0

�
1 + cos 2πnt�

T

2

�
dt�

=
m

2

T

2

∞�

n=1

a2n

�nπ
T

�2
(2.72)

y la energı́a potencial

mw2

2

� T

0

y2dt� =
mw2

2

� T

0

� ∞�

n=1

an sin
nπt�

T

�2

dt�

=
mw2

2

� T

0

∞�

n=1

∞�

m=1

anam sin
nπt�

T
sin

mπt�

T
dt�

=
mw2

2

∞�

n=1

a2n

� T

0

sin2 nπt
�

T
dt�

=
mw2

2

∞�

n=1

a2n

� T

0

�
1− cos 2πnt�

T

2

�
dt�

=
mw2

2

T

2

∞�

n=1

a2n (2.73)

Como el tiempo T esta dividido en pasos discretos de duración � solo hay un número finito N de
coeficientes an, la integral de camino se vuelve:

DF (0, t; 0, t0) =

� ∞

−∞

� ∞

−∞
· · ·
� ∞

−∞
exp

�
im

2

T

2

N�

n=1

��nπ
T

�2
− w2

�
a2n

�

× da1
A

da2
A

· · · daN
A

(2.74)
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Desde que el exponente puede ser separado en factores, la integral sobre cada coeficiente an puede
ser hecho por separado. El resultado de una integral es

1

A

� ∞

−∞
dan exp

�
im

2

T

2

��nπ
T

�2
− w2

�
a2n

�
(2.75)

Para simplificar definimos

−βn :=
im

2

T

2

��nπ
T

�2
− w2

�
(2.76)

Entonces la (2.75) se vuelve

1

A

� ∞

−∞
e−βna2n dan =

1

A

�
π

βn

=
1

A

�
π

− im
2

T
2

�
n2π2

T 2 − w2
�
�1/2

=
1

A

�
− 4π

imT

�1/2�
n2π2

T 2
− w2

�−1/2

=
2i

A

� π

imT

�1/2�n2π2

T 2
− w2

�−1/2

(2.77)

Ası́, la integral de camino es proporcional a

N�

n=1

�
n2π2

T 2
− w2

�−1/2

=
N�

n=1

�
n2π2

T 2

�−1/2 N�

n=1

�
1− w2T 2

n2π2

�−1/2

(2.78)

El primer producto no depende de w, por lo tanto es solo una constante. Usamos la siguiente
identidad ∞�

n=1

�
1− x2

n2π2

�
=

sin x

x
(2.79)

Usamos la identidad cuando N → ∞ y por lo tanto � → 0. Ası́

DF (0, t; 0, t0) = C

�
sinwT

wT

�−1/2

(2.80)

donde C es independiente de w. Pero para w = 0 la integral es para una partı́cula libre, para la cual
ya hemos calculado el prefactor

D0
F (0, t; 0, t0) =

� m

2πiT

�1/2
(2.81)

Como C en (2.80) no depende de w y el prefactor de la partı́cula libre no depende de w entonces
decimos que C es el prefactor de la partı́cula libre, entonces

DF (0, t; 0, t0) =
� m

2πiT

�1/2�sinwT

wT

�−1/2

(2.82)
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Por lo tanto el prefactor para el oscilador armónico es

DF (0, t; 0, t0) =

�
mw

2πi sinwT
(2.83)

Método del determinante para obtener el prefactor

Podemos evaluar el prefactor del oscilador armónico mediante el método del determinante para
un operador [19]. Partimos de

DF (0, t; 0, t0) =

� (0,t)

(0,t0)

D[δx(t�)] eiS[δx(t
�)]

En donde la acción es

S[δx(t�)] =

� t

t0

dt�
�
m

2
(δẋδẋ)− mw2

2
δxδx

�

=

� t

t0

dt�
�
m

2
(−δxδẍ)− mw2

2
δxδx

�

=
m

2

� t

t0

dt� δx(−δẍ− w2δx)

=
m

2

� t

t0

dt� δx

�
− ∂2

∂t�2
− w2

�
δx

≡ m

2

� t

t0

dt� δxOδx (2.84)

donde hemos definido

O ≡ − ∂2

∂t�2
− w2

Podemos expandir δx(t�) en la base de eigenfunciones del operador O

Oxn(t
�) = λnxn(t

�) (2.85)

Proponemos una función que satisfaga esta ecuación de eigenvalores y podemos obtener λn. Sea
xn(t

�) = A sinwn(t
� − t0)

m

2
A

�
− ∂2

∂t�2
− w2

�
sinwn(t

� − t0) = A(w2
n − w2) sinwn(t

� − t0)

Identificamos λn = w2
n−w2. La solución debe cumplir con las condiciones de frontera xn(t0) = 0

y xn(t) = 0. Observamos que la solución propuesta cumple con la primera condición, imponiendo
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la segunda condición se debe cumplir que

A sinwn(t− t0) = 0

wn(t− t0) = nπ ; n = 1, 2, 3, . . .

wn =
nπ

t− t0

∴ λn =
�nπ
T

�2
− w2 (2.86)

El operador O es hermı́tico y sus eigenfunciones son ortogonales. Falta normalizar las eigenfun-
ciones

� t

t0

dt� A2[sinwn(t
� − t0)]

2 = 1

A2

� t

t0

dt�
�
1− cos 2wn(t

� − t0)

2

�
= 1

A2

2
T = 1

∴ A =

�
2

T
(2.87)

Entonces las eigenfunciones son

xn(t
�) =

�
2

T
sin
�nπ
T

(t� − t0)
�

(2.88)

Volvemos a la expresión para la acción (2.84). Expandimos δx(t�) en términos de las eigenfun-
ciones del operador O, entonces

δx(t�) =
�

n

anxn(t
�) (2.89)

Sustituimos en la acción

S[δx(t�)] =
m

2

� t

t0

dt�
��

j

ajxj

�
O
��

l

alxl

�

=
m

2

�

j

�

l

� t

t0

dt� ajxjOalxl

=
m

2

�

j

�

l

ajalλl

� t

t0

dt� xj(t
�)xl(t

�)

=
m

2

�

l

a2l λl (2.90)
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Entonces eiS[δx] = ei
�

i
m
2
a2l λl . Como a cada variación δx(t�) =

�
i
m
2
a2l λl le corresponde su propio

conjunto de coeficientes {al}, entonces la integral sobre todas las trayectorias puede pensarse como
una integral sobre todos los posibles valores de cada coeficiente {al}.

DF (0, t; 0, t0) =

� (0,t)

(0,t0)

D[δx(t�)] eiS[δx(t
�)]

= N

∞�

l=1

� ∞

−∞
dal e

im
2
λla

2
l

= N

∞�

l=1

�
2iπ

mλl

= N �
∞�

l=1

(λl)
−1/2

≡ N �(detO)−1/2 (2.91)

donde N,N � son constantes de normalización. El determinante de un operador es el producto de
sus eigenvalores

detO =
∞�

l=1

λl

En nuestro caso ya conocemos

detO =
∞�

n=1

(w2
n − w2)

=
∞�

n=1

��nπ
T

�2
− w2

�

= C ×
∞�

n=1

�
1− n2π2w2

T 2

�
(2.92)

= C × sinwT

wT
(2.93)

donde la constante C es independiente de w. Aplicamos la identidad (2.79) en (2.92). La constante
de normalización N � puede ser determinada demandando que

ĺım
w→0

N �(detO)−1/2 =

�
m

2πiT

esto es, que el prefactor de la partı́cula libre se obtenga en el lı́mite cuando w → 0. Entonces

DF (0, t; 0, t0) = N �(detO)−1/2 =

�
mw

2πi sinwT
(2.94)
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que es el prefactor del oscilador armónico.

Por medio de dos métodos distintos hemos obtenido el prefactor del oscilador armónico; ahora
es posible escribir la expresión completa para el propagador para este sistema cuántico.

DF (x, t; x0, t0) =

�
mw

2πi sinw(t− t0)

× exp

�
i

�
mw

2 sinw(t− t0)
[(x2 + x2

0) cosw(t− t0)− 2xx0]

��
.

(2.95)

2.6. Aplicación: cálculo de la energı́a del estado base

Hasta este momento hemos introducido de manera breve la integral de camino y mostramos el
cálculo del propagador de dos sistemas cuánticos como aplicación de este método, sin embargo,
la aplicación del formalismo de la integral de camino no se limita al cálculo de propagadores, con
el formalismo se pueden estudiar teorı́as de perturbación, teorı́as de dispersión, métodos aproxi-
mados WKB, teorı́as semi-clásicas, espacios curvos, mecánica estadı́stica, teorı́as de campo [20] e
inclusive fı́sica de polı́meros y mercados financieros [21].

Otra de las aplicaciones importantes de la integral de caminos que vamos a estudiar en este
trabajo es que podemos conocer la energı́a del estado base de un sistema cuántico conociendo
solo el propagador del sistema. Si se conocen las eigenfunciones de un hamiltoniano entonces el
propagador puede presentarse de la siguiente manera:

DF (x, t; x0, t0) = �x|U(t, t0)|x0� = �x|e−iH(t−t0)|x0� (2.96)

Insertamos la relación de completez de los eigenestados de energı́a

∞�

n=1

|n��n| = I

Entonces

DF (x, t; x0, t0) = �x|e−iH(t−t0)

� ∞�

n=1

|n��n|
�
|x0�

=
∞�

n=1

e−iEn(t−t0) �x|n� �n|x0�

=
∞�

n=1

e−iEn(t−t0) ϕn(x)ϕ
∗
n(x0) (2.97)
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Supongamos que conocemos el propagador DF por algún método pero sin conocer las energı́as
En. Hacemos la siguiente extensión analı́tica sobre los tiempos reales6:

t −→ −i
T

2

t0 −→ i
T

2

Hacemos la sustitución en el propagador

DF (x,−iT/2; x0, iT/2) = �x|e−iH(−iT
2
−iT

2
)|x0�

= �x|e−HT |x0�
=

�

n

e−HT ϕn(x)ϕ
∗
n(x0) (2.98)

Si tomamos el lı́mite para tiempos largos T → ∞ el término con la energı́a de estado base E0

domina sobre todas las demás energı́as Ei con i �= 0.

DF (x,−iT/2; x0, iT/2) ∼
T→∞

e−E0Tϕ0(x)ϕ
∗
0(x0) +O(e−E1T ) (2.99)

Despreciando los términos pequeños podemos obtener la energı́a del estado base E0 explotando el
comportamiento asintótico de la exponencial

lnDF (x,−iT/2; x0, iT/2) ∼
T→∞

−E0T + lnϕ0(x)ϕ
∗
0(x0)

Entonces la energı́a la podemos calcular con la siguiente expresión

E0 = − ĺım
T→∞

d

dt
ln(DF (x,−iT/2; x0, iT/2)). (2.100)

Esta relación nos dice que podemos calcular la energı́a del estado base como menos la pendiente
de la recta que produzca el logaritmo natural del propagador para tiempos grandes.

Con este método somos capaces de conocer la energı́a del estado base de un sistema cuántico
con solo conocer el potencial al que esta sometido, sin la necesidad de recurrir a la función de
onda que describe al sistema como es el caso del método variacional o sin tener que resolver
la ecuación de Schödinger. Sin embargo, como mencionamos anteriormente, son limitados los
sistemas que admiten una solución cerrada para el propagador. Afortunadamente, el formalismo
de las integrales de camino permite desarrollar un método numérico para aproximar el valor del
propagador: el método lı́nea de mundo numérico7.
El trabajo principal de esta tesis es diseñar una implementación paralela de este método numérico.
Es importante mencionar que el método permite, además, calcular de manera aproximada otras
cantidades fı́sicas relevantes en el contexto de la teorı́a cuántica de campos (QFT por sus siglas
en inglés), por lo que introducimos de manera breve y superficialmente en el próximo capı́tulo la
primer teorı́a cuántica de campos: electrodinámica cuántica.

6La extensión analı́tica usada formalmente es conocida como rotación de Wick.
7Nos referimos a este método como worldline numérico a lo largo del trabajo.
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CAPÍTULO 3

Electrodinámica cuántica

La electrodinámica cuántica (QED por sus siglas en inglés) estudia los fenómenos electro-
magnéticos a partir de la teorı́a cuántica de campos, en donde las excitaciones de este campo
electromagnético da lugar a partı́culas fundamentales: electrones, positrones y fotones.

La QED se origina en la siguiente densidad lagrangiana:

LQED = ψ̄(i/∂ −m)ψ − 1

4
FµνF

µν − eψ̄γµψAµ (3.1)

Los dos primeros términos de esta densidad lagrangiana nos dan el propagador de Dirac y el propa-
gador electromagnético respectivamente. El último término nos proporciona la interacción fotón-
electrón. Las soluciones a las ecuaciones derivadas del lagrangiano de QED nos dan predicciones
de fenómenos electromagnéticos que van desde una escala macroscópica hasta regiones menores
a un protón, como lo es la dispersión de Compton, en donde un fotón es dispersado debido a una
partı́cula cargada, resultando en una disminución de la energı́a del fotón y por consiguiente en
el aumento de su longitud de onda. Otro ejemplo de un fenómeno electromagnético que describe
la QED es la dispersión de Bhabha, la cual describe un proceso de dispersión electrón-positrón
e+e− −→ e+e− [22].

El cálculo de las amplitudes de probabilidad para que ocurran los procesos anteriores no se
puede hacer de manera exacta, ya que los problemas de dispersión raramente se pueden resolver
de manera cerrada, sin embargo, es posible obtener una expresión formal para la amplitud como
una serie perturbativa. Feynman inventó una manera de calcular la serie perturbativa: el método
de los diagramas de Feynman [23]. Los diagramas nos muestran el flujo de electrones y fotones
durante el proceso de dispersión y de acuerdo a las reglas de Feynman cada diagrama puede ser
traducido directamente en una contribución a la amplitud.
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Figura 3.1: El diagrama de orden más bajo para la dispersión de Bhabha e+e− −→ e+e−. La lı́nea
continua representa a los fermiones y la lı́nea ondulada al bosón, en esta caso un fotón.

Figura 3.2: Los dos diagramas de menor orden para la dispersión de Compton. La lı́nea continua
representa a los fermiones y la lı́nea ondulada al bosón, en esta caso un fotón.

Notemos que existe un número infinito de diagramas de Feynman que contribuyen al cálculo
de la amplitud de probabilidad. En procesos como la dispersión de Compton o de Bhabha, los dia-
gramas de orden más bajo son los que más contribuyen al cálculo. Sin embargo la teorı́a cuántica
de campos también nos permite calcular otras cantidades fı́sicas que involucran la suma de una
cantidad infinita de diagramas. Estas cantidades se llaman no perturbativas y se utilizan para estu-
diar fenómenos como producción de pares de Schwinger, emisión espontánea en átomos, fuerzas
de Casimir, entre otros. Un ejemplo de esto es la acción efectiva (un lazo), que en QED, resulta de
la suma de una infinidad de diagramas que representan colisiones de fotones. En esta tesis vamos
a calcular la acción efectiva de QED para un campo escalar y bajo un campo de fondo uniforme.

3.1. Acción efectiva

Supongamos que estamos tratando con un sistema con a ≥ 2 grados de libertad pero deseamos
examinar solo b < a de estos directamente, ya que nos puede interesar describir un fenomeno
fı́sico ocurriendo a una escala de energı́a o distancia determinada con los grados de libertad ade-
cuados. Podemos escribir un lagrangiano b-dimensional que incluye implı́citamente los efectos de
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los restantes a − b grados de libertad. Este lagrangiano efectivo es en consecuencia y de forma
general no local, pero ofrece una manera útil de caracterizar al sistema fı́sico.

En teorı́a cuántica de campos, lagrangianos efectivos son de relevancia puesto que proveen
información acerca de la interacción entre campos clásicos y campos cuánticos.

Construimos la acción efectiva en QED de la siguiente manera [22]. Consideramos una teorı́a
cuántica de campos para un campo escalar φ en presencia de una corriente externa J(x). Definimos
un funcional de la energı́a de vacı́o E[J ] como

Z[J ] = e−E[J ] =

�
Dφ exp

�
i

�
d4x (L[φ] + Jφ)

�
(3.2)

donde la integral en el argumento del exponente se extiende sobre todo el espacio-tiempo, es decir,
sobre todo el espacio de Minkowski. El funcional Z[J ] es llamado el funcional de Schwinger. El
lado derecho de esta ecuación es la representación funcional integral de la amplitud �Ω|e−iHT |Ω�
donde |Ω� representa el estado de vacı́o cuántico. Para introducir la acción efectiva necesitamos
definir otra cantidad, el campo clásico φcl, esta cantidad se obtiene de la derivada funcional de
E[J ] con respecto a J(x). Tenemos por definición que

�
δF

δρ
(x)η(x) dx =

d

d�
F [ρ+ �η]

����
�=0

(3.3)

Entonces
�

δE[J ]

δJ(x)
η(x) d4x =

d

d�
E[J + �η]

����
�=0�

δ

δJ(x)
i ln

�
Dφ ei

�
d4x(L+Jφ) η(x) d4x =

d

d�
i ln

�
Dφ ei

�
d4x(L+(J+�η)φ)

����
�=0

= −
�
Dφ ei

�
d4x (L+Jφ)

�
d4xφ(x)η(x)�

Dφ ei
�
d4x (L+Jφ)

= −
�

d4x

�
Dφ ei

�
d4x (L+Jφ) φ(x)�

Dφ ei
�
d4x (L+Jφ)

η(x)

Por lo tanto
δ

δJ(x)
E[J ] =

�
Dφ ei

�
d4x (L+Jφ) φ(x)�

Dφ ei
�
d4x (L+Jφ)

(3.4)

donde hemos utilizado la definición (3.3). Abreviamos esta relación de la siguiente manera

δ

δJ(x)
E[J ] = −�Ω|φ(x)|Ω�J (3.5)

donde el lado derecho de esta ecuación es el valor esperado del vacı́o para el campo en la presencia
de una fuente externa J(x). Definimos entonces el campo clásico como

φcl ≡ �Ω|φ|Ω�J (3.6)
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La acción efectiva Γ es un funcional de φcl, obtenido por una transformación de Legendre del
funcional generador E[J ]

Γ[φcl] ≡ −E[J ]−
�

d4y J(y)φcl(y) (3.7)

3.1.1. Espacio Euclideano
A lo largo de la tesis vamos a trabajar en el espacio Euclideano en lugar del espacio de Min-

kowski, para ello extendemos analı́ticamente el parámetro de tiempo a un tiempo imaginario, por
lo que la acción efectiva euclideana ΓE será −i veces la continuación de Γ hasta −iT recordando
que T → ∞.

ΓE(T ) ≡ −iΓ(−iT )

= iE(T ) +

� −iT

0

idy0
�

d3y J(y)φcl(y)

idy0≡dy4
= −EE(T ) +

� −iT

0

dy4

�
d3y J(y)φcl(y) (3.8)

Hemos definido el generador funcional euclideano EE de manera análoga a la acción efectiva
euclideana, esto es EE ≡ −iEM(−iT ). Entonces ahora el funcional de Schwinger es

eEE =

�
Dφ exp

�
i

� −iT

0

dx0

�
d3x ((L[φ] + Jφ))

�

LE≡−L
=

�
Dφ exp

�� −T

0

dx4

�
d3x ((−LE[φ] + Jφ))

�

=

�
Dφ exp

�
−
� −T

0

dx4

�
d3xLE[φ]

�
exp

�� −T

0

dx4

�
d3x Jφ

�

SE≡
�
dxE LE
=

�
Dφ exp

�
−SE[φ] +

�
dxE Jφ

�
(3.9)

De esta forma la integral de camino se extiende sobre el espacio eunclideano, pero los campos
fı́sicos externos se mantendrán en el espacio de Minkowski. Omitimos el subı́ndice E en lo que
resta del trabajo.

3.1.2. Cálculo de la acción efectiva
Evaluamos la integral de camino en (3.9) con el método de la fase estacionaria, ya que solo

contribuye esta fase en el lı́mite clásico. φcl denota el punto estacionario del exponente, esto es

δ

δφ(x)

�
S[φ]−

�
dy Jφ

�����
φcl

= 0 (3.10)
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para toda x. Expandiendo el exponente alrededor de φcl tenemos

S[φ]−
�

dx Jφ = S[φcl]−
�

dx Jφcl

+

�
dx

�
δ

δφ(x)

�
S[φ]−

�
dy Jφ

�����
φcl

�
[φ(x)− φcl(x)]

+
1

2!

�
dx

�
dy

δ2S[φ]

δφ(x)δφ(y)

����
φcl

[φ(x)− φcl(x)][φ(y)− φcl(y)] + . . .

El tercer término de la expansión es cero debido a (3.10). Entonces

eE
η≡φ−φcl≈ e−S[φcl]+

�
dx Jφcl

�
Dη e

− 1
2

�
dx

�
dy η(x)η(y)

δ2S[φ]
δφ(x)δφ(y)

����
φcl

= e−S[φcl]+
�
dx Jφcl ·

�
det

δ2S

δφδφ

����
φcl

�− 1
2

(3.11)

Para el funcional de la energı́a tenemos

E[J ] ≈ −S[φcl] +

�
dx Jφcl −

1

2
tr ln

δ2S[φ]

δφδφ

����
φcl

(3.12)

Sustituyendo (3.12) en (3.8) obtenemos finalmente la acción efectiva a primer orden

Γ[φcl] ≈ S[φcl] +
1

2
tr ln

δ2S

δφδφ

����
φcl

(3.13)

Notemos que no hay términos dependientes explı́citamente de la fuente externa J por lo que Γ es
expresado como función de φcl. Obtuvimos este resultado suponiendo un campo real, en caso de
un campo complejo obtenemos, por ejemplo

Γ[φcl] ≈ S[φcl] + tr ln
δ2S

δφ∗δφ

����
φcl

(3.14)

En la aproximación aquı́ presentada, la acción efectiva esta dada por la acción clásica más co-
rrecciones cuánticas de primer orden dado por el determinante funcional. Como mencionamos
anteriormente, la acción efectiva es de especial interés ya que esta gobierna la dinámica del cam-
po.

El reto de calcular la acción efectiva se presenta al evaluar la traza funcional en (3.14) ya que
es una tarea complicada encontrar los valores propios del operador de Dirac o Klein-Gordon. Tra-
tamientos analı́ticos para evaluar el funcional como el que emplea la función zeta de Riemman
generalizada [24] o el enfoque del tiempo propio de Schwinger [25] requieren el conocimiento
del espectro de δ2S

δφδφ
. En electrodinámica cuántica esta cantidad es conocida para un campo elec-

tromagnético uniforme arbitrario (la acción de Heinsenberg-Euler [26]. Cuando existen algunas
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simetrı́as se puede usar el teorema de Gel’fand-Yaglom para calcular el determinante sin conocer
sus valores propios [27]. Para campos no homogéneos con una configuración no trivial, en gene-
ral, se deben usar aproximaciones. Existen métodos numéricos que requieren una configuración de
alta simetrı́a en el campo de fondo o que discretizan el espacio-tiempo, sin embargo, el algoritmo
numérico worldline numerics desarrollado por Gies y Langfeld [4] nos permite evaluar la traza
funcional para campos no homogéneos sobrepasando estas dificultades. Este algoritmo numérico
combina el formalismo worldline inspirado en teorı́a de cuerdas con métodos Montecarlo, descrito
en el siguiente capı́tulo.
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CAPÍTULO 4

Formalismo Worldline

4.1. Representación Worldline de la acción efectiva
El formalismo worldline resulta en una expresión analı́tica para la traza funcional de la expre-

sión (3.14), esta cantidad nos proporciona un entendimiento cuantitativo del carácter no local de la
acción efectiva.

La corrección a primer orden de la acción efectiva, esto es, el segundo término de (3.14), la
llamaremos Γ1. Definimos la siguiente cantidad para simplificación en la notación:

Hw ≡ δ2S

δφ∗δφ

Tenemos entonces que
Γ[φcl] ≈ S[φcl] + Γ1 = S[φcl] + tr lnHw

pero queremos enfocarnos solo en Γ1 para desarrollar el formalismo worldline. Primeramente pa-
samos a la representación de tiempo propio dada por Schwinger usando la integral de Frullani1

Γ1 ≡ tr lnHw = −
� ∞

0

dT

T
tr(e−HwT − e−T ) (4.1)

donde T es el tiempo propio. El segundo término de esta integral es independiente del campo por
lo que simplemente lo despreciamos. Evaluamos la traza funcional en el espacio de posiciones

Γ1 = −
� ∞

0

dT

T

�
dx �x|e−HwT |x� (4.2)

Observemos que el elemento de matriz de la ecuación anterior puede ser tratado análogamente a
una amplitud de transición de probabilidad en mecánica cuántica, y de acuerdo a lo visto en el

1La integral de Frullani es
∞�
0

f(as)−f(bs)
s ds = (f(0) − f(∞)) ln b

a , si la función f(s) es sobre s ≥ 0, si el lı́mite

de f(s) existe en ∞ y si f �(s) es continua.

31



capı́tulo anterior, podemos escribir este elemento de matriz como una integral de camino:

�x|e−iHT |x0� = N
� x(T )=x

x(0)=x0

Dx(t) ei
� T
0 dt L (4.3)

en donde N es una constante de normalización. Por lo tanto podemos escribir el elemento de matriz
de (4.2) de la siguiente manera (recordando que estamos trabajando en el espacio euclideano):

�x|e−HwT |x� = N
� x(−iT )=x

x(0)=x

Dx(t) ei
�−iT
0 dt Lw

τ≡it
= N

� x(T )=x

x(0)=x

Dx(τ) e
� T
0 dτ Lw (4.4)

en donde Lw es el lagrangiano worldline correspondiente al hamiltoniano worldline Hw en (4.1).
Entonces la acción efectiva se vuelve

Γ1 = −
� ∞

0

dT

T

�
dxN

� x(T )=x

x(0)=x

Dx(τ) e
� T
0 dτ Lw

= −
� ∞

0

dT

T
N
� x(T )

x(0)

Dx(τ) e
� T
0 dτ Lw (4.5)

Esta es la contribución de un lazo a la acción efectiva en la llamada representación worldline. He-
mos mapeado el conjunto de fluctuaciones cuánticas sobre un campo de fondo dado a un conjunto
de worldlines cerradas que se pueden interpretar como las huellas de las fluctuaciones cuánticas
en el espacio-tiempo. Cada huella recopila información sobre el fondo a lo largo de la worldli-
ne. Habiendo empezado con una teorı́a de campo D-dimensional, concluimos con una expresión
conteniendo un campo x(τ ) en una dimensión, pero con D componentes. El cálculo del conjunto
de worldlines cerradas esta predestinada a una implementación numérica, pero antes de revisar el
algoritmo numérico, trabajemos con la expresión analı́tica (4.5) en donde necesitamos conocer pri-
meramente la forma de Lw, que será derivada en la siguiente sección para electrodinámica cuántica
escalar.

4.2. Formalismo Worldline en electrodinámica cuántica esca-
lar

Ahora calcularemos el lagrangiano worldline Lw que aparece en (4.5) para QED escalar. La
densidad lagrangiana euclideana en teorı́a cuántica de campos es

L =
1

4
FµνF

µν + ((∂µ + ieAµ)φ)
∗((∂µ + ieAµ)φ) +m2φ∗φ (4.6)
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El hamiltoniano worldline actuando sobre un campo arbitrario η(x) da

Hwη(x) =

�
dy

δ2S

δφ∗(x)δφ(y)
η(y)

=

�
dy

δ2S

δφ∗(x)δφ(y)

�
dz

�
1

4
FµνF

µν + ((∂z − ieA(z))φ∗(y))((∂z + ieA(z))φ(z)) +m2φ∗(y)φ(z)

�
η(y)

=

�
dy

δS

δφ∗(x)

�
((∂y − ieA(y))φ∗(y))((∂y + ieA(y))) +m2φ∗(y)

�

=

�
dy

δS

δφ∗(x)

�
((∂y − ieA(y)))((−∂y + ieA(y)))φ∗(y) +m2φ∗(y)

�

=
�
−(∂x + ieA(x))2 +m2

�
η(x) (4.7)

por lo que podemos escribir

Hw = −(∂ + ieA)2 +m2 (4.8)

Haciendo una transformada de Legendre obtenemos el lagrangiano correspondiente, recordando
que p = −i∂:

Lw =
1

4
ẋ2 − eẋA(x)−m2 (4.9)

Como en (4.5) la variable de integración es τ = it, es conveniente substituir la derivada con
respecto a t a una derivada con respecto a τ que será denotada por la notación de Newton de
ahora en adelante, esto es, d

dt
x = i d

dτ
x ≡ iẋ. Entonces la representación worldline a la primera

contribución de la acción efectiva en electrodinámica cuántica escalar es

Γ1 = −
� ∞

0

dT

T
N
� x(T )

x(0)

Dx(τ) exp

�
−
� T

0

dτ

�
1

4
ẋ2 + ieẋA(x) +m2

��
(4.10)

Podemos separar la integral de camino en una integral normal sobre todos los x0 y en una integral
de camino sobre todos los lazos cerrados con centro de masa x0.

Γ1 = −
� ∞

0

dT

T

�
dx0 N

� x(T )

x(0)
CM x0

Dx(τ) exp

�
−
� T

0

dτ

�
1

4
ẋ2 + ieẋA(x) +m2

��
(4.11)

La constante de normalización N puede ser determinada en el lı́mite donde el potencial vectorial
es cero, para el cual los elementos diagonales de (4.2) pueden ser calculados analı́ticamente.
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Γ1
��
A=0

= −
� ∞

0

dT

T

� ∞

−∞
dx �x|e−(−∂2+m2)T |x�

= −
� ∞

0

dT

T

� ∞

−∞
dx

�
x|e−(p̂2+m2)T

�� ∞

∞

dDp

(2π)D
|p��p|

�
|x
�

= −
� ∞

0

dT

T

� ∞

−∞
dx

� ∞

∞

dDp

(2π)D
e−m2T �x|e−p̂2T |p� �p|x�

= −
� ∞

0

dT

T

� ∞

−∞
dx

� ∞

∞

dDp

(2π)D
e−m2T �x|e−p̂2T |p� �p|x�

= −
� ∞

0

dT

T

� ∞

−∞
dx

� ∞

∞

dDp

(2π)D
e−m2T e−p2T �x|p� �p|x�

= −
� ∞

0

dT

T

� ∞

−∞
dx

1

(4πT )D/2
e−m2T (4.12)

en donde hemos hecho la integral gaussiana en D dimensiones (ver apéndice N). Comparando
(4.12) con (4.11) cuando A = 0 obtenemos

N =
1

(4πT )D/2

1
� x(T )

x(0)
CM x0

Dx(τ) e−
� T
0 dτ ẋ2

4

(4.13)

Definiendo el lazo de Wilson

W ≡ exp

�
−ie

� T

0

dτ ẋA(x)

�
(4.14)

y su valor de expectación

�W � ≡

� x(T )

x(0)
CM x0

Dx(τ)W e−
� T
0 dτ ẋ2

4

� x(T )

x(0)
CM x0

Dx(τ) e−
� T
0 dτ ẋ2

4

(4.15)

podemos escribir a la acción efectiva como:

Γ1 = −
� ∞

0

dT

T

�
dx0

1

(4πT )D/2

1
� x(T )

x(0)
CM x0

Dx(τ) e−
� T
0 dτ ẋ2

4

� x(T )

x(0)
CM x0

Dx(τ) e
−

� T
0 dτ

�
ẋ2

4
+ieẋA(x)+m2

�

= − 1

(4π)D/2

�
dx0

� ∞

0

dT

TD/2+1

� x(T )

x(0)
CM x0

Dx(τ) e−
� T
0 dτ (ieẋA(x)+m2) (4.16)
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Realizando la integral de camino para la masa al cuadrado y usando la definición (4.15) podemos
finalmente escribir la acción efectiva de la siguiente manera2:

Γ1 = − 1

(4π)D/2

�
dx0

� ∞

0

dT

TD/2+1
e−m2T �W � (4.17)

Como habı́amos mencionado anteriormente, la acción efectiva (4.17) esta destinada a una im-
plementación numérica. Para esto resulta conveniente separar el lazo de Wilson W en su parte
simétrica y asimétrica

W = cos

�
e

� T

0

dτ ẋA(x)

�
− i sin

�
e

� T

0

dτ ẋA(x)

�
. (4.18)

Para un camino x(τ) con valor de lazo de Wilson W , el camino x(1 − τ) tendrá el mismo factor

de peso e−
� T
0 dτ ẋ2

4 , pero valor de lazo de Wilson 1/W . Esto conlleva a una cancelación de la parte
asimétrica del lazo de Wilson cuando calculamos la integral de camino, debido a la asimetrı́a de la
intensidad del campo. De esta manera solo la parte simétrica del lazo de Wilson es requerida para
futuros cálculos, nos referiremos a ella como

Ws ≡ cos

�
e

� T

0

dτ ẋA(x)

�
. (4.19)

El término exponencial en el denominador de (4.15) reduce la contribución de caminos con una
longitud propia larga a la integral de camino. Por lo tanto el valor esperado del lazo de Wilson �W �
en x0 esta dominado por lazos con longitud propia corta, que están de alguna manera cerca de su
centro de masa x0. Esto nos indica que alrededor de cada punto x0 en el espacio-tiempo existe una
acumulación de worldlines cerradas que nombraremos nube de lazos. El rol del parámetro T se
vuelve más evidente si introducimos el lazo unitario3 y(t):

y(t) ≡ 1√
T
x(Tt) (4.20)

tal que: � T

0

dτ ẋ2(τ) =

� 1

0

dt ẏ2(t). (4.21)

en donde el punto siempre denota diferenciación con respecto al argumento. El valor de expecta-
ción del lazo de Wilson (omitiendo la notación de centro de masa) ahora es:

�W � =
� y(1)

y(0)
Dy(t)W e−

� 1
0 dτ ẏ2

4

� y(1)

y(0)
Dy(t) e−

� 1
0 dτ ẏ2

4

(4.22)

2La expresión para Γ1 esta formulada con cantidades no renormalizadas, la renormalización de esta expresión esta
más allá del alcance de este trabajo.

3La introducción del lazo unitario también es más conveniente para la implementación numérica.
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El factor de peso es independiente de T , mientras que el lazo de Wilson es

W = eie
� 1
0 dt

√
T ẏA(

√
Ty). (4.23)

Ası́ el parámetro T controla la extensión de la nube de lazos. Un valor pequeño de T implica una
nube de lazos pequeña, mientras que valores grandes de T implican una nube de lazos extendida.
La acción efectiva contiene todos los posibles valores de T debido a la variable de integración T
en la integral de (4.17).

4.3. Ejemplo 1: Acción efectiva para un campo magnético cons-
tante

Calculemos de forma analı́tica la acción efectiva para un campo magnético constante. Para
esto consideramos un campo escalar cargado interactuando con un campo magnético externo B =
Bêz; la expresión correspondiente que describe esta interacción es la siguiente ecuación de Klein-
Gordon en el espacio de Minkowski

(D2 +m2)φ(x) = 0 (4.24)

donde Dµ = ∂µ + ieAµ es la derivada covariante y Aµ es el potencial vectorial correspondiente al
campo electromagnético. La acción efectiva esta dada entonces por

eiΓ
1(B) =

�
[dφ(x)] [dφ∗(x)] ei

�
d4xφ∗(x)(D2+m2)φ(x)

�
[dφ(x)] [dφ∗(x)] ei

�
d4xφ∗(x)(∂2+m2)φ(x)

(4.25)

en donde ∂2 = ∂µ∂
µ. Tomando el logaritmo natural tenemos

Γ1(B) = i tr ln
D2 +m2

∂2 +m2
. (4.26)

Para evaluar la traza del logaritmo del operador es conveniente usar la representación de tiempo
propio dada por Schwinger4, tal y como lo hicimos al principio del capı́tulo. Entonces tenemos que
la acción efectiva es:

Γ1(B) = i tr

� ∞

0

dT

T

�
e−(∂2+m2)T − e−(D2+m2)T

�

= i tr

� ∞

0

dT

T
e−m2T

�
e−∂2T − e−D2T

�
. (4.27)

Para evaluar la traza se requiere un conjunto completo de soluciones a las ecuaciones

D2φn(x, y, z, t) = λnφn(x, y, z, t)

∂2φn(x, y, z, t) = κnφn(x, y, z, t).

4Recordemos que se usa la integral de Fullani, en este caso en especı́fico ln a
b =

�∞
0

dT
T (e−bT − e−aT ).
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Entonces escribimos a Γ1 como

Γ1(B) = i tr

� ∞

0

dT

T
e−m2T

�
e−κnT − e−λnT

�
. (4.28)

Cuando B = 0 los estados propios (eigenestados) están dados por

φ(x, y, z, t) = exp i(κxx+ κyy + κzz − κtt)

con valores propios
κn = −κ2

t + κ2
x + κ2

y + κ2
z.

Si escogemos la norma Aµ = (0, 0, Bx, 0) = (0, Bxêy) entonces los estados propios en la presen-
cia de un campo magnético están dados por

φ(x, y, z, t) = exp i(κyy + κzz − κtt)ψn(x− κy

eB
)

donde ψn(x) es un estado propio del hamiltoniano del oscilador armónico en una dimensión y los
correspondientes valores propios están dados por

λn = −κ2
t + κ2

z + eB(2n+ 1).

Ahora hacemos la siguiente extensión analı́tica (rotamos al espacio euclideano)

κt −→ iκ0 (4.29)

tal que

κn = κ2
0 + κ2

x + κ2
y + κ2

z (4.30)

λn = κ2
0 + κ2

z + eB(2n+ 1) (4.31)

y evaluamos la traza en términos de una cuantización de caja. Usamos una caja con lados L1, L2, L3

y L4, y con condiciones periódicas de frontera, entonces la suma sobre todos los estados propios
pasa a

κ :
�

n

−→ L1L2L3L4

� ∞

−∞

id4κ

(2π)4
(4.32)

λ :
�

n

−→ L2L3L4

� eBL1

0

dκy

2π

� ∞

−∞

idκ0 dκz

(2π)2

∞�

n=0

(4.33)

en donde la integración sobre κy es sobre todos los valores con x� = x− κy

eB
positivos.
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La acción efectiva (4.28) se vuelve

Γ1 = i

� ∞

0

dT

T
e−m2T

�
L1L2L3L4

� ∞

−∞

id4κ

(2π)4
e−(κ2

0+κ2
x+κ2

y+κ2
z)T

− L2L3L4

� eBL1

0

dκy

2π

� ∞

−∞

idκ0 dκz

(2π)2

∞�

n=0

e−(κ2
0+κ2

z+eB(2n+1))T

�

= i

� ∞

0

dT

T
e−m2T iL2L3L4

�
L1

� ∞

−∞

d4κ

(2π)4
e−(κ2

0+κ2
x+κ2

y+κ2
z)T

−
� eBL1

0

dκy

2π

∞�

n=0

e−eB(2n+1)T

� ∞

−∞

dκ0 dκz

(2π)2
e−(κ2

0+κ2
z)T

�

= i2
� ∞

0

dT

T
e−m2T L2L3L4

�
L1

� ∞

−∞

dκ0 dκz

(2π)2

� ∞

−∞

dκx dκy

(2π)2
e−(κ2

0+κ2
z)T e−(κ2

x+κ2
y)T

− eBL1

2π

∞�

n=0

e−eB(2n+1)T

� ∞

−∞

dκ0 dκz

(2π)2
e−(κ2

0+κ2
z)T

�

= −L1L2L3L4

� ∞

0

dT

T

� ∞

−∞

dκ0 dκz

(2π)2
e−m2T e−(κ2

0+κ2
z)T

�� ∞

−∞

dκx dκy

(2π)2
e−(κ2

x+κ2
y)T

− eBL1

2π

∞�

n=0

e−eB(2n+1)T

�

Resolviendo lo que esta entre paréntesis obtenemos

Γ1 = L1L2L3L4

� ∞

0

dT

T
e−m2T

� ∞

−∞

dκ0 dκz

(2π)2
e−(κ2

0+κ2
z)T

�
eB

2π

�
eeBT

e2eBT − 1

�
− 1

4πT

�

Realizamos la integral sobre los valores propios y simplificamos la expresión de la suma para
obtener

Γ1 = L1L2L3L4

� ∞

0

dT

T
e−m2T 1

16π2

�
eB

T sinh eBT
− 1

T 2

�

=
L1L2L3L4

16π2

� ∞

0

dT

T 3
e−m2T

�
eBT

sinh eBT
− 1

�

Li→∞
=

1

16π2

� ∞

0

dT

T 3
e−m2T

�
d4x0

�
eBT

sinh eBT
− 1

�
(4.34)

Comparando con (4.17) nos damos cuenta que

�W � = eBT

sinh eBT
. (4.35)

Recordemos que la acción efectiva calculada aquı́ no esta renormalizada. La acción efectiva renor-
malizada es

Γ1 = − 1

(4π)2

� ∞

0

dT

T 3
e−m2T

�
d4x0

�
eBT

sinh eBT
− 1 +

1

6
(eBT )2

�
(4.36)
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conocida como la acción efectiva de Heisenberg-Euler de la electrodinámica cuántica escalar para
un campo homogéneo B [26].

4.4. Worldline numérico

El término cinético de la lı́nea de mundo ∝ ẏ2(t) en (4.22) hace posible estimar las integrales
analı́ticas sobre infinitas worldlines cerradas por un promedio de ensamble sobre lazos cerrados
finitos. Para un ensamble de caminos que están distribuidos acorde al factor de peso exponencial
exp

�
−1

4

� 1

0
dt ẏ2

�
, el valor de expectación para el lazo de Wilson es el promedio del ensamble de

W . Para la implementación numérica necesitamos discretizar los lazos, esto quiere decir que cada
lazo y(t) es representado por un número finito N de puntos yk de tal forma que solo discretizamos
el parámetro de tiempo propio del lazo t:

{y(t)} −→ {yk} ∈ RD, k = 1, 2, . . . , N. (4.37)

De esta manera no discretizamos el espacio-tiempo en una red, por lo que conservamos las si-
metrı́as del espacio-tiempo, es decir, invariancia de Lorentz, invariancia de norma y simetrı́a quiral.

Existen diversos algoritmos para generar un ensamble de nl lazos yk discretos y cerrados obe-
deciendo un funcional de distribución de velocidades gaussiano P [{y(t)}],

P [{y(t)}] = δ(y1 + . . .+ yN) exp

�
−N

4

N�

k=1

(yk − yk−1)
2

�
, con y(0) = y(1) (4.38)

en donde N denota el número de puntos por lazo (np). La suma es la forma discreta del factor de

peso exp
�
−1

4

� 1

0
dt ẏ2

�
. La constricción δ asegura que los lazos están centrados sobre un centro

de masa común y que los lazos estén cerrados. Una vez que el ensamble ha sido generado, este
puede ser usado para calcular �W � para diferentes valores de T .

Sin embargo, el ensamble de lazos (o loop cloud) puede ser utilizado para calcular valores de
expectación de diferentes cantidades fı́sicas, incluso puede ser aplicado en el contexto de mecánica
cuántica no relativista, por lo que tenemos, en general, para una cantidad Ô que:

�Ô�y =
�
Dy(t) ÔP [{y(t)}]�
Dy(t)P [{y(t)}] (4.39)

en donde

P [{y(t)}] = exp

�
−c

� 1

0

dt ẏ2(t)

�
(4.40)

es la distribución de velocidades gaussiana correspondiente al sistema fı́sico; c es una constante
que varia si el sistema es relativista (c = 1/4) o no relativista (c = 1/2). Entonces la finalidad
de la técnica worldline numerics es calcular de manera aproximada estos promedios utilizando un
conjunto finito de lazos representativos (nube de lazos o ensamble de lazos) en una computadora.

39



El promedio se aproxima entonces como la media de una cantidad fı́sica evaluado en cada una de
las lı́neas de mundo del ensamble:

�Ô� = 1

nl

�

{y}
Ô[y]. (4.41)

Como toda técnica numérica, existe incertidumbre en esta aproximación. En los trabajos ini-
ciales de Gies y Langfeld [4, 10] se ha sugerido que la desviación estándar de la media sobre el
número de worldlines es una buena estimación del error estadı́stico:

SEM(Ô) =

����
Nl�

i=1

(Ôi − �Ô�)2
Nl(Nl − 1)

. (4.42)

Pero esta estimación del error estadı́stico no es del todo correcta, ya que como muestran Mazur y
Heyl en su trabajo [16], las distribuciones producidas por el ensamble de lazos son no gaussianas
y por lo tanto, la desviación estándar de la media no es una buena medición de la incertidumbre.

En adición a este error estadı́stico la discretización de los lazos conlleva a un error sistemático
que es difı́cil de estimar debido a que cualquier número de lazos puede ser representado por cada
elección de puntos discretos. Entonces, la técnica worldline numerics tiene dos fuentes de error,
un error sistemático y un error estadı́stico. El uso del mismo ensamble de lazos para calcular el
operador (por ejemplo, el lazo de Wilson) múltiples veces en una integral resulta en incertidumbres
fuertemente correlacionadas. Para estimar ambos errores se puede utilizar un método conocido
como Jacknife [16].

Recalcado con anterioridad, existen diversos algoritmos desarrollados en la literatura para ge-
nerar ensambles de worldlines cerradas. La naturaleza del sistema fı́sico impone las condiciones
para la creación de los lazos. Por ejemplo, en QFT se requieren lazos cerrados con centro de masa
fijo y en mecánica cuántica no relativista se requieren lazos cerrados con extremos iguales.

En este trabajo comparamos e implementamos tres algoritmos desarrollados en la literatura:

Algoritmo de diagonalización explı́cita v loop desarrollado en el trabajo de Gies, Langfeld
y Moyaerts [15].

Algoritmo y loop desarrollado en el trabajo de M. A. Trejo [28].

Algoritmo LSOL (linearly shifted open loops) igualmente desarrollado por M. A. Trejo.

Con estos algoritmos es posible calcular cantidades fı́sicas tanto en teorı́a cuántica de campos
(QFT) como en mecánica cuántica no relativista. Dicho esto es necesario presentar los pasos a
seguir para la generación de cada algoritmo y algunas observaciones sobre estos.
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4.4.1. Algoritmo de diagonalización explı́cita v loop
El algoritmo v loop es un algoritmo para crear ensambles de lazos que hace una transforma-

ción lineal de la variable {yk} −→ {v̄k} tal que la distribución de velocidades (4.40) se vuelve
puramente gaussiana. Estas nuevas variables diagonalizan la forma cuadrática del exponente. En
el trabajo de Gies, Langfeld y Moyaerts se muestra el proceso de diagonalización [15], por lo que
en este trabajo mostraremos los pasos a seguir para generar el algoritmo.

Para la construcción de lazos unitarios v loops el algoritmo es el siguiente:

1. Generar N − 1 números wi, i = 1, 2, . . . , N − 1 por el método de Marsaglia (o Box-Muller
polar) tal que están distribuidos acorde a exp(−w2

i )

2. Calcular v̄i, i = 1, 2, . . . , N − 1, normalizando wi

v̄1 =

�
2

N
w1 (4.43)

v̄i =
2√
N

�
N + 1− i

N + 2− i
wi, i = 2, 3, . . . , N − 1 (4.44)

3. Calcular vi, i = 2, 3, . . . , N − 1, usando

vi = v̄i −
1

N + 2− i
vi−1,1 donde vi−1,1 =

i−1�

j=2

vj (4.45)

4. Construir los lazos unitarios de acuerdo a

y1 =
1

N

�
v̄1 −

N−1�

i=2

�
N − i+

1

2

�
vi

�
(4.46)

yi = yi−1 + vi, i = 2, 3, . . . , N − 1 (4.47)

yN = −
N−1�

i=1

yi (4.48)

5. Repetir este proceso nl veces para nl lazos unitarios.

El algoritmo que se acaba de mostrar es usado en teorı́a cuántica de campos ya que genera lazos
cerrados con centro de masa fijo. Para utilizar este algoritmo en el contexto de mecánica cuántica
se deben realizar modificaciones al algoritmo original para que pueda ser aplicado.
Primeramente se deben modificar los factores de normalización del segundo paso. Estos factores
difieren por un factor de

√
2. La diferencia en la normalización viene del hecho de que la distribu-

ción de velocidades gaussiana (4.40) contiene una constante c que dependerá si se esta trabajando
en QFT (c = 1/4) o en mecánica cuántica (c = 1/2). Para trabajar en este contexto se deben
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dividir las v̄�s por un factor de
√
2 (solo del segundo paso).

La siguiente modificación que se debe hacer es debido a que se requiere generar lazos cerrados con
puntos extremos fijos y0 = yN = 0, esto se logra al hacer un desplazamiento de todos los puntos
del lazo:

y�i = yi − yN , i = 1, 2, . . . , N. (4.49)

Este desplazamiento se debe realizar terminando el cuarto paso.

4.4.2. Algoritmo y loop
Es posible acelerar el algoritmo vloop ya que no es necesario usar una transformación orto-

gonal para la diagonalización de la distribución de velocidades P [{y(t)}] (4.40). En el trabajo de
Trejo [28] se muestra explı́citamente como se diagonaliza la distribución de velocidades para este
nuevo algoritmo yloop por lo que nuevamente nos centraremos en mostrar los pasos a seguir para
su implementación.

El algoritmo para generar lazos por el método yloop en el contexto de QFT es el siguiente:

1. Generar N − 1 números wi, i = 1, 2, . . . , N − 1 por el método de Marsaglia (o Box-Muller
polar) tal que están distribuidos acorde a exp(−w2

i )

2. Calcular vi, i = 1, 2, 3, . . . , N − 1, usando

vi =
2√
N

�
N − i

N + 1− i
wi. (4.50)

3. Construir los lazos de acuerdo a

y1 = v1 (4.51)

yi = vi +
N − i

N + 1− i
yi−1, i = 2, 3, . . . , N − 1. (4.52)

4. Desplazar el lazo completo {y} por − 1
N

�N−1
i=1 yi. Este paso desplaza el centro de masa a

cero.

5. Repetir este proceso nl veces para nl lazos unitarios.

A diferencia del algortimo vloop, el algoritmo yloop fue creado para trabajar en el contexto
de mecánica cuántica, en consecuencia, este algoritmo genera lazos cerrados con extremos fijos
y0 = yN = 0, por lo que en el algoritmo presentado se modificó el factor de normalización del
paso dos (dividiendo por

√
2 vi obtenemos el paso original).

Para conseguir que se creen lazos con centro de masa fijo se añadió el cuarto paso; en mecánica
cuántica no es necesario este desplazamiento por lo que se omite en el algoritmo original.
Cabe recalcar que el algoritmo yloop tiene dos pasos menos que el algoritmo vloop si se trabaja en
el contexto de mecánica cuántica y de acuerdo a su desarrolladora en más eficiente.
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4.4.3. Algoritmo LSOL (Linearly Shifted Open Loops)

Como su nombre lo indica, el algoritmo LSOL genera primeramente lazos abiertos con N + 1
puntos y después impone un desplazamiento dependiente del punto final de tal manera que el lazo
resultante termina con extremos fijos y0 = yN = 0 [28].
Al igual que el algoritmo yloop, el algoritmo LSOL fue desarrollado para trabajar en el contexto
de mecánica cuántica, por lo que nuevamente se realizó las mismas modificaciones que en el algo-
ritmo yloop (se debe dividir el factor

√
2 en el segundo paso y omitir el desplazamiento del cuarto

paso para recuperar el algoritmo original).

El algoritmo para generar lazos por el método LSOL en el contexto de QFT es el siguiente:

1. Generar N − 1 números wi, i = 1, 2, . . . , N − 1 por el método de Marsaglia (o Box-Muller
polar) tal que están distribuidos acorde a exp(−w2

i )

2. Generar un lazo abierto de acuerdo a

y�1 =
2√
N
w1, (4.53)

y�i = yi−1 +
2√
N
wi, i = 2, 3, . . . , N. (4.54)

3. Realizar un movimiento lineal para cerrar el lazo

yi = y�i −
i

N
y�N , i = 1, 2, . . . , N. (4.55)

4. Desplazar el lazo completo {y} por − 1
N

�N−1
i=1 yi.

5. Repetir este proceso nl veces para nl lazos unitarios.

Este algoritmo es también más eficiente en el tiempo de cómputo que el algoritmo v loop de
acuerdo a sus desarrolladores en el contexto de mecánica cuántica no relativista ya que requiere
menos operaciones algebraicas.

Cada uno de los algoritmos presentados genera un ensamble de lazos distribuidos ya sea con
centro de masa fijo o con extremos iguales y sirven para calcular propiedades fı́sicas en ambos
contextos de mecánica cuántica (relativista y no relativista). En la figura 4.1 se muestran diferentes
lazos creados por el algoritmo v loop.
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nppl = 16 nppl = 160

nppl = 1, 600 nppl = 16, 000

Figura 4.1: Diferentes lazos worldline con centro de masa fijo mostrados a diferentes niveles de
discretización de puntos por lazo.

4.5. Ejemplo 2: Oscilador armónico con el formalismo World-
line

Para poder calcular de manera aproximada el propagador del oscilador armónico y su energı́a
del estado base con el formalismo worldline es necesario reescribir el propagador que obtuvimos
en el capı́tulo 2 haciendo una extensión analı́tica sobre los tiempos reales para trabajar en el espa-
cio euclideano.
Recordemos que el propagador con el formalismo de integrales de camino en el espacio de posi-
ciones (configuraciones) se ve como

DF (x, t; x0, 0) =

�
D[x(t)] eiS[x(t)] =

�
D[x(t)] exp i

� t

0

m

2
(ẋ2 − ω2x2) dt�. (4.56)

44



Hacemos la extensión analı́tica t� −→ −it�E como se muestra en el trabajo de M. A. Trejo [28] de
tal forma que:

dt� −→ −idt�E
ẋ2(t�) −→ −ẋ2(t�E),

con lo que el propagador (4.56) ahora es

DF (x, tE; x0, 0) =

�
Dx(tE) exp i

� tE

0

m

2
(−ẋ2(t�E)− ω2x2(t�E)) − idt�E

=

�
Dx(tE) exp i

2

� tE

0

m

2
(ẋ2 + ω2x2) dt�E

=

�
Dx(tE) exp−

� tE

0

m

2
(ẋ2 + V (x)) dt�E (4.57)

=

�
Dx(tE) e

−SE [x(tE)]

en donde hemos denotado el potencial al que esta sometido el oscilador armónico como V (x).
La expresión anterior es el propagador escrito en el espacio euclideano5.

Consideremos los caminos x(t�) como la solución de la acción para la partı́cula clásica6 (2.25)
con t0 = 0 más una fluctuación ỹ(t�), de forma que los caminos sean

x(t�) = x0
cl(t

�) + ỹ(t�)

x(t�) =
x− x0

t
t� + x0 + ỹ(t�), (4.58)

en donde la fluctuación ỹ(t�) satisface las condiciones de frontera ỹ(0) = ỹ(t) = 0. Recordemos
que si el potencial y el término cinético son cuadráticos podemos escribir la solución del propaga-
dor en el espacio euclideo como:

DF (x, t; x0, 0) = e−SE [x0
cl(t

�)]
�

D[ỹ] e−SE [ỹ]. (4.59)

Por simplicidad se considera al sistema confinado en una lı́nea y se hace el rescalamiento del
tiempo t� = tτ de manera que podamos escribir el propagador euclideano de la manera en la que
se calcula en el trabajo de Corradini y Schubert [29]:

DF (x, t; x0, 0) = e−SE [x0
cl(t

�)]
� ỹ(1)=0

ỹ(0)=0

D[ỹ] e−SE [ỹ(τ)]

= e−
m
2t
(x−x0)2

� ỹ(1)=0

ỹ(0)=0

D[ỹ] e−
m
2t

� 1
0 dτ ˙̃y2−t

� 1
0 dτ V (x(τ)) (4.60)

5En lo que resta de este trabajo omitiremos el subı́ndice E ya que estaremos trabajando en el espacio euclideano a
menos que se mencione lo contrario.

6Denotamos al camino que minimiza la acción de la partı́cula libre como x0
cl(t

�).
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La relación anterior la podemos escribir de manera equivalente de la siguiente forma:

DF =

�� ỹ(1)=0

ỹ(0)=0

Dỹ e−
m
2t

� 1
0 dτ ˙̃y2

�
e−

m
2t
(x−x0)2

� ỹ(1)=0

ỹ(0)=0
Dỹ e−

m
2t

� 1
0 dτ ˙̃y2−t

� 1
0 dτ V (x(τ))

� ỹ(1)=0

ỹ(0)=0
Dỹ e−

m
2t

� 1
0 dτ ˙̃y2

=
� m

2πt

� 1
2
e−

m
2t
(x−x0)2

� ỹ(1)=0

ỹ(0)=0
Dỹ e−

m
2t

� 1
0 dτ ˙̃y2−t

� 1
0 dτ V (x(τ))

� ỹ(1)=0

ỹ(0)=0
Dỹ e−

m
2t

� 1
0 dτ ˙̃y2

. (4.61)

Se puede obtener una expansión perturbativa para la amplitud de probabilidad si el término del
potencial es suficientemente pequeño comparado con el cinético. Si este es el caso, entonces se
expande en serie de Taylor el potencial en el exponente alrededor de la solución de la partı́cula
libre x0

cl:

S = −t

� 1

0

dτ

�
V (x0

cl) + V �(x0
cl)ỹ +

1

2!
V (2)(x0

cl)ỹ
2 + · · ·

�
. (4.62)

Después se expande el término exponencial e−t
� 1
0 dτ V (x(τ)) de tal forma que se obtiene solo poli-

nomios en ỹ que se deben de integrar con el peso de la integral de caminos cinética, i.e, términos
de la forma:

� ỹ(1)=0

ỹ(0)=0
Dỹ e−

m
2t

� 1
0

˙̃y2 ỹ(τ1)ỹ(τ2) · · · ỹ(τn)
� ỹ(1)=0

ỹ(0)=0
Dỹ e−

m
2t

� 1
0

˙̃y2
:= �ỹ(τ1)ỹ(τ2) · · · ỹ(τn)� , (4.63)

entonces el propagador completo, junto con los términos perturbativos se puede escribir de manera
compacta como

DF (x, t; x0, 0) =
� m

2πt

� 1
2
e−

m
2t
(x−x0)2�e−t

� 1
0 dτV (x(τ))�. (4.64)

Las funciones �O� son referidas, en general, como funciones de correlación.7 El término �e···�
representa el valor de expectación presentado respecto a los caminos cerrados con una distribución
de velocidad gaussiana

P [{ỹ}] = exp

�
−m

2t

� 1

0

dτ ˙̃y

�
. (4.65)

Notemos que esta distribución de velocidades depende tanto de los parámetros m y t, por lo
que su implementación numérica serı́a costosa puesto que tendrı́amos que hace lazos para cada
valor de m y t. La solución es, de manera análoga a lo que se hizo para el valor de expectación del
lazo de Wilson, introducir caminos unitarios {y} definidos de forma similar a (4.20)

y(τ) =

�
m

t
ỹ(τ). (4.66)

7Las funciones de correlación pueden ser calculadas a través de un funcional generacional. Véase [29].
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Observemos que si escogemos m = 1 en la expresión anterior recuperamos (4.20). Esto lleva al
propagador a ser expresado como

DF (x, t; x0, 0) =
� m

2πt

� 1
2
e−

m
2t
(x−x0)2�e−t

� 1
0 dτV (x(τ))� (4.67)

con

x(τ) = (x− x0)τ + x0 +

�
t

m
y(τ), (4.68)

donde ahora �e···� representa el valor de expectación sobre caminos unitarios cerrados presentado
anteriormente (4.39) con su respectiva distribución de velocidades gaussiana (4.40).
Como mencionamos anteriormente el método numérico worldline nos permite calcular de manera
aproximada los valores de expectación de una cantidad fı́sica arbitraria, por lo que ya podemos
calcular el propagador del oscilador armónico (4.67) mediante este método.

Tanto en los trabajos de Gies como en los de M. A. Trejo se ha demostrado que el método
worldline numérico sirve para describir con una buena aproximación sistemas cuánticos relativistas
(contexto de QFT) y no relativistas (contexto de mecánica cuántica). En este trabajo se busca
implementar el método numérico de forma paralela de tal forma que pueda ser aprovechado por
equipo de super-cómputo y posteriormente verificaremos su correcta implementación calculando
cantidades fı́sicas en ambos contextos que hemos mencionado: calculando de forma aproximada
el propagador del oscilador armónico para el contexto de mecánica cuántica y el lazo de Wilson
para un campo magnético uniforme en el contexto de QFT. En el siguiente capı́tulo mostraremos de
manera resumida los conceptos relevantes y las consideraciones necesarias para la implementación
paralela del método.
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CAPÍTULO 5

Implementación paralela

Hasta este momento se ha mostrado la teorı́a básica para desarrollar el método worldline y se
ha revisado diferentes algoritmos para su implementación numérica. En este trabajo nos enfoca-
mos en implementar el método worldline numerics en un lenguaje de programación en paralelo.
Recordemos que el promedio del ensamble es la suma sobre las contribuciones de cada worldline
(lazo o lı́nea de mundo), dividido sobre el número de worldlines en el ensamble. Dado que la ge-
neración de cada lazo es totalmente independiente de los demás lazos, la nube de lazos puede
ser paralelizada distribuyendo procesos de generación de lazos a diferentes núcleos para calcular
la contribución de cada una de estas, por lo que es conveniente aprovechar esta caracterı́stica del
método con un gran poder de procesamiento.
Antes de estudiar la implementación paralela de los algoritmos mostraremos una breve introduc-
ción a lo que es programación en paralelo.

5.1. Computación paralela
Desde los 80’s hasta el 2002 el rendimiento de los microprocesadores aumentó, en promedio,

un 50% por año [30]. El incremento del rendimiento de un solo procesador ha sido conducido
por la densidad cada vez mayor de transistores (los interruptores electrónicos) en los circuitos in-
tegrados. Como el tamaño de los circuitos integrados cada vez se reduce, la velocidad en general
del circuito integrado aumenta. Sin embargo, con el aumento de la velocidad del circuito integra-
do, el consumo de energı́a también aumenta. La mayorı́a de esta energı́a es disipada en forma de
calor por el efecto Joule, y cuando un circuito integrado se somete a altas temperaturas su rendi-
miento disminuye drásticamente. Existen otras limitantes en la velocidad de procesamiento en los
circuitos además de la temperatura: limitaciones litográficas, velocidad de la corriente eléctrica y
tunelamiento cuántico. Por lo tanto fı́sicamente es imposible aumentar de manera considerable la
velocidad de procesamiento de los circuitos integrados. A pesar de estas limitaciones, el aumento
en la densidad de transistores puede seguir creciendo mediante el paralelismo. En lugar de cons-
truir un solo procesador más complejo, fabricantes han optado por incluir múltiples procesadores
en un solo circuito integrado. A estos circuitos integrados se les conoce como procesadores multi-
núcleo, y núcleo se ha vuelto sinónimo de unidad de procesamiento central (CPU por sus siglas en
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inglés). Entonces a través de la computación paralela la ejecución de los procesos es llevada acabo
de forma simultánea.

5.1.1. Paradigmas de la programación en paralelo
Los paradigmas de la computación paralela son un punto de vista conceptual sobre los tipos

de operaciones accesibles a un programa. Son independientes del hardware que lo soportan y no
incluyen la sintaxis de un lenguaje de programación en particular o de una librerı́a, de esta forma,
en principio, los modelos pueden ser implementados en cualquier computadora paralela.
Los modelos de computación paralela pueden ser clasificados de diversas maneras: ya sea si la
memoria fı́sica es compartida o distribuida, que tanta comunicación existe en el hardware o en el
software, cual es la unidad de ejecución, entre otros. Mencionaremos algunos paradigmas de la
computación paralela de acuerdo a la clasificación hecha en el trabajo de W. Gropp, E. Lusk y A.
Skjellum [31].

Paralelismo de datos. Este paradigma consiste en dividir el conjunto de datos de entrada de
un programa, de manera que a cada procesador se le asigne un subconjunto de esos datos.
Cada procesador ejecutará la misma secuencia de operaciones que los otros procesadores so-
bre su subconjunto de datos asignado. La división de los datos que subyace en este modelo
puede ser realizado por un compilador.
El paralelismo de datos es un paradigma adecuado para operaciones sobre matrices y vecto-
res, dado que muchas de ellas consiste en aplicar la misma operación sobre cada uno de sus
elementos.

Memoria compartida. En este modelo cada procesador tiene acceso a un espacio de di-
recciones único y compartido. El acceso a ubicaciones manipuladas por múltiples procesa-
dores se coordina mediante algún tipo de bloqueo. Actualmente los sistemas de memoria
compartida más comunes son procesadores o nodos multi-núcleos. Tales nodos pueden ser
ensamblados en máquinas de memoria compartida muy grandes.

Paso de mensajes. Este modelo postula un conjunto de procesadores que solo poseen me-
moria local pero que son capaces de comunicarse con otros procesadores enviando y reci-
biendo mensajes. Es una caracterı́stica del modelo de pasos de mensajes que la transferencia
de datos desde la memoria local de un proceso a la memoria local de otro requiere que las
operaciones sean realizadas por ambos procesos.

Operaciones de memoria remotas. En este paradigma, un proceso puede acceder a la me-
moria de otro proceso sin la participación de este, pero lo hace de manera explı́cita, no de la
misma manera a la que accede a su memoria local. Un ejemplo de este tipo de operaciones
es el mensaje activo, que produce la ejecución de una subrutina generalmente corta en el
espacio de direcciones de otro procesador. Este tipo de operaciones son unilaterales.

Hilos o subprocesos. En un sistema multihilos, un proceso único (espacio de direcciones)
tiene asociados varios contadores de programas y pilas de ejecución. Dado que el modelo
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permite un cambio rápido de un hilo a otro y no requiere operaciones de memoria explı́citas,
puede usarse de manera portátil en algunos programas. Este fenómeno se debe a que los hilos
son subprocesos que comparten datos y espacios de direcciones, mientras que los procesos,
al ser independientes, no lo hacen.

Modelos hı́bridos. Combinaciones de los modelos mencionados anteriormente pueden ser
posibles, en los cuales un conjunto de procesadores comparte memoria entre sı́ pero se co-
munica con otros conjuntos de procesadores a través de paso de mensajes, o en el que los
procesos individuales pueden ser multihilos pero no compartir memoria entre sı́.

5.2. Implementación de los algoritmos
La implementación paralela de los algoritmos es posible mediante unidades de procesamiento

central (CPU’s) o por unidades de procesamiento gráfico (GPU’s por sus siglas en inglés). En la li-
teratura existen trabajos en los que se ha hecho la paralelización de los algoritmos mediante GPU’s
[16, 17]. En este trabajo nos enfocaremos en la paralelización mediante CPU’s ya que en estas
contamos con una mayor cantidad de memoria disponible. Una memoria limitada puede forzar a
que el número de puntos por lazo y el número total de lazos sea pequeño, impidiéndonos hacer
un ensamble grande para cálculos robustos. La rapidez de cómputo ası́ como la escalabilidad va a
depender de la cantidad de CPU’s que tengamos disponibles, debido a este motivo en el desarrollo
de la investigación tuvimos acceso a un equipo de super cómputo con varios núcleos a nuestra
disposición.
El clúster al que tuvimos acceso es una super computadora llamada ADA que cuenta con 496
núcleos de procesamiento Intel Xenon, una memoria RAM total de 3,200 Gbytes y un sistema de
almacenamiento masivo de 300 Terabytes. Este sistema de computo esta disponible en el Labora-
torio Nacional de Visualización Cientı́fica Avanzada LAVIS, UNAM campus Juriquilla.

5.2.1. Sistemas de paralelización
Los ordenadores o núcleos de procesamiento en un clúster pueden, en general, estar divididos

en dos tipos principales de sistemas de paralelización: sistemas de memoria compartida y sistemas
de memoria distribuida [32].

Sistemas de memoria compartida: consisten en una colección de núcleos conectados que
pueden compartir el acceso a la memoria global de la computadora. En principio cada núcleo
puede leer y escribir la ubicación de la memoria. Véase Figura 5.1.

Sistemas de memoria distribuida: consisten en un conjunto de núcleos en los cuales cada
núcleo tiene acceso a su propia memoria privada. Los núcleos deben comunicarse explı́ci-
tamente haciendo algo como mandar mensajes a través de una red que los conecte. Véase
Figura 5.2.

En este trabajo vamos a implementar los tres diferentes algoritmos presentados (vloop. yloop
y LSOL) en un sistema de memoria distribuida usando el paradigma de paso de mensajes. La
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Figura 5.1: Sistema de memoria compartida.

Figura 5.2: Sistema de memoria distribuida.
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implementación de paso de mensajes que estaremos usando va a ser mediante la interfaz de paso
de mensajes o MPI por sus siglas en inglés descrita a continuación de manera breve.

5.2.2. MPI

La Interfaz de Paso de Mensajes (MPI) es una librerı́a de funciones1, no un lenguaje de pro-
gramación. MPI especifica nombres, secuencias de llamada y los resultados de las funciones que
deben ser llamadas por lenguajes de programación como C, C++, Fortran, entre otros [31]. Median-
te MPI, dos procesos2 o más pueden comunicarse llamando funciones: uno llama una función send
y otro llama una función receive; de esta manera MPI es capaz de comunicar múltiples núcleos.
Sus principales caracterı́sticas son las siguientes:

Interfaz genérica que permite una implementación optimizada en máquinas de diferentes
caracterı́sticas.

Define varias formas de comunicación entre procesadores (punto a punto o colectivas) que
permiten programar de manera natural cualquier algoritmo en paralelo.

Permite crear programas portátiles.

Está pensado para crear bibliotecas de programación paralela.

Debido a las caracterı́sticas antes mencionadas y por la facilidad de implementación del modelo
de paso de mensajes en el equipo de super cómputo ADA decidimos usar MPI. Una vez que hemos
escogido el paradigma de programación en paralelo, el sistema de paralelización y la librerı́a para
poder implementar el método numérico worldline, lo siguiente es diseñar el programa que hará
posible la paralelización de los algoritmos.

5.2.3. Diseño del programa en paralelo
Es bien conocido que no existe un proceso mecánico bien establecido que podamos seguir para

convertir un programa serial a un programa en paralelo. A pesar de esto sabemos, en general, que
debemos dividir el trabajo entre los procesos para que cada uno de estos obtenga aproximadamente
la misma carga de trabajo y la comunicación se minimice.
Existe una metodologı́a desarrollada por Ian Foster que nos proporciona un esquema de etapas
para diseñar y construir un programa en paralelo [33]:

1. Partición. Los cálculos a realizar y los datos operados en un programa son divididos en
pequeñas tareas. La atención esta enfocada en la identificación de tareas que puedan ser
ejecutadas en paralelo.

1Para conocer los fundamentos de MPI véase Snir, M., Otto, S., Huss-Lederman, S., Dongarra, J., & Walker, D.
(1998). MPI–the Complete Reference: The MPI core (Vol. 1). MIT press.

2En informática se le llama proceso a un programa corriendo en un solo par núcleo-memoria.
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2. Comunicación. La comunicación requerida para coordinar la ejecución de las tareas es de-
terminada. Se definen algoritmos y estructuras de comunicación apropiadas.

3. Aglomeración. La tarea y las estructuras de comunicación definidas en las etapas anteriores
son evaluadas con respecto a los requerimientos de rendimiento y los costos de implementa-
ción. En caso de ser necesario, tareas se combinan dentro de tareas más grandes para mejorar
rendimiento o reducir costos.

4. Mapeo. Cada tarea se asigna a un procesador de una manera que intenta maximizar la utili-
zación del procesador y minimizar los costos de comunicación.

Siguiendo las etapas de diseño proporcionadas por la metodologı́a de Foster construimos nues-
tro programa en paralelo. Como se sugiere en la etapa de partición identificamos del método lı́nea
de mundo numérico que la generación de cada lazo es independiente de la generación de otros
lazos, por lo tanto el promedio del ensamble puede ser descompuesto en procesos separados que
calculen la contribución de cada lazo al ensamble, dicho de otro modo, la tarea que puede ser eje-
cutada en paralelo es la generación del ensamble de lazos.
En la etapa de comunicación identificamos que no es necesario una comunicación entre los dife-
rentes núcleos que generan el ensamble, ya que como hemos mencionado, estos son totalmente
independientes de otros, pero existe una parte del método que se debe hacer de forma secuencial:
la suma del promedio de todos los ensambles para obtener el valor esperado ası́ como las integrales
a realizar si es el caso. Entonces es necesario la existencia de un solo núcleo que sea capaz de co-
municarse con el resto de los núcleos. El modelo de comunicación que necesitamos es el modelo
Master-Slave (Maestro-Esclavo) en el cual el núcleo maestro es el responsable de procesos tales
como la generación de procesos, inicialización, colección y despliegue de resultados y medida de
tiempo de funciones. El programa esclavo ejecuta la computación real asignada estáticamente o
dinámicamente por el maestro. La comunicación entre el maestro y los procesos esclavo se da a
través de paso de mensajes. Una representación esquemática del modelo se da en la Figura 5.3.
En la etapa de aglomeración determinamos que no es necesario combinar las tareas que realiza
cada núcleo esclavo, que es la generación de un ensamble, ya que como en la etapa de mapeo se
sugiere buscamos que cada núcleo genere un ensamble con el mayor número de lazos posibles ma-
ximizando la utilización del procesador y disminuyendo un posible costo de comunicación entre
núcleos esclavos.

5.2.4. Consideraciones para la implementación paralela
Acabado el diseño del programa en paralelo se escogió el lenguaje de programación C para

implementar cada uno de los algoritmos presentados. La elección del lenguaje fue debido a que el
equipo de super cómputo ADA ya contaba con los módulos necesarios para soportar el uso de la
librerı́a MPI con el leguaje C. Como hemos mencionado con anterioridad, la librerı́a MPI soporta
además los lenguajes FORTRAN y C++.

La implementación del paradigma de paso de mensajes es, en principio, independiente de la
computadora en paralelo que estemos utilizando, del hardware que lo soporta y del lenguaje de pro-
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Figura 5.3: Modelo de comunicación Master-Slave.

gramación, por lo que en el apéndice B se puede revisar el pseudocódigo para la implementación
paralela de cualquiera de los tres algoritmos presentados en este trabajo.

5.3. Rendimiento de los programas en paralelo
El principal propósito de escribir programas en paralelo es usualmente incrementar el rendi-

miento, pero ¿Cómo podemos evaluar nuestros programas en paralelo? Generalmente se compara
el tiempo que le toma a un programa secuencial en realizar un cálculo con el tiempo que le toma a
un programa en paralelo en realizar el mismo cálculo.
Lo mejor que podemos esperar es dividir de manera equitativa el trabajo total entre los núcleos
sin añadir ningún trabajo adicional para estos. Si somos capaces de hacer esto y corremos nuestro
programa con n núcleos, un proceso por cada núcleo, entonces nuestro programa en paralelo se
ejecutará n veces más rápido que el programa serial. Si denotamos al tiempo de ejecución de un
programa serial como ts y al tiempo de ejecución de un programa en paralelo como tp entonces
lo mejor que podemos obtener es tp = ts/n. Si este es el caso, decimos que nuestro programa en
paralelo tiene un incremento de velocidad lineal.

Sin embargo, es poco probable que obtengamos un incremento de velocidad lineal debido a que
el uso de múltiples procesos invariablemente introducen sobrecarga. Los programas de memoria
distribuida casi siempre necesitan distribuir datos a través de una red, lo que los convierte más
lentos que un sistema con acceso a memoria local. Por otra parte, los programas seriales no tienen
estas sobrecargas.

Se define el incremento de velocidad de un programa en paralelo como

S =
ts
tp
, (5.1)
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entonces un incremento de velocidad lineal tiene S = n, que es inusual. Además, conforme crece
n esperamos que S sea cada vez una fracción menor del incremento de velocidad lineal n. Dicho
de otro modo, esperamos que S/n sea una cantidad cada vez menor conforme n crece. A esta
cantidad se le conoce como la eficiencia del programa en paralelo. Substituyendo la ecuación para
el incremento de velocidad (6.1) obtenemos la siguiente expresión para la eficiencia:

E =
S

n
=

(ts/tp)

n
=

ts
n tp

(5.2)

Es claro que tp, S y E dependen de n, el número de núcleos, procesos o subprocesos.

Observamos que es fundamental tomar tiempos de ejecución para poder hablar de rendimiento
en programas. MPI provee una función,

MPI_Wtime

, que regresa el número total de segundos que han transcurrido desde hace algún tiempo en el pa-
sado, a lo que llaman wall clock time (tiempo de reloj de pared en español). Nos gustarı́a saber
el tiempo total transcurrido para la ejecución total del programa en paralelo y no el tiempo de
ejecución transcurrido en un proceso en particular. Idealmente, todos los procesos iniciaran la eje-
cución al mismo tiempo, y después, se reporta el tiempo que transcurrió cuando el último proceso
terminó. Dicho de otra forma, el tiempo de ejecución en paralelo será el tiempo que le tomo al
proceso más lento en acabar. Sin embargo, no podemos obtener este tiempo exactamente debido a
que no podemos asegurar que todos los procesadores iniciaron al mismo tiempo. Para abordar este
problema, MPI nos brinda una función de comunicación colectiva

MPI_Barrier

, que bloquea al proceso hasta que todos los procesos pertenecientes al comunicador especificado
lo ejecuten. Con estas dos funciones de MPI somos capaces de medir el tiempo de ejecución de un
programa en paralelo de manera razonable3.

En el siguiente capı́tulo mostramos la correcta implementación del método numérico worldline
calculando el propagador del oscilador armónico y el lazo de Wilson de la acción efectiva para
un campo magnético constante y comparamos los resultados obtenidos para distintas pruebas de
rendimiento para cada uno de los algoritmos.

3Se anexa en el pseudocódigo (apéndice B) los comandos utilizados para medir el tiempo de ejecución del progra-
ma.
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CAPÍTULO 6

Resultados

La forma para demostrar que la implementación paralela del método numérico worldline fue
correctamente implementada es a través de la reproducción de resultados bien establecidos.
Usaremos los cálculos analı́ticos de la acción efectiva para un campo magnético constante y del
propagador del oscilador armónico para comparar las aproximaciones a estas expresiones genera-
das con el método numérico. Además, detallamos pruebas de rendimiento que se realizaron a la
implementación paralela de cada algoritmo (v loop, y loop y LSOL) y mostramos los resultados
obtenidos para el incremento de velocidad y la eficiencia de cada uno de estos.

6.1. Oscilador armónico

En la sección 2.5.2 calculamos de forma analı́tica el propagador del oscilador armónico en una
dimensión en el espacio de posiciones (2.95). Para poder hacer la comparación con la expresión
obtenida para la implementación numérica es necesario hacer una rotación al espacio euclideano,
por lo que hacemos la extensión analı́tica usual t −→ −it. Aplicando la rotación y teniendo en
cuenta que t0 = 0 el propagador del oscilador armónico en el espacio euclideano se ve como

DF (x, t; x0, 0) =

�
mω

2π sinhωt
exp

�
− mω

2 sinhωt
[(x2 + x2

0) coshωt− 2xx0]
�
. (6.1)

Nos interesa comparar esta expresión analı́tica para el propagador del oscilador armónico con la
relación (4.67), la expresión numérica para el cálculo del propagador, que con el potencial del
oscilador armónico se ve como

DF (x, t; x0, 0) =

�
m

2πt
e−

m
2t
(x−x0)2 �e−t

� 1
0 dτ mω2

2
x2� (6.2)

con

x(τ) = (x− x0)τ + x0 +

�
t

m
y(τ). (6.3)
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Para hacer la implementación numérica es necesario discretizar la integral que esta en el argumento
de la exponencial del valor de expectación, por lo que nos conviene definir �· · · � como

�W (I)� = �e−tmω2

2
I�; I :=

� 1

0

dτ x2(τ) (6.4)

en donde el nombre de W se asignó por la analogı́a que se tiene con el lazo de Wilson. La versión
discreta de la cantidad I es

I =
1

ppl

ppl�

i=1

x2
i . (6.5)

en donde ppl representa los puntos por lazo. Con esta discretización somos capaces de calcular
numéricamente el valor de expectación.
De la ecuación (6.1) observamos que el propagador depende de los parámetros m,ω, x, x0 y t. Por
lo que fijamos los parámetros m = ω = 1 y x = x0 = 0 dejando t libre.
La figura 6.1 muestra la compatibilidad entre la expresión analı́tica 6.1 con la numérica 6.2 calcu-
lada de forma secuencial con el algoritmo LSOL
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Figura 6.1: Comparación entre la expresión analı́tica y numérica del propagador del oscilador
armónico con parámetros m = ω = 1, x = x0 = 0; nppl = 1000 y nl = 64000.

A pesar de que se observa a primera instancia una buena estimación numérica en comparación
con la analı́tica, esta compatibilidad no es sobre todo el rango de t. A tiempos t grandes, en este
caso t > 25, se observa que el resultado numérico y el analı́tico ya no son compatibles (figura 6.2).
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Figura 6.2: Comparación entre la expresión analı́tica y numérica del propagador del oscilador
armónico a tiempos grandes t > 30 con parámetros m = ω = 1, x = x0 = 0; nppl = 1000 y
nl = 64000.

Recordemos que también es posible calcular la energı́a del estado base E0 mediante el propa-
gador, por lo que debemos calcular la pendiente de − lnDF como función del tiempo. La figura
6.3 se muestra una comparación de − lnDF como función del tiempo entre la expresión analı́tica
y numérica calculada de forma secuencial nuevamente con el algoritmo LSOL.

Como podemos observar la incompatibilidad entre el resultado numérico y el analı́tico para
tiempos grandes t > 25 se hace más evidente en el cálculo de la cantidad − lnDF . Para abordar
este problema podemos reducir el error creando un conjunto de ensambles independientes en el
que debemos calcular el promedio para cada uno de estos, después podemos agrupar el promedio
generado por cada ensamble en un único promedio. En las figuras mostradas anteriormente se
utilizó un solo ensamble de lazos. Las estadı́sticas entre los grupos de mediciones se distribuyen
normalmente, por lo que la incertidumbre es el error estándar en la media del conjunto de grupos1

(en contraste con un solo ensamble).

Al implementar de forma paralela el método numérico worldline estamos haciendo que cada
unos de los núcleos disponibles calcule de forma independiente un ensamble de lazos y su res-
pectivo promedio de la cantidad fı́sica deseada, por lo que de forma natural se implementa la
estrategia de crear grupos de ensambles de lazos. Cabe recalcar que la generación de ensambles
independientes también puede ser generada de manera secuencial, pero de forma paralela se reduce
el tiempo de ejecución y además nos permite generar una cantidad muy grande de lazos.

1Véase [16] para un análisis detallado sobre el método Jacknifing y las medidas de error.
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Figura 6.3: Comparación entre la expresión analı́tica y numérica de − lnDF como función del
tiempo con parámetros m = ω = 1, x = x0 = 0; nppl = 1000 y nl = 64000.

En la figura 6.4 volvemos a comparar la compatibilidad del propagador del oscilador armónico
entre la expresión analı́tica 6.1 con la numérica 6.2 calculada de forma paralela con el algoritmo
LSOL, en donde dividimos la tarea en 16 núcleos distintos. Cada núcleo genera un ensamble de
nl = 4000 con nppl = 1000.

De igual forma a como lo hicimos anteriormente, la figura 6.5 muestra la comparación del
cálculo analı́tico y numérico de − lnDF como función del tiempo de forma paralela, con las mis-
mas condiciones que se acaban de mencionar (16 núcleos, cada uno generando un ensamble con
nl = 4000 y nppl = 1000 mediante el algoritmo LSOL)

Observamos que haciendo grupos de ensambles de lazos de forma paralela extendemos la ven-
tana de compatibilidad entre el resultado numérico y el analı́tico. El valor numérico de la energı́a
del estado base calculado con el algoritmo LSOL fue de

E0 = 0.511929(5), t ∈ [19, 20]; (6.6)

en donde se obtuvo un valor cercano comparado con el valor exacto (E0 = 0.5).

Ahora demostramos que podemos hacer la estimación numérica para el propagador del osci-
lador armónico y la cantidad − lnDF a partir de cualquiera de los tres algoritmos presentados en
este trabajo, es decir, presentamos los resultados obtenidos con los algoritmos y loop y v loop.

En la figura 6.6 se muestra el cálculo del propagador (6.2) con el algoritmo v loop, pero en este
caso decidimos extender el rango del tiempo a un valor máximo t = 60. Incrementamos el rango
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Figura 6.4: (a) Comparación entre la expresión analı́tica y numérica calculada de forma paralela
del propagador del oscilador armónico con parámetros m = ω = 1, x = x0 = 0; (b) Acercamiento
de la figura (a) para t grande.
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Figura 6.5: Comparación entre la expresión analı́tica y numérica calculado de forma paralela de
− lnDF como función del tiempo con parámetros m = ω = 1, x = x0 = 0; nppl = 1000 y
nl = 64000 distribuidos en 16 núcleos.
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del tiempo para observar la compatibilidad que se tiene con el resultado analı́tico para t > 30. De
igual manera a como se hizo con el algoritmo LSOL, se utilizaron 16 núcleos en la prueba, cada
uno generando un ensamble con nl = 4000 y nppl = 1000.
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Figura 6.6: (a) Comparación entre la expresión analı́tica y numérica del propagador del oscilador
armónico con parámetros m = ω = 1, x = x0 = 0 mediante el algoritmo v loop; (b) Acercamiento
de la figura (a) para t > 30.

Observamos que aunque se extendió el rango del tiempo la compatibilidad es satisfactoria.
Veamos ahora el resultado para calcular la cantidad − lnDF con el algoritmo v loop, nuevamente
usando 16 procesadores con nl = 4000 cada uno y nppl = 1000 (figura 6.7).

De la figura 6.7 observamos que la compatibilidad no se extiende sobre todo el rango del tiempo
a comparación con la estimación numérica del propagador del oscilador armónico, sin embargo,
obtuvimos una buena aproximación para el rango de tiempo t ∈ [0, 45]. Para esta prueba tuvimos
un valor de la energı́a del estado base de:

E0 = 0.512857(5), t ∈ [19, 20]. (6.7)

Ahora mostramos los resultados obtenidos con el algoritmo y loop. En la figura 6.8 mostramos
la estimación numérica obtenida para el propagador del oscilador armónico, de igual forma a las
pruebas mencionadas anteriormente, se utilizaron 16 núcleos con nl = 4000 cada ensamble y
nppl = 1000. En esta prueba también se extendió el rango del tiempo a un valor máximo de t = 60.
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resultado anaĺıtico
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Figura 6.7: (a) Comparación entre la expresión analı́tica y numérica de − lnDF con parámetros
m = ω = 1, x = x0 = 0 mediante el algoritmo v loop; (b) Acercamiento de la figura (a) para
t > 30.
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resultado anaĺıtico
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Figura 6.8: (a) Comparación entre la expresión analı́tica y numérica de DF para el oscilador
armónico con parámetros m = ω = 1, x = x0 = 0 mediante el algoritmo y loop; (b) Acerca-
miento de la figura (a) para t > 30.

De la figura 6.8 observamos que para tiempos grandes existe una ligera discrepancia entre el
resultado numérico y el analı́tico en la estimación del oscilador armónico. A diferencia de los algo-
ritmos LSOL y v loop la compatibilidad no se extendió sobre todo el rango de t para la estimación
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del propagador, por lo que se espera una mayor discrepancia en el cálculo de − lnDF para un
tiempo mayor que 30.

En la figura 6.9 mostramos el resultado de la estimación para la cantidad − lnDF con los
mismos parámetros que se han mencionado en las pruebas pasadas.
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Figura 6.9: (a) Comparación entre la expresión analı́tica y numérica de − lnDF para el oscilador
armónico con parámetros m = ω = 1, x = x0 = 0 mediante el algoritmo y loop; (b) Acercamiento
de la figura (a) para t > 30.

De esta figura podemos notar que la compatibilidad se empieza a perder para un valor de
t > 30, sin embargo para tiempos por debajo de esta cantidad la aproximación numérica da una
buena estimación del resultado analı́tico. Para esta prueba se obtuvo el siguiente valor para la
energı́a del estado base:

E0 = 0.505991(5), t ∈ [19, 20]. (6.8)

Podemos concluir de las pruebas mostradas en esta sección que obtuvimos resultados satisfac-
torios para cada uno de los algoritmos estudiados en un rango de tiempo de t ∈ [0, 40] usando un
conjunto pequeño de ensambles (16).
Para un tiempo mayor a 40 el comportamiento asintótico de t grande empieza a ser evidente en la
estimación numérica, sin embargo, para tratar de reducir el error estadı́stico podemos incrementar
el número de lazos. Finalmente usamos una gran cantidad de poder de computo disponible para
observar como se ve afectada la compatibilidad para un número muy grande de lazos nl > 1×106.
En la figura 6.10 podemos observar la cantidad − lnDF en un rango de t ∈ [0, 100], generado
con el algoritmo v loop con un total de 78 procesadores, en donde cada uno generó un ensamble
con nl = 60000 y nppl = 1500, para generar un número de lazos total de nl = 4680000. De
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esta figura se observa que a pesar de contar con un número muy grande de lazos la compatibili-
dad se va perdiendo conforme t va aumentando debido a la naturaleza asintótica del logaritmo del
propagador.
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Figura 6.10: Comparación entre la expresión analı́tica y numérica de − lnDF como función del
tiempo con parámetros m = ω = 1, x = x0 = 0; nppl = 1500 y nl = 4680000 distribuidos en 78
núcleos.
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6.2. Campo magnético constante
En la sección pasada demostramos que el método numérico worldline funciona de manera

adecuada para estimar cantidades fı́sicas en el contexto de mecánica cuántica no relativista. Ahora
pasamos a demostrar que el método funcionada bien para el contexto de QFT estimando el lazo de
Wilson de la acción efectiva calculado de manera analı́tica en la sección 2.4.3 (4.35). Para poder
escanear de forma eficiente el campo de fondo hacemos la siguiente aproximación para la integral
que contiene al potencial

� 1

0

dt ẏA
√
Ty ≈

N�

k=1

(yk+1 − yk)A
√
Tyk, (6.9)

en donde el potencial A solo es evaluado en los puntos yk.
Para la configuración de la acción efectiva para un campo magnético constante revisada en el
ejemplo 1 la ecuación (4.19) se ve como

Ws = cos

�
eBT

� 1

0

dt ẏ3y2

�
, (6.10)

en donde los ı́ndices 1, 2, 3 corresponden a las coordenadas x, y, z respectivamente.

Ası́ como lo hicimos para el caso del propagador del oscilador armónico, debemos discretizar
la integral, esto lo hacemos de acuerdo a la aproximación mostrada anteriormente:

I =

� 1

0

dt ẏ3y2 =

ppl�

k=1

(y
(3)
k+1 − y

(3)
k )y

(2)
k , (6.11)

en donde los superı́ndices denotan las coordenadas a las cuales corresponde cada ensamble de
lazos y. De esta forma ya somos capaces de obtener de manera aproximada el valor de expectación
para el lazo de Wilson

�Ws� =
1

nl

�

{y}
Ws[y]. (6.12)

Comenzamos con el algoritmo v loop el cual fue creado originalmente para calcular cantidades
fı́sicas en el contexto de QFT. En la figura 6.11 se muestra la estimación numérica del lazo de
Wilson �Ws� para diferentes valores de eBT que son comparados con el resultado analı́tico (4.35),
en donde se usó 64 procesadores, cada uno con un número de lazos nl = 20000 y nppl = 1000.

Observamos que la estimación numérica concuerda de manera satisfactoria con el resultado
analı́tico. Para el lagrangiano efectivo renormalizado

Leff = − 1

(4π)2

� ∞

0

dT

T 3
e−m2T

�
�Ws� − 1 +

1

6
(eBT )2

�
(6.13)

la estimación numérica presenta una dificultad. Incluso la más mı́nima desviación de las primeras
órdenes de �W � respecto al resultado exacto impide a los contra-términos (1

6
(eBT )2) cancelar las
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Figura 6.11: Comparación entre la expresión analı́tica y numérica de �W � calculado de forma
paralela como función de eBT ; nppl = 1000 y nl = 1280000 distribuidos en 64 núcleos.

divergencias para T → 0. Las primeras órdenes deben ser conocidas exactamente. La figura 6.12
muestra el integrando del tiempo propio sin el término de masa.

De la figura observamos que la estimación numérica es divergente cuando T → 0. Para co-
rregirlo se puede ajustar un polinomio a los valores numéricos de �W � para valores pequeños de
T , para obtener el comportamiento deseado, es decir, que el integrando del tiempo propio se des-
vanezca para T = 0. A pesar de la divergencia para términos pequeños de T , observamos que la
compatibilidad es satisfactoria para valores de eBT > 1.

Ahora mostramos la estimación numérica para las mismas cantidades fı́sicas presentadas en
esta sección pero ahora con los algoritmos y loop y LSOL, demostrando que a pesar de que fueron
diseñados para trabajar en el contexto de mecánica cuántica no relativista también funcionan de
manera adecuada en el contexto de QFT con las modificaciones pertinentes.2

La figura 6.13 muestra de manera conjunta la aproximación numérica del lazo de Wilson y el
integrando del tiempo propio calculados con el algoritmo y loop. Ambas cantidades son compara-
das con su respectivo resultado analı́tico. Nuevamente se usaron 64 núcleos, cada uno generando
un ensamble de nl = 20000 y nppl = 1000 para un número total nl = 1280000.

De esta figura 6.13 podemos observar que la aproximación numérica para el lazo de Wilson en
compatible con el resultado analı́tico. Del inciso (b) podemos observar que la estimación numérica
no se ajusta exactamente cuando T → 0 debido a la divergencia que se presenta, pero para T > 1.5

2Las modificaciones para pasar de un contexto a otro fueron mencionadas en la sección 4.4.4
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Figura 6.12: Comparación entre la expresión analı́tica y numérica de el integrando del tiempo
propio de la ec. 6.13 sin el término de masa calculado de forma paralela como función de eBT ;
nppl = 1000 y nl = 1280000 distribuidos en 64 núcleos.
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Figura 6.13: (a) Comparación entre la expresión analı́tica y numérica de �W � como función de
eBT mediante el algoritmo y loop; (b) Comparación entre la expresión analı́tica y numérica de
el integrando del tiempo propio de la ec. 6.13 sin el término de masa calculado como función de
eBT .
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se aproxima de manera satisfactoria al resultado analı́tico.

Finalmente la figura (6.14) muestra de manera conjunta la aproximación numérica del lazo de
Wilson y el integrando del tiempo propio calculados con el algoritmo LSOL. Ambas cantidades
son comparadas con su respectivo resultado analı́tico. De igual manera se usaron 64 núcleos, cada
uno generando un ensamble de nl = 20000 y nppl = 1000 para un número total nl = 1280000.
Podemos notar que existe un acuerdo satisfactorio entre la estimación numérica y el resultado
analı́tico para �W �, y que, nuevamente, la estimación numérica para el integrando del tiempo
propio difiere del resultado analı́tico únicamente cuando T → 0.
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Figura 6.14: (a) Comparación entre la expresión analı́tica y numérica de �W � como función de
eBT mediante el algoritmo LSOL; (b) Comparación entre la expresión analı́tica y numérica de
el integrando del tiempo propio de la ec. 6.13 sin el término de masa calculado como función de
eBT .

Con los resultados anteriores demostramos que con cualquiera de los algoritmos estudiados en
este trabajo somos capaces de estimar cantidades fı́sicas de relevancia en el contexto de mecánica
cuántica relativista y QFT de manera satisfactoria. El incremento del número de lazos aumenta la
ventana de compatibilidad entre el resultado numérico y el analı́tico, sin embargo, esta ventana es
finita.
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6.3. Pruebas de rendimiento

Una vez especificado la manera en que medimos el tiempo de ejecución de los programas en
paralelo revisada en la sección 5.5.3 mostramos los resultados que obtuvimos de diferentes pruebas
de rendimiento.

6.3.1. Número total de lazos constante

Esta prueba de rendimiento consiste en observar como disminuye el tiempo de ejecución del
programa paralelo con un número constante de lazos en función del número de procesadores dis-
ponibles. La prueba fue hecha para cada uno de los tres algoritmos con un número de núcleos o
procesadores que eran potencias de dos, es decir, con 21, 22, 23, 24, 25 y 26 núcleos; 67 núcleos
excedı́a el número al cual tenı́amos acceso al momento de hacer las pruebas, que era de 80 núcleos.
El número total de lazos permanece constante para cada una de las pruebas. En esta prueba me-
dimos el tiempo de ejecución total desde que se inicializan todos los núcleos esclavos disponibles
hasta que el núcleo maestro calcula la cantidad fı́sica deseada3.

Como primera prueba usamos un número total de lazos nl = 64000, cada lazo tenı́a nppl =
1000 y un número de coordenadas nc = 4, debido a que se estaba en el espacio de Minkowski,
por lo que trabajamos con una cantidad de datos igual a nl × nppl × nc, que en este caso fueron
256, 000, 000. Es importante mencionar que se escogió el número total de lazos de tal manera
que no excediera el tamaño total de memoria estática disponible. Un solo procesador no puede
almacenar una cantidad mayor de 70000 lazos con nppl = 1000 y nc = 4000 puesto que se excede
el lı́mite de memoria4

El número total de lazos se divide entre los procesadores disponibles y se toma el tiempo de
ejecución total. En la siguiente figura 6.15 comparamos el tiempo de ejecución real del algoritmo v
loop con el tiempo de ejecución hipotético que tendrı́a el algoritmo si su incremento de velocidad
S fuese lineal en función del número de procesadores utilizados.

3En todas las pruebas de rendimiento la cantidad fı́sica que calcula el núcleo maestro es el lazo de Wilson.
4Esta cantidad puede variar dependiendo la capacidad del equipo de cómputo disponible.

70



0 10 20 30 40 50 60

No. de procesadores

0

5

10

15

20

25

T
ie
m
p
o
(s
)

64,000 lazos

Caso real v loop

Caso ideal: incremento de velocidad lineal

Figura 6.15: Tiempo de ejecución del algoritmo v loop en función del número de núcleos usados
con parámetros nl = 64000, nppl = 1000 y nc = 4.

De la figura 6.15 podemos observar que el método worldline numérico tiene un incremento de
velocidad S cercano al ideal (lineal). Como mencionamos anteriormente es muy poco probable
alcanzar este incremento de velocidad ideal debido a la sobrecarga que implica el uso de más de
dos núcleos. En la tabla 6.1 mostramos los valores de S y E que se obtuvieron en esta prueba.

v loop (nl = 64000)
Número de núcleos Incremento de velocidad (S) Eficiencia (E)

20 ∼ 1 1.0 1.0
21 ∼ 2 1.933054 0.966527
22 ∼ 4 3.703659 0.925915
23 ∼ 8 6.264806 0.783101
24 ∼ 16 14.777248 0.923578
25 ∼ 32 26.963786 0.842618
26 ∼ 64 55.451143 0.866424

Tabla 6.1: Valores del incremento de velocidad S y eficiencia E del algoritmo v loop con un
número de lazos de nl = 64000.

La prueba de número de lazos constantes se realizó también a cada uno de los tres algoritmos
aquı́ discutidos pero cambiando el número total de lazos a 32, 000, esto debido a que se excedı́a los
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limites de memoria estática para los algoritmos y loop y LSOL. De la prueba se obtuvo la figura
6.16, donde podemos observar que el algoritmo LSOL fué el que obtuvo un mejor rendimiento, esto
se debe a que el algoritmo LSOL requiere de menos pasos algebraicos para generar el ensamble de
lazos.
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Figura 6.16: Tiempo de ejecución de los tres algoritmos en función del número de núcleos usados
con parámetros nl = 32000, nppl = 1000 y nc = 4.

En la tabla 6.2 calculamos los valores del incremento de velocidad S para cada uno de los tres
algoritmos y en la tabla 6.3 la eficiencia E.

Podemos notar de la tabla 6.2 que conforme se va aumentando el número de núcleos el incre-
mento de velocidad se aleja cada vez más del incremento de velocidad lineal, esto es debido a la
sobrecarga y al tiempo que le toma a los núcleos comunicarse. Recalcamos de esta prueba que el
algoritmo LSOL obtuvo el mejor crecimiento de velocidad en comparación a los otros algoritmos
y que, tanto el algoritmo LSOL como el y loop, tuvieron un incremento de velocidad mayor que el
lineal cuando se utilizaron dos núcleos.

De la tabla 6.3 podemos observar que la eficiencia disminuye conforme aumentamos el núme-
ro de núcleos. Nuevamente el algoritmo LSOL obtuvo el mejor rendimiento para esta prueba.
Notemos que hubo una eficiencia mayor a la ideal con los algoritmos y loop y LSOL cuando se
utilizaron dos núcleos.
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Incremento de velocidad S
Número de núcleos v loop y loop LSOL

20 ∼ 1 1.0 1.0 1.0
21 ∼ 2 1.976968 2.030568 2.061714
22 ∼ 4 3.731830 3.274693 3.841107
23 ∼ 8 7.304135 7.119624 6.720692
24 ∼ 16 11.350507 13.462757 13.588806
25 ∼ 32 22.077089 22.287431 23.490087
26 ∼ 64 42.314774 43.347325 48.054391

Tabla 6.2: Valores del incremento de velocidad S para cada uno de los algoritmos con nl = 32000,
nppl = 1000 y nc = 4.

Eficiencia E
Número de núcleos v loop y loop LSOL

20 ∼ 1 1.0 1.0 1.0
21 ∼ 2 0.988484 1.015284 1.030857
22 ∼ 4 0.932957 0.818673 0.960277
23 ∼ 8 0.913047 0.889953 0.840086
24 ∼ 16 0.709407 0.841422 0.849300
25 ∼ 32 0.689909 0.696482 0.734065
26 ∼ 64 0.661168 0.677302 0.750849

Tabla 6.3: Valores de la eficiencia E para cada uno de los algoritmos con nl = 32000, nppl = 1000
y nc = 4.

Finalmente si comparamos los resultados del algoritmo v loop con nl = 64000 (tabla 6.1)
contra los resultados del mismo algoritmo vloop pero ahora con nl = 32000 (tabla 6.2 y 6.3)
observamos el siguiente comportamiento para el algoritmo: para valores pequeños de los núcleos
utilizados (menor o igual a 8) y con menor cantidad de lazos se obtuvo mejores resultados tanto
para la eficiencia como para el incremento de velocidad, sin embargo, para un número de núcleos
mayor a 8 fue mejor los resultados cuando se calculó un ensamble con un mayor número de lazos.
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6.3.2. Número de núcleos constante

Esta prueba de rendimiento consiste en observar como aumenta el tiempo de ejecución del
programa en paralelo en función del tamaño total de número de lazos, manteniendo el número
de procesadores utilizados constante. Para esta prueba se tomó el tiempo que tardó el programa
en calcular la cantidad fı́sica con un tamaño total de lazos nl de 64, 640, 6400, 64000, 640000 y
1024000 para un número de núcleos constante de 16, 32 y 64. Al igual que la prueba pasada se
mantuvo nppl = 1000 y nc = 4.

En la figura 6.17 observamos como aumenta el tiempo de ejecución del algoritmo v loop con-
forme incrementamos a la vez el número total de lazos a calcular , notando una tendencia de
crecimiento lineal. La diferencia entre usar 16, 32 y 64 núcleos en el tiempo de ejecución del pro-
grama se ve reflejada en la pendiente que se tiene para cada caso, teniendo la menor pendiente
el tiempo de ejecución del programa con 64 núcleos. Para ensambles con un tamaño pequeño de
número de lazos (64, 640 y 64000) no se alcanza a observar el comportamiento lineal en el tiempo
de ejecución, y tenemos, además, que para 64 núcleos fue más rápido el tiempo de ejecución para
un ensamble de 640 lazos que uno de 64.
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Figura 6.17: (a) Tiempo de ejecución del algoritmo v loop para diferentes tamaños de ensamble con
el número de procesadores constante; (b) Acercamiento de la figura (a) para tamaños de ensambles
pequeños.

En la figura 6.18 tenemos los tiempos de ejecución del algoritmo y loop dependiendo del
número total de lazos a calcular. Al igual que en el algoritmo v loop, se nota una tendencia lineal
de crecimiento en el tiempo de computo. De la misma manera a lo sucedido con el algoritmo v
loop, en el algoritmo y loop el tiempo de ejecución para un ensamble con 640 lazos fue menor que
uno con 64, pero calculado con 32 núcleos. A diferencia del algoritmo v loop, podemos notar que
con 16 núcleos no se obtuvo un tiempo de ejecución para un ensamble con número de lazos grande
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(640000 y 1024000), esto fue debido a que se excedı́a el lı́mite de memoria estática con un solo
procesador (nl = 35000).
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Figura 6.18: (a) Tiempo de ejecución del algoritmo y loop para diferentes tamaños de ensamble con
el número de procesadores constante; (b) Acercamiento de la figura (a) para tamaños de ensambles
pequeños.

En la figura 6.19 observamos el tiempo de ejecución del algoritmo LSOL en función del núme-
ro total de lazos en el ensamble. De forma similar a lo ocurrido con el algoritmo y loop, con el
algoritmo LSOL se excedı́a el limite de memoria estática para calcular un ensamble con un núme-
ro de lazos mayor a 640000. Notemos que nuevamente el tiempo de computo fue menor para un
ensamble con un número de lazos de 640 en comparación con uno de 64 pero esta vez con 16
núcleos.

De esta prueba podemos concluir que el algoritmo v loop fue el que obtuvo un mejor rendi-
miento en el tiempo de ejecución del programa conforme se aumentaba el número de lazos total
del ensamble. A pesar de que el algoritmo LSOL originalmente tiene menos pasos para construir
un ensamble de lazos y operaciones algebraicas más sencillas, la modificación para pasarlo a ope-
rar en el contexto de QFT pudo haber influido con respecto al rendimiento original de tiempo de
ejecución5 , recordando que en las pruebas de rendimiento se calculó el lazo de Wilson.

5Cerca de un 10% más rápido que los algoritmos y loop y v loop.
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Figura 6.19: (a) Tiempo de ejecución del algoritmo LSOL para diferentes tamaños de ensamble con
el número de procesadores constante; (b) Acercamiento de la figura (a) para tamaños de ensambles
pequeños.
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CAPÍTULO 7

Conclusiones

En este trabajo hemos revisado la formulación de la integral de camino de Feynman para es-
tudiar la evolución temporal de sistemas cuánticos. Mostramos que con este formalismo somos
capaces de utilizar un método numérico que utiliza un ensamble de lazos de lı́nea de mundo gene-
rados por Monte Carlo para aproximar integrales de camino. Nos enfocamos en la implementación
paralela de tres diferentes algoritmos, midiendo el rendimiento de cada uno de estos y verifica-
mos su correcta implementación en dos distintos contextos fı́sicos de relevancia: electrodinámica
cuántica escalar y mecánica cuántica no relativista.

Se mostró que la implementación paralela de los algoritmos permite calcular un gran ensamble
de lazos simultáneamente, mejorando considerablemente la velocidad de ejecución sobre imple-
mentaciones seriales. Además, permitió mejorar la presión de los cálculos conforme aumentába-
mos el número de núcleos disponibles a utilizar.

También la implementación paralela redujo de forma natural una de las dos fuentes de error
en la técnica numérica worldline. Crear grupos independientes de ensambles de lazos reduce el
error estadı́stico del método. Cada grupo de ensambles de lazos hace una medición estadı́stica
independiente de la cantidad fı́sica deseada para ese grupo. Las estadı́sticas sobre el grupo de
mediciones son distribuidas normalmente, y de esta manera la incertidumbre es el error estándar
en la media del ensamble de grupo, en contraste con la distribución generada por ensambles de
lazos sin agrupar, que es no gaussiana.

La principal ventaja de la implementación paralela por medio de unidades de procesamiento
central (CPU’s) es que nos brinda acceso a una mayor capacidad de memoria en comparación con
una implementación paralela mediante unidades de procesamiento gráfico (GPU’s). Una memoria
limitada puede forzar a que el número de lazos nl y el número de puntos por lazo nppl sea pequeño,
impidiéndonos generar un ensamble de lazos grande (ensamble con un número de lazos mayor a
106). A su vez, otra ventaja de disponer de una mayor cantidad de memoria es que nos ayuda a
aumentar de manera considerable el número de puntos por lazo, disminuyendo el error sistemático
debido a la discretización de los lazos.
Una de las desventajas de usar CPU’s en lugar de GPU’s es que existe una mayor sobrecarga al
utilizar CPU’s debido a las comunicaciones necesarias para el paso de mensajes entre los diversos
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núcleos, sin embargo, el algoritmo se acercó al incremento de velocidad lineal 6.15.

De las pruebas de rendimiento el algoritmo LSOL fue el que obtuvo mejores resultados en
el incremento de velocidad (S) y el la eficiencia (E) en comparación con los otros dos algorit-
mos presentados. Esto se puede deber a que el algoritmo LSOL genera el ensamble de lazos con
operaciones algebraicas más sencillas. A pesar de contar con mejores resultados en incremento
de velocidad y eficiencia, el algoritmo que obtuvo el menor tiempo de ejecución manteniendo el
número de núcleos constante fue el algoritmo v loop; como mencionamos en los resultados, esto
puedo ser debido a que en los algoritmos y loop y LSOL fue necesario agregar un paso extra para
generar lazos de centro de masa fijo, paso que se omite en el algoritmo v loop ya que las pruebas
de tiempo fueron medidas calculando el lazo de Wilson (contexto de QFT).

Con este trabajo fuimos capaces de demostrar que los algoritmos revisados funcionan de mane-
ra correcta calculando cantidades fı́sicas de interés en cualquiera de los dos contextos presentados
(QFT y mecánica cuántica no relativista). Queda, para un posible trabajo a futuro, calcular me-
diante la implementación paralela por MPI cantidades fı́sicas nuevas que demanden una mayor
precisión en el método. También es posible explorar un nuevo diseño de implementación para pa-
ralelizar la generación de ensambles, ya que en este trabajo la paralelización fue enfocada a una
distribución del algoritmo a cada núcleo disponible. Finalmente es posible investigar la aplicación
del método worldline numerics en la teorı́a cuántica de campos aplicada a la fı́sica de materia
condensada.
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[13] M. Schäfer, I. Huet, and H. Gies, “Energy-momentum tensors with worldline numerics,” in
International Journal of Modern Physics: Conference Series, vol. 14, pp. 511–520, World
Scientific, 2012.
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APÉNDICE A

Integrales gaussianas

La integrales de camino que se pueden resolver son aquellas que son gaussianas, por lo que re-
sulta útil derivar una expresión general para trabajar con ellas. Para esto, supongamos que tenemos
una integral del tipo � ∞

−∞
dx e−ax2+bx+c =

� ∞

−∞
dx e[−(ax2−(bx+c))] (A.1)

Esta integral se puede resolver completando el cuadrado

(
√
ax−D)2 + E = ax2 − (bx+ c)

ax2 − 2
√
aDx+D2 + E = ax2 − (bx+ c)

igualamos términos

−2
√
aDx = −bx −→ D =

b

2
√
a

D2 + E = −c −→ E = −(c+ d2) = −
�
c+

b2

4a

�

Entonces podemos escribir a (??) como

� ∞

−∞
dx exp

�
−
��√

ax− b

2
√
a

�2

−
�
c+

b2

4a

���

Sacamos de la integral el término que no depende de x

= exp

�
c+

b2
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Hacemos un cambio de variable para resolver la integral. Sea y = x− (b/2a) y dy = dx, entonces

= e
b2

4a
+c

� ∞

−∞
dy e−ay2 (A.2)

para resolver esta integral resolvemos su versión bidimensional haciendo uso de la propiedad de
factorización de la integral respecto a la suma de argumentos y posteriormente realizamos un
cambio de variables de cartesianas a polares

I ≡
� ∞

−∞
dy e−ay2

I2 =

�� ∞

−∞
dy e−ay2

�
·
�� ∞

−∞
dz e−az2

�

=

� ∞

−∞

� ∞

−∞
e−a(y2+z2) dydz

=

� 2π

0

dθ

� ∞

0

e−ar2 rdr

= 2π
1

2a

Entonces

I =

� ∞

−∞
dy e−ay2 =

�
π

a

Por lo que finalmente nos queda
� ∞

−∞
dx e−ax2+bx+c =

�
π

a
e

b2

4a
+c (A.3)
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APÉNDICE B

Pseudocódigo

Hacemos una descripción compacta e informal del principio operativo de la paralelización de
cualquiera de los algoritmos revisados en este trabajo.

#include <stdio.h>
#include <mpi.h>

int main(void) {
int rank, comm_size;

MPI Init(NULL, NULL);
MPI Comm_size(MPI COMM WORLD, &comm_size);
MPI Comm_rank(MPI COMM WORLD, &rank);

Def. el número de lazos nl;
Def. el número de puntos por lazo np;
Def. el número de dimensiones nd;
Def. arreglo o vector que contenga a los lazos L;
Def. arreglo o vector para calcular la integral discretizada I;
Def. arreglo o vector para calcular el
promedio de la cantidad fı́sica O;
Def. arreglo o vector para calcular el
promedio total de la cantidad fı́sica OT;

if(rank != Master)
{

for(int l=0;l<nl;l++)
{

for(int d=0;d<nd;d++)
{
Generar n-1 no. aleatorios por el método de
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Marsaglia tal que estén distribuidos conforme
a exp(-wˆ2);
Hacer pasos 2-5 de cualquier algoritmo aquı́
presentado;
}

}

Calcular la integral discretizada I;
Calcular el promedio de la cantidad fı́sica O;
Mandar la cantidad fı́sica O al procesador Master;

}

else if(rank == Master)
{

for(slaves=1;slaves<comm_size;slaves++)
{

Recibir O de los procesadores esclavo;
OT =+ O

}

Calcular promedio final OT=(1.0/(nl*(comm_size-1)))*OT;
Imprimir resultado deseado;

}

El siguiente código se puede usar para medir el tiempo de un bloque de código de MPI y
reportar un solo tiempo de ejecución.

double local start, local finish, local elapsed, elapsed;
. . .
MPI Barrier(comm);
local start = MPI Wtime();
// Code to be timed
. . .
local finish = MPI Wtime();
local elapsed = local finish - local start;
MPI Reduce(&local elapsed, &elapsed, 1, MPI DOUBLE,

MPI MAX, 0, comm);
if (my rank == 0)
printf("Elapsed time = %e seconds\n", elapsed);
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