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Mondragóny de quien aprendı́ a disfrutar las matemáticas y computación, como
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Resumen

Se estudia el problema de ruteo en superficies de embaldosados rectilı́neos. For-

malmente el problema consiste en, dado un rectángulo R dividido en rectángulos

de tamaño 1� 2 (dominós), encontrar un conjunto de aristas sobre la periferia de

R y dominós, interconectadas y libres de ciclos (árbol o corredor) que conecten

todos los dominós desde un punto de acceso sobre la periferia de R, y cuya lon-

gitud total sea la mı́nima. Ası́ planteado, es un subproblema del problema del Co-

rredor de Longitud Mı́nima (MLC), el cual es NP-completo, y en consecuencia no

existe algoritmo eficiente que produzca soluciones óptimas. Por lo que el objetivo

es diseñar algoritmos de ruteo en superficies de embaldosados rectilı́neos utili-

zando una metodologı́a basada en la técnica de diseño greedy que produzcan un

corredor de longitud total mı́nima. Para ello, se diseñan familias de instancias de

embaldosados para el análisis experimental de los algoritmos de ruteo. Se pre-

sentan varias técnicas para la enumeración de embaldosados en general, a la

vez que se utiliza una metodologı́a de acuerdo a la técnica de backtracking para

la generación de familias de embaldosados con dóminos no isomorfos y libres de

corte de tamaño 6�5, 6�7, 6�8, 6�9, 6�10 y 7�8. Sobre dichas familias, se lle-

va a cabo el análisis experimental de cuatro heurı́sticas, midiendo su rendimiento

y la solución, bajo los criterios de conectar primero: dominós más cercanos, do-

minós más alejados, vértices compartidos (mejorado), vértices internos (usando

reducción). Las heurı́sticas se implementan en c
Mathematica versión 11:3:0:0

en una computadora MacBook Pro con un CPU de 2:6 GHz Intel Core i7 con 6

núcleos y 16 GB de memoria RAM. Como resultado del análisis experimental se

establece que existen cotas inferior y superior para la longitud total del corredor,

entre las cuales se encuentra la solución óptima. Asimismo, se establece que la



heurı́stica basada en el criterio de conectar todos los vértices internos, de acuer-

do a los algoritmos de Kruskal y Prim, y enseguida llevar a cabo un proceso de

poda para eliminar conexiones redundantes de dominós, produce los corredores

de menor longitud total dentro de las cotas inferior y superior en el menor tiempo

de ejecución. Los resultados se encuentran publicados en las revistas indexa-

das Revista de la Ingenierı́a Industrial [González Gutiérrez et al., 2018] y Visum

Mundi [González Gutiérrez et al., 2019].

(Palabras Clave: Embaldosados, Problemas NP-Completos, Proble-

ma del Corredor de Longitud Mı́nima, Heurı́sticas Greedy, Algoritmos de

ruteo.)



Abstract

The routing problem in rectilinear tiling surfaces is studied. Formally, the problem

consists of, given a rectangle R divided into rectangles of size 1 � 2 (dominoes),

find a set of edges on the periphery of R and dominoes, interconnected and free

of cycles (tree or corridor) that connect all the dominoes from an access point on

the periphery ofR, and whose total length is the minimum. Thus stated, it is a sub-

problem of the Minimum Length Corridor (MLC) problem, which is NP-complete,

and consequently there is no efficient algorithm that produces optimal solutions.

Therefore, the objective is to design routing algorithms on rectilinear tiling surfa-

ces using a methodology based on the greedy design technique that produce a

corridor of minimum total length. For this, families of tiling instances are designed

for the experimental analysis of the routing algorithms. Several techniques are

presented for the enumeration of tilings in general, while a methodology is used

according to the backtracking technique for the generation of non-isomorphic and

cut-free families of tilings of size 6� 5, 6� 7, 6� 8, 6� 9, 6� 10 and 7� 8. On the-

se families, the experimental analysis of four heuristics is carried out, measuring

their performance and the solution, under the criteria of connecting first: closest

dominoes, furthest dominoes, shared vertices (improved), internal vertices (using

reduction). The heuristics are implemented in c
Mathematica version 11:3:0:0 on

a MacBook Pro computer: 2:6 GHz Intel Core i7 CPU, 6 cores, and 16 GB of RAM.

As a result of the experimental analysis, it is established that there are lower and

upper bounds for the total length of the corridor, among which the optimal solu-

tion resides. Likewise, it is established that the heuristic based on the criterion of

connecting all the internal vertices, according to the Kruskal and Prim algorithms,

and then carrying out a pruning process to eliminate redundant connections of



dominoes, produces the shortest corridors within the lower and upper bounds in

the shortest execution time. The results are published in the indexed journals Re-

vista de la Ingenierı́a Industrial [González Gutiérrez et al., 2018] y Visum Mundi

[González Gutiérrez et al., 2019].

(Keywords: Tiling, NP-Complete Problems, Minimum Length Corridor

Problem, Greedy Heuristics, Routing Algorithms.)
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Índice II
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Índice de Tablas XIV

1. Introducción. 2
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1.2.2. Modelación matemática discreta. . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3. Justificación. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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cercanos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.2.2. Heur�́stica 2: Algoritmo de Búsqueda Voraz – Dominós más
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4.11.Corredor de longitud m�́nima de 11; 000: mejor caso. . . . . . . . . 86

4.12.Longitud del corredor 14; 500y Punto de acceso 3: peor caso. . . . 87
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los rectángulos 3 y 4; vértice 24 incidente sobre los rectángulos 11
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sobre los rectángulos 9, 11 y 14. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
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5.4. Caso rectángulo 7 � 6: 32 embaldosados no isomorfos sin l�́neas

de corte. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

5.5. Embaldosados con una l�́nea de corte de área menor o igual a 25. 128
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”Lo que sabemos es una gota, lo que ignoramos,

un inmenso oc éano. La admirable disposici ón y

armon�́a del universo no ha podido sino salir del

plan de un Ser omnisciente y omnipotente”

Isaac Newton (1643-1727)
F�́sico, teólogo, inventor, alquimista y matemático inglés
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CAPÍTULO 1

Introducci ón.

1.1. Prólogo.

El presente trabajo de tesis está orientado al análisis y solución, desde un

punto de vista algor�́tmico, de problemas de optimización en redes. Aqu�́, la solu-

ción siempre obedece al criterio de maximizar, digamos ganancias, o minimizar,

por ejemplo pérdidas. El enfoque de solución de dichos problemas de optimiza-

ción que se utiliza es mediante procedimientos consistentes en pasos lógicos

ordenados, y particularmente se concentra en aquellos problemas que pueden

ser representados por medio del modelo matemático llamado red. Se precisa en-

tonces qué es una red y posteriormente se presenta dos problemas relevantes

en este proyecto de investigación.

Una red, que también suele llamarse grafo o grá�ca, consiste b ásicamente

en un conjunto de puntos, vértices o nodos, y un conjunto de l�́neas, aristas o

arcos que unen ciertos vértices. Este modelo matemático llamado grafo provee

de un modelo computacional que permite representar la estructura subyacente

de una amplia gama de problema de optimización, en los cuales se pretende

imponer una función objetivo a minimizar (o maximizar en otros contextos).
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1.2. Descripci ón del problema.

El problema del Corredor de Longitud M�́nima (MLC, por sus siglas en

inglés de Minimum Length Corridor) fue presentado en una sesión de proble-

mas abiertos en la 13th Canadian Conference on Computacional Geometry 2001

(CCCG'01), por Naoki Katoh, profesor de la Universidad de Kyoto. El problema

propuesto por el profesor Katoh consiste en que dada una descomposición rec-

til�́nea de un pol�́gono rectil�́neo, el cual corresponde a una subdivisión en habita-

ciones, encontrar el árbol extendido de longitud m�́nima a lo largo de los bordes

producidos por la descomposición, de modo que cada habitación incida sobre un

vértice del árbol, como se muestra en la Figura 1.1. Aqu�́ se plantea la siguiente

pregunta: ¿Existe algún algoritmo e�ciente que produzca una soluci ón óptima

para cada instancia del problema MLC? [Demaine and O'Rourke, 2000].

Figura 1.1: Árbol extendido de longitud m�́nima.

Han surgido diferentes variantes de este problema con la �nalidad de re-

solver el problema general. Sin embargo, dichas variaciones que son subproble-

mas del problema general MLC, han resultado ser problemas del mismo nivel de

di�cultad.
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1.2.1. De�nici ón del Problema MLC.

Dado el par (R; P), donde R es un rectángulo particionado en un conjunto

P de pol�́gonos rectil�́neos P1, P2, ..., Pr , encontrar un conjunto S de segmentos

de l�́nea que se encuentran a lo largo de las aristas de R y de los pol�́gonos

rectil�́neos en P. Los segmentos en S forman un árbol o corredor, e incluye al

menos un punto a lo largo de las aristas l�́mite de R, llamado punto de acceso, y

al menos un punto del l�́mite a lo largo de las aristas de cada uno de los pol�́gonos

rectil�́neos. La suma de la longitud de los segmentos de l�́nea en S es llamada la

longitud o simplemente longitud de S y se denota por L(S).

En la Tabla 1.1 se concentran algunas de las variaciones del problema

MLC.

Tabla 1.1: Variaciones del Problema MLC.

Problema Caracter�́sticas
MLC Rectángulo particionado en pol�́gonos rectil�́neos.
MLC � R Rectángulo particionado en rectángulos.

TRA � MLC
El problema MLC incluyendo la esquina superior derecha
del rectángulo R como punto de acceso (Top Right Access).

TRA� MLC � R
El problema MLC � R incluyendo la esquina superior de-
recha del rectángulo R como punto de acceso.

MLC f
El problema MLC permitiendo un conjunto o bosque de
corredores parciales en lugar de un solo corredor.

MA � MLC f

El problema MLC f con múltiples puntos de acceso. Cada
corredor parcial tiene su nodo ra�́z como punto de acce-
so localizado a lo largo de R. Cuando la esquina superior
derecha de R es el único punto de acceso, el problema
MA � MLC f corresponde al problema TRA � MLC .

El problema del Corredor de Longitud M�́nima (MLC – Minimum Length

Corridor ) consiste en obtener un conjunto de segmentos de l�́neas que conecten

un vértice localizado sobre la periferia de R con al menos un punto de cada
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pol�́gono rectil�́neo resultante de la partición de R, de tal manera que la suma de

la longitud de sus segmentos de l�́nea sea la m�́nima posible. [Gonzalez, 2014]

En la Figura 1.2 se muestran dos instancias: la primera corresponde a

una solución factible aunque no la óptima, la segunda corresponde a un corredor

óptimo para la misma instancia geométrica.

(a) Corredor no óptimo. (b) Corredor óptimo.

Figura 1.2: Corredores para la misma instancia geométrica.

Una versión restringida del problema MLC propuesto por Eppstein es

cuando los pol�́gonos rectil�́neos son rectángulos, llamado el problema MLC -R

[Eppstein, 2001]. Este problema, bajo las restricciones de un rectángulo parti-

cionado en rectángulos, cae en la categor�́a de los problemas NP-completos,

lo cual fue demostrado [Gonzalez-Gutierrez and Gonzalez, 2007] y presentado

el primer algoritmo de aproximación de razón constante de tiempo polinomial

[Gonzalez-Gutierrez and Gonzalez, 2010].

El problema TRA � MLC (Top Right Access Point Minimum Lenght Corri-

dor) consiste en encontrar un corredor de longitud m�́nima sobre un rectángulo

particionado en pol�́gonos y un punto de acceso localizado en la esquina supe-

rior derecha del rectángulo. La Figura 1.3 muestra el caso de un corredor ópti-

mo para este tipo de instancias. Priyadarsini et al demuestran que el problema

TRA � MLC es NP-Completo [Priyadarsini, 2007].
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Figura 1.3: Corredor óptimo para una instancia geométrica del problema TRA �
MLC .

Bodlaender, H. L. et al presentan la complejidad y la aproximabilidad del

problema de conexión del corredor m�́nimo dada una descomposición de pol�́go-

nos rectil�́neos en ”habitaciones”, encontrando el árbol de longitud m�́nima a

través de las aristas de la descomposición tal que cada habitación es inciden-

te al vértice del árbol, como se puede apreciar en la Figura 1.4. Demuestran

que el problema es fuertemente NP-duro y proporcionan un algoritmo exacto de

tiempo sub-exponencial. Para el caso especial cuando la conectividad del grafo

de las habitaciones es k-outerplanar el algoritmo se ejecuta en un tiempo cúbico.

Proponen un esquema de aproximación de tiempo polinomial para instancias en

donde las habitaciones son grandes y cercanamente del mismo tamaño. Cuando

las habitaciones son grandes y de tamaños variables ofrecen un algoritmo de

aproximación constante de tiempo polinomial [Bodlaender et al., 2009].
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Figura 1.4: Árbol de longitud m�́nima donde cada habitación incide a un vértice
del árbol.

El problema MLC k es una generalización del problema MLC � R donde

los rectángulos son c-gonos rectil�́neos para un valor de c donde c 6 k y k es

una constante. Se presenta el primer algoritmo de aproximación de tiempo po-

linomial de relación constante para la generalización del Problema del Agente

Viajero (GTSP) basado en la técnica de restricción y aproximación de relajación

[Gonzalez-Gutierrez and Gonzalez, 2010].

1.2.2. Modelaci ón matem ática discreta.

El modelo matemático discreto que subyace en la representación de la

instancia geométrica del corredor de longitud m�́nima es la estructura de datos

grafo. Esta estructura matemática consiste en dos conjuntos; uno de nodos o

vértices V y el otro de arcos o aristas E. Cinco caracter�́sticas importantes en

esta estructura en el contexto del problema son:

(a) Un grafo es dirigido cuando sus aristas o arcos tienen una dirección en la

cual debe de ser recorrido, mientras que un grafo es no � dirigido cuando
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sus arista o arcos pueden ser recorridas en ambas direcciones.

(b) Un grafo es conexosi para cada par de vértices de V existe un conjunto de

aristas en E que de�nen una ruta que los conecta.

(c) Un grafo es planar cuando sus aristas no se cruzan en otros puntos diferen-

tes a sus nodos.

(d) Un grafo es aciclico cuando esta libre de ciclos o lazos.

(e) Un grafo es ponderadosi a cada arista del grafo se le asigna un peso w 2 R+ ,

el cual puede representar distancia, costo o tiempo.

En la Figura 1.5 se presenta un grafo G = ( V; E) el cual tiene jV j = 5

nodos y jE j = 7 aristas; los conjuntos de nodos y aristas son V = f a; b; c; d; eg y

E = ff a; bg; f b; cg; f c; dg; f d; eg; f e; ag; f e; bg; f e; cgg. Mientras que en la Figura 1.6

se representa el caso de un grafo ponderado G = ( V; E; w) donde w 2 R+ el cual

tiene jV j = 5 nodos y jE j = 7 aristas; el conjunto de nodos V = f a; b; c; d; eg y

de aristas E = ff a; bg; f b; cg; f c; dg; f d; eg; f e; ag; f e; bg; f e; cgg; los pesos de cada

arista son w(a; b) = 8 , w(b; c) = 5 , w(c; d) = 6 , w(d; e) = 1 , w(e; a) = 9 , w(e; b) = 2 ,

w(e; c) = 3 .

Figura 1.5: Grafo no dirigido conexo G = ( V; E).
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Figura 1.6: Grafo no dirigido conexo ponderado G = ( V; E; w).

En la Tabla 1.2 se muestran tres problemas y sus algoritmos, para los

cuales, dado un grafo G = ( V; E; w) con una cantidad de nodos jV j = n, construir

un subgrafo o árbol G0 = ( V 0; E0; w0) donde V 0 � V , 1 < jV 0j 6 n, E 0 � E .

Tabla 1.2: Algoritmos de solución.

jV 0j Problema: Algoritmo de soluci ón Complejidad
2 Shortest Path: Dijkstra, Bellman-Ford Polinomial

3 a (n � 1) Steiner Tree Problem NP-Completo
n Minimum-Cost Spanning Tree: Kruskal, Prim Polinomial

El primer caso corresponde al subgrafo con n = 2 nodos, para el cual el

algoritmo de Dijkstra o el algoritmo de Bellmand-Ford generan una ruta óptima

en tiempo polinomial. Para el segundo caso , el subgrafo tiene entre 3 y n � 1

nodos para los cuales se busca un árbol que los interconecte. La solución se

basa en el Problema de Árboles de Steiner, el cual es un problema NP-completo.

En el último caso cuando el subgrafo tiene jV 0j = n nodos, se calcula el Árbol

Extendido de Costo M�́nimo a través de los algoritmos de Kruskal o Prim que

tienen una complejidad polinomial.

Se pueden emplear los algoritmos del segundo y tercer caso para generar

soluciones a problemas modelados con grafos en donde se obtenga una gene-
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ralización del problema de árbol extendido de costo m�́nimo o del problema del

grupo de árbol de Steiner (GST - Group Steiner Tree).

La generalización del problema de Árbol Extendido de Costo M�́nimo pue-

de ser de�nida como:

Entrada: Un grafo ponderado no dirigido conexo G = ( V; E; w), donde el

peso w : E ! R+ es una función y sus vértices estas separados en particiones

f S1; S2; :::; Skg, donde V = S1 [ S2 [ ::: [ Sk .

Salida: Un árbol extendido de costo m�́nimo T(S) = ( V 0; E0), donde las

aristas E 0 � E y los nodos V 0 � V y 8i (V 0 \ Si ) 6= ? , tal que al menos un

terminal de cada conjunto Si esta en el árbol T(S) y la longitud total de las aristas
P

e2 E 0 w(e) es m�́nima.

En la Figura 1.7 se presenta un ejemplo de la generalización de un árbol

extendido de costo m�́nimo de un grafo conexo G = ( V; E; w); con jV j = 22 nodos

y jE j = 31 aristas. Los nodos se agrupan en cuatro particiones S1 = f 1; 2; 5; 6; 7g,

S2 = f 3; 4; 8; 9; 12; 13; 14g, S3 = f 10; 11; 17; 18; 19; 20g y S4 = f 15; 16; 21; 22g, donde

V = S1 [ S2 [ S3 [ S4.

El problema consiste en obtener un árbol que conecte al menos un nodo

de cada partición, cuya longitud total sea la m�́nima. Como se observa en la Figu-

ra 1.7 el árbol T(S) conecta los nodos 7; 11; 12; 15de las particiones S1; S3; S2; S4,

respectivamente para lo cual
P

e2 E 0 w(e) es m�́nima.
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Figura 1.7: Generalización del árbol extendido de costo m�́nimo.

El problema del grupo de árbol de Steiner (GST, de Group Steiner Tree)

puede verse como una generalización del problema del MLC. El problema GST

puede de�nirse como [Gonzalez-Gutierrez and Gonzalez, 2007]:

Entrada: Un grafo ponderado no dirigido conexo G = ( V; E; w), donde

w : E ! R+ es una función de peso; un subconjunto S � V, de terminales; y una

partición f S1; S2; :::; Skg de S.

Salida: Un árbol T(S) = ( V 0; E0), donde E 0 � E y V 0 � V , tal que al menos

un terminal de cada conjunto Si está en el árbol T(S) y la longitud total de las

aristas
P

e2 E 0 w(e) es m�́nima.

Una versión más general del problema GST es cuando f S1; S2; :::; Skg de S

no es una partición, sino que 8i S i � S, donde un vértice puede ser miembro de

más de un conjunto Si . Esta versión del problema GTS se denomina Cobertura

de Tarea de Árbol (TEC, de Tree Errand Cover).

En las Figuras 1.8a y 1.8b se presentan dos instancias para el problema
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GST y el problema TEC respectivamente; se considera un grafo ponderado no

dirigido conexo G = ( V; E; w) con jV j = 22 nodos y jE j = 31 aristas.

En el caso del problema GST, el conjunto V de vértices del grafo se en-

cuentran en cinco particiones S1 = f 1; 2; 5; 6; 7g, S2 = f 3; 4; 8; 9g, S3 = f 10; 11g,

S4 = f 17; 18; 19; 20g y S5 = f 12; 13; 14; 15; 16; 21; 22g; se considera S � V, donde

S = S1 [ S4 [ S5. El problema consiste en obtener un árbol T(S) = ( V 0; E0) que

conecte un nodo de cada partición S1; S4; S5 y que la longitud total de las aristas
P

e2 E 0 w(e) sea m�́nima. Como puede observarse en la Figura 1.8a los nodos del

árbol 7 2 S1, 18 2 S4 y 12 2 S5 con los nodos de Steiner 10 y 11.

Para el problema TEC, considérese que V, el conjunto de vértices del

grafo se encuentran distribuidos en cuatro subconjunto:

S1 = f 1; 2; 3; 5; 6; 7; 8g,

S2 = f 2; 3; 4; 7; 8; 9g,

S3 = f 10; 11; 12; 15; 17; 18; 19; 20; 21g y

S4 = f 8; 9; 12; 13; 14; 15; 16; 21; 22g

El problema consiste en obtener un árbol T(S) = ( V 0; E0) que conecte

un nodo de cada subconjunto S1; S2; S3; S4 y que la longitud total de las aristas
P

e2 E 0 w(e) sea m�́nima. Como puede observarse en la Figura 1.8b los nodos del

árbol requeridos de cada subconjunto son 8 2 S1; S2; S4 y 12 2 S3 y el nodo de

Steiner 13. En este caso es factible considerar los nodos que son comunes a dos

o más subconjuntos con la �nalidad de cubrir la mayor cantidad de subconjuntos

con el menor número de nodos y aristas para conectar los nodos mas cercanos

minimizando la distancia entre los nodos.
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(a) Ejemplo problema GST.

(b) Ejemplo problema TEC.

Figura 1.8: Generalizaciones del problema de Árbol de Steiner.

Una red N es un grafo con valores numéricos en cada una de sus aristas

que representan el peso de la misma. Resulta de especial interés construir un

subgrafo conexo T de N de tal manera que T se extiende a todos los vértices

de la red N considerando las aristas que resulten en un subgrafo T que tengan
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el menor peso total posible. El subgrafo T es llamado árbol extendido de costo

m�́nimo [Bondy and Murty, 2010].

Considere la Figura 1.9, correspondiente a una instancia de un rectángulo

de 5000� 5000dividido en rectángulos más pequeños de diferentes tamaños.

Figura 1.9: Instancia de 5000� 5000.

El problema que nos interesa resolver aqu�́ es construir a partir de un

vértice de acceso localizado en la periferia de la instancia, un árbol que toque

al menos un vértice de cada rectángulo más pequeño y que tenga la distancia

m�́nima, lo cual se desarrolla con mas detalla en los cap�́tulos 3, 4 y 5.

Una forma interesante de visualizar esta instancia es considerando que

cada rectángulo se puede representar por un nodo en una red, como se puede

apreciar en la Figura 1.10, mientras que las adyacencias de los rectángulos se

representa por las aristas. As�́ por ejemplo, el rectángulo 8 de la Figura 1.9 es

representado por el nodo8 en la Figura 1.10. Los rectángulos 5, 6, 3, 4, 10 y 9 son

adyacentes al rectángulo 8, en el modelo de la red el nodo8 esta conectado con
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los nodos 5, 6, 3, 4, 10 y 9 a través de las aristas (8; 5); (8; 6); (8; 3); (8; 4); (8; 10)

y (8; 9) que representan la adyacencia de los rectángulos.

Figura 1.10: Modelado de la instancia por una red.

Este modelo de red de la instancia geométrica se pueden observar a

través del grado de incidencia de cada nodo cuantos rectángulos son adyacentes

y que comparten además nodos en la instancia que pueden ser comunes a 2 o

más rectángulos.

1.3. Justi�caci ón.

Este trabajo de tesis se basa en los problemas del agente viajero y el

profesor perfecto con el propósito de abordar el diseño e implementación de al-

goritmos de aproximación como solución al problema MLC, usando familias de

instancias consistentes en super�cies de embaldosados rectil �́neos; particular-

mente aquellas conformadas por rectángulos (dominós) de dimensiones 1 � 2.

Con los resultados obtenidos a través del análisis comparativo de los algoritmos

con estas instancias, se evaluará el comportamiento de los algoritmos para ser
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utilizados en problemas de ruteo. La aplicación de estos algoritmos en diferentes

áreas es importante; por ejemplo, en las grandes ciudades se pueden implemen-

tar para buscar alternativas de ruteo en sistemas de transporte público, as�́ como

en transporte privado para la distribución de bienes y servicios.

As�́ mismo, se aborda el problema de optimización consistente en encon-

trar un ordenamiento circular en un conjunto de puntos en el plano cartesiano,

es decir el último punto se une al primero en el ordenamiento, tal que la longitud

total del ciclo resultante sea la m�́nima. El problema es un caso más general que

el problema de ciclos Hamiltonianos, y se conoce como el problema del agente

viajero. En virtud de que este problema es intratable computacionalmente, esto

es, pertenece a la categor�́a de problemas NP-Duros, se resuelve a través de

algoritmos de aproximación de razón constante. En particular, se puede usar el

algoritmo basado en árboles extendidos de costo m�́nimo, donde los recorridos

pre, in, y post orden del árbol producido dictan el ordenamiento circular, y que re-

sulta en una razón de aproximación constante, donde la solución aproximada es

a lo más dos veces el valor de la solución óptima. El ordenamiento de puntos es

entonces tratado para obtener la ruta óptima entre cada par de puntos consecu-

tivos conforme a la métrica de distancia Manhattan sobre el grafo que representa

el embaldosado rectil�́neo.

Este problema es de gran relevancia en el área de aplicación del mo-

delado de redes de transporte dinámicas para la construcción de sistemas de

transporte inteligentes. En la dirección de abordar el problema de redes de trans-

porte dinámicas, uno de los problemas importantes es el diseño de algoritmos

óptimos y e�cientes para obtener la trayectoria entre dos puntos a trav és de un

grafo ponderando. As�́ mismo, con el diseño de trayectorias �jas de enrutamiento

de trasporte público, para ello se diseñarán algoritmos e�cientes que conecten
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zonas rectil�́neas que pueden representar zonas geográ�cas de demandas de

servicios de transporte de modo tal que la longitud total de las trayectorias sea

la m�́nima. Particularmente cuando se buscan soluciones óptimas y e�cientes en

la distribución de productos a través de una red de transportación tanto privada

como pública.

El desarrollo de esta tesis se enmarca en el trabajo académico y de investi-

gación del Cuerpo Académico Optimización y Computación Avanzada, orientado

fuertemente en el sentido de contribuir con el fortalecimiento de las L�́neas de

Generación y/o Aplicación del Conocimiento que cultiva el cuerpo Académico de

la Facultad de Ingenier�́a, a saber, la l�́nea de Algoritmos, Optimización y Redes

impulsando la innovación y la tecnolog�́a que contribuyan a la solución de proble-

mas del Estado, y en particular de la ciudad de Querétaro. Asimismo, los resul-

tados experimentales contribuirán a la solución de problemas básicos relevan-

tes de las ciencias computacionales [Gonzalez-Gutierrez and Gonzalez, 2007],

[Gonzalez-Gutierrez and Gonzalez, 2010].

1.4. Hipótesis.

Muchos de los problemas de ruteo, como el problemas del agente viaje-

ro, el profesor perfecto y el corredor de longitud m�́nima (MLCP), pertenecen a

la categor�́a de problemas NP-completos, para los cuales se conjetura que no

existe algoritmo e�ciente; es decir, de orden de complejidad O(nk) para cualquier

k 2 Z+ y n correspondiente al tamaño de la instancia, tal que produzca solu-

ciones óptimas [Applegate et al., 2011]. Recientemente, Gonzalez-Gutierrez A.

et al demostraron que el tercer problema y muchos relacionados a el son NP-

completos [Gonzalez-Gutierrez and Gonzalez, 2007].
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En este contexto se plantea la siguiente hipótesis:

Existen algoritmos e�cientes que producen soluciones óptimas o cuasi-

óptimas para familias de instancias consistentes en super�cies de embaldosados

rectil�́neos, como aquellas conformadas por rectángulos (dominós) de dimensio-

nes 1 � 2 y las conformadas por cuadr�́culas regulares. Estas familias de instan-

cias constituyen casos particulares al problema del corredor de longitud m�́nima

mencionado.

1.5. Objetivos.

1.5.1. Objetivo general.

Diseñar algoritmos de ruteo en super�cies de embaldosados rectil �́neos

utilizando estrategias greedy para optimizar el procesamiento en la solución de

problemas de ruteo óptimo en sistemas de transporte tanto público como privado.

En el contexto del objetivo general: el qué de la investigación u objeto de

estudio consiste en el diseño de los algoritmos de ruteo en super�cies de embal-

dosados rectil�́neos; el cómo de la investigación o método de solución consiste en

el uso de técnicas o estrategias de diseño de algoritmos como Greedy (o voraz);

y el para qué o resultados concretos consistente en la solución de problemas de

ruteo para el estudio y diseño de sistemas de transporte público y privado.

18



1.5.2. Objetivos espec�́�cos.

1. Diseñar instancias de super�cies geom étricas de embaldosados rectil�́neos

no isomorfos libres de cortes para la evaluación de algoritmos de ruteo.

2. Diseñar soluciones algor�́tmicas e�cientes al problema consistente en encon-

trar un árbol solución tal que la longitud total del recorrido del árbol resultante

sea la m�́nima.

3. Realizar pruebas y análisis experimental de algoritmos de ruteo.

4. Construir un prototipo para la simulación de los problemas de ruteo en super-

�cies divididas en pol �́gonos rectil�́neos.
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”Para m�́, las matem áticas, las ciencias de la

computaci ón y las artes est án relacionadas de una

manera incre�́ble. Todas son expresiones creativas”

Sebastian Thrun (1967-)
Cient�́�co de la computaci ón y profesor alemán
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CAPÍTULO 2

Marco de referencia.

2.1. Embaldosados.

En el campo de la geometr�́a, los embaldosados (tilings) son una gene-

ralización para llenar un espacio euclidiano de dos dimensiones utilizando ob-

jetos geométricos de la misma forma y tamaño con la �nalidad de cubrir dicho

espacio. En algunos casos de embaldosados, el espacio a cubrir y los objetos

geométricos usados pueden ser irregulares, pero el objetivo es lograr cubrir el

espacio completamente sin que los objetos se traslapen o que existan espacios

sin ser cubiertos. Para llevar a cabo este proceso se permite voltear y girar las

piezas con la �nalidad de lograr el objetivo. En la Figura 2.1 se presentan dife-

rentes tipos de embaldosados con objetos geométricos regulares e irregulares

[Ardila and Stanley, 2004].
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(a) Pol�́gonos irregulares. (b) Pol�́gonos regulares.

(c) Penrose. (d) Caballeros.

Figura 2.1: Ejemplos de embaldosados.

En este problema en particular convergen dos áreas importantes de las

matemáticas computacionales: la geometr�́a y la combinatoria; en donde resulta

de particular interés saber cuántas instancias diferentes de embaldosados exis-

ten y además saber cuáles son. A través del desarrollo matemático combinacio-

nal se conoce la cantidad de embaldosados que se pueden construir sobre una

super�cie, mientras que el uso de algoritmos e�cientes y t écnicas de programa-

ción permiten la generación de los embaldosados. En la Tabla 2.1 se presenta
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algunos ejemplos de baldosas (tiles) y super�cies geom étricas regulares, as�́ co-

mo algunos casos de embaldosados. [Ardila and Stanley, 2004]

El último caso representa la instancia geométrica que se va a considerar

en este trabajo de tesis .

Tabla 2.1: Baldosas y embaldosados.

Tipo Baldosa Super�cie Embaldosado

Pentominos
Rectángulo
de área 60

Tribone Triángulos

Diamante
azteca

Rombo

Rectángulos Rectángulos

Dominós Rectángulos
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2.2. Estructura de Grafo y Árbol.

2.2.1. Modelaci ón matem ática.

En las ciencias computacionales se utilizan dos estructuras de datos que

son importantes para modelar problemas: los grafos y los árboles. La Teor�́a de

Grafos es una rama de las matemáticas discretas en donde se puede encontrar

una extensa cantidad de aplicaciones en la ingenier�́a qu�́mica, eléctrica, indus-

trial, de tránsito, log�́stica, entre otras.

El primer art�́culo sobre grafos fue escrito por el matemático y f�́sico sui-

zo Leonhard Euler (1707-1783), que fue publicado en 1736 por la Academia de

Ciencias de San Petersburgo. Euler fue motivado a estudiar los grafos por el pro-

blema de los puentes de Könisberg (Leningrado, Rusia). En la ciudad de Könis-

berg existe una isla, llamada Kneiphoff, limitada por dos ramas del r�́o Pregel en

la que se construyeron siete puentes para cruzar las ramas del r�́o. Actualmente

solamente existen cinco puentes que conectan la isla con el resto de la ciudad,

como se puede observar en la Figura 2.2.
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(a) Siete puentes originales.

(b) Cinco puentes actuales.

Figura 2.2: Ciudad de Könisberg.

Euler planteo la siguiente pregunta: ¿Puede un habitante de Könisberg

realizar un recorrido por la ciudad iniciando en su casa y atravesar cada puente

exactamente una vez y regresar a su casa?. Él no solamente dio respuesta a

este cuestionamiento sino estableció una metodolog�́a para resolver una clase

más general de problemas.

El modelado con grafos del problema que trató Euler se muestra en la

Figura 2.3, el cual corresponde a un grafo no dirigido debido a que sus aristas
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no tienen un sentido de�nido. Cada v értice tiene un grado que corresponde al

número de aristas que inciden sobre el. El nodo A tiene tres aristas que inciden

sobre el; por lo que el grad(A) = 3 mientras que el grad(B) = 5 , grad(C) = 3 y

grad(D) = 3 , observando que para cada vértice el grado es impar.

Figura 2.3: Modelación de los puentes de Könisberg con un grafo.

En un grafo se dice que existe un circuito de Euler si se recorren todas

las aristas del grafo exactamente una vez con un recorrido cerrado; es decir, que

se inicia y termina en el mismo vértice. Mientras que una trayectoria de Euler se

recorre cada arista del grafo exactamente una vez con un recorrido abierto; es

decir, que se inicia y termina en vértices diferentes. El problema de los puentes

de Könisberg no tiene un circuito y tampoco una trayectoria, lo cual puede ser

demostrado por los siguientes resultados [Hunter, 2009], [Epp, 2012].

Teorema 2.1 (Circuito de Euler). Si todos los vértices de un grafo conexo G

tienen grado par, entonces el grafo G tiene un circuito de Euler.

Corolario 2.1 (Trayectoria de Euler). Sea G un grafo y dos vértices distintos

v; w 2 V. Existe una trayectoria de Euler de v a w si y solo si G es conexo, v y w
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tienen grado impar y todos los otros vértices de G tienen grado par.

Otra área importante dentro de las matemáticas discretas es la Teor�́a de

Árboles, particularmente un árbol extendido (spanning tree) de un grafo cone-

xo no dirigido es un subgrafo ac�́clico conexo que contiene todos los vértices

del grafo. Si las aristas del grafo tienen asignado un costo, se obtiene un árbol

extendido de costo m�́nimo (minimum spanning tree). El Problema de Árbol Ex-

tendido de Costo M�́nimo (Minimum Spanning Tree Problem) es interesante en

el campo de las ciencias computacionales y encuentra aplicaciones en diversas

áreas del conocimiento tales como la arqueolog�́a, biolog�́a, sociolog�́a y otras

ciencias. El problema consiste en obtener un árbol que conecte todos los vérti-

ces de un grafo minimizando el costo total de las aristas del árbol. Una gran

variedad de problemas, como el descrito, pueden ser modelados y solucionados

mediante algoritmos greedy, los cuales hacen una elección óptima a nivel local

con la esperanza de que esta elección conduzca a una solución global óptima

[Levitin, 2012], [Cormen et al., 2013].

La Figura 2.4 muestra un grafo conexo ponderado no dirigido G = ( V; E; w)

con jV j = 9 vértices y jE j = 14 aristas ponderadas; as�́ mismo en la Figura 2.5

se muestra el árbol generado por el algoritmo de Prim o Kruskal mediante las

aristas marcadas, conformando el árbol extendido de costo m�́nimo T = ( V; E0)

con jV j = 9 vértices y jE 0j = 8 aristas donde E 0 � E .
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Figura 2.4: Grafo Conexo Ponderado.

Figura 2.5: Árbol Extendido de Costo M�́nimo.

2.2.2. Técnicas de procesamiento.

El desarrollo de técnicas y algoritmos de procesamiento para estructuras

discretas de árboles y grafos surgen en la investigación de operaciones, una

rama de las matemáticas. La �nalidad de estas t écnicas es optimizar los re-

sultados en la búsqueda de rutas cortas o recorridos en grafos y mult�́grafos

[Evans and Minieka, 1992].

Por su importancia en las aplicaciones, se han desarrollado algoritmos
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basados en grafos con la �nalidad de optimizar una funci ón objetivo, esto es ma-

ximizarla o minimizarla, dependiendo del caso. Algoritmos como el de Dijkstra o

Bellman � Ford son utilizados para encontrar la ruta más corta en un grafo dirigi-

do conexo ponderado, o bien, los algoritmos de Kruskal o P rim para encontrar

el árbol extendido de costo m�́nimo de un grafo conexo ponderado, son ejem-

plos de algoritmos de optimización aplicados a los modelos de redes basados en

grafos [Hunter, 2009].

Considere un grafo G = ( V; E; w) conexo dirigido ponderado libre de lazos;

donde V es el conjunto de nodos del grafo y E es el conjunto de aristas e = ( a; b).

A cada arista se le asigna un número real positivo llamado el peso de la arista

e, y el cual es denotado por w(e) ó w(a; b), para la función de peso w : E ! R+ .

Si x; y 2 V pero (x; y) =2 E entonces w(x; y) = 1 . Para cualquier arista e 2 E el

peso w puede representar:

(a) La longitud de la arista que conecta el nodo a al nodo b.

(b) El tiempo que se toma viajar directamente del vértice a al vértice b.

(c) El costo de viajar de a hasta ba lo largo de la arista (a; b).

La implementación de estas estructuras en la computadora determinan el

marco y los algoritmos del método de optimización que facilitan representación y

procesamiento. Dos tipos de problemas se pueden abordar [Grimaldi, 2004]:

(a) La ruta más corta desde un vértice origen v0 2 V y todos los demás vértices

v 6= v0 2 V en un grafo dirigido conexo libre de lazos (single-source shortest-

path).

(b) El árbol extendido para un grafo o mult�́grafo donde la suma de los pesos de

las aristas en el árbol es m�́nima (spanning tree).
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En el problema de la ruta más corta desde un vértice fuente es adecuado

para resolver tres variantes del problema [Cormen et al., 2013]:

(a) La ruta más corta a un sólo nodo destino: encuentra la ruta más corta a un

vértice destino t 2 V a partir de cualquier vértice v 6= t en V.

(b) La ruta más corta entre un par de vértices: encuentra la ruta corta entre dos

vértices dados de u, v.

(c) Las rutas más cortas para cada par de vértices: encuentra la ruta corta de u

a v para todos los pares de vértices u; v 2 V.

Para dos vértices a; b 2 V, d(a; b) representa el costo o distancia total de

la ruta más corta del nodo a al nodo b en el grafo G. Si no existe la ruta del nodo

a al nodo b entonces d(a; b) = 1 . Para algún nodo a 2 V, d(a; a) = 0 . El peso

de la ruta p = < v 0; :::; vk > es la suma de todos los pesos de las aristas que la

conforman, como se muestra en la ecuación 2.1

d(v0; vk) = d(p) =
kX

i =1

w(vi � 1; vi ) (2.1)

El problema de la ruta más corta desde un vértice fuente requiere �jar un

nodo fuente v0 2 V a partir del cual se encontrará para todos los nodos vk 2 V:

(a) El peso d(p) de la ruta corta p = < v 0; :::; vk > .

(b) La ruta corta p = < v 0; :::; vk > para todos los nodos vk 2 V, si el peso es

�nito.

El peso de la ruta corta del nodo v0 al nodo vk está de�nido por la ecuaci ón
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2.2.

� (v0; vk) =

8
>><

>>:

min (d(p) : v0
p

! vk) si hay una ruta de v0 a vk

1 en otro caso
(2.2)

2.3. Algoritmos E�cientes de Procesamiento.

2.3.1. Algoritmo de Dijkstra.

El matemático y f�́sico holandés Edsger Wybe Dijkstra (1930-2002) diseñó

en 1959 un algoritmo que resuelve el problema de rutas cortas sobre un grafo

ponderado G = ( V; E; w), donde cada arista (u; v) 2 E tienen un peso positivo

w(u; v) � 0. A través de éste, se puede encontrar la distancia corta de un vértice

fuente s a todos los otros vértices del grafo, as�́ como la ruta corta dirigida para

cada uno de estos vértices [Grimaldi, 2004], [Rosen, 2004].

El tiempo de ejecución del algoritmo de Dijkstra, usando un arreglo lineal

para la cola de prioridad Q, es O(jV j2 + jE j) = O(jV j2). Pero si se implementa

la cola de prioridad Q como una estructura de datos heap binaria, el tiempo de

ejecución es O(( jE j + jV j) log(jV j)) = O(jE j log (jV j)) . Más aún, si jE j = O(jV j),

entonces el algoritmo se ejecuta en tiempo O(jV j logjV j), el cual es mejor que

O(jV j2).

El algoritmo de Dijkstra asume que todos los pesos de las aristas son

números positivos [Cormen et al., 2013], [Weiss, 2014] y mantiene un conjunto S

de vértices, donde la ruta óptima y su longitud total desde el nodo origen s hasta
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el vértice v 2 S ya han sido determinados. Para todos los vértices v 2 S, se tiene

entonces que d[v] = � (s; v), donde � (s; v) = min f d(p) j s
p

! vg si existe una ruta

p de s a v, con una longitud total d(p), de otro modo � (s; v) = 1 .

Para resolver el problema de las rutas óptimas entre cada par de vérti-

ces en la red, se utiliza el algoritmo Floyd-Warshall [Weiss, 2014] basado en la

Programación Dinámica y resuelve dicho problema en un tiempo de ejecución

O(jV j3). Sin embargo, asumiendo que jE j = O(jV j), otra manera más e�ciente

consiste en ejecutar el algoritmo de Dijkstra para cada uno de los nodos el grafo;

es decir, jV j veces produciendo las rutas óptimas para cada par de vértices en un

tiempo O(jV jjE j logjV j) = O(jV j2 logjV j), lo cual es mejor que el tiempo O(jV j3)

que consume el algoritmo basado en programación dinámica.

El Algoritmo 1 consiste en el procedimiento DIJKSTRA (V; E; w; v0) que

genera las etiquetas (L(v); va) en cada uno de los nodos del grafo, donde L(v)

es la distancia m�́nima que se recorre para llegar al vértice v y va corresponde al

vértice anterior en la ruta para alcanzar el nodo v. El algoritmo requiere de una

inicialización de variables: n con la cantidad de nodos jV j del grafo, un �́ndice i

con el valor cero, un conjunto Si que contiene el nodo fuente v0, la etiqueta del

nodo v0 es (L(v0); va) con el valor (0; � ) y el resto de los nodos v del grafo, la

etiqueta (L(v); va) con el valor (1 ; � ) (L�́neas 1-7 del Algoritmo 1).
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Algoritmo 1 Algoritmo de Dijkstra.
procedure DIJKSTRA (V; E; w; v0)

1: n := jV j
2: i := 0
3: Si := f v0g
4: (L(v0); va) := (0 ; � ) . Etiqueta de v0

5: for all v 2 f V � v0g do
6: (L(v); va) := ( 1 ; � ) . Etiqueta de 8v 2 f V � v0g
7: end for
8: if n = 1 then
9: return V := f v0g . El problema base está solucionado

10: else
11: u := v0

12: while i < n � 1 do
13: minimo := 1
14: Si := V � Si

15: for all v 2 Si do
16: if L(u) + w(u; v) < L (v) then
17: (L(v); va) := ( L(u) + w(u; v)g; u)
18: end if
19: if L(v) < minimo then
20: minimo := L(v)
21: nodo:= v
22: end if
23: end for
24: u := nodo
25: Si +1 := Si

S
f nodog

26: i := i + 1
27: end while
28: end if
29: return Etiquetas (L(v); va) del grafo

Si el grafo tiene solamente un nodo n = 1 el algoritmo regresa como so-

lución el nodo inicial v0 (L�́neas 8-9 del Algoritmo 1). De otra manera, se asigna

a u el nodo fuente vo (L�́neas 10-11 del Algoritmo 1). Es necesario procesar los

n � 1 nodos restantes del grafo para obtener las etiquetas (L(v); va) de cada

uno a través de una estructura de ciclo While (L�́neas 12-27 del Algoritmo 1).

Se inicializa la variable minimo con un valor grande y se determinan los nodos
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que no han sido procesados mediante la actualización del conjunto Si := V � Si

re-etiquetando los nodos 8v 2 Si que tengan una ruta con un peso menor con

(L(v); va) y se identi�ca cu ál es el nodo más cercano a v asignando la informa-

ción de la distancia a la variable minimo y el vértice alcanzado a la variable nodo

(L�́neas 13-23 del Algoritmo 1). Posteriormente el vértice alcanzado nodose asig-

na a u y se agrega al conjunto Si +1 , y se incrementa el �́ndice i (L�́neas 24-26 del

Algoritmo 1). Una vez �nalizado el ciclo el procedimiento regresa las etiquetas

de todos los nodos (L�́nea 29 del Algoritmo 1).

2.3.2. Algoritmos de Prim y Kruskal.

El Algoritmo de Prim tiene una complejidad computacional del orden de

O(E+ V logV) y el Algoritmo de Kruskal tiene complejidad del orden de O(E logV)

ambos generan un árbol extendido de costo m�́nimo a partir de un grafo conexo

ponderado [Levitin, 2012] [Cormen et al., 2013].

El Algoritmo 2 corresponde al procedimiento PRIM (V; E; w; u) para obte-

ner el árbol extendido de costo m�́nimo T de un grafo ponderado conexo G(V; E; w)

a partir del nodo inicial u. Se inicializan las variables n con la cantidad de nodos

jV j, el conjunto de aristas del árbol jTj con vac�́o y el conjunto de nodos del árbol

TV con el nodo inicial u (L�́neas 1-3 del Algoritmo 2). Mientras el conjunto de

aristas E 6= � y jTj 6= n � 1 el algoritmo entrará en un ciclo (L�́neas 4-14 del

Algoritmo 2) para buscar la arista e de menor costo para u 2 TV ^ v =2 TV (L�́nea

5 del Algoritmo 2). En caso de que el conjunto de aristas e este vac�́o � el algo-

ritmo terminará el ciclo (L�́neas 6-8 del Algoritmo 2). Si se encuentra una arista y

no se forme un ciclo se procede a eliminar la arista del conjunto E y agregarla al

conjunto T, mientras que el nodo v se agrega al conjunto TV del árbol extendido
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(L�́neas 9-13 del Algoritmo 2). El algoritmo regresará el conjunto de aristas T del

árbol cuando tengan n � 1 aristas, en otro caso no es posible construirlo (L�́neas

15-19 del Algoritmo 2).

Algoritmo 2 Algoritmo de Prim.
procedure PRIM (V; E; w; u)

1: n := jV j
2: T := NULL
3: TV := f ug
4: while E 6= � ^ j Tj 6= n � 1 do
5: e := f (u; v)g arista de m�́nimo costo tal que u 2 TV ^ v =2 TV
6: if e = � then
7: BREAK
8: end if
9: if T [ e no crea un ciclo then

10: E := E � e
11: T := T [ e
12: TV := TV [ f vg
13: end if
14: end while
15: if jT j = n � 1 then
16: return T es el Árbol Extendido de Costo M�́nimo
17: else
18: return Grafo no conexo, no tiene un Árbol Extendido de Costo M�́nimo
19: end if

El procedimiento KRUSKAL (V; E; w) corresponde al Algoritmo 3 para

obtener el árbol extendido de costo m�́nimo T de un grafo ponderado conexo

G(V; E; w). Se requiere inicializar las siguientes variables: n con la cantidad de

nodos jV j del grafo y el conjunto de aristas del árbol jTj con nulo o vac�́o (L�́neas

1-2 del Algoritmo 3). Mientras el conjunto de aristas del árbol jTj < n � 1 el al-

goritmo entrará en un ciclo (L�́neas 3-9 del Algoritmo 3) buscando la arista e de

menor costo y eliminándola del conjunto de aristas del grafo E (L�́neas 4-5 del

Algoritmo 3). Si no se forme un ciclo se incorporar la arista al conjunto de aristas

T del árbol extendido (L�́neas 6-8 del Algoritmo 3). El algoritmo regresará el con-

junto de aristas T del árbol extendido de costo m�́nimo (L�́nea 10 del Algoritmo
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3).

Algoritmo 3 Algoritmo de Kruskal.
procedure KRUSKAL (V; E; w)

1: n := jV j
2: T := NULL
3: while jTj < n � 1 do
4: e := f (u; v)g arista de m�́nimo costo
5: E := E � e
6: if T [ e no crea un ciclo then
7: T := T [ e
8: end if
9: end while

10: return T es el Árbol Extendido de Costo M�́nimo

Con estos antecedentes podemos modelar redes de transporte a través

de un grafo conexo dirigido, en donde los vértices representan las interseccio-

nes, las aristas representan segmentos de camino entre intersecciones, y los

pesos de las aristas representan distancias recorridas entre dos intersecciones.

En la Figura 2.6 se muestra el grafo dirigido correspondiente a la Red de Trá�co

Vehicular de la ciudad de Querétaro delimitado por las avenidas Universidad, 5

de febrero, Corregidora y Constituyentes, en donde se muestran los sentidos de

las calles y avenidas dentro del l�́mite propuesto. El grafo tiene un conjunto de 411

vértices y un conjunto de 736 aristas [Gonzalez-Gutierrez and Gonzalez, 2010]

[Huerta J., 2010].
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Figura 2.6: Grafo de tránsito vehicular de la ciudad de Querétaro (Universidad, 5
de febrero, Corregidora y Constituyentes).

El modelado y simulación del grafo de la Red de Tránsito Vehicular de

la ciudad de Querétaro se realizó en el lenguaje de programación funcional

Mathematica R
 a través del cual se obtuvieron datos importantes de la red, en

la Figura 2.7 se puede apreciar la ruta corta que dibuja la aplicación en los dos

sentidos (rojo y azul) para ir del Centro Universitario UAQ a la Alameda.
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Figura 2.7: Peso de la Ruta Corta: Centro Universitario UAQ y Alameda.
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2.4. Complejidades Algor�́tmicas.

La e�ciencia de un algoritmo se mide por el tiempo de ejecuci ón y la canti-

dad de memoria que requiere una computadora para el procesamiento y almace-

namiento de información de una instancia. Existen problemas que no tienen una

solución de algor�́tmica e�ciente. Un algoritmo es e�ciente si existe un polinomio

p(n) de tal manera que el algoritmo pueda resolver cualquier instancia de tamaño

n en un tiempo O(p(n)); esto es, un algoritmo de tiempo polinomial.

De�nition 2.1 (Complejidad L�́mite Superior). Dado un problema P decimos que

el tiempo de complejidad del l�́mite superior de P es O(g(n)) si existe un algoritmo

para P cuyo tiempo de ejecución es O(g(n)).

De�nition 2.2 (Complejidad L�́mite Inferior). Dado un problema P decimos que

el tiempo de complejidad del l�́mite inferior de P es 
( g(n)) si existe un algoritmo

para P que tiene un tiempo de ejecución 
( g(n)).

De�nition 2.3 (L�́mites de Complejidad). Dado un problema P decimos que el

tiempo de complejidad de P es �( g(n)) si su l�́mite superior es O(g(n)) y el l�́mite

inferior es 
( g(n)).

El orden de crecimiento del tiempo de ejecución de un algoritmo nos da

una caracter�́stica de la e�ciencia del mismo, y permite comparar el rendimiento

relativo de algoritmos alternos. Para ello, se utilizan las notaciones 
 , O y � para

medir la complejidad de los algoritmos. Por lo que, un algoritmo que requiere f (n)

número de pasos para resolver una instancia X de un problema P, se dice tener

una complejidad 
 , O y � , si cumple con las siguientes condiciones:

f (n) = 
( g(n)) , 9 c; n0 3 8nf (n) > cg(n); n � n0 (2.3)
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f (n) = O(g(n)) , 9 c; n0 3 8nf (n) 6 cg(n); n � n0 (2.4)

f (n) = �( g(n)) , f (n) = 
( g(n)) ^ f (n) = O(g(n)) (2.5)

En general, se puede expresar la solución de un problema en términos

de la relación P � I � S donde I es el conjunto de instancias del problema P

y S el conjunto de soluciones de P. Podemos considerar un predicado p(x; y)

el cual es verdadero si y solo s�́ (x; y) 2 P. En algún caso se requiere veri�-

car que para una instancia x 2 I satisface una condición dada a través de un

predicado unitario espec�́�co � (x); por ejemplo, si queremos veri�car si un pro-

grama es sintácticamente correcto. En este caso, la relación P se reduce a la

siguiente función f : I ! S, donde S es el conjunto binario S = Y ES; NO (o

S = 0; 1) y el problema se transforma en un problema de decisión (o reconoci-

miento) [Ausiello et al., 2003].

Se puede considerar también el caso de un problema de búsqueda donde

para alguna instancia x 2 I , una solución y 2 S tiene que ser devuelta después

de ser veri�cado (x; y) 2 P. Este caso incluye problemas como por ejemplo el

encontrar una ruta en un grafo entre dos nodos. Expresado de otra manera, dada

una instancia x 2 I se está interesado en encontrar la “mejor” solución y� (de

acuerdo a una métrica) entre todas las soluciones y 2 S tal que (x; y) 2 P es

veri�cado. Este tipo de problemas son llamados problemas de optimizaci ón y

frecuentemente surgen en diversas aplicaciones importantes.
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2.5. El problema del agente viajero.

Suponga usted que el encargado de una gran compañ�́a que se dedica

a la distribución de productos en la ciudad cuenta con una cartera de clientes

a lo largo y ancho de la ciudad, ha ubicado su almacén estratégicamente. La

pregunta que el encargado de planeación del itinerario de sus embarques se

hace es: ¿cuál es el orden de distribución de los productos de modo que se

minimicemos tiempo, distancia, o ambos, los cuales por supuesto impactan �-

nalmente en los costos de distribución? Ahora se introduce un problema clásico

de las ciencias computacionales que ha recibido una gran atención de los inves-

tigadores por muchos años y se conoce como el problema del Agente Viajero

[Gutin and Punnen, 2007] [Cook, 2014]. En otras palabras, se trata de un agente

viajero que quiere visitar a todos sus clientes, cada uno exactamente una sola

vez. Probablemente visitar a un cliente y en otro momento regresar al mismo si-

tio donde lo visitó no sea bien visto por la empresa ya que podr�́a signi�car que

el agente es ine�ciente, y su acci ón redunde en gastos infructuosos. As�́ que el

agente debe visitar cada cliente exactamente una vez, recorriendo la m�́nima dis-

tancia posible. En palabras más técnicas, queremos la ruta cuya longitud sea la

óptima, es decir la m�́nima.

Técnicamente, el problema del agente viajero consiste en un problema

dif�́cil o intratable computacionalmente hablando. Esto signi�ca que se conjetu-

ra que no existe un algoritmo, y �nalmente un programa de computadora, que

resuelva cualquier instancia del problema del agente viajero en un tiempo de

cómputo razonable, que siempre produzca soluciones óptimas.

Los problemas que no cuentan con un algoritmo de tiempo polinomial,

se clasi�can como problemas NP-Completos. Los algoritmos que usan t écnicas
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