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Capitulo 1

Introduccion

1.1. ;Qué es la leptospirosis?

Las enfermedades infecciosas causadas por virus, bacterias, hongos y parasitos
perduran en nuestros tiempos como un problema real de salud piblica para multiples
grupos de poblaciones, ya sea, a través del surgimiento de nuevos agentes etiologicos,
el resurgimiento de otros padecimientos que se consideraban controlados, la carencia
de medidas diagnésticas, preventivas y terapéuticas para otros procesos infecciosos
o el funcionamiento deficiente de los sistemas de salud proveedores de atencién para
tales males.

Como se menciona en [4], una zoonosis es cualquier enfermedad que puede trans-
mitirse de los animales a los seres humanos. La palabra se deriva del griego zoo
(animal) y nosis (enfermedad). Se trata de enfermedades que afectan generalmente
a los animales vertebrados, incluyendo al hombre.

De acuerdo con la Direccién General de Epidemiologia y su articulo “Manual de
Procedimientos Estandarizados para la Vigilancia Epidemiolégica de la Leptospiro-
sis” [2], la leptospirosis es una zoonosis que afecta principalmente a los humanos y
animales, es causada por una bacteria del género Leptospira de distribucién mundial
tanto en areas urbanas como en rurales. Esta enfermedad se ha establecido en mu-
chos paises debido a la dificultad del diagnéstico clinico y la carencia de diagndstico
de laboratorio. Se estima globalmente que 10 millones de personas se infectan de lep-
tospirosis cada ano y es dificil estimar exactamente cuantos de ellos mueren por este
padecimiento, en gran medida por que los decesos ocurren en paises donde las muer-
tes no son sujetas a notificaciéon rutinaria. Esta enfermedad es entonces endémica en
paises con clima tropical y subtropical con amplio potencial endémico. Se presenta
frecuentemente con picos estacionales, algunas veces en brotes y esta asociada con
cambios climaticos principalmente inundaciones, inadecuadas condiciones de higiene
y la ocupacién o actividades recreativas.

La leptospirosis presenta una frecuencia estacional, incrementandose con el au-
mento de lluvias y con ocurrencias de epidemias asociadas con cambios en el com-
portamiento humano, contaminacién del agua con animales o con aguas residuales,
cambios en la densidad de reservorios animales, o a partir de un desastre natural
como ciclones o inundaciones. En los humanos los sintomas presentan un gran es-
pectro, desde infecciones asintomadticas, cuadros febriles no especificos, problemas
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gastricos, musculares, renales, meningeos, y en raras ocasiones muertes.

La leptospirosis es reconocida como una de las enfermedades reemergentes de
mayor importancia mundial. Constituye un problema creciente de salud publica,
evidenciado por el aumento de las tasas de incidencia y multiples brotes en todos
los continentes. Sin embargo, es una enfermedad muy desatendida y por ello se
desconoce su carga global.

En epidemiologia matematica se han estudiado muchas enfermedades infeccio-
sas, tales como, tuberculosis, meningitis meningocdcica, gripe A(HIN1), enfermedad
de Chagas, SARS, viruela, SIDA, célera, malaria, etc; todas ellas con el fin de su
propagacién. En el caso de la Leptospirosis, su situacién y perspectivas hacen nece-
sario el contar con procedimientos especificos para la deteccién oportuna de caso e
implementacion de acciones de control.

1.2. ;Cbémo es la bacteria leptospira?

Se puede apreciar en el articulo [4] que las espiroquetas son células helicoidales
fexibles, que miden de 0,1 um de didmetro y 6 a 24 um de largo. La leptospira es una
bacteria estrechamente enrollada, aerdbica, que vive por largo tiempo en agua fresca,
estiércol, barro y ambientes marinos, en asociacion con animales y seres humanos.

Se conocen dos tipos de Leptospira: L. interrogans, patégena para el hombre
y animales, la cual, se ilustra en la Figura 1.1 a) y L. biflexa, que no provoca
enfermedad, Figura 1.1 b).

La L. interrogans tiene a su vez més de 200 variantes seroldgicas, que se asocian
con distintos animales y afectan a diferentes 6rganos, siendo cada una responsable
de estados mérbidos mas o menos benignos. Sin embargo, estudios genéticos de la
leptospira han demostrado que en un mismo grupo genético pueden haber varios
serotipos diferentes.

Figura 1.1 a) Espiroqueta debe su nombre a su forma de espiral, b)
leptospira interrogans icterohaemorrhagie [3].
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1.3. ;Cbémo se transmite?

El hombre es introducido en la cadena epidemiolégica de modo accidental (hos-
pedero transitorio), por contacto con el agua (importante medio de transmisién),
suelo, o exposiciéon directa a las excretas contaminadas de algunos roedores o anima-
les domésticos y salvajes infectados, adquiriendo la infeccién y enfermando algunas
veces. Es rara la transmisién de persona a persona, pues el hombre representa el
final de la cadena de transmision.

La bacteria se transmite fundamentalmente a través de la orina de animales
infectados, aunque puede encontrarse también en otros fluidos corporales. Los ani-
males infectados, especialmente los roedores y animales silvestres, generalmente no
presentan sintomas. La leptospira se elimina rapidamente de todos los tejidos, ex-
cepto del cerebro, los ojos y los rinones, donde sobrevive y se multiplica para luego
eliminarse a través de la orina. La bacteria permanece en el huésped por semanas o
meses y, en el caso de los roedores, puede reproducirse y ser eliminada durante toda
la vida.

Una vez que es excretada viva por el huésped, sobrevive por semanas o meses en el
agua y en el suelo. Tanto el ser humano como los animales adquieren la infeccién por
contacto directo con agua contaminada, desde donde penetra en el cuerpo a través
de erosiones o cortes en la piel y de las mucosas de ojos, nariz y boca. El ser humano
también puede contraer la enfermedad por contacto directo con sangre, tejidos,
6rganos y orina de animales infectados. Aunque es infrecuente, es posible infectarse
al ingerir agua o alimentos contaminados. La transmision persona a persona es
extremadamente rara.

Los roedores son los principales reservorios de la bacteria y, por lo tanto, los ani-
males que la transmiten con mayor frecuencia al hombre. Las ratas, son reservorios
del serovar icterohemorrhagiae, que provoca ictericia y causa una de las formas mas
graves de la enfermedad. Es por esta razon, que en la presente tesis se estudiard a
fondo la dinamica de transmisién de la enfermedad en una poblacion de roedores.

1.4. Antecedentes matematicos aplicados a esta
enfermedad

En un estudio que se realizé en una zona urbana de Brasil [1] se desarroll6 un
modelo matematico, en el cual se podia analizar el comportamiento de esta enferme-
dad. Se presentaron también sus principales fuentes de contagio de la enfermedad.
Sin embargo, quedaron pendientes las preguntas, jcémo estimar los pardmetros de
transmisién? Y, jcémo mejorar el modelo en los reservorios de los roedores y en el
ambiental?

1.5. Contenido de la tesis

En esta tesis se dio seguimiento al estudio del modelo basado en ecuaciones di-
ferenciales para describir la dindamica de la propagacién de la bacteria leptospira,
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desarrollado en Brasil. Este modelo se puede utilizar para evaluar el efecto de la
introduccién de leptospiras sobre la dindmica de la transmisién de leptospirosis. En
el Capitulo 2 se describe este modelo y se hace un primer andlisis de estabilidad
del sistema en un punto de equilibrio. Este andlisis consiste en aplicar el método
de Van den Driessche al sistema de ecuaciones y encontrar el nimero reproductivo
bésico (%y). Este nimero es quizés lo mas importante en el estudio de una epidemia.
Sabiendo el valor de %, se puede concluir conceptos importantes sobre tendencias y
comportamientos que tendra una enfermedad infecciosa a largo plazo. Por ejemplo,
si Zy < 1 entonces la enfermedad no provocara cambios drasticos en la poblacion y
la enfermedad desaparecera, en contrario, si %y, > 1 decimos que la enfermedad se
propagara en la poblacion, provocando brotes epidémicos y quizas muertes de indivi-
duos. Sin embargo, es el andlisis cualitativo de un sistema de ecuaciones diferenciales
el que puede asegurar que el comportamiento de la dinamica de transmisién de la
enfermedad infecciosa sea asi para tiempos muy grandes.

En epidemiologia los modelos matematicos de interés son los modelos que son
estables. En el Capitulo 3 se da la definicion de estabilidad y se procede a verificarla
para el sistema de la leptospirosis. Como este modelo es un sistema de ecuaciones
diferenciales no lineal es préacticamente imposible encontrar la soluciéon analitica
del sistema, entonces se realiza un andlisis cualitativo del modelo matemético que
consiste en estudiar el comportamiento del sistema no lineal cerca de los puntos de
equilibrio mediante el proceso de linearizacion. Después se aplican ciertos criterios
que ayudan a la teoria cualitativa a concluir con la estabilidad del sistema, como lo
es el criterio de Routh-Hurwitz y el método directo de Lyapunov.

Después del analisis cualitativo se realizan simulaciones del sistema queriendo
comprobar los resultados del analisis cualitativo. Estas simulaciones se presentan en
el Capitulo 4 intentando ejemplificar el comportamiento y tendencias que tendria
la infeccién si se modifican las condiciones iniciales y los parametros de transmision
del modelo.

En conclusion, el estudio de esta enfermedad es un avance méas en epidemiologia
matematica, ya que, se suma a las demas enfermedades infecciosas ya estudiadas.
Se conocen ahora (o se pueden conocer), mediante las simulaciones, como se va a
comportar la poblaciéon de reservorios si cambian algunos parametros de transmi-
sion, o bien, si cambian los tamanos de poblacién y gracias al andlisis cualitativo
se garantiza que el comportamiento seria asi cuando el tiempo sea muy grande. Sin
embargo, en mi opinion, deben de existir otros modelos bésicos e importantes en el
estudio de la leptospirosis que necesitan ser replanteados o extendidos a las necesi-
dades actuales. Sin duda alguna hay todavia mucho camino por recorrer y continuar
con proyectos futuros en esta linea de investigacion.



Capitulo 2

Modelo matematico de la
leptospirosis

Una formulacion matemaética describe cuantitativamente un fenémeno fisico. Si
consideramos también las propiedades y caracteristicas fisicas del fenémeno, la in-
terrelacion y suposiciones que hay entre ellas obtenemos entonces un modelo ma-
tematico. En particular, un modelo matemético ayuda a dar un paso importante
en el estudio de una enfermedad infecciosa como lo es la leptospirosis, a través
del conjunto de ecuaciones diferenciales que lo componen. Utilizando softwares de
computadora es muy posible simularlo. La relevancia de modelar la leptospirosis
radica en que puede obtenerse nueva informacion de la que se tenia, comprender o
interpretar hechos que no se tenian claros hasta entonces y de una mejor manera
inferir tendencias o comportamientos que puede presentar esta enfermedad.

Una enfermedad infecciosa se estudia en varias areas de la Ciencia, tal es el caso
como, Ciencias de la Salud, Ciencias Ambientales, Biologia, etc. Un parametro de un
modelo matemaético es un elemento importante a tener en cuenta para la evaluacion
como para la comprensién del comportamiento de la enfermedad. Las variables son
la representacién de las diferentes posibilidades de un conjunto de datos; y estos
datos en su origen pueden ser de tipo deterministicos o estocésticos.

En la necesidad de obtener informacién fundamental que nos ayude a comprender
el comportamiento de la leptospirosis surge como resultado el sistema dindmico que
a continuacion se explica.

2.1. Compartimientos del modelo

Los sistemas dinamicos que modelan epidemias estan basados en la division de
la poblacion huésped en un pequeno nimero de compartimientos, cada uno conte-
niendo individuos que son idénticos en términos de sus estados con respecto a la
enfermedad en cuestién, en nuestro caso, la leptospirosis. En el siguiente sistema
hay 4 compartimientos:

» Roedores Susceptibles (X), roedores que no tienen inmunidad al agente infec-
cioso, por lo tanto, pueden convertirse en infecciosos si se exponen.
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» Roedores Infectados (Y'), roedores quienes estan actualmente infectados y pue-
den transmitir la infeccién a los roedores susceptibles con quienes tengan con-
tacto.

» Leptospiras Transmisibles (L), bacterias en el medio ambiente que tienen la
capacidad de contagiar individuos.

» Leptospiras no Transmisibles (Lyr), bacterias en el medio ambiente que no
tienen la capacidad de contagiar individuos.

Se denotara el niimero de individuos en cada uno de estos compartimientos como
X, Y y el nimero de bacterias por Ly y Lyt respectivamente. La poblacién total
de individuos es entonces N = X + Y y de bacterias L = Ly + Lyr.

Teniendo compartimentada la poblacion huésped y la de bacterias, ahora necesi-
tamos un conjunto de ecuaciones que especifiquen como el tamano de las poblaciones
cambian en el tiempo.

El niimero de individuos en cada compartimiento debera ser entero, por supuesto,
pero si el tamano de las poblaciones N y L son suficientemente grandes podemos
tratar a X, Y, Ly y Ly como variables continuas y expresar nuestro modelo en la
forma de como cambian en términos de un sistema de ecuaciones diferenciales

- K—-(X+Y XY

X = b(X+ (1 —Ul)Y) {%} —UQX,—_'_}/ —’UgXLT —mX

. K—(X+Y) XY

Y =bnY {Tl —H}QX—l—Y +v3 XLy —mY (2.1.1)

LT =)\Y + 52LNT — (,u1 + El)LT
Lyr =& Ly — (p2 +€2) Ly

La dinamica de este modelo se ilustra en la Figura 2.1.

Para lograr un mejor entendimiento del modelo de transmision de la leptospi-
rosis consideraremos a b como la tasa de nacimientos en una poblacién. Sabemos
también que en una poblacién los individuos susceptibles pueden perder la vida sin
intervencion de las leptospiras, es decir, muerte natural. Esta tasa sera denotada por
m. Al momento de nacer algunas crias nacen ya infectadas, o bien, se infectan al
mamar de un roedor infectado, esta proporcién serd denotada por v;. Naturalmente,
los individuos de una poblacién viven en el medio ambiente y tienen contacto sexual,
por lo tanto, la tasa de transmisién sexual sera v, y la tasa de transmisién ambien-
tal serda vs. Una vez ya infectado un individuo tiene la capacidad de contagiar a la
poblacién mediante la cantidad de leptospiras () que éste arroje. Esas leptospiras
arrojadas por un individuo infectado estan en constante movimiento, en el sentido
de que pasan de ser leptospiras transmisibles a no transmisibles a una tasa ¢; y de
no transmisibles a transmisibles a una tasa e5. Estas leptospiras, sin embargo, si
no logran hospedarse en un individuo mueren en el medio ambiente a una tasa i,
no obstante, pueden sobrevivir por meses si se encuentran en condiciones calidas y
himedas, pero aun asi, mueren a una tasa ps. Finalmente, la capacidad de carga o
persistencia, K, representa el nimero de individuos que puede soportar una pobla-
cion sin sufrir un impacto negativo, es decir, en la primer ecucién del modelo (2.1.1)
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Figura 2.1: Diagrama de los compartimientos del modelo de la leptospirosis.

se puede ver que el término b(XJr(l_”]l()Y)(XJFY) frena el crecimiento de la poblacion

susceptible y cuando se alcanza el nimero de individuos tal que X +Y = K, el
crecimiento se anula.

Teniendo representado el modelo matematico que describe el comportamiento
de la leptospirosis nos preocuparemos en los puntos mas explicativos del sistema,
es decir, en los puntos que nos den informacion relevante del modelo. Estos son los
puntos de equilibrio del sistema y lo interesante de ellos es precisamente conocer la
estabilidad de ellos como lo muestran las siguientes definiciones.

Definicién 2.1. Un punto de equilibrio &, de (2.1.1) se dice ser estable si para
cada ¢ > 0 podemos encontrar un § > 0 (dependiente de €) tal que si ¥(¢) es
cualquier solucién de (2.1.1) teniendo |[1)(ty) — &o|| < 0, entonces la solucién v(t)
existe para toda t >ty y ||¢(t) — &ol| < € para t > 1.

Definicién 2.2. Un punto de equilibrio &y de (2.1.1) se dice ser asintdticamente
estable si es estable y existe un nimero dy > 0 tal que si psi(t) es cualquier solucién
de (2.1.1) teniendo ||¥(to) — &ol| < do, entonces

Ii t) = &.
t—g-noow( ) &)

Ademas, decimos que el punto de equilibrio es inestable si no es estable. Es
importante tener presente estas definiciones, pues ayudaran en la comprension de
las conclusiones de este capitulo.
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2.2. Un modelo general para los compartimientos
epidémicos en una poblacién heterogénea

Consideremos una poblacién heterogénea en la cual los individuos son distin-
guibles por el estado de infeccion, pero pueden ser agrupados en compartimientos
homogéneos. Sea & > 0 el nimero de individuos en cada compartimiento i. Para
poder identificar de manera maés sencilla los compartimientos relacionados con la in-
feccion denotaremos los primeros m compartimientos como los compartimientos que
contengan individuos infectados. La distincién entre los compartimientos infectados
y no infectados tiene que ser determinada por la interpretacion epidemiolégica del
modelo y no puede ser deducida por la estructura de las ecuaciones solas.

El nimero reproductivo bésico, denotado por %y, es el nimero esperado de casos
nuevos que produciria una persona infectada durante su periodo de contagio en una
poblacién de personas susceptibles a la enfermedad, es decir, sin resistencia especifica
frente a ese patdgeno. No tiene en cuenta los casos secundarios no infecciosos ni los
producidos por casos secundarios.

Los factores que influyen en el nimero reproductivo basico son:

» Duraciéon del periodo de infeccion.
= Probabilidad de transmisién, que influye en la tasa de contagio.

= Contactos de la persona contagiada en un periodo de tiempo determinado, que
influye en la tasa de contagio.

» Probabilidad de que un sujeto infectado sea contagioso (influye en la tasa de
contagio).

El ntimero reproductivo bésico no puede ser determinado solo por la estructura
del modelo matematico, pero depende de la definicion de los compartimientos infec-
tados y no infectados. Definamos X g para ser el conjunto de todos los estados libres
de la enfermedad. Es decir,

Xsg={¢& | &=0 Vi<m}

Para calcular %, es importante distinguir nuevas infecciones de todos los otros
cambios en la poblacién. Por tal motivo, tenemos la necesidad de definir una matriz,
cuyas entradas describan los movimientos de transmisién del modelo. Entonces,
se aplicard el método de Van den Driessche. Este método consiste en definir, a
partir del modelo dado, dos nuevas funciones F y V que representan las tasas de
nueva infeccion y transferencia de individuos dentro y fuera de los compartimientos,
respectivamente. Entonces, haciendo algunos calculos obtener la llamada matriz de
siguiente generacién, en la cual, podremos encontrar el valor del niimero reproductivo
basico como el radio espectral de esta matriz.
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2.3. Meétodo de Van den Driessche

El método de Van den Driessche [5] es un algoritmo para encontrar el nimero
reproductivo basico. Este define el modelo en nuevas funciones para facilitar los
calculos y resultados.

Sean F; la tasa de apariencia de nuevas infecciones en el compartimiento 7, V;" la
tasa de transferencia de individuos dentro del compartimiento ¢ por todos los otros
medios y V; la tasa de transferencia de individuos afuera del compartimiento .
Asumiendo que cada una de estas funciones es continuamente diferenciable al menos
dos veces en cada variable, obtenemos el modelo de transmisién de la enfermedad
infecciosa que consiste de las condiciones iniciales no negativas junto con el siguiente
sistema de ecuaciones:

ngi(g)zﬁ(£>_vz(€)7 1=1,2,..,n (2'3°1)

donde V; =V, — V;" y las funciones f; satisfacen las 5 propiedades que se definen a
continuacion.

Como cada funcion representa una transferencia directa de individuos, ellas son
todas no-negativas. Esto es justamente la primer propiedad.

(P1) si & >0, entonces F;, V', V7 > 0parai=1,2,...,n.

Luego, si un compartimiento es vacio, entonces no puede haber transferencia de
individuos afuera del compartimiento por muerte, infeccién, ni por algin otro medio,
llegamos asi a la segunda propiedad.

(P2) si & = 0 entonces V; = 0. En particular, si § € Xg entonces V; =0 Vi.

La siguiente propiedad surge del simple hecho de que la incidencia de la infeccién
para un compartimiento no infectado es cero.

(P3) Fi =0sii>m.

Cuando la poblacion esta libre de la enfermedad permanecera asi en el transcurso
del tiempo. Es decir, no hay inmigraciéon de infecciosos.

(P4) si & € Xg entonces F;i(§) =0y Vi (£) =0 V.

La proposicion (P5) estd basada sobre las derivadas de f cerca del punto de
equilibrio. Si la poblacién permanece cerca del punto de equilibrio, &y, (es decir, si
la introduccién de un nuevo individuo infeccioso no resulta una epidemia) entonces
la poblaciéon regresara al punto de equilibrio de acuerdo al sistema linearizado

£=Df(&)(§ — &) (2:3.2)
donde Df(&) es la derivada [0f;/0¢;] evaluada en &.

(P5) si F;(€) se iguala a cero, entonces todos los eigenvalores de D f (&) tienen parte
real negativa.
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Las 5 propiedades anteriores nos permiten particionar la matriz D f(&y) como se
muestra en el siguiente lemma.

Lemma 2.1. Si §, es un punto de equilibrio de (2.1.1) y f;(&) satisface (P1)-(P5),
entonces las derivadas DF (&) y DV(&y) son particionadas como

pre - (5 0). ovier- (4 2)

donde F'y V son matrices de m x m definidas por

F= {Z‘Z(SO)] y V= [gzz (50)] con 1 <i,5 <m.
Ademas, F' es no-negativa, V' es una matriz no singular y todos los eigenvalores de
Jy tienen parte real positiva.

Demostracion:

Sea &, € Xg un punto de equilibrio libre de enfermedad. Recordando las propie-
dades (P3) y (P4) tenemos que F; = 0 si i > m, ademéas F;(§) =0y V" () =0, Vi
si £ € Xg. Entonces

OF;
&

de la misma forma, por la propiedad (P2) y (P4) tenemos que si & = 0 entonces
YV, =0, en particular, si §; € Xg entonces V;” = 0, Vi. Ademés, V; =V, — V" y si

€ Xg se cumple que V;(§) =V, — V' =0 para i < m.
f 7 1

Por lo tanto, 2%(&) = 0 para i < m y j > m. De esta manera concluimos que
DF(&) y DV(&) se pueden escribir como

2
pre - (5 )y v - (1 9)

para algunas matrices J3 y Jy.

Luego, por la propiedad (P1), si & > 0 entonces F; > 0, Vi y por (P4), F;(§) =0,
Viy & € Xg. Esto implica que F es no-negativa.

Asi, séloo falta verificar que V sea una matriz no singular y que todos los ei-
genvalores de Jy tengan parte real positiva. Para esto, sean e; vectores de la base
euclidiana, es decir, e; es la j—ésima columna de la matriz identidad. Entonces, para
J=1,2,...,m tenemos

(ZZ) (€)= lim <Vz'(§o + he}]l-) - Vz‘(fo)) _

Notemos que si & es un punto de equilibrio libre de enfermedad entonces, nue-
vamente por la propiedad (P2) y (P4), V;(&) = 0 parai = 1,2,....m y, si i # j
entonces el 1—ésimo componente de §y+ he; = 0y V;(§o + he;) < 0, gracias a la pro-
piedad (P1) y (P2). Por lo tanto, 0V;/0¢; < 0 para i < my j # i. Finalmente, por
(P5), todos los eigenvalores de V' tienen parte real positiva. Estas dos condiciones
implican que V' es una matriz no singular. También, por la propiedad (P5) implica
que los eigenvalores de .J; tengan parte real positiva. [

(&) =0, sii>moj>myj
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2.4. El nimero reproductivo basico

El nimero reproductivo béasico, denotado por %, es el “ntmero esperado de
casos secundarios producidos, en una poblaciéon completamente susceptible, por un
individuo infectado”. Si %, < 1, entonces, en promedio, un individuo infectado
produce menos de un nuevo individuo infectado sobre el tiempo que dure su periodo
infeccién, y la infeccién no se propaga, es decir, no crece y puede llegar a erradicarse.
Contrariamente, si Z, > 1, entonces cada individuo infectado produce, en promedio,
mas de una nueva infeccion. Se dice entonces, que la enfermedad puede invadir la
poblacién.

El nimero reproductivo basico puede ser definido, méas generalmente, como el
nimero de nuevas infecciones producidas por un individuo infeccioso en una pobla-
cién libre de enfermedad.

Entonces, podemos calcular %, para el sistema de la leptospirosis mediante los
eigenvalores de la matriz de siguiente generacién. Para definir esta matriz, recor-
demos que la matriz F' es no-negativa y V es no-singular, esto implica que V! es
no-negativa y, asi, también lo serd la matriz FV 1.

Para interpretar los coeficiente de FV =1 y desarrollar una significante definicién
de #,, consideremos el destino de un individuo infectado introducido en el com-
partimiento & de una poblacién libre de enfermedad. El coeficiente (5, k) de V1
es la longitud de tiempo promedio que este individuo pasa en el compartimiento j
durante su tiempo de vida, asumiendo que la poblacién permanece cerca del punto
de equilibrio libre de enfermedad y salvo reinfeccién. El coeficiente (7,7) de F' es
la tasa a la cual los individuos infectados en el compartimiento j producen nuevas
infecciones en el compartimiento i. Por lo tanto, el coeficiente (i, k) de FV ™! es el
nimero esperado de nuevas infecciones en el compartimiento ¢ producida por un
individuo infectado originalmente introducido en el compartimiento k. Esta matriz,
en epidemiologia, es un método usado para calcular el niimero reproductivo basico
en modelos de compartimientos de enfermedades infecciosas. Este método fue in-
troducido por Diekmann y a la matriz F'V ™! se le denominé matriz de siguiente
generacion, de donde

Ry = p(FV (2.4.1)

y p(A) denota el radio espectral (descrito en la siguiente definicién) de la matriz A.
Definicién 2.3. Si A\j, \o, ..., A, son eigenvalores de la matriz A € M™ ", enton-
ces el radio espectral es

p(A) = max{|Asl, [Aal, s [An]}-

Ademas de las definiciones 2.1 y 2.2 podemos definir més especificamente la
estabilidad de un sistema de eecuaciones diferenciales en un punto de equilibrio, y
esto se deriva, de hecho, de los eigenvalores de la matriz de siguiente generacion
como lo dice la siguiente definicion.

Definicién 2.4. El punto de equilibrio, &, es localmente asintéticamente estable
si todos los eigenvalores de la matriz D f (&) tienen parte real negativa e inestable si
cualquier eigenvalor de D f(&p) tiene parte real positiva. Por el Lemma 1, los eigenva-
lores de D f (&) pueden ser particionados dentro de dos conjuntos correspondientes
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a los compartimientos infectados y no infectados. Esos dos conjuntos son los eigen-
valores de /' — V' y de —J;. Recordando que por el Lemma 1, los eigenvalores de
—J4 tienen todos parte real negativa, entonces la estabilidad del punto de equilibrio
libre de infeccion seria determinada por los eigenvalores de F' — V.

2.5. Meétodo de Van den Driessche aplicado al mo-
delo de la leptospirosis

Aplicaremos el Lemma 2.1 al sistema. (2.1.1), en el cual, definiremos Y = f,(€), Ly =

f2(£),L]§T =f3(&) y X = fa(§), con & = (X,Y, Ly, Lyr) para obtener el siguiente
sistema

f2(§) =AY +eoLnp — (p1 +€1)Lr
f3(§) =e1lr — (pu2 + &2) Lyt
fa(§) = b(X + (1 —v1)Y) [W] - UQXX+YY —v3 XLy —mX

Entonces, la progresion a través de los estados de la enfermedad estd modelada
por las ecuaciones diferenciales £ = —V(t). Por lo tanto, la tasa de apariencia de
nuevas infecciones F y la tasa de transferencia de individuos V quedan representados
por

burY [0 4y 20 4 g X Ly

+ Vg

F = 0 y
0
0

mY
—\Y — Ly + (g1 +¢e1)Lr
V= —&1Lp + (p2 +€2) Ly
SH(X (1= 0)Y) [EEGE0] 0 200 g XLy + mX

respectivamente. Y tales funciones satisfacen las propiedades (P1)-(P5). Los com-
partimientos infectados son Y, Ly y Ly, asi que m = 3. Una solucién de equilibrio
con Y = Ly = Lyr = 0 tiene la forma & = (0,0,0, X;), donde Xy es la solucién

positiva de %XO(K — Xo)=mXy. Si Xg =K [1 — %} entonces

muy + vy U3K (1 — %) 0 m 0 0
F= 0 0 0], V=[-X pu+e —eo ,
0 0 0 0 —€1 Ho + E2

de donde obtenemos, por el Lemma anterior, que V' es una matriz no singular, por
lo tanto,

V| = mpps + pa + pogr] # 0
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entonces existe V7!, la cual, tiene la siguiente forma

1
Vil = —adj(V)t,
14
donde adj(V)t =
Mo + €2 + o€ 0 0
A pe + €2) m(ps + €2) mes
ey me; m(p + €1)

El elemento (7,7) de V1 es el tiempo esperado que pasa un individuo sobre el curso
de su infeccion en el compartimiento ¢ cuando inicialmente estaba en el comparti-
miento j.

Entonces, la matriz de siguiente generacion es

mu1+vs _‘_Kvsk(l*%)(#z%z) Kvz(1-7)(u2+e2) Kuzea(1-7)
m mlp1po+p1ea+p2er] pip2t+p1e2+H2¢e1 pap2t+p1ea+p2el

FVv—= 0 0 0
0 0 0

Luego, por la férmula de la ecuacién (2.4.1) encontramos el nimero reproductivo
bésico para el modelo de la leptospirosis

muvy + Ug X KU3/\(1 — %)(MQ + 82)

B —
0 m m(p1 + 1) (g2 + €2) — merey

Si %y < 1, el sistema tiene solamente el punto de equilibrio libre de enfermedad,
y éste es asintoticamente estable, es decir, que cada solucion se aproxima al punto de
equilibrio libre de enfermedad. Entonces, decimos que la enfermedad morira. Inver-
samente, si Z; > 1, entonces el punto de equilibrio libre de enfermedad es inestable,
pero existe un punto de equilibrio de infeccién endémica que es asintéticamente
estable. Decimos entonces que la enfermedad sera endémica.

El modelo sin la transmision ambiental (v3 = 0) es un modelo mas sencillo con
Ky = %”2 La interpretaciéon de %, para este caso es mas simple. Solamente un
porcentaje vy y una fraccion 2 de roedores susceptibles (X)) progresan al comparti-
miento infeccioso (Y).
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Capitulo 3

Analisis Cualitativo del Sistema

Cuando se trabaja con un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal, por lo ge-
neral, es practicamente imposible encontrar su solucién explicita, por lo que nuestra
unica ayuda son las técnicas cualitativas y los métodos numéricos. El analisis cuali-
tativo de un sistema de ecuaciones diferenciales es mucho mas complicado que el de
una ecuacion. En este capitulo emplearemos lo que se denomina teoria cualitativa
en un sistema de ecuaciones diferenciales. El objetivo es adquirir familiaridad con
los diagramas de fases (en nuestro caso, con el sistema auténomo del modelo de la
leptospirosis), describir algunas técnicas generales para el anélisis de la estabilidad,
en general, realizar un estudio cualitativo del sistema.

Cuando se trata un sistema de ecuaciones diferenciales puede interesar, incluso
mas que conocer las soluciones explicitas de las ecuaciones, poder analizar sus pro-
piedades cualitativas, tales como la periodicidad, el comportamiento cuando crece
la variable independiente, a la que en este capitulo suponemos como el tiempo.

Es de sumo interés considerar que ocurre cuando en un sistema las ecuaciones
son no lineales. Entonces aparecen fenémenos nuevos de gran relevancia, los sistemas
dindmicos. Estos pueden modelarse en general mediante sistemas no lineales. Uno de
los procesos que permiten su estudio es linealizar el sistema, es decir, encontrar un
sistema lineal que se le aproxime en el entorno de un punto y que permita predecir
el comportamiento de las soluciones del sistema no lineal cerca de dicho punto.

3.1. Puntos de equilibrio

La teoria de estabilidad estudia la estabilidad de las soluciones de ecuaciones
diferenciales y sistemas dinamicos, es decir, examina cémo difieren las soluciones
bajo pequenas modificaciones de las condiciones iniciales.

La estabilidad es muy importante en fisica y ciencias aplicadas. En particular,
en los problemas practicos las condiciones iniciales nunca se conocen con toda pre-
cision, y la predictibilidad requiere que pequenas desviaciones iniciales no generen
comportamientos cualitativamente muy diferentes a corto plazo.

Una solucion estacionaria, o punto de equilibrio de la ecuacién (2.1.1) es una
solucion que verifique F(€) = 0 para cualquier valor real.

El hecho de que &, sea un punto de equilibrio significa que, si la poblacién inicial
de roedores es &j, entonces se mantendrd en este valor en el futuro. La cuestion
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es, ;qué sucederia si en vez de valer exactamente & el valor inicial de la poblacién
solo fuera cercano a &;?7 Podria suceder que el modelo que estamos considerando
sufra una alteracién en un cierto momento (por ejemplo, una inundacién, un ciclén
o algin otro fenémeno natural), y se quiere saber si después de esta perturbacién la
poblacién volvera a estabilizarse en el valor & o, en cambio, si tomara otro rumbo
completamente distinto.

Esto nos darfa una idea de como se estan moviendo las leptospiras a través del
tiempo. Procedemos entonces a calcular los puntos de equilibrio.

3.1.1. Punto de equilibrio libre de enfermedad

Establecemos este punto de equilibrio cuando la enfermedad estda inmune. Es
decir, cuando no hay leptospiras transmisibles (L7 = 0) ni no transmisibles (LNT =
0). Esto implica que no hay roedores infecciosos (Y = 0).

Consideremos el sistema auténomo (2.1.1). Encontraremos el punto de equilibrio
libre de enfermedad resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales que resulta al
igualar cada ecuacion a cero y sustituyendo el valor de 0 para todas las variables,
excepto para X . Esto es,

K—-X

donde si X # 0 la solucién es

m
X =K [1 - —} ,
b
y notemos que si X = 0 obtenemos el punto de equilibrio trivial.
De esta forma, hemos encontrado el punto de equilibrio libre de enfermedad que
denotaremos por

m
B = (K [1 - ﬂ ,0,0,0) . (3.1.1)

Nuestro objetivo es estudiar el comportamiento de las soluciones cerca de los
puntos de equilibrio, es decir, linearizar el sistema cerca de E* pero, esto se anali-
zard en la seccion 3.2.2.

3.1.2. Punto de equilibrio de infeccién endémica

Establecemos este punto de equilibrio cuando la enfermedad esta activa. Es decir,
cuando hay leptospiras transmisibles (LT # 0), por consiguiente, hay leptospiras no
transmisibles (LNT # 0) y, asi, hay roedores infectados (Y # 0).

Nuevamente consideremos el sistema (2.1.1). Encontraremos el punto de equi-
librio de infeccion endémica resolviendo el sistema de ecuaciones diferenciales que
resulta al igualar cada ecuacion a cero y cambiando el nombre de las variables por
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su expresion de punto de equilibrio. Esto es,

bX + (1 —u)Y) lK_<X+Y)] — vy Y

e Ry — 03 XLy —mX =0 (3.1.2)
K- (X+Y XY
501Y[ (K ):| +U2X—{—Y+U3XLT_mY:0 (313)

AY +eoLyr — (pn +€1)Lr =0
81LT — (,LLQ + €2>LNT =0

de la ecuacién (3.1.5) despejamos Lyr, lo sustituimos en la (3.1.4) y despejamos
Ly, esto es

L
)\Y+£2( it )—(,LL1+81)LT:0

2 + €2
= \Y — Lryr=0
+ {52 <,u2 +62> (11 +61)] T
-\Y
Ly = - )
e — (1 +e)
Ahora definamos a ¢ como
-\
c:=
)
= Lr=c¢Y (3.1.6)
&1 . &1
= Lyt = cLy, sid:= c
NT U + €2 g U + €2
= Lyt =dLt (317)

Notemos que L7 es proporcional a Y, ademéds, hemos encontrado una restriccion
en nuestros parametros, pues como la enfermedad esta activa, quiere decir que hay
incidencias entonces Ly,Y >0y como Ly =cY = ¢Y >0= ¢ >0, luego ¢ > 0 =

€182 €1&2

—(M1+€1)<0 =

< + €
Mo + €2 Mo + &2 = !

pues A también es positiva. Entonces, si sustituimos (3.1.6) en (3.1.2) y (3.1.3)
obtenemos el siguiente sistema con sélo 2 ecuaciones que depende sélo de X y Y

K—(X+Y)] ¢

b(X +(1—w)Y) {

7 Yy —c3 XY —mX =0 (3.1.8)
K- (X+Y XY
ble{ <K )] +112X+Y+0113XY—mY:O (3.1.9)

Este sistema es obviamente no lineal, es por eso que emplear técnicas de solu-
cién para sistemas de ecuaciones lineales, como el método de sustituir, método de
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suma y resta, etc, no son de gran ayuda. Para resolver el sistema (3.1.8), (3.1.9) no
lineal, se utilizo el software Mathematica 10.0, este programa resuelve los sistemas
de ecuaciones no lineales mediante el método numérico més apropiado.

Se obtuvo entonces la siguiente expresiéon para X* y Y*.

Km(vy — 1) (b—m) (u162 + po (11 + 1))

X' =
KXvg(b—m) (ua + €2) + bug (169 + 2 (1 + 1))

K(b—m) (KAvs(b—m) (u2 +2) + b(m (vi — 1) + v2) (12 + p2 (1 +€1)))
b (KAvs(b—m) (ua + 2) + bvg (189 + 1o (111 + €1)))

Y* =

Y encontramos el valor de LY. y LA, sustituyendo simplemente en (3.1.6) y (3.1.7),
esto es

A
L — (2 + €2) v
pags + po(p1 +€1)
€1
Ly = L.
NT o + €2 r

El punto de equilibrio de infeccién endémica queda entonces representado por:
ES = (X" Y*, L, Lyr). (3.1.10)

Los puntos de equilibrio se corresponden con las soluciones de equilibrio del
sistema de ecuaciones diferenciales. Es por eso que su condiciéon de atraer o repeler
proporciona informacion sobre la estabilidad del sistema.

En muchos problemas, mas que calculos cuantitativos puntuales, lo que interesa
es el comportamiento cualitativo de las soluciones en términos de las condiciones
iniciales o de valores de los parametros. Saber que una solucion es creciente, que es
coOncava o que tiene un limite en el infinito puede ser de ayuda en el entendimiento de
un modelo. Ocurre, que bajo ciertas circunstancias, podemos obtener tal informacién
sin resolver explicitamente el sistema de ecuaciones diferenciales.

3.2. Linealizacion

La linealizacion es el proceso de encontrar una aproximacién lineal a una funcién
en un punto dado. Linealizar una funcién no lineal f(z) significa reemplazarla por
otra funcién lineal f(z). Usualmente esta aproximacién se realiza alrededor de un
punto tal como se muestra en la Figura 3.1. En el estudio de los sistemas dinamicos, la
linealizacion es un método para estudiar la estabilidad local de un punto de equilibrio
de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales. Este método se utiliza en varios
campos tales como la ingenieria, fisica, biologia, quimica, ecologia, etc.

Como se observa en la Figura 3.1, la linealizacion sélo es vélida en el interior
de una region. En términos generales no podemos decir de que tamano es la regiéon
donde es valida la linealizacién; lo tinico que podemos decir es que es pequena.
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3.2.1. Procedimiento de linealizacién

Nuevamente consideremos el sistema no lineal dindmico (2.1.1), el cual podemos
escribir en forma vectorial

dg
% _ e (3.2.1)
f(8)
donde & = (X,Y, Ly, Lyt) y f(€) = jij,ﬁg
(&)

Aproximaremos este sistema no lineal por un sistema lineal alrededor de E*, un
punto de equilibrio del sistema (2.1.1). Expandiendo el lado derecho de las ecuaciones
del sistema (2.1.1) en series de Taylor alrededor de E* = (X*,Y™*, L}, Ly,) tenemos

- ’ 24 ; fr )
o () o (2) v

O * dfi .
<E) o+ (LT B LT) + <8LNT>E* (LNT LNT) +T.0.5.

Ja

Q

fu(E) + (%)E* (X = X") + (%)E* v -y +

Of4 . of, )
<E) o+ (LT B LT) + <8LNT>E* (LNT LNT) +T.0.5.

entonces podemos reescribir el sistema original como:

dX d(X -X*) dX
= a a - Yl

dLyr _ d(Lyr — Lyr) _ dLyr

= X,Y, Ly, LyT).
dt dt dt f4( ) 9 T7 NT)
El anterior sistema se puede escribir en notacién matricial de la siguiente forma:
de _
€ _
dt
donde
_ [(24) (L) ]
X 5 ax/)p+ -+ \dL i
| X E
d er = Y
f dall,t ) g = -~ y A=
dt Y Ly
- Lt oy (on
_(B_X)E* : : : OLNT F*
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La matriz A de 4 x 4 de las derivadas parciales se llama matriz Jacobiana del
sistema evaluada en E*.
En consecuencia, el sistema linealizado en E* es

of
X

(5%) -

(

OLNT

0fa

(

of1

).

5N

OLNT

\£r|“<|>¢

LNT

(3.2.2)

Usamos este sistema de linealizacién para estudiar el comportamiento de las
soluciones del sistema no lineal (2.1.1) cerca de los puntos de equilibrio. En lo que
sigue, obtendremos el sistema linealizado evaluado en los puntos de equilibrio libre
de infeccion y de infeccién endémica para estudiar su estabilidad.

3.2.2.
medad

Linelizacion en el punto de equilibrio libre de enfer-

Recordando que en nuestro modelo de la leptorspirosis el punto de equilibrio

libre de enfermedad tiene la forma Ef = (K (1-1%),0,0, 0), entonces la matriz

Jacobiana, J, evaluada en el punto de equilibrio libre de enfermedad es

m—>b —b+m(2—wv)—vy —vsK(1—-7%) 0
N 0 m(vl — 1) + Vo ’UgK(l — %) 0
J(EY) = 0 A — (1 + 1) €9
0 0 €1 —(p2 + €2)
de esta manera, se obtiene el sistema linealizado en E}
aX m _
G m—>b —b+m(2—wv)—vy —vsK(1—-7%) 0 X
a1 0 m(vy — 1) 4 vy vsK(1—2) 0 Y
chz_tT 0 A —(p1 + 1) €2 Ly
de];]T 0 0 €1 _(MQ + 62) LNT
donde el polinomio caracteristico del sistema lineal es
p(1) =det(A —71)
=(m—b—T7)[7*+ [u2 + 2 — (m(v1 — 1) +v2) — (1 +&1))]7°+
(11 + &1 = (m(vr = 1) + v2)) (1 + €2) — (m(v1 — 1) + v2) (11 + €1) (3.2.3)
m 2.
—E&1E9 — )\UgK(]_ — 3)] ( (1)1 ) + U2)€1€2
m
~(p2 + e2)Aos K(1 = 57) = (m(vy = 1) + v2) (i1 + 1) (2 + €2)] = 0.

Notemos que se ha expresado el polinomio caracteristico en forma factorizada,

multiplicando el término (m

— b — 1) por un polinomio de grado 3. Entonces, no es

dificil ver que el primer eigenvalor de este sistema es 7 =m —b, donde 7 < 0 & m <
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b. La informacion ganada al saber el signo de los eigenvalores del sistema linealizado
es suficiente para determinar el comportamiento a largo plazo de las soluciones del
sistema no lineal cerca del punto de equilibrio. Por el momento, sélo sabemos el signo
de un eigenvalor. Para conocer el signo de los eigenvalores restantes, y asi conocer
la estabilidad del sistema en los puntos de equilibrio, utilizaremos el criterio de
Routh-Hurwitz aplicado al polinomio de grado 3 obtenido en el lado derecho de la
factorizacion del polinomio caracteristico.

3.3. Criterio de Routh-Hurwitz

El criterio de Routh-Hurwitz proporciona un algoritmo sencillo para decidir si las
raices de un polinomio estan en el semiplano izquierdo o derecho del plano complejo;
y en consecuencia, conocer si dicho sistema es estable o no. Si tras aplicar el criterio
obtenemos como resultado que todas las raices estan en el semiplano izquierdo, el
sistema es estable, y si hay un minimo de una raiz en el semiplano derecho el sistema
es inestable.

Para aplicar el criterio de Routh-Hurwitz consideremos el polinomio de grado 3
situado en el lado derecho de la ecuacion (3.2.3), por simplicidad, definiremos nuevas
variables para el polinomio.

Sea a; = m(vy — 1)+ g, a0 = p1 +€1, a3 = po+€2, o = €182 y asAvzK (1 — 2).
Entonces podemos escribir el polinomio de grado 3 de la siguiente forma:

a4 ayr 4 as = 0 (33.1)

cona; = ag—(1—aw), as = (@a—a1)a3—0 Qe —Qy—Q5 Y a3 = 0y — Q30— 0 Q3.

Si uno o més eigenvalores tienen parte real positiva, E; — Ef serd una funcion
creciente de t, lo que significa que E; no regresard a su valor de equilibrio E.
Entonces, la cuestion de estabilidad de un estado de equilibrio puede ser resuelta si
se puede determinar que todos los eigenvalores del polinomio caracteristico tienen
parte real negativa. Podemos llegar a esto sin resolver el polinomio para 7 verificando
si se cumple el criterio de Routh-Hurwitz.

El criterio de Routh-Hurwitz es aplicable, en general, para cualquier polinomio
de grado k € Z*. En el caso de k = 3 el objetivo es verificar que se cumple lo
siguiente.

Criterio de Routh-Hurwitz para k = 3. Si todos los eigenvalores del polinomio
caracteristico tienen parte real negativa el punto de equilibrio es estable, o bien, el
punto de equilibrio es estable si, y sélo si, dado el polinomio en la forma (3.3.1) se
cumplen las siguientes tres propiedades

l) a, > 0,
ll) asz > 0,
lii) ai1ao > as.

Verificando tales condiciones en el polinomio (3.3.1) se obtienen ciertas restric-
ciones para la estabilidad en el punto de equilibrio del sistema. Observemos que no
se puede determinar el signo de nuestros coeficientes, pues no hemos dado ningin
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valor a los pardmetros (solo se sabe que son no negativos), pero si podemos encon-
trar restricciones a estos para que se cumpla el criterio y asi el punto de equilibrio
sea estable.

Se tiene entonces, el polinomio de grado 3, 73 + a;7% + a;7 + a3 = 0 donde los
coeficientes son:

a1 = 03— (041 - 042)
as = (g —ay)ag — oo — oy — a5
a3 = (10 — 35 — (X1 (9 (X3

Luego, la condicién i) es cierta si a3 > a1 — g, es decir, si (m(vy — 1) + vg)e169 >
Lo + €2, entonces a; > 0 &

(Hl + 81) + (,UQ + 82) > m(vl — 1) + Vg (3.3.2)

la consicién ii) es cierta si se cumple que ajay > azas + ajasas, es decir, si (m(v; —
1) + vg)e169 > o + €2, entonces az > 0 <

€1€2
Ho + €2

(m(vr — 1) + v9) > MoK (1 — %) + (o — 1)+ ) +21)  (3.3.3)

y la condicién iii), ajas > as, es cierta si, y sélo si,

(1 +e1) — m(vy — 1) — ) [(2 + €2) + (p2 + €2) + (m(v1 — 1) 4 vy)

(i + 1) = XesK (1= )] > exea((pn + 1) + (112 + 2))

(3.3.4)
En resumen, si las condiciones (3.3.2), (3.3.3) y (3.3.4) se cumplen, entonces
por el criterio de Routh-Hurwitz todas las raices del polinomio caracteristico (3.3.1)
tienen parte real negativa y, asi, el punto de equilibrio es estable. Basta que una de
estas condiciones no se cumpla para afirmar que el punto de equilibrio es inestable.
Notemos que el criterio de Routh-Hurwitz no fue aplicado al polinomio carac-
teristico (3.2.3). En este caso, se tendrian que considerar mas condiciones de Routh-
Hurtwitz para asegurar la estabilidad del punto de equilibrio. Pero, gracias a la
factorizacién mostrada en la ecuacion (3.2.3), se escribié el polinomio caracteristico
de grado 4 como producto de dos polinomios, uno de grado 1 y otro de grado 3.
Entonces, el primer eigenvalor se encontré resolviendo el polinomio de grado 1, y
esto sirvidé para encontrar la primer condicién para que éste fuera negativo. Asi, el
problema se redujo a identificar el signo de los tres eigenvalores restantes.

Ahora, ;jqué pasaria en la poblacién si no hubiera transmisién directa, o si no
hubiera transmision vertical? En general, ;qué pasaria si en dado momento se cance-
laran algunos parametros de transmisién? Se tendrian entonces que considerar una
combinacion de posibles valores para los parametros de transmision. Estos pardme-
tros son vy, vg, U3, €1 Y E9.

Caso 1: v; =0, v #0,v3#0,e1 #0y &g #0.
Considerando estos valores se obtienen los siguientes coeficientes del polinomio
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caracteristico (3.3.1):

a1 = pp+er+prtert+m—uo

m
ay = i + f1€2 + pogr — KAvg (1 — ?> — (va = m)(p1 + &1 + po + €2)
Lm

b))~ (2 = m)(n o+ ) (a2 +22)

az = (vg—m)ejeg — KAvg (
Por lo tanto, si en la poblacién despreciamos la transmisién vertical (v; = 0),
el punto de equilibrio sera estable si se cumplen las siguientes tres condiciones
de Routh-Hurtwitz:

1) 1 +e1+ po+ea+m > vy

.. m
i) (m —wvo)(prpo + pigs + poer) > KAvs <1 — E> (2 +€2)

i) (m — ve + 1 + &1 + po + €2)(—KAvg (1 — €> (2 +e2)(m — vy + g + 1)

— (v —m))

Aunque no es sencillo verificar que se cumplen estas condiciones, si se cumplen
el punto de equilibrio es estable, es decir, la poblacién se mantendra sin infec-
cion si no existe transmision vertical y se cumplen estas tres condiciones. En
el siguiente caso, ademas de despreciar la transmision vertical, despreciaremos
la transmisién directa y mantendremos los demés parametros intactos.

Caso 2: vy =vy=0,v3#0,61 #0yeq #0.
En este caso se obtienen los siguientes valores de los coeficientes del polinomio
caracteristico:

ap = 1 F+E1+p2tea+m

m
az = Klus <1 — ?) + (2 +e2)(m+ i +e1) +mpg +¢e1) — €162

m
as = mpape + g2 + poer) — Kvg <1 - 3) (p2 + €2)

y las condiciones de Routh- Hurtwitz a cumplirse son:
)ag =p+e1+ps+ea+m>0

.. m
i) a3 = m(pipe + g2 + pogr) — KAvg (1 — 3> (2 +e2) >0

111) a1 > az < (m +pu e+ e+ 52)[—[()\1}3 (1 — 3) + (,UQ + €2>(m +

+e1) +m(pur +e1) — e169] >

m
m(pipe + e + poer) — KAvg <1 — €> (2 + €2)

La condicién i) se satisface, pues cada pardmetro es no negativo y no cero.
Las condiciones ii) y iii) son nuevamente una restriccién a los pardmetros. Sin
embargo, no es facil establecer una interpretacién bioldgica del sistema como
se quiere pero, observemos que pasa cuando despreciamos también la tasa de
transmisién ambiental (v3 = 0).
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Caso 3: vy =vy=v3=0,e1 #0y g9 # 0.
En este caso las condiciones de Routh-Hurwitz a cumplirse son:

)a; =p+e1+pe+e2+m>0
i) ag = m(ppe + p1es + poer) >0
iii) ajas > az < (po +e2)(m + 1 + 1) + mp +¢€1) — e162) >
m(pi1ple + €2 + f12€1)

Este caso es quizas el mas descriptivo, pues observemos que al momento en que
despreciamos vz el punto de equilibrio libre de enfermedad es asintéticamente
estable. Esto es muy significativo biologicamente en el sentido que encontramos
que el parametro que representa la transmisién de la enfermedad via ambiental
es muy influyente en la dindmica de la transmisién de la enfermedad. Entonces,
poniendo fuertes medidas de control sobre este parametro se puede lograr,
quizas, erradicar la enfermedad.

3.4. Estabilidad por el método directo de Lyapu-
nov

En lugar de intentar determinar la estabilidad de un sistema de ecuaciones no
lineal examinando la aproximacion lineal, ahora examinaremos una aproximacion to-
talmente diferente. Esta técnica, descubierta por Lyapunov al final del siglo XIX, ha
sido aplicada efectivamente a problemas totalmente nuevos. Esta técnica es también
llamada el método directo debido a que puede ser aplicada directamente a ecuacio-
nes diferenciales o a un sistema de ecuaciones diferenciales sin ningin conocimiento
de existencia de las soluciones.

Las funciones de Lyapunov son funciones escalares que pueden ser usadas para
probar la estabilidad de un punto de equilibrio de una ecuacién diferencial ordinaria,
por lo tanto, nos preocuparemos por la construccion de esas funciones escalares.

Sea V(x) una funcién escalar continua (es decir, una funcién de valor real de
las variables x1, 29, ..., x,) definida sobre una regién €2 que contiene al origen; 2
podria ser todo el espacio. Nos preocuparemos por considerar solamente las funciones
definidas positivas en el sentido de las siguientes definiciones.

» La funcién escalar V(x) es definida positiva sobre el conjunto €2 si, y sélo si,
V(0)=0y V(x)>0parax #0yx €.

» La funcién escalar V() es definida negativa sobre el conjunto €2 si, y sélo si,
—V(x) es definida positiva sobre €.

. s . /
Entonces, diremos que V' (x) es una funcién de Lyapunov para el sistema x =
f(x), si se cumplen las tres siguientes condiciones:

1. V(x) es continua, con primeras derivadas parciales continuas en una regién 2
que contenga al origen.

2. V() es definida positiva sobre un conjunto 2.
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3. Existe la derivada de V' con respecto al sistema z' = f (x), definida por
V*(x) =grad V(x) - f(x) (3.4.1)
Entonces, podemos describir el método directo de estabilidad de Lyapunov de la
siguiente manera.

a) Si existe una funcién de Lyapunov V| definida positiva, tal que V* < 0 con
respecto al sistema ' = f(x) sobre alguna regién { que contenga al origen,
entonces la solucién cero de ' = f(x) es estable.

b) Si existe una funcién de Lyapunov V', definida positiva, tal que V* < 0 con
respecto al sistema ' = f(x) sobre alguna regién Q que contenga al origen,
entonces la solucién cero de & = f(x) es asintéticamente estable.

c) Si V* > 0 la solucién cero es inestable.

3.4.1. Funcion de Lyapunov para el modelo de la leptospi-
rosis

Sea V' (£) una funcion escalar (es decir, una funcién de valor real de las variables
X,Y, Ly y Lyr) definida sobre alguna regién € que contenga al origen, mediante

V(€) =X+Y+Lr+ Lyr. (3.4.2)

Para que (3.4.2) tenga sentido epidemiolégico debera ser de la siguiente forma
SL:“XJJmLMJAKKL%LW20y0§N5z¥+Y§K«1—%>}

Es claro entonces que lo que se quiere es que esta funcién escalar V sea de Lyapunov.
PeroV(€) =0si&€=X=Y =Lr=Lyr =0y V() >0para§ #0y & € Q.
Ademas V' es continua y también las primeras derivadas parciales en €2, por ultimo,
V* definida por (3.4.1) existe en (2, entonces V' definida por (3.4.2) es una funcién
de Lyapunov. Asi,

V() = gradV(¢)- f(§)=(1,1,1,1)- f(§)

K- (X+Y XY
_bm+a—mwﬂ——%f—4—WX+Y—%XM—mX
K- (X+Y XY
= bvly |:—(K ):| +’U2X+Y+’U3XLT—7TLY

= ANY +eLyy — (1 +€1)Lp
= &1Ly — (u2 +e2) Lyt

Se concluye entonces que

b
y el sistema El = f(&) es estable si el lado derecho de (3.4.3) es menor o igual a cero
y asintéticamente estable si es menor estricto que cero. De esta manera tenemos las
dos siguientes restricciones:
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1. Estable & L(X +Y)[K — (X +Y)] —m(X +Y) + Y < yyLy + oLyt

2. Asint6ticamente estable < 2(X + Y)[K — (X +Y)]| - m(X +Y) + \Y <
paLr + poLnt

Por otra parte, también se cumple que el sistema es estable si %(X +Y)[K —
(X4+Y)]—-m(X+Y)+ XY —puy Ly — puo Ly < 0, pero los términos —puy Ly vy —po Lyt
son no positivos y podemos factorizar la ecuacién (3.4.3) como sigue

b
(X+Y) ?[K —(X+Y)—=m| + Y — (1 Ly + p2Lyr) <0,

en la cual se puede apreciar que la negatividad de esta ecuacion depende solamente
de los términos (X +Y) [2[K — (X +Y)] —m] y AY. Claramente, el término Y’
es no negativo, por lo tanto, se tenda al final que tener la condiciéon de que este
término no sea mas grande que la suma de los restantes, y por la necesidad de que
el término (X +Y) [2[K — (X +Y)] — m] sea menor o igual a cero, se obtiene la
siguiente restriccién

K (1 - %) <X+Y (3.4.4)
Entonces, el sistema & = f (&) sera estable si se cumple la condicion (3.4.4) y

b
AY < (uiLr + poLyr) — (X +Y) [E[K —(X+Y)-m
En general, si V(£) es una funcién escalar definida sobre alguna regién que
contenga al origen, mediante

V() =aX +eY +celr+ alyr (3.4.5)

con ¢, Cg, C3y ¢4 > 0.

Entonces, se cumple que V(§) = 0si€& =0y V(§) >0para & #0y & € Q.
Ademads V es continua y también las primeras derivadas parciales en € y, por tltimo,
V* definida por (3.4.1) existe en (2, entonces V' definida por (3.4.5) es una funcién
de Lyapunov. Luego,

Vi€) = grad V() f(&) = (c1,ca,c3,c) - F(§)

— ab(X4Y) {W}
+ [bvly {K — (l)i i Y)} + vy XX+YY + ngLT} (c2 —¢1) —m(a1 X + eY)

+ )\CgY + [5203 — (,UQ + 52)04]LNT + [8164 — (,u1 + 51)03]LT

Tenemos entonces que la negatividad de esta expresion depende de los valores de
1, C2, €3y ¢4. El término ¢16(X+Y) [%} es siempre positivo, pues K > X+Y,

la negatividad del término

[ble [K — (X + Y)} LY

K X T % + UgXLT:| (CQ — Cl) (346)
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depende del signo de cs — ¢; , entonces, tenemos una restriccion a las constantes y
(3.4.6) sera negativa simplemente si ¢o < ¢;. El término —m(c; X + ¢2Y") es direc-
tamente negativo, pues m, ¢1, co, X y Y > 0; el término Ac3Y es siempre positivo,
luego, [eacs3 — (2 + €2)ca| Lyt serd negativo si eacs < (ug +€2)cq y, de igual manera,
el término [e1¢4 — (1 + €1)es] Ly serd negativo si ;¢4 < (g + €1)cg. Por lo tanto,
el sistema sera estable si se cumplen las condiciones mencionadas anteriormente en
este parrafo y

K- (X+Y
Clb(X + Y) [%] + )\CgY >
K- (X+Y
|:b’U1Y {%] +v X % + U3XLT (Cl — CQ)

+m(e1 X + YY) + [(u2 + €2)ca — ea¢s3] vy + [(p1 + €1)es — ercq] L

Sin embargo, podemos modificar las contantes ¢; tal que V' sea efectivamente una
funcién de Lyapunov. Sea c3 = ¢4 = 0 y ¢ < ¢, entonces tenemos ahora dos casos.

Caso 1: cs <c1yc3=c4 =0.
Considerando estas restricciones la funcién V* se reescribe como:

V*<£) = grad - f(E) = (61’627070> ) f(g)

:(ma+yﬁ5;%ifq
S L1 N A TR
— m(a X +aY).

Pro lo tanto, V* < 0 < b(X+Y) [M} el <00b(X+Y) [%} o <

[ble [ﬂ} + V9 X—H, + ngLT} (c1 — o) +m(c1 X +cY). Y concluimos
con ciertas restricciones a los parametros para la estabilidad. Sin embargo,
es el caso 2 en donde obtenemos la funcién de Lyapunov al considerar que
Cy = (Cq.

Caso 2: ¢c; =cy yc3=c4 =0.
En este caso V* es directamente no positiva, pues,

V(&) =grad - f(§) = (c1,c1,0,0) - f(§)
K-K(1-%) m

UL SR

< (2] -mpara-

< (m—m)e K(1— %)

< (0)01[((1—%):0

4
R
AN
o
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Por lo tanto, la funcién V(&) = ¢1(X 4+ Y) es una funcién de Lyapunov y asi,
el punto de equilibrio libre de enfermedad es estable.
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Capitulo 4

Simulacion numeérica del modelo

Las simulaciones del modelo (2.1.2) se realizaron utilizando un algoritmo de
iteracion para ecuaciones llamado odeint, empleando el programa Python 2.7. Esta
funcion, odeint, resuelve el problema de valor inicial para sistemas de ecuaciones dife-
renciales ordinarias usando la funcion LSODA de la libreria odepack de FORTRAN.
Las primeras dos simulaciones son las triviales, éstas ilustran el comportamiento
de la enfermedad en los puntos de equilibrio. Después, se realizaron 4 simulaciones
variando cada vez los valores de la proporcion de crias infectadas al nacer o al ma-
mar de una hembra infectada, proporcién de infectados por transmisién sexual y via
ambiental, asi como la proporcion de leptospiras que pasan de ser transmisibles a
no transmisibles y viceversa; empleando en todos los casos los valores que aparecen
en la Tabla 4.1.

4.1. Simulacién numérica del modelo en los pun-
tos de equilibrio

Simular un punto de equilibrio es simplemente verificar que la poblacion en
cuestién se mantenga constante, es decir, que con el transcurso del tiempo el tamano
de poblacién de roedores no tenga cambios. En la Figura 4.1 se muestra la simulaciéon
del sistema de ecuaciones diferenciales que modela la transmision de la leptospirosis
cuando inicialmente estamos en el punto de equilibrio libre de enfermedad.

Estar en el punto de equilibrio libre de enfermedad (3.1.1) significa que la po-
blacién esta a salvo de infeccion, es decir, completamente sana, es por eso, que las
condiciones iniciales para esta simulacién son cero roedores infectados (Y* = 0), cero
bacterias del género leptospira transmisibles y no transmisibles (L} = 0, Ly, = 0)

y 80 roedores susceptibles (X* = K (1 — %) = 100 (1 — 00’—?12) = 80). Sustituyendo

los valores de los pardmetros que se encuentran en la Tabla 1 con estas condiciones
iniciales se obtuvo la primer simulacion de la dinamica de la enfermedad. Como es
de esperarse, esta simulacion muestra como la dinamica de la infeccién se mantiene
nula.

Se realizé también la respectiva simulacién para el punto de equilibrio de infec-
cién endémica. En este caso lo que se espera obtener como constante es la enfermedad
infecciosa. Esto es precisamente lo que se muestra en la Figura 4.2. Las condiciones
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10 T T T T
80 ~— Leptospiras transmisibles
~—— Leptospiras no transmisibles

~— Roedores susceptibles
~— Roedores infectados
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Figura 4.1. Simulacién de dindamicas de prevalencia en roedores suscep-
tibles (X), roedores infectados (Y'), leptospiras transmisibles (Ly) y no
transmisibles (Lyr).

iniciales para esta simulacién estan dadas por la ecuacién (3.1.10) en la cual, sus-
tituyendo los valores de los parametros que se encuentran en la Tabla 1 se obtiene
el punto (0,00365193,79,99634808, 6999680,45,9999543,51). Podemos entonces ob-
servar que cuando hay la cantidad de L% = 6999680,45 leptospiras transmisibles,
Ly = 9999543,51 leptospiras no transmisibles y Y* = 79,99634808 habra solamente
una pequena cantidad X* = 0,00365193 de roedores susceptibles pues en este caso
la infeccién endémica se mantiene por siempre.

1e7

14} = Leptospiras transmisibles
~—— Leptospiras no transmisibles
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o 50 100 150 200 250 300 350 o 50 100 150 200 250 300 350
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a) b)

Figura 4.2. Simulacién de dindamicas de prevalencia en roedores suscep-
tibles (X), roedores infectados (Y), leptospiras transmisibles (Ly) y no
transmisibles (Lyr).
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4.2. Simulacién numérica del modelo en casos ge-

nerales

Caso 1: En esta variacion de los parametros se mantuvieron fijos los valores de la

Cantidad de roedores

100 |{ = Roedores susceptibles

Tabla 4.1. Para obtener nuestra primer grafica de la dindmica de transmisién
de la leptospirosis se consideraron las siguientes condiciones iniciales: hay 10
roedores susceptibles, 0 roedores infectados, 0 leptospiras transmisibles y 0 no
transmisibles. En la Figura 4.3 a) se presentan los resultados de la simulacién
para la dinamica de los roedores susceptibles. Observemos que X es una fun-
cién creciente con limite el valor del punto de equilibrio libre de enfermedad,
en este caso ese valor es K (1 — %) = 100(1 — %) = 80. Es claro que X
converja a ese valor, pues no se presenta ningun valor positivo en las variables
relacionadas con la infeccion, por lo tanto, crecera hasta su punto maximo.
Por lo tanto, la poblacién de roedores susceptibles crecera siempre que no
halla presencia de la enfermedad, lo cual es sin duda cierto.

10

; ~—— Leptospiras transmisibles
~— Roedores infectados - - Leptospiras no transmisibles

Cantidad de leptopiras
=]

5+

-10
o

tiempo tiempo
a) b)

Figura 4.3. Simulacién de dindmicas de prevalencia en roedores suscep-
tibles (X)), roedores infectados (Y'), leptospiras transmisibles (Lr) y no
transmisibles (Ly7).

Caso 2: En este caso se tratara de ejemplificar un caso especial. Supongamos que

una poblacién de roedores completamente susceptible se mantiene susceptible
hasta que una pequena cantidad de leptospiras transmisibles y no transmi-
bles llegan a la poblaciéon. Entonces nos hacemos la pregunta, ;qué pasara con
la poblacion? ;Se mantendra completamente susceptible o desaparecera? Pa-
ra simular esto, mantendremos fijos los valores de la Tabla 4.1 y variaremos
los valores de las condiciones iniciales. Supongamos que hay 50 roedores sus-
ceptibles, 0 roedores infectados, 0.00001 leptospiras transmisibles y 0.01 no
transmisibles. En la Figura 4.4 se muestran los resultados de la simulacién pa-
ra la dindmica del comportamiento de la poblacién. Notemos que en la parte
a) y b) de la Figura 4.4 podemos apreciar con claridad que, cuando la cantidad
de roedores susceptibles disminuye la cantidad de roedores infectados crece y
esto lo ocasiona las cantidades de leptospiras introducidas en la poblacién.
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Cantidad de roedores

100 H = Roedores susceptibles ; _

Esto es un grave problema, pues la poblacién de roedores se convierte total-
mente en infecciosa al pasar el tiempo, al igual que las leptospiras aumentan
considerablemente. Lo cual puede llegar a afectar al ser humano.

Entonces surge un nuevo caso. Recordemos que a la poblacién totalmente
susceptible fue introducida una cantidad considerable de leptospiras, por lo
tanto, empezo6 a haber roedores infectados y, aunque el primer factor que influia
en la infeccién era el parametro de infeccién via ambiental también influyen
las transmisiones vertical y directa. Entonces, jqué pasaria si la transmisién
ambiental es casi nula y disminuimos las otras dos tasas de transmisién?

T T T 10197
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T

Cantidad de leptopiras

02 B —
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Figura 4.4. Simulacién de dindmicas de prevalencia en el sistema cuando
inicialmente no hay roedores infectados, sin embargo, es introducida a
la poblacion cantidades considerables de leptospiras, ya sea intencional o
accidentalmente. Esto ocasiona que la poblacion susceptible comience a
infectarse y en el futuro, como se observa en el grafica, desaparecera.

Caso 3: Caso 3: En este caso, mantendremos fijos los pardmetros de la Tabla 4.1

excepto para vy, v2 y v3. Donde las condiciones iniciales son ahora: 50 roedores
susceptibles, 10 roedores infectados, 0.00001 leptospiras transmisibles, 0.01 no
transmisibles, v; = 0,01, vy = 0,05 y v3 = 1le71°. En la Figura 4.5 a) pode-
mos observar como en un principio, a pesar de haber roedores infectados, los
roedores susceptibles siguen aumentando, sin embargo, debido a que las tasas
de transmision vertical y directa son mayor que cero, los roedores infectados
comienzan a crecer provocando una inestabilidad en el sistema.

En este caso tenemos, ademas que el valor del nimero reproductivo basico es
Ko = 2,545, el cual, es estricto mayor que uno, esto implica que hay un brote
de la infeccion por lo que el punto de equilibrio es inestable. Decimos entonces
que la enfermedad invadira la poblacién.

Caso 4: En contraste a la inestabilidad del caso anterior, el caso 4 se muestra con

el objetivo de ejemplificar un efecto en la poblaciéon cuando las tasas de trans-
misién de la enfermedad son cero. Si dichas tasas se anulan, los efectos en
el crecimiento de la poblacién deben ser positivos para los roedores suscepti-
bles y negativos para los infectados. Al mismo tiempo se espera al inicio un



4.2. SIMULACION NUMERICA DEL MODELO EN CASOS GENERALES 32

7000000 T T T T T T

go || — Roedores susceptibles
~—= Roedores infectados 6000000

g

5000000

4000000

3000000

(=
(=]

2000000

Cantidad de roedores
=
Cantidad de leptopiras

~— Leptospiras transmisibles
~—— Leptospiras no transmisibles

1000000

I I L I I I I I T T
0 50 100 150 200 50 300 350 L’D 50 100 150 200 250 300 350

tiempo tiempo
a) b)

Figura 4.5. Simulacién de dindmicas de prevalencia en el sistema cuando
no hay transmision ambiental, bajan los parametros de transmision directa
y vertical y las condiciones iniciales son: X (0) = 50, Y (0) = 10, Ly (0) =
0,00001, Lyr(0) = 0,01.

crecimiento en la poblacién de leptospiras pero como no hay tasas que trans-
miten la enfermedad dicha poblacion de leptospiras debe desaparecer. Esto es
precisamente lo que muestra la Figura 4.6.

En este caso obtenemos %, = 0,287 < 1, esto implica que la enfermedad no se
propagara y la poblacién de susceptibles crecera hasta alcanzar el equilibrio
libre de enfermedad, es decir el sistema en el punto de equilibrio libre de
enfermedad es estable.
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Figura 4.6. Simulacién de dinamicas de prevalencia en el sistema cuando
no hay transmision ambiental, los parametros de transmision directa y
vertical se anulan y las condiciones iniciales son: X (0) = 20, Y'(0) = 20,
Ly(0) =0,00001, Ly7(0) = 0,01.
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Pardmetro o | Definicion Valor

Variable

X Roedores susceptibles -

Y Roedores infectados -

Ly Leptospiras transmisibles -

Lyt Leptospiras no transmisibles -

b Tasa de nacimiento per capita 0.1

m Tasa de mortalidad 0.02

V1 Proporcién de crias infectadas al nacer o al | 0.2
mamar de una hembra infectada

Vo Proporcién de infectados por transmisién | 0.5
sexual

U3 Proporcién de infectados via ambiental 0.00005

A Leptospiras arrojadas por dia por cada roe- | 100 000
dor infectado

€1 Proporcién de leptospiras que pasan de ser | 0.2
transmisibles a no transmisibles

€9 Proporcién de leptospiras que pasan de ser | 0.04
no transmisibles a transmisibles

1 Tasa de mortalidad de leptospiras en el am- | 1
biente inmediatamente después de su pro-
pacion

2 Tasa de mortalidad de leptospiras en el am- | 0.1
biente en condiciones calidas (en condicio-
nes himedas pueden sobrevivir por meses)

K Capacidad de carga (valor méximo de X + | 100

Y)

Tabla 4.1. Variables y pardmetros usados en las simulaciones del modelo
sobre la dinamica de transmision de la leptospirosis.
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Capitulo 5
Discusion

Esta investigacién tuvo como proposito estudiar el comportamiento de la enfer-
medad infecciosa leptospirosis, mediante un sistema de ecuaciones diferenciables. En
el Capitulo 1 se explicé el comportamiento biolégico de esta enfermedad infecciosa,
desde como nace, como se puede transmitir, todo su ciclo de vida y como muere.
Asi como la importancia de estudiar esta enfermedad infecciosa.

El planteamiento de un modelo y su trascendencia radica en la similitud del
modelo con la realidad. Es por esta razén que podemos afirmar que la importan-
cia de esta tesis se centra en la diferencia del modelo presentado en esta tesis con
los ya conocidos, pues retine supuestos considerados por separado en modelos an-
teriores, acercandonos mas a la realidad. Este modelo nos muestra que existen dos
puntos de equilibrio del sistema: un punto donde no hay enfermedad y otro donde
la enfermedad persiste en el medio ambiente. En epidemiologia es de gran relevan-
cia obtener la expresion del nimero reproductivo bésico, pues con este se pueden
obtener conclusiones muy importantes. De hecho, la estabilidad de los puntos de
equilibrio depende si el valor del nimero reproductivo basico esta por encima o de-
bajo de 1. En el Capitulo 2, basado en un estudio realizado en una zona urbana de
Brasil, mediante el método de Van den Driessche se calculé dicho nimero, el cual
tiene la siguiente expresion:

muy + vo N KusA(1 — ) (p2 + €2)

i
0 m m(p1 + 1) (g2 + €2) — merey

Se observa entonces la fuerte dependencia del parametro de transmision ambiental,
v3, pues si éste es muy cercano a cero el segundo término de la suma que representa
Py se hace muy pequeno, y la interpretacion depende entonces sélo del término
%ﬂ?. El saber que el parametro v afecta en demasia al sistema es muy importante
en la biologia de la enfermedad, pues, %, representa en promedio en una poblacion
completamente susceptible cuantos individuos se infectaran con la introduccién de
un individuo infectado y, segin nuestra expresion de %, este promedio es alto o bajo
segun sea el valor de v3. Tenemos entonces un parametro importante a considerar,
pues si se plantean métodos para controlar o disminuir esta tasa, se puede llegar
a controlar la transmisién de la enfermedad, pues este método se hizo evaluando
algunas matrices en el punto de equilibrio libre de enfermedad, entonces si %, < 1
este punto es estable.
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Para continuar con el andlisis del modelo, encontré explicitamente los puntos de
equilibrio para poder linearizar el sistema cerca de esos puntos y poder conocer la
estabilidad de los puntos. Esto se hizo verificando el signo de los eigenvalores. Como
no se tenian hasta el momento valores a los parametros, la estabilidad dependia
de restricciones a los pardmetros. Con el criterio de Routh-Hurwitz se logré este
objetivo y concluimos con varios conceptos sobresalientes que se mencionaron por
casos. Observemos que a partir de Caso 3 se logré que el punto de equilibrio fuera
estable sin tenerse que cumplir mas restricciones. Esto fue porque el pardmetro vs se
hizo cero y como se mencioné anteriormente, el niimero reproductivo basico depende
fuertemente de este valor, si v3 es cero, decimos que no hay transmisiéon ambiental
entonces #, sea hace pequeno y esto implica que el punto de equilibrio libre de
enfermedad es estable, lo cual también se concluyé con el criterio de Routh-Hurwitz.

En el Capitulo 3, también apliqué el método directo de Lyapunov para estudiar
la estabilidad de un sistema de ecuaciones diferenciales. Este método es sumamente
facil de utilizar, pues se puede aplicar aun sin saber si el sistema tiene solucion.
Entonces, con este método obtuvimos nuevamente restricciones para que el sistema
fuera estable, pero en este método las restricciones no estan sobre los parametros sino
sobre unas nuevas constantes que definimos positivas y que pueden manipular las
funciones candidatas a ser de Lyapunov para que efectivamente sean de Lyapunov,
y asi, el sistema sea estable.

Por tltimo, en el Capitulo 4 se muestran algunas graficas que ejemplifican justa-
mente la estabilidad de los puntos de equilibrio cuando se cumplen las restricciones
mencionadas en el Capitulo 3. Asimismo, se muestran graficas que ejemplifican la
inestabilidad del punto de equilibrio, ya que no se cumplen las restricciones [?].
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