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Resumen

En 2008 se publicé un método llamado SPPS (Series de Potencias de Pardmetro Espectral),
el cual proporciona la solucién analitica de la ecuacién (pv’)’ 4+ qu = Arv en términos de
series del pardmetro espectral A. En este trabajo se aplica el método SPPS a la solucién de
problemas con valores en la frontera. Se estudia su precisién, convergencia y se compara con
técnicas puramente numéricas disponibles. Se desarrollaron las aplicaciones en Matlab que
fueron usados en los ejemplos de prueba que admiten una solucién exacta en forma cerrada.
Por medio de la comparacién de los resultados obtenidos tanto con la solucién exacta como
también con la solucién numérica calculada con el uso de la rutina estandar de Matlab bvp4c
se demostré que la implementacién numérica de SPPS es sencilla, precisa y robusta, lo cual la
convierte en una técnica altamente competitiva con los métodos numéricos existentes.
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1. Descripcion del Problema

Los problemas con valores en la frontera de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo
orden modelan muchos fenémenos en diferentes dreas del conocimiento tales como Electricidad, Optica,
Dindmica, Biologfa, Estadistica, Economfa, etc., de modo que es necesario conocer su solucién para poder
entender, explicar y predecir el comportamiento del objeto de estudio, bajo ciertas condiciones. Existen
métodos para obtener la solucién exacta de este tipo de ecuaciones cuando presentan coeficientes con-
stantes, pero cuando los coeficientes son variables no existe un método general para obtener la solucién
exacta, de modo que se utilizan métodos numéricos para obtener una aproximacién de la solucién analiti-
ca. Es por esto que es importante el estudio de los métodos numéricos para su mejor realizacién, asi como
el andlisis y comparacién de su aplicabilidad y convergencia para obtener resultados 6ptimos.

2. Antecedentes y Justificacién

El drea de las ecuaciones diferenciales es un campo de estudio muy amplio, ya que éstas han probado
ser una herramienta muy util para modelar fenémenos en diversas ramas de la ciencia. Gran cantidad
de estos fenémenos involucran problemas con valores en la frontera de ecuaciones ordinarias lineales de
segundo orden con coeficientes variables. Debido a la falta de un método general para poder resolverlas
se tiene que tratar cada ecuacién por separado e intentar encontrar su solucién, aunque muchas veces
se utilizan métodos numéricos para hallar aproximaciones de la solucién analitica. Es por eso que los
programas de cédlculo simbdlico como Matlab incorporan dentro de sus herramientas, funciones como la
bvp4c para resolver este tipo de problemas.

En el afo 2008 el Dr. Vladislav V Kravchenko dio a conocer un método conocido como Spectral
Parameter Power Series (SPPS) [10], [12] para encontrar la solucién de la ecuacién de Sturm-Liouville,
como una representacién de series de potencias del pardmetro espectral. Este representa una nueva y
eficiente herramienta para resolver problemas con valores iniciales y en la frontera que involucren la
ecuacién de Sturm-Liouville. Cabe senalar que éste método es analitico, pero por su naturaleza se puede
implementar con ayuda de un software y obtener una solucién numérica. A partir de ese afio se ha
utilizado en varios articulos para resolver problemas relacionados con la ecuacién Sturm-Liouville, como
por ejemplo: solucién numérica de un problema con valores iniciales, que describe la cantidad en que se
transmite y refleja una onda electromagnética en una capa no homogénea [5], aplicacién al modelo de
Jackiw—Pi de grafeno de doble capa [6], problemas inversos [9], solucién de ecuaciones obtenidas usando
técnicas supersimétricas [8], representacion eficiente del discriminante de Hill utilizando el método SPPS
[7].

En el presente trabajo se utilizard el método SPPS y se implementard en Matlab para encontrar las
soluciones para algunos problemas de valores en la frontera con condiciones de tipo Dirichlet y Neumann
para ecuaciones lineales de segundo orden. Cabe senalar que la aplicacion del método SPPS en este trabajo
es un caso particular del método general, ya que no se consideran problemas espectrales que representan
el drea de aplicacién del método, sin embargo para el caso A = 1, el cudl serd el tema de nuestro estudio,
el método es aplicable .

Andlogamente se utilizard la funcién bvp4c de Matlab para calcular la solucién de este tipo de prob-
lemas. bvp4c combina varios métodos numéricos incorporados con el fin de analizar qué método obtiene
una mejor aproximacion a la solucién exacta y poder obtener resultados 6ptimos.

Al no contar con un método que nos aporte una solucién analitica para este tipo de problemas,
es importante saber qué método numérico podemos usar con la seguridad de que nos dard una mejor
aproximacion que cualquier otro. Pues de esta manera podremos garantizar una mayor exactitud en los
resultados y con esto una mejor modelacién del fenémeno en cuestion.

3. Objetivos

= Entender en qué consiste el Método SPPS.

= Aprender a usar Matlab y en particular los comandos y las funciones para calcular soluciones numeéri-
cas de problemas con valores en la frontera de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden.



= Aprender a programar el método SPPS en Matlab.

= Analizar cémo se comportan las soluciones numéricas de cada método con respecto a la solucién
exacta en algunos ejemplos que se propongan.

= Sacar conclusiones acerca de la aplicabilidad del método.

4. Metodologia

= Repasar teoria de ecuaciones lineales de segundo orden y conceptos relacionados con problema con
valores en la frontera.

= Estudiar el método SPPS.
= Estudiar las funciones necesarias para programar el método SPPS en Matlab.

= Estudiar la funcién bvp4c y algunas otras que se utilizan en conjunto para calcular las soluciones
numéricas de un problema con valores en la frontera de una ecuacién diferencial lineal de segundo
orden.

= Proponer ejemplos de problemas con valores en la frontera cuya solucién exacta se conozca y darles
solucién numérica con los dos programas anteriores.

= Calcular los errores absoluto y relativo entre la solucién exacta y la solucién SPPS; analizar los
resultados obtenidos en cuanto a la convergencia, eficiencia y estabilidad de la implementacién
numérica SPPS. De manera andloga, realizar el procedimiento anterior con bvp4c.

= Redactar tesis.

5. Preliminares
La ecuacién diferencial lineal de segundo orden tiene la forma

d? d

T + P@) 7 +Qa)y = R(@) (1)
donde, como la notacién lo sugiere, P(z),Q(x) R(x) son funciones de z solamente. No hay pérdida de
generalidad en suponer que el coeficiente de la segunda derivada es 1 pues siempre se puede obtener (1)
aplicando una divisién.

Contrario a lo que sucede con las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, en general (1) no se
puede resolver explicitamente en términos de funciones elementales ni incluso en términos de antiderivadas.
Existen algunos métodos para resolver algunos casos muy especiales de esta ecuacién y muchas veces es
necesario utilizar series. Cuando R(x) = 0 en (1) la ecuacién resultante se le llama homogénea. En caso
contrario la ecuacién se llama no homogénea.

Debido a que en general no es posible obtener una solucién por simple inspeccién de la ecuacién (1)
es importante asegurar la existencia y unicidad de la solucién de dicha ecuacién.

Teorema 1 (de Existencia y Unicidad) Sean P(z),Q(x) y R(z) funciones continuas en un intervalo
cerrado [a,b]. Si xo es un punto cualquiera en [a,b] y si yo y y, son numeros cualesquiera, entonces la
ecuacion (1) tiene una y sélo una solucion y(x) en el intervalo [a,b] tal que y(zo) = yo y ¥’ (xo) = yj-

5.1. Solucién general de la ecuacién homogénea

Definicién 1 Si dos funciones f(z) y g(x) definidas en el intervalo [a,b] cumplen que una es miltiplo de
la otra, se dice que son linealmente dependientes en [a,b] . Si esto no se cumple se dice que son linealmente
independientes.



Teorema 2 ([15]) Sean y1(x) y y2(x) soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogénea
"'+ Py + Qx)y =0 (2)

en el intervalo [a,b]. Entonces
a1 (@) + c2y2(x) (3)
es la solucion general de (2) en [a,b], en el sentido de que cada solucion de (2) en el intervalo se puede

obtener de (3) para ciertos valores de ¢1 y ca.

Primero se demuestran dos lemas, el primero nos dice en que puntos la funcién de = , W(yy,y2) =
Y195 — Y2y llamada Wronskiano, se hace cero, y el segundo da una relacién entre el valor del Wronskiano
y la dependencia lineal de dos soluciones de la ecuacién (2).

Lema 1 ([15]) Sean y1(z) y yo(x) soluciones de (2) en [a,b], entonces el Wronskiano W (y1,y2) es cero
o distinto de cero en todo el intervalo.

Demostracién. Observe que
W' = y1ys + Y1y — v2y1 — ¥ay1 = y1ys — vy
Asi, como y; y y2 son soluciones de (2), se tiene

Y + Py +Quy1 =0

Yy + Pys + Qua =0

Multiplicando la primer ecuacién por ys y la segunda por y;, y restando la primera de la segunda se
obtiene

(1195 — v2v1) + P(y1ys — y2y1) =0

esto es I
— +PW =0
dz

Pero la solucién de esta ecuacién lineal de primer orden es
W =ce J Pd=

Usando el hecho de que la exponencial no se hace cero, se concluye que el Wronskiano es cero sic =0 6
distinto de cero si ¢ # 0. m

Lema 2 ([15]) Sean y1(z) y y2(x) dos soluciones de la ecuacion (2) en [a,b], entonces son linealmente
dependientes en este intervalo si y solo st su Wronskiano es cero.

Demostracién. Supongamos que y; y y2 son linealmente dependientes, se quiere demostrar que y;y5 —
y2y; = 0. Si una de estas funciones es cero, se cumple claramente el resultado. Por lo que supongamos
que ninguna es cero, entonces por su dependencia lineal se sigue que una es multiplo constante de la otra.
Esto es y1 = cys para algin ¢, entonces yj = cyh. Asi, se tiene

Y1y — y2uy = ya(eyy) — (eyr)yy =0

Ahora supongamos que W = 0 y probaremos la dependencia lineal. Si y; = 0 en [a,b] entonces las
funciones son linealmente dependientes. Si y; no es totalmente cero en [a, b], por continuidad se tiene que
existe un intervalo [d, €] de [a, b] en el cual y; no se hace cero. Por lo tanto se cumple

Y195 — Y2u1
y3

=0



en [d, e]. La ecuacién anterior se puede reescribir de la forma (y2/y1)" = 0, integrando se obtiene yo = ky;
para alguna constante k y todo x € [d,e]. Asi, como ys y ky; tienen los mismos valores en [d,e], sus
derivadas son iguales y por el teorema 1 se deduce que

y2(z) = ky1 (z)

para todo x € [a, b], es decir y; y y2 son linealmente dependientes. m

Del Lema 1 y el Lema 2 se concluye que el Wronskiano de dos soluciones de (2) linealmente indepen-
dientes es distinto de cero.
Demostraciéon del Teorema 2. Supongamos que y(z) es una solucién de (2) en [a,b]. Debemos
demostrar que existen constantes ¢y y co tales que

y(w) = cry1(w) + coya(w)

para todo z € [a, b]. Por el teorema 1, una solucién de (2) en todo [a, b] estd determinada por su valor y el
valor de su derivada en un sélo punto. Puesto que ¢1y1(z) 4 caya(x) y y(x) son soluciones de (2) en [a, b],
basta sélo con demostrar que para algin g € [a, b] existen c¢; y co tales que

c1y1(zo) + cay2(z0) = y(zo) (4)
ayy (o) + cays (o) = y(wo)

Pero para que el sistema anterior tenga solucién se debe cumplir que el determinante

1) | = y1(w0)ya (o) — ya(zo)yi (wo)

sea distinto de cero. Pero como y; y y2 son linealmente independientes por el lema 2 W (y1,y2) = y195 —
yoy; # 0, de modo que el sistema (4) tiene solucién unica, por lo tanto existen ¢; y ¢ tales que
y(z) = cry1(x) + coya(x) para todo = € [a,b]. ®

5.2. Uso de una solucién para encontrar otra

Como se ha visto en la seccién 5.1 una vez que se tienen dos soluciones linealmente independientes 1
y y2 de la ecuacion homogénea (2), la solucién general esta dada por la expresion c1y (x) + cay2(x), donde
c1 y ¢z son constantes arbitrarias. Supongamos se conoce una solucién yi (), entonces para obtener una
segunda solucién, definase yo = y,v donde

1
v = /—Qeffpdxda:,
Y1

claramente y; y y2 son linealmente independientes por la definicién 1, ya que una no es miltiplo constante
de la otra. Entonces

Yy = vy + 'y yy = vy +20'yp + 0"y (5)

Por otro lado, derivando v se tiene
r_ ief —Pdac7

v
2
Y1

tomando logaritmos en ambos miembros

logv' = —2logy; — /de,

derivando

esto es
vy + ' 2y, + Pyr) = 0,



como ¥ es solucién de (2)
v + Pyt + Qyr) + 0"y + ' (21 + Pyr) =0,

reescribiendo
vy 420"y + 0"y + P(uyy +0'y1) + Q(vy) =0,

sustituyendo (5) y y2 = vy en la igualdad anterior se tiene
Y2 + Pyo+ Qyz =0,

es decir, ys es solucién de (2).

5.3. Reduccién de una ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo or-

den

Teorema 3 Dada la ecuacion lineal de sequndo orden

f@)y" + g(x)y’ + h(z)y =0

con z € la,b], f(x) #0 en [a,b],a,b, € R, siempre es posible reducirla en una ecuacion de la forma:

v’ + q(z)u =0

_ho1 92_1<9)
donde q—f 4<f> ACIE
J

y:u.e_%fgdl
].g —lfid —lfid
/ x / x
Yy =——-=u-e 2" 4+u-e 21
2 f
1 ' L g 1 2 Y L g L g
y//( >u e—szdz+4<?> u e—§f7da;7gu/ 6—§f7dm+u// 6—§f7dx

De donde se tiene

ut+f-u" =0

Fla f(9\ _1(o
[ L) e (2) =5 (2)
Notese que f # 0, pues (6) es de segundo orden. Asf, multiplicando a (11) por %

) () )

u+u" =0

Obteniendo la ecuacién (7). =

(6)

(7)



5.4. Problemas lineales con valores en la Frontera
Considérese el problema
y" + P(z)y + Q(x)y = R(z) (12)
Lyl = koy(a) + k19’ (a) + hoy(b) + hiy'(b) = a (13)
lao[y] = moy(a) +may'(a) + woy(b) + w1y’ (b) = B

donde P,@ y R son funciones continuas en el intervalo [a,b], k;, h;,m;,w; @ = 0,1y «, 5 son constantes
dadas, tales que una condicién no es multiplo de la otra. La ecuacién (12) y las condiciones (13) se llaman
problema no homogéneo con valores en la frontera. La ecuacién (12) sujeta a las condiciones (13) con
R(z) =0y a = =0 se llama problema homogéneo con valores en la frontera.

Las condiciones (13) son generales y en particular incluyen las

» Condiciones de Dirichlet

Este tipo de condicién indica los valores que debe tomar la solucién y(x) en los extremos del intervalo
a considerar. Para kq, ho, h1,mg, m1, w1 =0y ko, wg = 1 en (13) se obtiene

y(a) = a, y(b) = 6.

» Condiciones de Neumann

Esta condicién indica los valores que debe tomar la derivada de la solucién y'(x) en los extremos del
intervalo considerado. Para ko, hg, h1,mo, m1,wo =0y k1,w; =1 en (13) se obtiene

y'(a) =a, y'(b) =6
= Condiciones de Robin

Esta condicién es una combinacion lineal de valores de la solucién y(z) y de los de su derivada y'(z)
en los extremos del intervalo usado. Para hg, h1,mg,m1 = 0y ki1, w; = 1 en (13) se obtiene

y'(a) + koy(a) = a, y'(b) + woy(b) = B.

La existencia y unicidad de la solucién para estos problemas no siempre ocurre, pues pueden tener
solucién tnica, infinitas soluciones o ninguna. Por esta razén, es importante saber cuando existe solucion.
Es claro que un problema homogéneo siempre tiene al menos la solucién trivial. El siguiente teorema nos
dice cuando un problema homogéneo tiene solamente la solucién trivial.

Teorema 4 (vea p.ej. [1]) Sean y1(z) y y2(x) soluciones linealmente independientes de la ecuacion ho-
mogénea asociada a la ecuacion (12)

y' + P(x)y' + Q(z)y = 0. (14)

Entonces el problema homogéneo con valores en la frontera tiene como unica solucién a la trivial si y sdlo
St
a=| b b |
Demostracién. Cualquier solucién de la ecuacién homogénea (14) se puede escribir de la forma
y(z) = ciyi(z) + caya(z).
Esta es solucién del problema homogéneo si y sélo si
hileiyr + coye] = eili[y1] + eali[y2] = 0 (15)
laleryr + cayz] = cile[y1] + calalya] = 0.

Donde (15) tiene como solucién tnica a la trivial si y sélo si A £ 0. =
De este teorema se concluye que el problema homogéneo con valores en la frontera tiene infinitas
soluciones si y sélo si A = 0.



Teorema 5 ([1]) El problema no homogéneo (12),(13) tiene solucion unica si y solo si el problema ho-
mogéneo tiene como solucion unica la trivial.

Demostracion. Sean y;(x) y y2(z) soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea (14)
y z(z) una solucién particular de (12). Entonces la solucién general de la ecuacién no homogénea (12) es
de la forma

y(z) = c1y1(w) + coya () + 2(z).

La cual es solucién del problema (12), (13) si y sélo si

hieiyr + cayz + 2] = el [y1] + cali[ye] + 11 [2] (16)

lalciyr + coyo + 2] = cila[ya] + calalya] + l2[2]

3.

Pero el sistema homogéneo en (16) tiene solucién unica si y sélo si A # 0, si y solo si (por el teorema
anterior) el problema homogéneo tiene como dnica solucién a la trivial. m

5.5. Definiciones de Error Absoluto y Relativo

Sea X un valor de una medida que se toma como exacto y x una aproximacién de X, entonces se
define el error absoluto como
Eabs = |X — .’L‘|

es decir, es la magnitud de la diferencia entre la aproximacién y el valor exacto. Y se define el error relativo
como

[ X — ]
X

esto es, es el cociente del error absoluto y la magnitud del valor exacto.

Erel =

6. Descripcién de la funcién bvp4c de Matlab
bvp4c
Sintaxis

sol = bvp4c(odefun,bcfun,solinit,options)
solinit = bvpinit(x, yinit, params)

Argumentos



odefun Manipulador de la funcién que evalia la ecuacion diferencial f(z,y). Puede tener
la forma
dydx = odefun(x,y,parameters)
donde x es un escalar correspondiente a x e y es un vector columna correspondiente
a y. parameters es un vector de pardmetros desconocidos y odefun es un vector
columna.
bcfun Manipulador de la funcién que calcula los residuos en las condiciones de frontera.
Para condiciones con valores en la frontera en dos puntos de la forma be(y(a), y(b)),
bcfun puede ser de la forma
res = bcfun(ya,yb,parameters)
donde ya y yb son vectores columna que corresponden a y(a) y y(b).
parameters es un vector de pardmetros desconocidos.
La funcién retorna el vector columna res.
solinit Estructura que contiene las estimaciones iniciales. Se crea usando la funcién bvpinit.
solinit contiene los siguientes datos:
X Nodos ordenados de la malla inicial. Las condiciones de frontera se
imponen en ¢ =solinit.x(1) y b =solinit.x(end)
y Estimacién inicial de la solucién de modo que solinit.y(:,1i)
sea una estimacién de la solucién en el nodo solinit.x (i)
parameters Opcional. Es un vector que provee estimaciones para los
pardmetros desconocidos.
options Argumento de integracién opcional. Estructura que se crea con bvpset

Descripcién
sol = bvpdc(odefun,bcfun,solinit) integra un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

y/ = f(x,y)

en el intervalo [a, b] sujeto a las condiciones de frontera

be(y(a),y(b)) =0

bvp4c también puede encontrar pardmetros p desconocidos para problemas de la forma

/

y = f(x’yap>
0 = bc(y(a)ay(b)vp)

donde p corresponde a parameters. bvp4c retorna los valores finales de los pardmetros desconocidos en
sol.parameters. bvp4c calcula una solucién continua en [a, b] y que tiene primera derivada continua.
La funcién deval evalda la solucién en los puntos xint del intervalo [a,b]:
sxint = deval(sol,xint)

La estructura sol que bvp4c retorna tiene los siguientes datos:

sol.x Malla que bvpé4c selecciona

sol.y Aproximacion a y(x) en los puntos malla de sol.x

sol.yp Aproximacién a y'(x) en los puntos malla de sol.x

sol.parameters Valores que bvp4c retorna para los pardmetros desconocidos, sélo si los hay
sol.solver cadena ’bvp4c’

sol.stats Estadisticas de costo computacional

sol puede reemplazarse por otro nombre. Los datos x,y,yp,parameters y solver son creados por
bvp4c.



bvpinit

Sintaxis

solinit = bvpinit(x,yinit,parameters)
Descripcion

solinit = bvpinit(x,yinit,parameters) forma la aproximacién inicial que bvp4c utiliza para re-
solver el problema con valores en la frontera (BVP) dado.

x es un vector que especifica la malla inicial. Si se quiere resolver un BVP en [a, b], se debe proporcionar
a y b que corresponden a x(1) y x(end) respectivamente.

La funcién bvpéc adapta esta malla a la solucién, de modo que una aproximacién de la forma xb =
linspace(a,b,10) a menudo es suficiente. En ocasiones cuando la solucién cambia bruscamente se debe
proporcionar los puntos malla donde ocurre este cambio. Las entradas de x deben ir en orden creciente
(a < b) 0 en orden decreciente (a > b). Para problemas con valores en la frontera en dos puntos los valores
de x deben ser distintos. Esto es, si a < b, las entradas deben satisfacer x(1) < x(2) < ...< x(end).
Andlogamente si a > b.

yinit es una aproximacién para la solucién. Puede ser un vector o una funcién.

= Vector: bvpinit repite el correspondiente elemento del vector como una constante en todos los
puntos malla. El vector debe ser de la forma [yo y,] donde yo es una constante y yj = 0 es su
derivada.

= Funcién: Para un punto malla dado x(j), la funcién aproximacién retorna un valor y(j) que es la
aproximacion al valor correspondiente de la solucion.

Si se cuenta con la presencia de pardmetros en la ecuacién, se puede utilizar el vector parameters
para dar aproximaciones a éstos.

solinit es una estructura que tiene los siguientes campos:

X Nodos ordenados de la malla inicial

y Aproximacion inicial de la solucién, donde solinit.y(:,1i) es una aproximaxién
para el nodo solinit.x(i).

parameters Opcional. Vector que provee de aproximaciones iniciales a los pardmetros.

bvpset

Sintaxis

options = bvpset(’propiedadl’,’valorl’,’propiedad2’,’valor2’,...)
Descripcién

Crea una estructura options que es empleada por bvp4c, en la cudl las propiedades tienen los valores
especificados.

Propiedades de Tolerancia de Error

Debido a que bvp4c utiliza una férmula de colocacién, la solucién numérica estd basada en una malla
de puntos en la cual las ecuaciones de colocacién se satisfacen. La seleccién de la malla y el control del
error se basan en los residuos de esta solucién, de modo que la solucién calculada S(z) es la solucién
exacta de un problema perturbado S’(z) = f(z, S(x)) + res(z). En cada subintervalo de la malla, una
norma del residuo en la i-ésima componente de la solucién, res (i), es estimada y es menor o igual que una



cierta tolerancia. Esta tolerancia es una funcién de las tolerancias absolutas y relativas, AbsTol, RelTol
las cuales son definidas por el usuario.

res (i)

< RelTol (17)

méix (abs (£ (1)), 5ol )

A continuacion se describen las propiedades de tolerancia de Error.

Propiedad Valor por

RelTol

AbsTol

defecto
le-3

le-6

Descripcién

Tolerancia de error relativo que aplica a todas las componentes del
vector de residuos. La solucién calculada S(z) es la solucién exacta
de S'(x) = f(x,S(x)) + res(x). En cada subintervalo de la malla, el
residuo res(x) satisface

res(i)

méx(abs(f(i)%%)

< RelTol

El valor méximo para esta propiedad es de le-14. Si se proporciona
un valor mayor, Matlab lo omite y toma le-14.

Tolerancias de error absoluto que aplican a las componentes
correspondientes del vector de residuos. AbsTol(i) es un limite por
debajo del cual los valores de las componentes correspondientes

no son importantes. Si un valor escalar es especificado, éste

aplica a todas las componentes.

Propiedad del Tamano de Malla

bvpdc resuelve un sistema de ecuaciones algebraicas para determinar la solucién numérica de un
problema con valores en la frontera en cada punto de la malla. El tamafio del sistema depende del nimero
de ecuaciones diferenciales (n) y el nimero de puntos de la malla considerada (N). Cuando la cantidad
méxima de puntos malla es alcanzada, bvp4c se detiene y retorna la solucién obtenida hasta ese momento.
Esta solucién no satisface la tolerancia indicada, pero provee una excelente estimacion inicial para volver
a calcular la solucién con a) tolerancias mayores o b) un incremento en el valor NMax (cantidad de puntos

malla).

Propiedad
NMax

Valor
Entero positivo
{|10000/n]}

Descripcion

Cantidad méxima de puntos malla permitida al resolver un problema
con valores en la frontera, donde n es el nimero de ecuaciones
diferenciales del problema. El valor por defecto NMax permite que el
sistema algebraico sea de unas 10000 ecuaciones. Para sistemas de
pocas ecuaciones diferenciales, el valor por defecto de NMax es
suficiente para obtener una solucién precisa.

Asi, si se desea utilizar esta opcién basta con definir el comando options = bvpset(’NMax’,k),donde
k es el nimero de puntos malla que se requiera y anadir options como argumento de bvp4c.

7. Meétodo SPPS

Recordemos la definicién de funcién continua por partes y el Teorema fundamental del Célculo.

10



Definicién 2 [13]. Una funcién f(z), a < x < b es continua por partes, si existe un conjunto finito de
puntos a = o < 1 < ... < T < Tp41 = b tales que

1). f es continua en x # x;, 1=0,...k+1
2). lin(1) f(z; +¢) existe 1=0,....k
E—
3). lir%f(wi—g) existe 1=1,..,k+1.
E—

El limite en 2 se denota como f(x; + 0) y se le llama limite por la derecha. El limite en 3 se denota
como f(x; — 0) y se le llama limite por la izquierda. Nétese que esta definicién implica que f es acotada
en [a,b] y por tanto existe el supremo de f en [a,b]. Asi, una funcién continua por partes en [a, b], por el
criterio de Lebesgue [2], es Riemann integrable en [a, b].

Teorema 6 (Teorema Fundamental del Célculo [16]) Sea f : [a,b] — R una funcién continua y definase
a F(xz) como sigue,

F(z) = / F(s)ds,

entonces F(z) es derivable en [a,b].

El método SPPS fue dado a conocer por el Dr. Kravchenko en 2008, el cual se utiliza para obtener la
solucién general de la ecuacién de Sturm-Liouville

(pv") +qu = Arv

en forma de series de potencias del pardmetro espectral A\. Un caso particular y muy utilizado es cuando
p=1,g =0, =1, el cudl se describe en el siguiente teorema donde r(x) = ¢(x) es el potencial de la
ecuacién.

Teorema 7 Supdngase que q(x) es una funcion C[0,d]. La solucion general de la ecuacion

_dv(2)
dx?

+q(z)v(z) =0 (18)

en (0,d) es de la forma
UV = C1V1 + C2V2

donde c1 y co son constantes arbitrarias y vi,vs vienen dadas por las igualdades
o0 o0
(2K 2k+1
v = ZX(() )(x) vg = ZX(() * )(:c), (19)
k=0 k=0

donde )Z'(()") Y X(()") se definen como sigue

y paran € N

/)Nfé"_l)(s)q(s)ds st n es impar
XM =19,

/)N(é"_l)(s)ds St m es par

0

/X(()nil)(s)ds sim es impar
XM (@) =4 %

/X(()nil)(s)q(s)ds sim es par

0

11



o0 oo oo
Demostracién. Primero probaremos que las series Z )Z'é%)(:r), Z)?(()%H)(x), Z X(()Qk+1)(:c) y
k=0 k=0 k=0

Z X(gzk)(x) convergen uniformemente. Puesto que ¢(z) es integrable [0, d], para n par y = € [0, d] se tiene

] = | sl f| fre-oice)
< / 7|q (@) / K06 dggdede,
< / 7 a(6) 77 |a(6) X" (64| de gz, <
< /71@ )l / / (€ ?45/ e ) / 25/ e R0 6ty syl
< / Z|q<£2>|0707|q<54| 5074573|q o) / € i [a] A 106,506, €1y dEadEy
- O/IZIIq(Sg)IZQZan o ] g%axm 6oo)| S22 oy,
< jmeiimm / 45/ B(maxq|) o sy
- f7|q(§2)|77|q<§4|_,_ / (r[ga;xmo?52!3dfn_3.-.ds4dssd52dfl

nT% n—4
)l (r[%%c)]{m') (54 4)] d§4d€3d§2d§1

IA
\
5

3
\
\

< 51 "772 n—3 %72 n—2
< / / &) / (max|q|) e e, = / / (el (mixlel) e,
3 en—1 2 0
< /(r[lgaqu) ﬁd& = (I[%i)f'q') % < (I[ga}lXIqQ g (20)
0
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Para n impar, n-1 es par, de manera que haciendo uso del caso (20) se tiene

X @) =

Para n impar y z € [0, d]

X" (@)

IA

IN

N

IN

A

IN

IN

IN

IN

Igl

[ [l / [x§9(e,)| dedeade,

00

z &

[ [ 1€l [ [ acnxi= €| assdgsdends, <
00 00

z &

[ [ [ [t [ lae ol [ [ el [ [x8e
00 00

z &

//|q<§2)|//|q<§4)|-.-/ 4(€,s) / / €| €6y odE, g€ dE s dEndE,
00 00

z &

[ [ [t [l [ [ maxial, de, e, g, dtadesdgade,
00 00 0 0 0

z &1

z &

IN

IA

IN

/X“fldgl

52 &3

&2 &3

§s &3

[ PR

& &3

& &3

x

/ (€)X (€ )dey | <

g
/ (e (maxlal) e
gt (o N
(o) ™[5 = (i)~ 5
0

nt1
g
(maX| > —
[0,d] n!

z &1

/ 6 ey dey < / / a2 X5 ()| desde,

/|q &) “X(n Y 51)“151

En_a En—38n—2 En1

A€, €1 dEy,_2dE,,_3...d€dE3dEy
0 0 0 0
—3&n_2

57174 §n73§n 2

571—4 5%*3 2
[ 1@ [ [lal [ ool [ mixlal S52de, e, desaeydende,
00 00 0 0

Ena

2 #3
[ [ [ [l [ (mixial) S22de,..desasdeade
00 00 0

x 51 52 53 nT—S n—4a
< / / () / / (el (maxlal) (S deidedeade,

z &

%3 n—3 %3 n—2
/(max|q|) (’53 1 adbadty = //|q &)l (max|q> (52 oy %2y

n—1

n—1
P é”ll 1 2 mn 2 d’ﬂ
— < —
) e - (r[gaxm) a _(mﬂ |) -
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Para n par, n-1 es impar y podemos hacer uso del caso anterior

x

n n—1 n—1)
x| = / (E)X§ V() dey | < /|q €)1 XV €| e,
2 n—1 < 5 n—1
< =1 e < : 2
B " 5 dr
= _ < _
(m”') z (%%?'Q') z
De manera que
% n
(max |q> - para n par
>(n) [0,d] n
<1[r01%>}<|q|> ‘f; para n impar
n—1
2
(max|q| % para n impar
(n) [0,d]
’Xo (93)’ <
(r[réax q|) o para n par
o bien
k
- d2k Ck
X <
) o @] = (mixld ) G = @
k+1 2k+1 3 2k+1
~ d 2
k1) <
) o (@] = |maxlq @hrD - \hax dx|al 2k + 1)
k -1 2k
d2k+1 2 O3
X(2k+1 <
‘ @] = \paxld ) g = (il ) G
ko g2k k
d C
X(2k) < e _ &
) o @] = \mdxld ) G = @
donde z € [0,d],k € Ny C = d? r[rééb)]( lg|. Por tanto se tiene que las series numéricas
0o 0o 1 2k+1 0o _1 )
Ck 2 CT 2
’;(Qk)!’ ;(Iﬁ%‘?' > 2k + 1) ;([O%ﬁ“q)

son series mayorantes de las series funcionales Z )?é%) (x), Z )?52’““)( ), Z X(%H)

3

Zsz)

respectivamente.
Por otro lado recordemos que
B8 3 (545
t —t 2k
COSh(t) _ e te n=0 n=0 — n=0 _ Z t
2 2 2 (2k)!
k=0
R S Ve (5 -5
t ot n! n! Z n! n! 19 t2k,+1
Slnh(t) — € € — n=0 n=0 — n=0 — Z
2 2 2 (2k + 1)!

14
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Considerando t = v/C en las series anteriores se sigue que las series

00 00 1 2k+1 jo%e) 1 2k+1
Cck 2 (7= , 2 (=
,;J(zk)!’ ;<md] 'q> (2k+ 1) ;(%i’lﬁ(@ (26 +1)!

convergen. Entonces por las desigualdades (21)-(24), la convergencia de las series anteriores y aplicando
la prueba M de Weierstrass se tiene que las series de funciones

ZX(%) ZX(2k+1) ZX(2k+1 (2), ixézk) (2)

k=0 k=0 k=0 k=0

convergen uniformemente en [0, d].

Obsérvese que como ¢(z) y X(go)son continuas en [0, d] por el teorema fundamental del Célculo

XWM@) = /X(O) s)ds = / (s)ds

0

X(gl)(x) = /Xéo)(s)ds =z

son continuas y derivables en [0,d] y ademds

XM (@)

T - Q(x)

axg'@
dz '

Asi, por induccién, se tiene que Xén) () y Xén)(a:) son continuas y derivables en [0, d], donde

dX(@) | X"V(@a(@) sines impar
e X(()n_l)(fﬂ)dx si n es par
ax{P@) _ [ X¢P@  sines impar
d X(()n_l)(fﬂ)q(m) si n es par

15



Utilizando las férmulas anteriores tenemos

0o > (2k
Z dX™ (x)

dx
k=0

(0 (2 (4 (6
aXg" (@) | dX§ (@) | aXV(@) X ()
dx dx dz dx

0+ XM @)+ XP (@) + X (@) + ...

b ~
k=0
= axX P () dx$V(z) . ax$? (z) . dX$P(z) . ax$? (z)
dzr dz dx dx dzr

k=0

4(2) X () + q(2) X7 (@) + q(@) X5V (@) + q(2) XV (2) + ..

k=0

> o (2k
> a(@) X5 (@)
k=0
) aXO) | dXP() | dXe () | dXo () |
dz dz dz dx dz
1+ X(()z)(x) + X(()4)(x) + Xé6)(x) + ...
> k
X ()
k=0
> ax* () dx\V)  dxP ) axP)  ax(®(z)
+ + + + .
dx dx dx dx dx

k=0

(28)

Ahora para justificar la primera derivada de las series (19), debido a que )?0(”)(37) y Xén)(x) son derivables

en[0,d y > X (@), Y XV (@),
k=0

k=0
tiene que

k=0 k=0
o~ 5 (2h)
dZXU () oo dX(Qk)(z)
k=0 . 0
dzx o Z dz
k=0
o~ (2t 1)
deXO (J}) 0o dX(QkJrl)(gj)
=0 _ 0
dz h kZ:o dz '

De modo que por (27),(29) y (31),( 32) las derivadas de v y v2 son

v (z

)= XP () vh(x) =3 X5 ().

k=0 k=0
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Para la segunda derivada de las series (19), nétese que por (27)-(30), (31) y (32) y el mismo argumento
anterior se tiene

257 7@ (4 ST K@) N g2k
’;) 0 ( ) ICZO dx Z 0 ( ) B 00 dXé%H)(x)
dax? B dx N dx N prd dx
23 XPHD () is X () a3 X ()
0 dx 0 00 (2k)
k=0 _ k=0 _ k=0 Z o ( )
dx? dx dx

Por tanto ya podemos demostrar que v; y v2 son soluciones de la ecuacién (18), en efecto por (28), (30)
y como ¢(z) es continua en [0,d] y las series v1 y v2 convergen uniformemente en [0, d], se tiene

42> XV ()

2 (x - o dX (2k+1) o
— 1g ) +q(2)vy(z) = —M—Q—FQ(QT)ZX(()%)(J:) _ _27() Z é (x)
dx dx Pt P dx =
= =Y @)X @) +a(@) Y X (@) =0
k=0 k=0
2 S (2k+1)
d?vy(x) ! kZ:oXO @ o 1 (2k 1) - dX(g%)(m) 3 (2HD)
S ) = @) 3 X @) == Y L () Y X )
k=0 k=0 k=0
= = q@ XV (@) +q(2) Y X5V (@) = 0.
k=0 k=0

Sélo falta por demostrar que v; y vy son linealmente independientes. Para esto basta con calcular el
Wronskiano y mostrar que es distinto de cero en algtin punto de [0, d],

W(vi(2),va(x)) =

— va(x)vy (x)

s e | - weme

Z)z(()zk ZX 2k:+1 ZX 2k+1)(m) ZXézk)(x)
k=0 k=0 k=0 k=0

evaluando el Wronskiano en 0 (ver la observacién para los calculos de v1(0),v2(0),v](0),v5(0)) tenemos

W (v1(0),v2(0)) = v1(0)v5(0) — v2(0)v}(0) =1-1—-0-0=1.

Por el Lema 1 se tiene que W(v1(z),v2(z)) # 0 en [0,d], y por el Lema 2 v; y vy son linealmente
independientes. m

Observacién 1 El Teorema 7 puede ser generalizado para el caso de la funcion q(x) continua por
partes en el intervalo [0,d]. En este caso la solucion v(x) de la ecuacion (18) es de la clase C*[0,d] y
no C?[0,d], por lo tanto la sequnda derivada de v(z) se debe considerar en el sentido de distribucion (o
sentido generalizado) (vea p.e. [19]).
En efecto,

w(z) = o ZX 2k) 52’“"'1)(:1:),
k=0

V(@) = o sz’”” X (),
k=0
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y por construccion las funciones XéQkH),X'é%) € Co,d] y X(g%) X(ZkH) € C[0,d]. Sean {z;}¥_, puntos
de discontiniudad de salto finito de la funcion q(x), en estos puntos v'(x) es continua, pero no derivable.
Por la definicion de la derivada generalizada tenemos

V(z) = {" (= HZ oz — i),

donde [v']z, = v'(x; +0) — v'(x; — 0) y es igual a cero por continuidad de v' en los puntos {x;}. La
expresion {v"(x)} denota la derivada clasica de v'(x) donde esta existe. Por lo tanto obtuvimos

v"(z) = {v"(2)}.
En el ejemplo 2 se considera la aplicacion numérica del método SPPS a la ecuacion (18) con

-2 0<z< 5
q(z) = 0 r=75,
c? s<z<m
se muestra que la solucion v(x) en este caso es una funcion de clase C1[0,7] y que el método SPPS es
aplicable con la misma eficiencia que para el caso q(z) € C[0,].
Observaciéon 2 Por definicion )N(ém) (0) =0, X(()m)(()) = 0 para m € Z*, entonces haciendo uso de
las definiciones de vy,ve y de (33)

0 (0) = ZX%) X0+ XP0) + XP0) 4. =1404+0+... =
02(0) = ZXS%H)(O):X(gl)(o)+X(§3)(0)+X(§5)(0)+...:0+0+0+...=0
v (0) = ZX(Q’““) =0+ XM0)+XP0)+..=0+04+0+...=0
wh(0) = ZX%) =x20)+ xP0)+ xP0)+ .. =1+04+0+..=1

Obsérvese que con los valores anteriores es posible calcular facilmente las constantes ¢y y co de los prob-
lemas con valores en la frontera de tipo

Dirichlet
‘%9”2) +q(x)v(z) = 0
v(0) = «
vd) = B
Aqui, la solucion v(x) = cyv(x) + cova(x) debe satisfacer las condiciones de frontera, esto es
v(0) = cv1(0) + c2v2(0) = &
v(d) = cvi(d) + cova(d) = B,
sustituyendo los valores de v1(0) =1 y v2(0) =0 se tiene que
. = « (34)
o — B8 — avy(d)
va(d)
Neumann
dsg) +q(zx)v(z) = 0
v'(0) a
v'd) = B



La solucion v(z) = civ1(x) + cova(z) debe satisfacer las condiciones de frontera, esto es

'(0) = c1v1(0) + 05 (0) = «
v'(d) = ci(d) + cavy(d) = B,
sustituyendo los valores de v} (0) =0 y v4(0) =1 se tiene que
B — awy(d)
LT @ )
Cy = Q.

Al implementar el método SPPS en Matlab es necesario especificar el valor de dos pardmetros, el
nimero de subintervalos en los que se divide el intervalo [0, d], que se utilizan para calcular numéricamente
las integrales )}én) y Xé"), y el mimero N, que corresponde a los primeros N+1 términos de las series (19).
La eleccién de N se puede hacer de acuerdo a la precisién que se requiera, pues se puede obtener una N
suficientemente grande para la cual el médulo del resto de las series (19) sea menor o igual a la precisién
dada. Para esto, utilizando (21) y (23) se tiene la siguiente estimacién de los términos

ko ok k
S(2k) ‘ , azr C
X, < =
0| < (ni) G o
ko ok+1 -3 2k41
(2k+1) ‘ , d B ) C™
X, < = -
@) < (i) G - (aie) @

donde C = d? méx|q|.

. ) N (2Kt . . .
Asi, sty v = Y Xy, van = > X5 y haciendo uso de la expansién en series (25),(26) de
k=0 k=0

cosh v/ C' y de sinh v/ se tiene

0o N 0o k
S(2k S(2k S (2k C
|1 —vin| = ZXé ) _ ZX(() )| = Z Xé ) < on
k=0 k=0 k=N-+1 E=N+1
e} Ck N Ck N Ck
- - = |cosh VC — 36
D (2k)! D @R~ °" Vo= (2k)! (36)
k=0 k=0 k=0
oo N oo o 7% CZk;rl
V2 — U2, N = Z XéQkJrl) - Z X[()2k+1) = Z X(52k+1) S Z <Hlé;lX |Q|> (2k‘ 4 1)| |
=0 k=0 k=N+1 o1 N0
< 7 o N ) —z o
= 1 (wai) @ (e @
,% 0o ngﬁ N C2k2+l
= A — 37
(?&iﬁ‘q') ,;O 2k + 1)! ];O 2k + 1)! (37)
_% N C2k2+1
- 5 hO —
(%%?'“) VO =D o

De esta manera para una precisiéon € > 0 dada se puede encontrar una N tal que |v1 — v1 |, lvg — 02$N| < e.
En efecto por la convergencia de las series (26),(25), dado € > 0 existen Ny y N» tales que para m > Ny,
n > N5 se cumple

moOk <k R k
Z(Qk)l_Z(Qk)l - Z (2k)! <€
k=0 k=0 k=m+1
n 1 2k+1 00 1 2k+1 %) 1 2k+1
. 2 (= , 2 (7= o , 2 (=2
S (wire) v (i) @or| = |2 () e <o




por lo tanto si tomamos N = max(Ny, N2) se sigue que |v1 — vy N, |v2 — v n| < €.
Ahora obsérvese que C' depende de la longitud del intervalo considerado, de modo que entre més
pequeno sea el intervalo las series

2k+1
2

2om Y XZmn

k=0

convergen mas réapido. Por lo anterior es preferible trabajar con intervalos pequenos, pues al calcular las
estimaciones (36) y (37) el nimero de términos necesarios para satisfacer una precisién dada es pequefio y
con esto se reduce el error de aproximacién de vy y y v2 n . Es por esto que en [11] se propone el siguiente
procedimiento para obtener mejores aproximaciones a las soluciones v; y vo: se divide el intervalo inicial
en r — 1 subintervalos [a1, as], ..., [ar—1,a,] donde a; = 0y a, = d, se resuelve el problema de Cauchy
asociado al primer subintervalo usando las condiciones iniciales ya conocidas v1(0) = 1 y v{(0) = 0
para obtener una aproximaciéon wi; de vy en el primer subintervalo segin la precisién requerida. Luego
se calcula, haciendo uso de (27), la derivada w/(az) y se utiliza junto con wi(az) como valores iniciales
para resolver el problema de Cauchy del segundo subintervalo, de esta manera se prosigue hasta obtener
la aproximacién w,_1. De esta manera se obtiene una aproximacién a la solucién vy en [0,d] continua.
Anslogamente se calcula una aproximacién para ve continua en [0, d].

Ventajas del método SPPS sobre el método de Series de Potencias

Recordemos que para que una ecuacién de la forma (18) tenga una solucién en [0,d] utilizando el
método de Series de Potencias, es necesario que el potencial ¢(z) sea analitico. El método SPPS se aplica
a potenciales de clase C[0,d] y se puede extender para funciones continuas por partes en [0, d]. Como
se muestra en (34) y (35) es posible calcular los valores de las constantes ¢; y co para los problemas de
Dirichlet y Neumann de manera explicita, no obstante, en el caso de Series de Potencias una vez obtenida
la solucién general se tiene que calcular dos constantes a partir de los valores en la frontera, para lo cual
no existe un método estdndar y se tiene que implementar alguna técnica numérica.

En el aspecto numérico, el método SPPS posee la ventaja de que las )?ézk) (x), Xézkﬂ)(a:) se calculan
de una manera relativamente sencilla, pues sélo se integra recursivamente el potencial g(x) o la variable
de integracion, segin sea el caso. Sin embargo en el método de Series de Potencias es necesario trabajar
cada problema por separado y tratar de encontrar una férmula general para los coeficientes de la serie
(solucién), la cudl puede llegar a ser complicada. Otra ventaja del método SPPS es que la estimacién
del resto de las series v1 y vo es fécil de calcular, pues siempre depende del resto de las series de Taylor
de sinh(v/C) y cosh(v/C) donde C' = d? méx |g|, en cambio para el método de Series de Potencias, dicha
estimacién puede llegar a ser dificil de calcular dependiendo de cada problema, pues no se cuenta con
una estimacién general como en SPPS. En general implementar el método de Serie de Potencias puede
llegar a ser complicado y tardado, pues se tiene que tratar cada problema por separado, primero se debe
de asegurar la analiticidad del potencial ¢(x) en el intervalo [0, d], expresarlo en forma de series, calcular
los coeficientes de la solucién, obtener los valores de las constantes a partir de los valores en la frontera y
calcular una cota para estimar el resto de la solucién en serie para poder truncar la serie de acuerdo a la
precisién requerida. En este aspecto el método SPPS ofrece la ventaja en que es sencillo de implementar
numéricamente y no es necesario tratar cada ejemplo por separado.

8. Ejemplos de Prueba
8.1. Comparacién de soluciones numéricas y exactas de problemas con valores
en la frontera

En algunos de los ejemplos presentados se aplicé la reduccién del teorema 2, obteniendo ecuaciones de
la forma
v’ + q(z)u =0,
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pues para utilizar SPPS es necesario que la ecuacién diferencial del problema tenga esta forma.

Se escogieron ejemplos de prueba en los cuales la solucién exacta esta dada de manera explicita.
Para cada ejemplo se consideran dos tipos de graficas, las primeras presentan soluciones exactas para
algunos valores de los pardmetros del ejemplo correspondiente y el comportamiento del coeficiente g(z).
Las soluciones numéricas correspondientes a bvpdc y a SPPS se comparan con la solucién exacta. En el
segundo conjunto de gréficas se presentan los errores absoluto y relativo entre la solucién exacta y cada
una de las soluciones numéricas. En ciertos casos donde alguno de estos errores no fue significativo se
omitié en las gréficas.

Debido a que la solucién que brinda el método SPPS consiste de series, al implementar este método
en Matlab es necesario truncarlas para un cierto N (que corresponde a los primeros N+1 términos de la
serie). En los siguientes ejemplos se varia ésta N a fin de obtener diferentes aproximaciones. También es
posible considerar distintas cantidades de puntos que dividen al intervalo principal formando subintervalos
en los que las integrales X (™) () y X (n) (x) se aproximan por medio de la funcién fnint, de modo que en
general entre mds puntos se tomen es mejor la aproximacion y por consiguiente menor el error, aunque la
cantidad de puntos y la exactitud dependen de la longitud del intervalo y del ejemplo en cuestion.

Por otro lado para el método bvp4dc existe una forma de mejorar la exactitud de la solucidén, esto se
logra utilizando la funcién bvpset y anadiendo en cada uno de sus argumentos ’AbsTol’, '"ReTol’ el valor
le-k, donde k es entero positivo. En caso de que no se considere esta opcién bvp4c toma por defecto el valor
le-6 para AbsTol y 1le-3 para RelTol. Otra propiedad que se puede modificar y anadir como argumento
en bvpset para obtener mejor exactitud es la cantidad de puntos malla ("NMax’), por defecto bvp4c toma
5000 puntos. En este trabajo no se modificé el valor de NMax en la mayorfa de los ejemplos.

En general se consideran 2 conjuntos de valores para cada pardmetro del problema. Para cada conjunto
y cada método se presentan una serie de graficas, utilizando bvp4c en general la primera representa el
error obtenido con los valores de tolerancias por defecto y las siguientes son obtenidas con diferentes
valores de las tolerancias, en caso de que los valores por defecto no calculen una solucién no se consideran.
Para SPPS se presentan grificas donde se varia la cantidad de puntos y términos de las series. En algunos
casos se escoge la cantidad minima de términos de tal forma que si se incrementa ésta el orden del error
obtenido es el mismo. Existe una funcién de Matlab que sirve para calcular el tiempo que tarda cierta
porcion de cédigo en ejecutarse, ésta fue utilizada para determinar cuantos segundos tarda cada programa
para calcular la solucién con SPPS o Bvp4c, la solucién exacta y graficar el error deseado. Esta cantidad
de segundos aparece en los pies de las graficas como Cputime.

8.2. Condiciones de Dirichlet

Supongase se tiene el siguiente problema con condiciones de Dirichlet

y' +q(x)y = 0
yla) = « (38)
yib) = B

donde a,b,a, 8 € R.
Para utilizar la funcién bvpdc se aplica la sustituciéon y1 =y y y2 = ¢’ en (38) y se obtiene el
sistema

{02 gy m@ =0 nb = 3

Note que una solucién de (38) es solucién de (39) y cualquier solucién de (39) es solucién de (38).
Este sistema se utiliza en los siguientes ejemplos para calcular una solucion numérica con bvp4c y utilizarla
junto con la solucién exacta para calcular los errores absoluto y relativo.

Ejemplo 1

Solucién Exacta
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Considérese el problema

y"+62y —
y(a) =
y(b) =

(40)

= L ©

donde ¢(#£ 0),a,b,a, 8 € R, con a < b.
Se sabe que la ecuacién diferencial en (40) tiene como solucién general a y, = ¢ cos(cz) + ¢ sin(cz),
donde c; y co son constantes arbitrarias. Entonces se debe cumplir

Yg (CL) = G COS(CQ) + C2 Sin(ca) =« (41)
yg(b) = c1cos(ch) + cosin(ch) = B

Por los Teoremas 4 y 5 el problema (40) tiene solucién unica si y sélo si

cos(ca) sin(ca)
cos(cb) sin(cb)

‘ = cos(ca) sin(cb) — sin(ca) cos(cb) = sin(cb — ca) # 0.

Pero A = 0 sit ¢(b —a) = km, k € Z. Supéngase que A # 0. Aplicando la regla de Cramer a (41) se
obtienen los coeficientes

a  sin(ca) cos(ca) «
_ | B sin(eb) | asin(ch) — Bsin(ca) | cos(cb) B |  Pcos(ca) — acos(ch)
“a= A B sin(cb — ca) 27 B sin(cb — ca)

Entonces la solucién exacta de (40) es

B cos(ca) — a cos(cb)
sin(cb — ca)

_ asin(cb) — Bsin(ca)
sin(cb — ca)

cos(cr) + sin(cz), (42)

siempre que sin(cb — ca) # 0.
A continuacién se presentan las graficas de algunas soluciones exactas para los valores a = 0, § = 1,
a=0,b=+v2,¢=1,3,5,7,9,11.

Soluciones Exactas

c=3 c=5 c=7

c=9 c=11

0 0.5 1 15

Fig. 1

Soluciones Numéricas

Las siguientes figuras muestran el error absoluto entre la solucién de cada método y la solucién exacta
para los valores de ¢ = 1, ..., 13, considerando a =0, =1, a = 0, b = /2 en (40).
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Fig 2. Error Absoluto de la solucién Bvp4e para el

ejemplo 1 con los valores del pardmetro c=1,2,3,4,5 y

Error Absoluto

tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.
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Fig 4. Error Absoluto de la solucién Bvpdc para el

ejemplo 1 con los valores del pardmetro ¢=1,2,3,4,5 y

tolerancias absoluta y relativa de le-12.
Cputime = 7.19 s.
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Fig 3. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con los valores del pardmetro c=1,2,3,4,5 y
tolerancias absoluta y relativa de le-8.

Cputime = 1.3 s.

x10 12 Bvpdc

181

16

o0 oo o

oo

aswN e
L

14r

12r 1

0.8r 1

Error Absoluto
=
T
.

0.6 1

0.4r 1

0.2 1

0 o ; g

X

Fig 5. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con los valores del pardametro ¢c=1,2,3,4,5 y
tolerancias absoluta y relativa de le-14.
Cputime = 51.31 s.
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Fig 6. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.

Cputime = 0.4s.
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Fig 8. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8 y
tolerancias absoluta y relativa de le-12.
Cputime = 5.97 s.

24

Error Absoluto

Error Absoluto

»
S

B3
(2]

x10°°

]
T
o o o o

_ )
—
—

15

Fig 7. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8 y
tolerancias absoluta y relativa de le-8.
Cputime = 1.51 s.
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Fig 9. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8 y
tolerancias absoluta y relativa de le-14.
Cputime = 7.55 s.
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Fig 10. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el

y tolerancias absoluta le-6 y relativa de le-3.

c=12

Cputime = 0.51 s.
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ejemplo 1 con los valores del pardmetro ¢=9,10,11,12,13 y

x10° Bv p4c
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Fig 12. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

tolerancias absoluta y relativa de le-12.
Cputime = 6.24 s.

y tolerancias absoluta y relativa de le-8.
Cputime = 4.37 s.

Fig 11. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el

ejemplo 1 con los valores del pardmetro ¢=9,10,11,12,13

Como se puede ver en las anteriores figuras, al disminuir los valores de las tolerancias absoluta y
relativa de le—6y le—3 a le— 12 y le — 12 respectivamente, el orden del error calculado con la solucién
bvpdc mejoré. Considerando valores menores, el orden empeora, por ejemplo las figuras 2,3,4 muestran
que para ¢ = 4 el orden del error absoluto es de —3, —9, —13 con valores de tolerancias absoluta y relativa
dele—6yle—3,1le—8yle—8,1le— 12y le — 12, respectivamente. Tomando le — 14 y le — 14 el
orden empeora a —12 y tarda 51.31s. En este ejemplo entre mds exactitud se pida a la solucién, bvpdc
toma maés tiempo en calcularla, aunque como se ve en las figuras 5 y 9, el orden no necesariamente es
mejor que con menor exactitud. Como se puede ver en la figura 12 para el valor de tolerancias le — 12 y
c =11 el error empeora y al exigir mayor exactitud, por ejemplo le — 14, el orden se mantiene.
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Fig 13. Error Absoluto de la soluciéon SPPS para el Fig 14. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 1 con los valores del pardmetro c=1,2,3,4,5 ejemplo 1 con los valores del pardametro c=1,2,3,4,5
considerando 20 potencias y 1000 puntos. considerando 20 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 27.41 s. Cputime = 54.01 s.
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Fig 15. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 1 con los valores del pardametro ¢c=1,2,3,4,5
considerando 20 potencias y 4000 puntos.
Cputime = 106.86 s.
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Fig 16. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 1 con los valores del pardametro ¢=6,7,8
considerando 25 potencias y 1000 puntos.
Cputime = 20.72 s.
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Fig 17. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 1 con los valores del pardametro ¢=6,7,8
considerando 25 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 40.73 s.
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Fig 18. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 1 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8

considerando 25 potencias y 3100 puntos.
Cputime = 62.23 s.
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Fig 19. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig 20. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 1 con los valores del pardametro ¢c=10,12 ejemplo 1 con los valores del pardmetro ¢=9,11,13
considerando 35 potencias y 1000 puntos. considerando 35 potencias y 1000 puntos.
Cputime = 18.71 s. Cputime = 27.4 s.
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Fig 21. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig 22. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 1 con los valores del parametro ¢=9,10 ejemplo 1 con los valores del pardmetro ¢c=11,12,13
considerando 35 potencias y 4000 puntos. considerando 35 potencias y 4000 puntos.
Cputime = 74.67 s. Cputime = 111.53 s.

En general en este ejemplo usando SPPS, al aumentar la cantidad de puntos el orden del error absoluto
mejoré. Por ejemplo para ¢ = 4 las figuras 13,14 y 15 muestran que el orden calculado con la solucién
SPPS mejora al aumentar la cantidad de puntos de —10 (con 20 potencias y 1000 puntos) hasta —13(con
20 potencias y 4000 puntos). Cabe sefialar que el nimero de potencias es tal que si se aumenta, el orden
obtenido con esta nueva cantidad es igual, esto siempre que se considere el mismo nimero de puntos. Al
aumentar los puntos es posible aumentar las potencias y obtener un mejor orden. Aunque en el caso de
las figuras 18 y 22 al aumentar el nimero de puntos no mejoré el orden del error.

En ambos métodos conforme el pardmetro c crece, el orden del error empeora, de modo que es necesario
mejorar la exactitud para obtener mejores 6rdenes. Para bvp4c se disminuyen los valores de las tolerancias
absoluta y relativa y para SPPS se incrementa el nimero de puntos.

Determinante tiende a cero
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Recuérdese que (40) tiene solucién tnica si y sélo si el determinante A de (41) es no nulo. Entonces
es interesante saber como se comporta cada método cuando el determinante A tiende a cero. Puesto que

A = sin(chb — ca),

A = 0siysélosiclb—a) = kmk € Z. Considérese los valores del intervalo y de frontera @ = 0,8 =
1,a = 0,0 = w. Entonces para nuestro propésito témese valores de ¢ cercanos a algin entero tales como
¢ = 3.0001,7.0001, 3.00001, 7.00001 . De esta manera A es cercano a cero.

Las siguientes graficas contienen el error absoluto obtenido con las soluciones Bvp4dc y SPPS con los
valores anteriores.
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Fig 23. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=3.0001 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-8.
Cputime = 1.6 s.
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Fig 25. Error Absoluto de la solucién Bvpdc para el

ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=3.0001 y

tolerancias absoluta de 1le-10 y relativa de le-12.
Cputime = 4.87 s.
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Fig 24. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=3.0001 y
tolerancias absoluta de le-8 y relativa de le-10.
Cputime = 4.53 s.
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Fig 26. Error Absoluto de la solucién Bvpdc para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=3.0001 y
tolerancias absoluta de le-12 y relativa de le-14.

Cputime = 2.17 s.
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Fig 27. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para e
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=3.00001 y
tolerancias absoluta de le-8 y relativa de le-10.
Cputime = 5.16 s.
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Fig 29. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=3.00001 y

tolerancias absoluta de le-12 y relativa de le-14.
Cputime = 2.14 s.
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Fig 28. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=3.00001 y

tolerancias absoluta de le-10 y relativa de le-12.
Cputime = 4.76 s.
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Fig 30. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=7.0001 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de 1le-8.
Cputime = 4.01 s.
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Fig.31. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢c=7.0001 y

tolerancias absoluta de le-8 y relativa de le-10.
Cputime = 4.59 s.

Bvpac

¢ = 7.00001

Fig 33. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=7.00001 y
tolerancias absoluta de le-8 y relativa de 1le-10.
Cputime = 3.75 s.
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Fig.32 Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢c=7.0001 y
tolerancias absoluta de le-10 y relativa de le-12.

Cputime = 1.69 s.
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Fig 34. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=7.00001 y
tolerancias absoluta de le-10 y relativa de le-12.

Cputime = 1.79 s.
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Fig 35. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig 36. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢c=15.0001 y ejemplo 1 con el valor del pardmetro c=15.0001 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-8. tolerancias absoluta de le-8 y relativa de le-10.
Cputime = 6.42 s. Cputime = 4.78 s.
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Fig 37. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=15.0001 y
tolerancias absoluta de le-10 y relativa de le-12.

Cputime = 1.54 s.

En este caso no se consideraron los valores de tolerancias por defecto pues no calcularon una solucion.
Como muestran las figuras 23-25 al disminuir los valores de las tolerancias absoluta y relativa el orden
calculado con bvp4c mejora. Aunque las figuras 26, 29, 32, 34 y 37 muestran que puede empeorar al tomar
valores muy pequenios en las tolerancias. Al hacer tender ¢ a un entero, el orden empeora, por ejemplo
la figura 33 muestra que para ¢ = 7.00001 el orden obtenido fue de —2, mientras que para ¢ = 7.0001 se
obtuvo un orden de —4. Cuando se toma el valor ¢ = 15.00001 bvp4c ya no calcula una solucién.

Una manera de mejorar el orden obtenido para este ejemplo es incrementar el valor de los puntos malla
(NMax). A continuacién se presenta una tabla que contiene la comparacién de los 6rdenes obtenidos al con-
siderar distintos valores de NMax para los valores de ¢ = 7.00001, 15.0001, 15.00001, 15.000001 incluyendo
el caso presentado en las anteriores figuras, es decir cuando NMax = 5000.
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Valor de ¢ | Orden del Error | Valor de NMax | AbsTol, RelTol
-2 5000 le—8,1e — 10
7.00001 -5 25000 le —10,1e — 12
-3 5000 le—8,1e — 10
15.0001 -5 10000 le—8,1e— 10
15.00001 -3 130000 le —8,1e — 10
15.000001 -3 35000 le —10,1e — 12
x10°? SPPS X105 SPPS
4 T T T 18
30001 ¢ = 3.0001
35f | i
J | i
25¢ : g ]
2+ ] § 1
15 q ugJ |
17 b 4
0.5H A 4
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 15 2 25 35 35

Error Absoluto

Fig 38. Error Absoluto de la solucién SPPS para
el ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=3.0001

considerando 25 potencias y 1000 puntos.

Cputime = 6.83 s.

SPPS

¢ = 3.0001

35

Fig 40. Error Absoluto de la solucién SPPS para

considerando 30 potencias y 9000 puntos.

Cputime = 71.58s.

el ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=3.0001

Fig 39. Error Absoluto de la solucién SPPS para
el ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=3.0001

considerando 25 potencias y 4000 puntos.

Cputime = 25.9 s.

SPPS

Error Absoluto

¢ = 3.00001

35

Fig 41. Error Absoluto de la solucién SPPS para

el ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=3.00001

considerando 25 potencias y 2500 puntos.
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Fig 42. Error Absoluto de la solucién SPPS para
el ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=3.00001
considerando 25 potencias y 5000 puntos.
Cputime = 39.17s.

En las figuras 38-40 podemos ver que aumentando la cantidad de puntos mejora el orden del error, el
mejor orden obtenido fue de —7 . Incluso cuando ¢ = 3.00001 se obtuvo un orden de —4 con 25 potencias
y 5000 puntos. Pero cuando se incrementa el pardmetro ¢, como se ve en la figura 42 el orden del error es
de —1 para ¢ = 7.0001. Si se toma ¢ = 15.0001, no se obtiene una solucién.

Error Absoluto

0.7 T T T
¢ = 7.0001
0.6 B

051 b

0.4 b

0.2r B

0.1 1

Fig 43. Error Absoluto de la solucién SPPS para
el ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=7.0001
considerando 40 potencias y 4000 puntos.
Cputime = 41.04 s.

Ahora consideraremos los siguientes valores de los pardmetros o = 0,8 = 1,a = 0,b = 1/2, con el

objetivo de saber como se comportan las soluciones obtenidas con SPPS y bvp4c al disminuir la longitud
del intervalo. Con éstos valores para que el determinante

A = sin(chb — ca),

sea cero se debe cumplir ¢ = 2kw, k € Z. De modo que consideraremos los valores ¢ = 2.00017, 6.00017,
12.00017,2.000017, 6.000017, 12.000017. Por la seccién 7 sabemos que el método SPPS obtiene mejores
aproximaciones en intervalos pequenos, por lo se espera que la implementacién en Matlab se comporte de
forma andloga.

Para bvp4c utilizaremos los valores de tolerancias le — 8,1e — 10, le — 12, 1e — 14.
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Fig 44. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig 45. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=2.00017 y ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=2.00017 y
tolerancias absoluta y relativa de le-8. tolerancias absoluta y relativa de le-10.
Cputime = 0.62 s. Cputime = 2.88 s.
x10°7 Bvpdc x10°8 Bvpdc
25 45
c = 2.0001p
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2r 1 35p 1
3l i
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Fig 46. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig 47. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=2.00017 y ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=2.00017 y
tolerancias absoluta y relativa de le-12. tolerancias absoluta y relativa de le-14.
Cputime = 25.1 s. Cputime = 5.14 s.
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Fig 48. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=2.000017 y
tolerancias absoluta y relativa de le-10.
Cputime = 2.34 s.

x10 "® Bvp4dc
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¢ = 2.00001 p

35

151
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0.2 0.3 0.4 0.5

X
Fig 50. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=2.000017 y
tolerancias absoluta y relativa de le-14.
Cputime = 5.92 s.
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Fig 49. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para
el ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=2.000017 y
tolerancias absoluta y relativa de le-12.
Cputime = 25.06 s.
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Fig 51. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=6.00017 y
tolerancias absoluta y relativa de 1le-8.
Cputime = 1.47 s.
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Fig 52. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=6.00017 y

tolerancias absoluta y relativa de le-10.
Cputime = 7.24 s.

Bvpdc
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01 0.2 0.3 0.4 0.5
X

Fig 54. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=6.00017 y

tolerancias absoluta y relativa de le-14.
Cputime = 2.35 s.
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Fig 53. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el

ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=6.00017 y

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

tolerancias absoluta y relativa de le-12.
Cputime = 5.52 s.

Bvp4c

€ = 6.00001 p
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Fig 55. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=6.000017 y

tolerancias absoluta y relativa de le-10.
Cputime = 5.79 s.
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Fig 56. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=6.000017 y
tolerancias absoluta y relativa de le-12.

Cputime = 4.5 s.
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Fig 58. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=12.00017 y
tolerancias absoluta y relativa de le-8.
Cputime = 2.85 s.
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Fig 57. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢c=6.000017 y
tolerancias absoluta y relativa de le-14.
Cputime = 2.06 s.
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Fig 59. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=12.00017 y
tolerancias absoluta y relativa de le-10.
Cputime = 14.87 s.
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Fig 60. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el

ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=12.000017 y

tolerancias absoluta y relativa de le-10.
Cputime = 7.84 s.
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Fig 61. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el

ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=12.000017 y

tolerancias absoluta y relativa de le-12.
Cputime = 1.93 s.

En este ejemplo los valores de tolerancias por defecto no calcularon una solucién para ningin valor de
¢, es por eso que no se incluyeron. En algunos casos tampoco se incluyé el valor 1le — 8 pues no se obtenia
una solucién. En general el orden del error mejoré al disminuir los valores de las tolerancias, aunque como
muestran las figuras 54 y 57 puede llegar a empeorar al tomar valores pequenos como le — 14. Al hacer
tender ¢ a un multiplo par de 7 el orden del error empeora. Comparando este ejemplo con el anterior en
donde se consideré el intervalo de longitud 7 y valores ¢ = 3.0001, 7.0001, 15.0001, 3.00001,7.00001, se ve
que en este caso bvp4c obtuvo mejores 6rdenes de error atin cuando los valores aqui considerados fueron
mayores que los anteriores, sélo que la longitud del intervalo fue menor.
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0.2 0.3
X

04 05
Fig 62. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=2.00017
considerando 20 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 10.42 s.
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Fig 63. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=2.00017
considerando 20 potencias y 5000 puntos.
Cputime = 25.28 s.
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Fig 64. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=2.000017

considerando 20 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 10.68 s.
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Fig 66. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

€j

emplo 1 con el valor del pardmetro ¢=6.00017
considerando 40 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 20.49 s.
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Fig 65. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=2.000017
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considerando 20 potencias y 5000 puntos.
Cputime = 25.58 s.
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Fig 67. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=6.00017

considerando 40 potencias y 5000 puntos.
Cputime = 50.64 s.
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Fig 68. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig 69. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=6.000017 ejemplo 1 con el valor del pardmetro ¢=6.000017
considerando 40 potencias y 2000 puntos. considerando 40 potencias y 5000 puntos.
Cputime = 20.6 s. Cputime = 50.44 s.

Nétese que en este caso la longitud del intervalo es de % v que el pardmetro c es grande en comparacién
con el ejemplo anterior, donde se considera un intervalo de longitud 7 y ¢ = 3.0001, 7.0001, 15.0001, 3.00001,
7.00001. Esto es, el valor de ¢ se aument6 pero la longitud del intervalo se disminuyé, y se obtuvieron
mejores 6rdenes para valores de ¢ grandes. En efecto, para el caso [0, 7] el mejor orden obtenido para
¢ = 3.0001 fue de —7, para ¢ = 3.00001 fue de —4 y para ¢ = 7.0001 fue de —1, en cambio para el intervalo
[0,1/2], para ¢ = 2.00017 se obtuvo un mejor orden de —7, para ¢ = 2.000017 fue de —5, para ¢ = 6.00017
fue de —5, para ¢ = 6.000017 fue de —3 y para ¢ = 12.0001 fue de —2. Claramente la aproximacién fue
mejor para el intervalo [0,1/2], aun considerando valores més grandes del pardmetro c.

Obsérvese que la estimacién de las soluciones particulares vy y v2 obtenida con (36) y (37) para
¢ =2.0001m,2.000017 es de N = 10, para obtener un orden de error menor o igual a —11. Para ¢ = 6.0001,
6.000017 basta con tomar N = 20 para obtener un orden de error igual o menor a —11. Para ¢ = 12.0001,
12.000017 es necesario tomar N = 40 para obtener un orden de error igual o menor a —19. Como se puede
ver la convergencia es muy rapida para este caso. Una de las razones por la que no se obtuvo los 6érdenes
esperados es por el error nimerico generado al calcular las integrales )?(()n) y X(()”) . Otra razén importante
es que en general por la definicién del método SPPS para un problema de tipo Dirichlet en un intervalo
[0, b], las constantes ¢; y co de la solucién general y = cjv1 + covg estan dadas por

C1 = «
_ B—au(d)
g = ——
va(b)
vy A = v1(0)va(b) — v1(b)v2(0) = v2(b), lo cudl hace que la constante ¢y tienda a infinito cuando el

determinante A tiende a cero. De manera que en este ejemplo atin cuando se pueda obtener una buena
aproximacion de las soluciones vy y v2, al hacer tender el deteminante a cero la constante co hace que la
solucién general y = cqv1 4 covo pierda precision.

Ejemplo 2

Solucién Exacta

Considérese el problema

y' +qlx)y = 0
y(0) = « (43)
y(b) = B



donde ¢(# 0),b,a, 8 € R, y ¢ estd dada por
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Llamaremos y1, y2 a las soluciones de la ecuacion diferencial de (43) en [0, 5) y (5, b] respectivamente.
Asi;si0 <z < g se tiene
yi(z) = e +coe”
yl(O) = c1tce=«

donde c; y co son constantes arbitrarias. De donde

yi(x) = (a—c2)e™ 4 cpe™

y1() = cla—co)e®™ —cege™ .

Si g < x < b entonces para ki vy ko constantes arbitrarias

ya(x) = kycos(cx) + kosin(cx)
y2(b) = kicos(cb) + ko sin(ch) = 3,

por lo tanto, suponiendo que cos(cb) # 0, i.e. ¢b # (2k + 1)7/2, k € Z, tenemos

B — ko sin(cb)

ya(z) = o) cos(cx) + kg sin(cx)
, B B — kosin(ch) .
yo(z) = _c#(cb) sin(cz) 4 ckq cos(cx).

Para obtener la solucién de (43) de manera que ésta sea continua y con derivada continua afiadimos las

condiciones de conjugacién en &:
b b
Y1 B Y2 D)

if2) - 4)

Entonces se tiene

c c — ko sin(cb b b
(a—CQ)eTb +026_7b = 5(:(;(5012)(0)(?05 (2) + ko sin <c2)
c c — ko sin(ch b b
(o — 02)€7b —cee”? = Cﬂcoz(s;lr)l)(c) sin <02) + cko cos <02> .

Reescribiendo las ecuaciones anteriores

cb
2sinh (Zb) cy — [tan(cb) cos (?) — sin <02b)] ky = —M +ae? (44)

cos(cbh

b in (% .
2 cosh <02b> co + {tan(cb) sin (C;) + cos (2)] ko = /6501:(;)2)) +ae?.

Por los Teoremas 4 y 5 el problema (43) tiene solucién unica si y sélo si

2sinh (¢) — tan(cb) cos (L) +sin (2)
2cosh (2)  tan(cb)sin (L) + cos (2)

|¢0.

42



Supongdse que A # 0. Aplicando la regla de Cramer a (44)

—BCC(?:((?) +ae?  —tan(ch) cos (2) +sin (2)
| ) ae? tan(eh)sin () +cos ()
Co A
_ —#Ecb) + ae® [tan(cb) (sin (C—Qb) + cos (%b)) + (cos (%b) — sin (%b))}
A
(45)
2sinh (%) —'BCC;SS((C;T;) + ae?
2 cosh (%) ﬁz%((c;) + ae®
ky = A
_ %ﬁb) [sm (%’) sinh (‘7) + cos (%’) cosh (‘7)] — 2
A
Entonces la solucién exacta de (43) es
B (¢ — c2)e® + coe™ 0<z<?
y= { %ﬁggcb) cos(cz) + ko sin(ex) 2 <z <b (46)

donde ¢ y ko estdn dadas en (45).

Soluciones Numéricas

En este ejemplo se resolverd el problema (43) en los intervalos [0,7] y [0, 2] a fin de analizar el
comportamiento de las soluciones utilizando el método SPPS y la funcién bvp4c en intervalos de distinta
longitud.

I Intervalo [0, ]
Para poder usar la solucién exacta (46) en este intervalo basta que se cumpla

2sinh () - [tan(cb) cos ( b) —sin (é’

A= ' 2cosh () tan(cb) sin (¢ ) + cos (

g

Q
2

Por simplicidad tomemos a ¢ = 1,2, 3,4, 5. Asi tendremos

A = 2sinh (%T) cos (%T) — 2cosh ( ) sin (%) .
Noétese que como ¢ es entero positivo
A 2 sinh (C’T) Cﬂ ¢ par
—2cosh ( ) sin (7) c impar

de donde se sigue que A # 0.

A continuacién se muestran graficas de algunos potenciales ¢(z) y soluciones exactas, asi como las de
los errores absoluto y relativo obtenidas con las soluciones de los métodos Bvpdc y SPPS. Los valores de
los pardmetros utilizados son: « = 0,8 =3,a=0,b=m,c=1,2,3,4,5.
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Fig.72. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=1,2,3,4,5 y
tolerancias absoluta le-6 y relativa de le-3.
Cputime =1.36 s.
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Fig. 73. Error Absoluto de la solucién Bvpdc para el
ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=1,2,3,4,5 y
tolerancias absoluta y relativa de le-5.
Cputime =2.85 s.
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Fig. 74. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=1,2,3,4,5 y
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tolerancias absoluta y relativa de le-T7.
Cputime =10.59 s.
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Fig. 76. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=1,2,3 y
tolerancias absoluta y relativa de le-11.
Cputime =54.62 s.
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Fig. 75. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=1,2,3,4,5 y
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tolerancias absoluta y relativa de le-9.
Cputime = 2865.96 s.
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Fig. 77. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 2 con los valores del pardmetro c=4,5 y
tolerancias absoluta y relativa de le-11.
Cputime =4.08 s.
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Fig. 78. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig. 79. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 2 con el valor del pardmetro c=1 y tolerancias ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢c=2,3,4,5 y
absoluta y relativa de le-12. tolerancias absoluta y relativa de le-12.
Cputime =14.72 s. Cputime =7.15 s.

Utilizando bvp4c, como se muestra en las figuras 72-75, al aumentar las tolerancias absoluta y relativa
de le — 6 y 1le — 3 hasta le — 9 y le — 9 respectivamente el orden del error mejora de —3 a —10, y si se
toman valores de le — 12 en ambas tolerancias el orden empeora siendo igual a —5, vea Fig. 79. A partir
del valor le — 12 para AbsTol y RelTol se obtiene el mismo orden —5. Note que para calcular el error
presentado en la figura 75 el programa tomé 2865.96 segundos, el cudl fue muy grande en comparacién con
los otros casos. Esto se debe a que bvp4c forma la malla inicial y checa en cada subintervalo si se cumple
(17) con los valores de tolerancias dados, si no se cumple escoge otra malla y vuelve hacer lo mismo hasta
que en todos los subintervalos se satisfaga (17). Entre mds intentos realice tarda méas. En este caso bvp4dc
hizo varias selecciones de malla con cerca de 5000 puntos.
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Fig. 80. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig.81. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 2 con el valor del pardmetro c=1 considerando ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=2,3,4,5
45 potencias y 2000 puntos. considerando 45 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 23.48 s. Cputime = 93.42 s.

46



Error Absoluto

Error Absoluto

x10°7 SPPS

4.5

oo
non
N P

35 B

151 b

0.5 B

3.5

Fig. 82. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 2 con los valores del pardmetro c=1,2
considerando 45 potencias y 10000 puntos.
Cputime = 228.36 s.
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Fig. 84. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 2 con el valor del pardmetro c=1 considerando

45 potencias y 20000 puntos.
Cputime = 228.86 s.
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Fig. 83. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 2 con los valores del pardametro ¢c=3,4,5
considerando 45 potencias y 10000 puntos.
Cputime = 345.82 s.
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Fig. 85. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=2,3,4,5
considerando 45 potencias y 20000 puntos.
Cputime = 909.23 s.
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Fig. 86. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig. 87. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 2 con el valor del pardmetro c=1 considerando ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=2,3,4,5
45 potencias y 56000 puntos. considerando 45 potencias y 56000 puntos.
Cputime = 638.06 s. Cputime = 2561.81 s.

Para SPPS el aumento de puntos de 2000 a 56000 mejoré el orden del error de —5 a —8 parac = 2, 3,4, 5,
pero para ¢ = 1 los 6rdenes fueron de —6 a —9 . El incremento de potencias a partir de 45 no representé
una mejora en el orden. Como la solucién exacta tiene ceros, no se consideré el error relativo pues para
valores de la solucién cercanos a cero el error se hace grande, de modo que no es significativo. Note que
aqui el potencial es una funcién continua por partes, la cual no representé problema para ambos métodos,
pues obtuvieron ordenes de error absoluto de hasta —8 para SPPS y de —10 para Bvp4c.

II  Intervalo [O, %]

A continuacién se muestran gréficas de algunos potenciales g(z) y soluciones exactas, asi como las del
error absoluto obtenidas con las soluciones Bvpdc y SPPS. Se consideraron los valores de los pardmetros:
c=3,5,7,13,15,17,19,21,23,25, a = 0,b=1/2,a = 1,5 = 3.

Potenciales q (x) Soluciones Exactas
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Fig. 88 Fig. 89
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Fig. 90. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 2 con los valores del pardametro ¢=3,5,7,13,15 y
tolerancias absoluta le-6 y relativa de le-3.
Cputime = 1.63 s.
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Fig. 92. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=3,5,7,13,15 y
tolerancias absoluta y relativa de le-9.
Cputime = 2142.18 s.
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Fig. 91. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=3,5,7,13,15 y

Error Absoluto
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tolerancias absoluta y relativa de le-7.
Cputime = 5.97 s.
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Fig. 93. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=3,5,7,13,15 y

tolerancias absoluta y relativa de le-11.
Cputime = 73.72 s.
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Fig. 94. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig. 95. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=3,5 y tolerancias ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=7,13,15 y
absoluta y relativa de le-13. tolerancias absoluta y relativa de le-13.
Cputime = 108.11 s. Cputime = 16.13 s.
Bvpdc x10°7 Bvp4c
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Fig. 96. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig. 97. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢c=17,19,21,23,25 ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=17,19,21,23,25
y tolerancias absoluta le-6 y relativa de le-3. y tolerancias absoluta y relativa de le-7.
Cputime = 1.02 s. Cputime = 11.79 s.
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Fig. 98. Error Absoluto de la solucién Bvpdc para el Fig. 99. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=17,19,21,23,25 ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=17,19,21,23,25
y tolerancias absoluta y relativa de le-9. y tolerancias absoluta y relativa de le-11.
Cputime = 3949.81 s. Cputime = 122.35 s.
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Fig. 100. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=17,19,21,23,25
y tolerancias absoluta y relativa de le-13.
Cputime = 11.89 s.

Utilizando bvp4c, como se muestra en las figuras 90-93, al aumentar las tolerancias absoluta y relativa
de le — 6 y 1le — 3 hasta le — 11 y 1le — 11 respectivamente el orden del error mejora de —3 a —12, y si
se toman valores de 1le — 13 en ambas tolerancias el orden empeora siendo igual a —6, vea fig. 95. Note
que para calcular el error presentado en la figura 98 el programa tomé 3948.81 s, el cuél fue muy grande
en comparacion con las otros casos, aunque el orden obtenido no fue el mejor. De forma ansloga para el
segundo conjunto de valores de c el orden fue de —2 a —11 con tolerancias de le — 6 y 1le — 3 hasta le — 11
y le — 11 respectivamente, ver figs. 96-99. Al tomar le — 13 el orden obtenido es —4, ver fig.100.

Obsérvese que en este caso la longitud del intervalo fue de % y el mejor orden fue de —11 para ¢ = 25,
mientras que en el caso anterior el intervalo fue de longitud 7 y el mejor orden obtenido fue de —10 para
¢ = 5. Entonces bvp4c obtuvo una mejor aproximacién a la solucién exacta en un intervalo de longitud
pequena alin cuando se consider6 valores grandes del pardmetro c.
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Fig. 101. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=3,5,7,13,15

Error Absoluto

considerando 15 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 78.47 s.
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Fig. 103. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 2 con los valores del pardametro ¢=3,5,7,13,15

considerando 15 potencias y 20000 puntos.
Cputime = 764.09 s.
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Fig. 102. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=3,5,7,13,15
considerando 15 potencias y 8000 puntos.
Cputime = 308.08 s.
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Fig. 104. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=17,19,21,23,25
considerando 15 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 79.51 s.
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Fig. 105. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig. 106. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=17,19,21,23,25 ejemplo 2 con los valores del pardmetro ¢=17,19,21,23,25
considerando 15 potencias y 8000 puntos. considerando 30 potencias y 20000 puntos.
Cputime = 303.677 s. Cputime = 1520.49 s.

Como la solucién exacta tiene ceros, no se consideré el error relativo pues para valores de la solucién
cercanos a cero éste error se hace grande, de modo que no es significativo. Para SPPS al aumentar puntos
el orden del error mejoré, para ¢ = 15 fue de —6 (fig. 101, con 2000 puntos, 15 potencias) hasta —8 (fig.
103, con 20000 puntos, 15 potencias). Note que en este ejemplo se pueden obtener mejores 6rdenes al
considerar mds puntos. La longitud del intervalo usada en este ejemplo fue de % y se obtuvo un mejor
orden de —7 para ¢ = 25, vea fig. 106, con 20000 puntos y 30 potencias, mientras que para el caso anterior
se consideré el intervalo de longitud 7 y se obtuvo un orden de —7 para ¢ = 5, con 20000 puntos y 45
potencias. Esto quiere decir que la implementacién de SPPS en Matlab obtuvo mejores aproximaciones a
la solucién exacta en un intervalo de menor longitud, atin cuando se consideraron valores del pardmetro
mds grandes.

Obsérvese que el potencial es una funcién continua por partes, la cual no representé problema para
ambos métodos, pues obtuvieron 6rdenes de error absoluto de hasta —7 para SPPS y de —11 para Bvp4c

con ¢ = 17,19, 21, 23, 25.

Ejemplo 3

Solucién Exacta
Considérese el problema con valores en la frontera

—y”+(c2x2+c)y = 0
yla) = «a (47)
y(b) = B

donde ¢(#£0), @, 8,a,b € R, a < b.
xT
La ecuacién diferencial en (47) tiene como solucién general a y,(z) = e% (cl +c / e—ct” dt) donde ¢;
0

y co son constantes arbitrarias. Entonces se debe cumplir

0112 @
ys(a) = ez (01 +c2/ eCtht>
0

cb? b —Ct2
yg(b) ez lep4ce | e dt
0

(48)

I
Q

|
©
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Por los Teoremas 4 y 5 el problema (47) tiene solucién unica si y sélo si

1 / efctht b ) a )
A= 9 :/ e U dt —/ e~V dt #0. (49)
0

b
1 / e~ dt 0
0
b 2 @ 2
/e_Ct dt—/ e~Udt=0 sit a=5b
0 0

de modo que el problema (47) satisface (49). Resolviendo el sistema (48) mediante la regla de Cramer:

2 a 5
ca
ae” 2 / e " dt
0

cb? b 2 ca? b 2 a2 [ 2
Be 2 e~ dt ae” 2 e~ dt — e 2 e~ dt
0 0 0

Pero nétese que

Cl = =
A A
_ca?
1 ae™ 2
2 b2 2
1 pe 2 ﬂefcz — e %
cy = =
A A

De donde se concluye que la solucién de (47) es:

> b 2 2 ¢ 2

ae” 2 e~ dt — e 2 e~ dt _a? _ca® g

cx? e 2 —ae 2 2

Yp =€ 2 0 0 + b / e “Udt

» =
A A 0

Las siguientes grificas muestran algunas soluciones exactas y potenciales para los valores a = 0, 8 = 1,
a=0,b=1,¢=1,4,7,10,12,15.

Soluciones Exactas - Potenciales q (x)
1 T T T T
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B e e~
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> 100 4

0.4

0.3

0.2

0.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Fig. 107 Fig. 108

Soluciones Numéricas

Los valores de los pardmetros en (47) usados en ambas soluciones numéricas para obtener los errores
absoluto y relativo son los siguientes: « = 0, 8 =1, a=0,b=1,¢ =1,3,5,7,9,11,13,15,17,19. A
continuacién se presentan gréficas considerando distintos valores de los pardmetros de exactitud de ambos
métodos.
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Fig. 109. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardametro ¢=1,3,5,7,9 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.
Cputime = 3.15 s.
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Fig. 111. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardametro ¢=1,3,5,7,9 y
tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-10.

Cputime = 4.81 s.
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Fig. 110.Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=1,3,5,7,9 y
tolerancias absoluta de le-7 y relativa de le-8.
Cputime = 3.64 s.
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Fig. 112. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=1,3,5,7,9 y
tolerancias absoluta de le-11 y relativa de le-12.
Cputime = 9.15 s.
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Fig. 113. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardametro ¢=1,3,5,7,9 y
tolerancias absoluta de le-13 y relativa de le-14.
Cputime = 18.36 s.

x10°* Bvp4c x10°° Bvp4c
35 12
c=11
3r c=13 i 1
c=15
250 c=17 i

I3}
n
[N
©
o
)

§ § 0.6
§ 15¢ g
0 o
0.4
1k
o5l 0.2
0 . 04
0 0.2
X
Fig. 114. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig. 115. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17,19 y = ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17,19 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3. tolerancias absoluta de le-7 y relativa de le-8.
Cputime = 3.32 s. Cputime = 4.19 s.
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Fig. 116. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢c=11,13,15,17,19 y
tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-10.
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Fig. 118. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17,19 y

tolerancias absoluta de le-13 y relativa de le-14.

Cputime = 23.97 s.
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Fig. 117. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17,19 y
tolerancias absoluta de le-11 y relativa de le-12.
Cputime = 13.47 s.
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Fig. 119. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=1,3,5,7,9 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.
Cputime = 3.04 s.
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Fig. 121. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=1,3,5,7,9 y
tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-10.

Cputime = 4.86 s.
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Fig. 120. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢c=1,3,5,7,9 y
tolerancias absoluta de le-7 y relativa de le-8.
Cputime = 3.83 s.
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Fig. 122. Error Relativo de la soluciéon Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=1,3,5,7,9 y
tolerancias absoluta de le-11 y relativa de le-12.
Cputime = 9.48 s.
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Fig. 123. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el Fig. 124. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢c=11,13,15,17,19 y  ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17,19 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3. tolerancias absoluta de le-7 y relativa de le-8.
Cputime = 3.17 s. Cputime = 4.39 s.
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Fig. 125. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el Fig. 126. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢c=11,13,15,17,19 y = ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17,19 y
tolerancias absoluta de e-9 y relativa de le-10. tolerancias absoluta de le-11 y relativa de le-12.
Cputime = 6.59 s. Cputime = 14.9 s.
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Fig.127 . Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢c=11,13,15,17,19 y
tolerancias absoluta de le-13 y relativa de le-14.
Cputime = 25.77 s.

Como se puede ver en las figuras 109-112 y 114-117, para bvp4c, el orden del error absoluto mejoré
de —4 a —14 al variar las tolerancias absoluta y relativa de le — 6 y le — 3 hasta le — 11 y le — 12
respectivamente. Al considerar los valores AbsTol = le —13,RelTol = 1le — 14 el orden empeora tomando
el valor de —12, vea figs. 113 y 118. El orden del error relativo disminuy6é de —4(con AbsTol = le —
6,RelTol = 1le—3) a —12(con AbsTol = le—11y RelTol = le—12) parac = 1,3,5,7,9, vea figs.119-122.
Para ¢ = 11,13,15,17,19 (figs.123-127) el orden del error relativo fue de —3(con AbsTol = le—6,RelTol =
le — 3) a —12(con AbsTol = le — 13 y RelTol = le — 14).
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Fig. 128. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig. 129. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro c¢=1,3,5,7,9 ejemplo 3 con los valores del pardametro ¢=1,3,5,7,9
considerando 15 potencias y 1000 puntos. considerando 15 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 22.91 s. Cputime = 61.96 s.
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Fig. 130. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig. 131. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 3 con los valores del pardametro ¢=1,3,5,7,9 ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=1,3,5,7,9
considerando 15 potencias y 6000 puntos. considerando 15 potencias y 9000 puntos.
Cputime = 119.92 s. Cputime = 178.22 s.
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Fig. 132. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig. 133. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢c=11,13,15,17,19 ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17,19
considerando 25 potencias y 1000 puntos. considerando 25 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 36.45 s. Cputime = 101.49 s.
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Error Absoluto

ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17,19

Error Relativo

x 10712 SPPS
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Fig. 134. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

considerando 25 potencias y 6000 puntos.
Cputime = 198.91 s.
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Fig. 136. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 3 con los valores del pardametro ¢=1,3,5,7,9
considerando 20 potencias y 1000 puntos.
Cputime = 29.59 s.
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Fig. 135. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17,19

Error Relativo

considerando 25 potencias y 9000 puntos.
Cputime = 295.8 s.
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Fig. 137. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=1,3,5,7,9
considerando 20 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 81.38 s.
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Fig. 138. Error Relativo de la solucién SPPS para el Fig. 139. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro c=1,3,5,7,9 ejemplo 3 con los valores del pardmetro c=1,3,5,7,9
considerando 20 potencias y 6000 puntos. considerando 20 potencias y 13000 puntos.
Cputime = 159.97 s. Cputime = 337.57 s.
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Fig. 140. Error Relativo de la solucién SPPS para el Fig. 141. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17,19 ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17,19
considerando 25 potencias y 1000 puntos. considerando 25 potencias y 2500 puntos.
Cputime = 36.77 s. Cputime = 85.97 s.
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Fig. 142. Error Relativo de la solucién SPPS para el Fig. 143. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17,19 ejemplo 3 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17,19
considerando 25 potencias y 5500 puntos. considerando 25 potencias y 13500 puntos.
Cputime = 182.5 s. Cputime = 438.74 s.

Utilizando SPPS para ¢ = 9 el orden del error absoluto fue de —10, con sélo 15 potencias y 1000
puntos, a —14, con 15 potencias y 9000 puntos, ver figs. 128-131.

Para ¢ = 19 fue necesario tomar 25 potencias para obtener érdenes del error absoluto de —9 con 1000
puntos, a —13, con 9000 puntos, ver figs. 132-135. En cuanto al error relativo, para ¢ = 9 se consideraron
20 potencias para las cudles el orden del error fue de —10 con 1000 puntos, a —14 con 13000 puntos, ver
figs. 136-139. Para ¢ = 19 el orden fue de —9, con 1000 puntos y 25 potencias, a —13, con 13500 puntos y
25 potencias, ver figs. 140-143.

Ejemplo 4
Solucién Exacta

Considérese el problema con valores en la frontera

y//_c2y _ 0
yla) = a (50)
yb) = B

donde ¢(# 0), @, 5,a,b € R, a < b.
Se sabe que la solucién general de la ecuacién diferencial en (50) es y, = c1€” 4 coe™“* donde ¢; y ¢3 son
constantes arbitrarias. Entonces se debe cumplir

ygla) = c1e® +coe” = (51)

yg(b) = c1€? + coe” = .

Por los Teoremas 4 y 5 el problema (50) tiene solucién unica si y sélo si

— ec(afb) _ efc(afb) 7& 0 (52)

Pero nétese que
ecla=t) —e=cla=b) — 0  gj €2 =1 sii 2c(a—b)=0 sii c=0 6 a=>b, de modo que el
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problema (50) satisface (52).
Resolviendo el sistema (51) mediante la regla de Cramer:

a e @ et o
_ ﬁ e—Cb B ae—cb _ ﬁe—ca B cb 6 B Beca _ Ozer
“a= A T ecla=b) _ g—c(a—b) €2 = A T ecla—b) _ g—c(a—b)
De donde se concluye que la solucién de (50) es:
B Oéefcb _ 667011 oo N Beca _ aecb -
Yp = ecla=b) _ g—c(a—b) ecla=b) _ o—c(a—b)

Las siguientes graficas muestran algunas soluciones exactas con valores a« = 2, 5 =1, a =0, b = 1,
c=2,5,8,10,13,15.

Soluciones Exactas
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Fig. 94

Soluciones Numéricas

A continuacion se presentan las gréficas obtenidas para los errores absoluto y relativo con los valores
de pardmetros a =2, 8=1,a=0,b=1,¢c=1,2,3,4,5,6,7,8,9.
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Fig. 144. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig. 145. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=1,2,3,4,5 y ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=1,2,3,4,5 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3. tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-8.
Cputime = 0.37 s. Cputime = 0.54 s.
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Fig. 146. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢c=1,2,3,4,5 y
tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-11.
Cputime = 1.71 s.
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Fig. 148. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.
Cputime = 0.39 s.
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Fig. 147. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢c=1,2,3,4,5 y
tolerancias absoluta de le-12 y relativa de le-14.
Cputime = 22.49 s.
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Fig.149. Error Absoluto de la solucién Bvpdc para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-8.
Cputime = 0.81 s.
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Fig. 150. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9 y
tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-11.
Cputime = 3.36 s.
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Fig. 152. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢c=1,2,34,5 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.
Cputime = 0.35 s.
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Fig. 151. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 4 con los valores del pardametro ¢=6,7,8,9 y
tolerancias absoluta de le-12 y relativa de le-14.
Cputime = 13.05 s.
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Fig. 153. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢c=1,2,34,5 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-8.
Cputime = 0.53 s.
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Fig. 154. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢c=1,2,3,4,5 y
tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-11.
Cputime = 1.7 s.
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Fig. 156. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.
Cputime = 0.38 s.
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Fig. 155. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el

2,345y

tolerancias absoluta de le-12 y relativa de le-14.
Cputime = 22.62 s.
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ejemplo 4 con los valores del parametro c=1,

x10°7 Bv p4c

351

oo oo
oo
© o~ o

25r 4

15r b

0.5r hiy
Y ! M@}M%Mm

0.6 0.8 1

Fig. 157. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-8.
Cputime = 0.81 s.
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Fig. 158. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el Fig. 159. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9 y ejemplo 4 con los valores del pardametro ¢=6,8,7,9 y
tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-11. tolerancias absoluta de le-12 y relativa de le-14.
Cputime = 3.37 s. Cputime = 13.07 s.

Como se puede ver en las anteriores figuras, los 6rdenes de los errores absoluto y relativo utilizando
bvpdc para ¢ = 1,2,3,4,5 fueron de —4 (para valores AbsTol = le — 6,RelTol = le — 3) ver figs. 144 y
152, hasta —14 (con AbsTol = le—12,RelTol = 1le—14) ver figs. 147 y 155. Para ¢ = 6,7,8,9 los érdenes
fueron de —4 hasta —12, con los mismos valores de tolerancias anteriores, ver figs. 148, 156 y 151,159. Al
considerar valores de le — 14 o menores en ambas tolerancias el orden obtenido no mejoré.
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Fig. 160. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig. 161. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=1,2,3,4,5 ejemplo 4 con los valores del pardametro ¢c=1,2,3,4,5
considerando 15 potencias y 1000 puntos. considerando 15 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 20.29 s. Cputime = 40.14 s.
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Fig. 162. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 4 con los valores del pardametro ¢c=1,2,3,4,5
considerando 15 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 59.06 s.
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Fig.163. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig. 164. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9 ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9

considerando 25 potencias y 1000 puntos. considerando 25 potencias y 2000 puntos.

Cputime = 27.23 s. Cputime = 53.34s.
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Fig. 165. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9

considerando 25 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 78.59 s.
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Fig. 166. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=1,2,3,4,5
considerando 15 potencias y 1000 puntos.
Cputime = 20.34 s.
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Fig. 167. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=1,2,3,4,5
considerando 15 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 39.53 s.
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Fig.168. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 4 con los valores del pardametro ¢c=1,2,3,4,5
considerando 20 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 78.94 s.
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Fig. 169. Error Relativo de la solucién SPPS para el Fig. 170. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9 ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9
considerando 20 potencias y 1000 puntos. considerando 20 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 21.67 s. Cputime = 42.44 s.

En cuanto a SPPS el nimero de potencias utilizado fue escogido de tal manera que si ésta cantidad
se aumenta dejando fijo el nimero de puntos, el orden obtenido no mejora. Asi, por ejemplo para el error
absoluto y ¢ = 6,7,8,9 basté con tomar 25 potencias para obtener 6rdenes desde —10 con 1000 puntos
hasta —12 con 3000 puntos, ver figs. 163-165, de manera que al incrementar las potencias el orden seguia
siendo el mismo en cada caso. Para el error Relativo si ¢ = 1,2, 3,4, 5, al considerar 20 potencias el orden
fue de —11 con 1000 puntos a —13 con 3000, ver figs. 166-168. Al incrementar a ¢ = 6,7, 8,9 y utilizando
20 potencias sélo se obtuvo érdenes de —10 con 1000 puntos y de —11 con 2000 puntos, ver figs.169 y 170,
al aumentar potencias y términos no se obtuvo un mejor orden.

Al considerar un intervalo de longitud menor a la de [0, 1] con los mismos valores de los pardmetros
el método SPPS obtiene una mejor aproximacion a la solucién exacta, pues las estimaciones (36) y (37)
tienden a cero mads rapido y en consecuencia los primeros N+1 términos aproximan mejor la solucién .
Para ilustrar lo anterior considérese la figura 170, se pueden tomar los intervalos [0, 0.25] y [0, 0.5] y
mantener los mismos valores de los demds pardmetros, esto es, « = 2, 8 =1, ¢ = 6,7,8,9. Nétese que
para estos dos casos, la solucién exacta descrita anteriormente sigue teniendo sentido, pues el determinante
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A = ecla=b) _ g=c(a=b) £ ( para los valores a = 0,b = 0.25,0.5,¢ = 6,7,8,9. Al calcular el error relativo
obtenemos las siguientes graficas.
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Fig. 171. Error Relativo de la solucién SPPS para el Fig.172. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9 ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9

considerando 20 potencias y 1000 puntos. considerando 20 potencias y 1500 puntos.

Cputime = 21.83 s. Cputime = 32.12 s.
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0.4+ 1
0.2
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Fig. 173. Error Relativo de la solucién SPPS para el Fig.174. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9 ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9
considerando 20 potencias y 2000 puntos. considerando 20 potencias y 800 puntos.
Cputime = 42.87 s. Cputime = 17.02 s.
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Fig. 175. Error Relativo de la solucién SPPS para el Fig. 176. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9 ejemplo 4 con los valores del pardmetro ¢=6,7,8,9
considerando 20 potencias y 100 puntos. considerando 20 potencias y 2500 puntos.
Cputime = 21.01 s. Cputime = 51.81 s.

Como se puede ver en las anteriores figuras, el orden del error relativo mejoré hasta tomar el valor de
—13 con 2000 puntos y 20 potencias, ver fig.173, para el intervalo [0, 0.5]. Y se obtuvo el orden de —14
para el intervalo [0. 0.25] con 2500 puntos y 20 potencias, ver fig. 176.

Noétese que esto no resuelve el problema inicial en todo el intervalo [0,1], sélo fue un ejemplo en el
cudl se muestra la mejora que tiene el orden del error si se toma intervalos de longitud menor a la del
inicial. La forma de resolver el problema original con mayor exactitud se explica en la seccién 7, donde
se divide el intervalo original en dos o més subintervalos y se resuelven problemas de Cauchy asociados a
cada subintervalo.

Ejemplo 5
Solucién Exacta

Considérese el problema con valores en la frontera

y" — k[ksin®(cz) + ccos(cz)ly = 0
yla) = « (53)
y(b) B

donde ¢,k # 0,a,8,a,b € R, a < b.
k k
De acuerdo a [18] la solucién general de la ecuacion diferencial en (53) es y, = cre™ ¢ ©5(¢®) f-cpe™ < cos(e®) f(z)

donde ¢ y ¢y son constantes arbitrarias y F(z) = [ e’ cos(c¥) 4y Entonces se debe cumplir

ygla) = cle_é cos(ca) 4 cze_% COS(C“)F(a) =« (54)
B0 = cremE O 4 et D () = g,

Por los Teoremas 4 y 5, el problema (53) tiene solucién unica si y sélo si

A e—% cos(ca) 6_% cos(ca)F(a) _ e—%[cos(ca)-{-cos(cb)] [F(b) . F(a)} £0 (55)
67% cos(cb) 67% cos(cb)F(b) :



Usando el hecho de que k # 0 nétese que
e cleosea)teos(el[F(p) — F(a)) =0 <«  F(b) — F(a) = 0 . Supongamos se cumple (55). Resolviendo
el sistema (54) mediante la regla de Cramer:

a 67% cos(ca)F(a)
B e—% cos(d))F(b) ae‘§ cos(cb)F(b) _ ﬂe_% COS(Ca)F(a)
1 = A - e_g[cos(ca,)+cos(cb)} [F(b) _ F(a)]
67% cos(ca) o
e_% cos(cb) I5) 66_§ cos(ca) _ 046_% cos(cb)
02 = =

A e~ Elcos(ca)+cos(cb)] [F(b) — F(a)]

De donde se concluye que la solucién de (53) es:

k

et oD (b) — eSO P(a) i
_k b € + _k b
e~ ¢ [cos(ca)+cos(e )][F(b) _ F(CL)] e < [cos(ca)+cos(cb)] [F(b) _ F(a)]

—k cos(ca —k cos(eb
Be ¢ (ca) — g cos(eh) efgcos(cx)F(x)

Yp =

donde F(z) = [e* cos(er) g,
A continuacién se presentan las graficas de algunos potenciales y soluciones exactas para los valores
de pardmetros k = 3,15,25 y ¢ = 2, 15.

Potenciales Soluciones exactas

400

X X

Fig. 177 Fig. 178

Soluciones Numéricas
A continuacion se presentan las graficas del error relativo calculado con las soluciones de los métodos

SPPS y bvpdc para los valores de los pardmetros « = 1,6 =1,a =0, =1,k =3,15,25,c=2n+1,n =
0,1,...,12.
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Fig. 179. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el Fig. 180. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=3, ¢c=1,3,5,7 ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=3, ¢=1,3,5,7
y tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3. y tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-8.
Cputime = 1.85 s. Cputime = 1.99 s.
x10 "t Bvpdc x10 12 Bvpdc
15 : : : : 3 : : : :
k=3
k=3
c=1 25y c=1 1
c=3 c=3
i c=5 | L c=5
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¢ ¢ 15f g
5 s
i 5 “~ i
1k ' |
051 ‘\, . ]
0 L ‘V‘\ L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
Fig. 181. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el Fig. 182. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 5 con los valores de los pardametros k=3, ¢=1,3,5,7 ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=3, c=1,3,5,7
y tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-11. y tolerancias absoluta de le-12 y relativa de le-14.
Cputime = 4.33 s. Cputime = 15.91 s.
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Fig. 183. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el Fig. 184. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=3, ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=3,
¢=9,11,13,15 y la tolerancias absoluta de le-6 y relativa ¢=9,11,13,15 y tolerancias absoluta de le-6 y relativa
de le-3. Cputime = 1.98 s. de le-8. Cputime = 3.89 s
x10 12 Bvpic x10°° Bvp4c
3 : : : :
25¢ 4
E g 7 |
® @
& £ 15 k=15 8
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I w . c=5 |
c=7
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0 st
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
Fig. 185. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el Fig. 186. Error Relativo de la solucién Bvpdc para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=3, ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,
¢=9,11,13,15 y tolerancias absoluta de le-9 y relativa de c¢=1,3,5,7 y tolerancias absoluta de le-6 y relativa
le-11. Cputime = 7.33 s. de le-3. Cputime = 2.36 s.
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Fig. 187. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,

¢=1,3,5,7 y tolerancias absoluta de le-6 y relativa

de le-8. Cputime = 4.16 s.
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Fig. 189. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,

¢=1,3,5,7 y tolerancias absoluta de le-12 y relativa

de le-14. Cputime = 13.56 s.
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Fig. 188. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,

¢=1,3,5,7 y tolerancias absoluta de 1e-9 y relativa

de le-11. Cputime = 12.9 s.
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Fig. 190. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,

¢=9,11,13,15 y tolerancias absoluta de 1e-6 y relativa
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Fig. 191.

c=15 B

Error Relativo de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,

¢=9,11,13,15 y tolerancias absoluta de le-6 y relativa

de 1e-8. Cputime = 4.72 s.

Bvp4c
35 q
3 k=15 i
c=9
c=1 |
25 c=13
c=15

Error Relativo
N

15

0.5

Fig. 193. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,
¢=9,11,13,15 y tolerancias absoluta de le-12 y relativa

de le-14. Cputime = 6.69 s.
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Fig. 192. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,

¢=9,11,13,15 y tolerancias absoluta de le-9 y relativa
de le-11. Cputime = 11.16 s.
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T
1l | |
| | “WWH /\] ,
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Fig. 194. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25, ¢c=1,3

y tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.

Cputime = 1.43 s.
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Fig. 195. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el Fig. 196. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25, ¢c=1,3 ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25, ¢c=1,3
y tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-8. y tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-11.
Cputime = 1.65 s. Cputime = 1.85 s.
s x10 79 Bvpdc Bvpdc
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Fig. 197. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el Fig. 198. Error Relativo de la solucién Bvpdc para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25, ¢c=1,3 ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25,
y tolerancias absoluta de le-12 y relativa de le-14. ¢=5,7,9,11,13,15 y tolerancias absoluta de le-6 y
Cputime = 1.85 s. relativa de le-3. Cputime = 7.88 s.
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Fig. 199. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25,

¢=5,7,9,11,13,15 y tolerancias absoluta de le-6 y
relativa de le-8. Cputime = 8.73 s.
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Fig. 200. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25,

¢=5,7,9,11,13,15 y tolerancias absoluta de le-9 y
relativa de le-11. Cputime = 13.42 s.
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Fig. 201. Error Relativo de la soluciéon Bvp4c para el

ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25,
¢=5,7,9,11,13,15 y tolerancias absoluta de le-12 y
relativa de le-14. Cputime = 9.11s.

Las figuras anteriores muestran que al disminuir el valor de las tolerancias absoluta y relativa, el orden
del error disminuye, esto es, se obtiene una mejor aproximacién de la solucién exacta. Aunque al tomar
valores muy pequenos en las tolerancias el orden del error llega a aumentar. Por ejemplo en las figs.
183-185 se observa que para k = 3 y ¢ = 15 el orden del error fue de —4 para valores AbsTol = le — 6,
RelTol = 1e — 3 hasta —12 al tomar AbsTol = le — 9, RelTol = le — 11 . Para k = 15 y ¢ = 15 el orden
obtenido con tolerancias por defecto es de —2 (ver fig.190) y al tomar AbsTol = le—9, RelTol = le—11 se
obtiene —10 (ver fig. 192). Si k = 25 y ¢ = 15 las tolerancias por defecto nos dan un orden de —1 (ver fig.
198) y considerando AbsTol = le — 9, RelTol = le — 11 obtenemos —9 (ver fig. 200). Note que conforme
k y c crecen el orden del error empeora. Las figuras 189,193,201 muestran que al utilizar tolerancias muy

pequenas el orden del error puede empeorar.
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Fig. 202. Error Relativo de la solucién SPPS para el Fig. 203. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los parametros k=3, ejemplo 5 con los valores de los parametros k=3,
¢=1,3,5,7 considerando 15 potencias y 1000 puntos. c¢=1,3,5,7 considerando 15 potencias y 2000 puntos.
Cputime=16.81 s Cputime = 32.22 s.
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Fig. 204. Error Relativo de la solucién SPPS para el Fig.205. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=3, ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=3,
c¢=1,3,5,7 considerando 15 potencias y 3500 puntos. c=1,3,5,7 considerando 15 potencias y 7000 puntos.
Cputime=52.22 s Cputime=108.78 s
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Fig. 206. Error Relativo de la solucién SPPS para el

ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=3,

¢=9,11,13,15 considerando 15 potencias y 1000 puntos.

Cputime = 16.82 s
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Fig. 207. Error Relativo de la solucién SPPS para el

ejemplo 5 con los valores de los pardametros k=3,

¢=9,11,13,15 considerando 15 potencias y 2000 puntos.

Cputime = 32.29 s.
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Fig. 208. Error Relativo de la solucién SPPS para el Fig. 209. Error Relativo de la solucién SPPS para el

ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=3, ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=3,
¢=9,11,13,15 considerando 15 potencias y 10100 puntos.

Cputime= 156.47 s

¢=9,11,13,15 considerando 15 potencias y 3000 puntos.
Cputime= 47.56 s

83



Error Relativo

Error Relativo

x10°°

X

Fig. 210. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,
c¢=1,3 considerando 25 potencias y 1000 puntos.

Cputime = 14 s
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Fig. 212. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,
c=1,3 considerando 25 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 39.49 s
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Fig. 211. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,
¢=5,7 considerando 25 potencias y 1000 puntos.

Cputime = 14.07 s
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Fig. 213. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,
¢=5,7 considerando 25 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 39.46 s
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Fig. 214. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,
c¢=1 considerando 25 potencias y 9000 puntos.
Cputime = 58.08 s
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Fig. 216. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,
¢=9,11,13,15 considerando 30 potencias y 1000 puntos.
Cputime = 32.65 s.
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Fig. 215. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,
¢=3,5,7 considerando 25 potencias y 9000 puntos.
Cputime = 173.43 s
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Fig. 217. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5Hcon los valores de los parametros k=15,
¢=9,11,13,15 considerando 30 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 63.17 s.
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Fig. 218. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,

¢=9,11,13,15 considerando 30 potencias y 3000 puntos.
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Fig. 220. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25,
c¢=1,3 considerando 30 potencias y 1000 puntos.
Cputime = 16.61 s.
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Fig. 219. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=15,

¢=9,11,13,15 considerando 30 potencias y 5000 puntos.
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Cputime = 154.64 s.
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Fig. 221. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25,
¢=5,7 considerando 30 potencias y 1000 puntos.
Cputime = 16.59 s.
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Fig. 222. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25,
c¢=1 considerando 30 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 23.82 s.
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Fig. 224. Error Relativo de la solucién SPPS para el

ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25,

c¢=1 considerando 30 potencias y 7000 puntos.

Cputime = 54.26 s.
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Fig. 223. Error Relativo de la solucién SPPS para el

ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25,

¢=3,5,7 considerando 30 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 70.3 s.

Fig. 225. Error Relativo de la solucién SPPS para el

ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25,

¢=3,5,7 considerando 30 potencias y 7000 puntos.
Cputime = 161.45 s.



x10 "3 SPPS x10 7 SPPS
7

L i 7+ -
6 k=25
k=25 6L c=9 i
5F _ - c=11
€=9 c=13
g c=1 9 5l e i
= c=13 i E
3 c=15 T
@ @ 41 4
§ 3t 8 ]
] o3l i
oL i
2 L 4
1H k 1 1 i
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 02 0.4 06 038 1 0 02 04 0.6 038 1
X X
Fig. 226. Error Relativo de la solucién SPPS para el Fig. 227. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25, ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25,
¢=9,11,13,15 considerando 30 potencias y 1000 puntos. ¢=9,11,13,15 considerando 30 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 33.88 s. Cputime = 157.81 s.

%109 SPPS

Error Relativo

X

Fig. 228. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 5 con los valores de los pardmetros k=25,
¢=9,11,13,15 considerando 30 potencias y 10000 puntos.
Cputime = 312.24 s.

Utilizando SPPS para k = 3 y ¢ = 15 basta con tomar 15 potencias para obtener érdenes del error
relativo desde —10, con 1000 puntos, hasta —14, con 10100 puntos, ver figs. 206-209. Al incrementar ¢
v k es necesario aumentar la cantidad de potencias para obtener mejores aproximaciones, pues el orden
del error empeora, por ejemplo en la figuras 216-219 se muestra que para k = 15 y ¢ = 15 se obtienen
6rdenes de error de —7 con 1000 puntos, hasta —10 con 5000 puntos, todos considerando 30 potencias.
Para k =25 y ¢ = 15 el orden del error fue de —5 con 1000 puntos, hasta —9 con 10000 puntos, ver figs.
226-228, la cantidad de potencias consideradas fue 30. En todos los casos el niimero de potencias usado
fue tal que al aumentar éste y dejar fija la cantidad de puntos el orden se preserva.

Ejemplo 6

Solucién Exacta
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Considérese el problema con valores en la frontera
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= «a (56)

donde ¢ # 0, a, 8,a,b € R, a < b.
Segtin [18] la solucién general de la ecuacién diferencial en (56) es y, = c; cos®® (%) + coF(z) cos? (%)

donde ¢ y ¢y son constantes arbitrarias y F(z) = [ Cosfﬁ Entonces se debe cumplir
2
ygla) = cosZC(Q) + coF(a) cos* (;) =« (57)

b b
ye(b) = cos*® (2) + coF'(b) cos? (2> = 0.
Por losTeoremas 4 y 5, el problema (56) tiene solucién tnica si y sélo si
o (§) Flayeo ()
cos? () F(b)cos (3)
Noétese que

cos? (%) cos?° (;’) [F(b) -~ F(a)] =0 < a=@Qk+0)r6b=(2k+1)m keZ6F(b)=F(a).

Supongamos se cumple (58). Resolviendo el sistema (57) mediante la regla de Cramer:

o F(a)cos® (%)
B F(b)cos? (12’)
. _ aF(b) cos? (%) — BF(a) cos®® (%)
! A cos2¢ (&) cos?e (1) [F(b) — F(a)]
cos?¢ (%) o)
cos>¢ (9) 15}
o = ’ _ /3 cos?® (%) — acos®® (%)
A cos2¢ (%) cos?e (3) [F(b) — F(a)]

Por lo tanto la solucién de (56) es

aF(b) cos? (f) BF(a) cos? (%) ok cos(ea) | B cos?¢ (%) — avcos?® (g)
cos2¢ (&) cos?e (1) [F(b) — F(a)] cos2¢ (&) cos?e (1) [F(b) — F(a)]

Yp = efgcos(cr)F(x)

donde F(z) = [ ff(z).
COS bl

A continuacién se presentan las graficas de algunas soluciones exactas y potenciales con valores de
pardmetros a« = 2,4 =1,a =0,b=1,¢c=2,6,9,12,15,18,22, 26, 31, 38, 42.
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Fig. 229

Soluciones Numéricas

25

15

0.5

Soluciones exactas

c=12 c=22 c=38
——c¢=15 — c=26 =42
— c=18 —— c=31

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 230

Las siguientes graficas contienen los errores absoluto y relativo calculados con las soluciones de los
métodos SPPS y Bvp4c para los siguientes valores de los pardmetros: o = 2,8 = 1,6 = 0,b = 1,¢ =

4,8,11,16,20,27,32, 36, 39, 42, 48, 52, 54, 58.

x10 4 Bvp4c

Error Absoluto

X

Fig. 231. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=4,8,11,16,20 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.
Cputime = 81.92 s.
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Fig. 232. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=4,8,11,16,20 y

tolerancias absoluta y relativa de le-8.
Cputime = 82. 06 s.
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Fig. 233. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig. 234. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=4,8,11,16,20 y ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=4,8,11,16,20 y
tolerancias absoluta y relativa de le-11. tolerancias absoluta y relativa de le-14.
Cputime = 94.66 s. Cputime = 106.72 s.
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Fig. 235. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig. 236. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39 y ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3. tolerancias absoluta y relativa de le-8.

Cputime = 494.25 s. Cputime = 547.42 s.
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Fig. 237. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig. 238. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39 y ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39 y
tolerancias absoluta y relativa de le-11. tolerancias absoluta y relativa de le-14.
Cputime = 502.56 s. Cputime = 558.41 s.
x10°* Bvpdc x10 10 Bvpic
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Fig. 239. Error relativo de la soluciéon Bvp4c para el Fig. 240. Error relativo de la soluciéon Bvp4c para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=4,8,11,16,20 y ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=4,8,11,16,20 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3. tolerancias absoluta y relativa de le-8.
Cputime = 81.65 s. Cputime = 82.47 s.
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Fig. 241. Error relativo de la soluciéon Bvp4c para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=4,8,11,16,20 y
tolerancias absoluta y relativa de le-11.
Cputime = 86.44 s.

x10 4 Bvpdc

Error Relativo

Fig. 243. Error relativo de la soluciéon Bvp4c para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.
Cputime = 496.03 s.
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Fig. 242. Error relativo de la soluciéon Bvp4c para el

ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=4,8,11,16,20 y

Error Relativo

tolerancias absoluta y relativa de le-14.

Cputime = 96.32 s.

x10° Bvp4c

Fig. 244. Error relativo de la soluciéon Bvp4c para el

ejemplo 6 con los valores del pardametro ¢=27,32,34,39 y

tolerancias absoluta y relativa de le-8.
Cputime = 495.45 s.
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Fig. 245. Error relativo de la solucién Bvp4c para el Fig. 246. Error relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39 y ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39 y
tolerancias absoluta y relativa de le-11. tolerancias absoluta de le-14 y relativa de le-14.
Cputime = 502.48 s. Cputime = 502.69 s.

Utilizando bvp4c, las figuras anteriores muestran que al disminuir los valores de las tolerancias el orden
de los errores mejora, aunque para valores muy pequenos de tolerancias el orden empeora. Por ejemplo
para el error absoluto y relativo con ¢ = 39 y valores de tolerancias AbsTol = le — 6, RelTol = 1le — 3
se obtuvo un orden de —4 y con AbsTol = RelTol = 1le — 11 se obtuvo un orden de —13. Al considerar
valores de le — 14 o menores en las tolerancias el orden fue de —11. El tiempo méximo que tardé el
programa fue de 558.41 s, al calcular el error absoluto para los valores de ¢ = 27, 32, 34, 39 con tolerancias
AbsTol = RelTol = 1e — 14, note que no fue el mejor orden obtenido.
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Fig. 247. Error absoluto de la solucién SPPS para el Fig. 248. Error absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 6 con los valores del pardametro ¢=4,8,11,16,20 ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=4,8,11,16,20
considerando 15 potencias y 1000 puntos. considerando 15 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 95.94s. Cputime = 134.36s.
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Fig. 249. Error absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 6 con los valores del parametro ¢=4,8,11,16,20
considerando 15 potencias y 5000 puntos.
Cputime = 174.79 s.
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Fig. 251. Error absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39
considerando 30 potencias y 1500 puntos.
Cputime = 510.55s.
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Error Absoluto

Fig. 250. Error absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=4,8,11,16,20
considerando 15 potencias y 9000 puntos.
Cputime = 254.83s.
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Fig. 252. Error absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39
considerando 30 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 525.68s.
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Fig. 253. Error absoluto de la solucién SPPS para el Fig. 254. Error absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39 ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39
considerando 30 potencias y 4000 puntos. considerando 30 potencias y 9000 puntos.
Cputime = 601.62 s. Cputime = 718.15s.
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Fig. 255. Error relativo de la solucién SPPS para el Fig. 256. Error relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 6 con los valores del parametro ¢=4,8,11,16,20 ejemplo 6 con los valores del pardametro ¢c=4,8,11,16,20
considerando 30 potencias y 1000 puntos. considerando 30 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 118.13 s. Cputime = 194.05 s.
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Fig. 257. Error relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 6 con los valores del pardametro ¢=4,8,11,16,20
considerando 30 potencias y 5000 puntos.
Cputime = 268.59 s.
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Fig. 259. Error relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39
considerando 30 potencias y 1000 puntos.
Cputime = 489.27 s.
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Fig. 258. Error relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=4,8,11,16,20
considerando 30 potencias y 12000 puntos.
Cputime = 533.60 s.

x10 10 SPPS
1
0.9r c=27 i
c=32
0.8r c=34 |
c=39
0.7
2 o6l
k)
& ost
5
i 0.4+
0.3
0.2r
0.1
0 .
0 0.2 0.4

X

Fig. 260. Error relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39
considerando 30 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 573.38 s.
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Fig. 261. Error relativo de la solucién SPPS para el Fig. 262. Error relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39 ejemplo 6 con los valores del pardmetro ¢=27,32,34,39
considerando 30 potencias y 5000 puntos. considerando 30 potencias y 10000 puntos.
Cputime = 715.63 s. Cputime = 748.23s.

Las figuras anteriores muestran que al incrementar el niimero de subintervalos de [0, 1] y las potencias,
el orden de los errores absoluto y relativo mejora. La cantidad de potencias aqui consideradas fue tal que a
partir de éste nimero al incrementarlo el orden obtenido fue el mismo. Por ejemplo, ver figs. 251-254, para
¢ = 39 el orden del error absoluto considerando 1500 puntos y 30 potencias fue de —9, y tomando 9000
puntos y 30 potencias se obtuvo un orden de —13. Para el error relativo y ¢ = 39 al tomar 1000 puntos
y 30 potencias el orden fue de —9, considerando 10000 puntos y 30 potencias el orden obtenido fue de
—12, ver figs. 259-262 . El tiempo méximo fue de 748.23, al calcular el error relativo para ¢ = 27,32, 34, 39
utilizando 10000 puntos y 30 potencias.

Ejemplo 7
Solucién Exacta

Considérese el problema con valores en la frontera

" 4 (2 cost(z) — —2— =

s+ (oot - i +1)y = 0
y(a) a (59)
y(b) = B

donde ¢ # 0,c, 5,a,b € R, a < b.
De acuerdo a [18] la solucién general de la ecuacion diferencial en (59) es y, = Fl(x) [c1 sin(cv) 4 ¢2 cos(cv)]

donde ¢; y c; son constantes arbitrarias y v(z) = 1 [sin(z) cos(z) + z]. Entonce se debe cumplir

_ . sin (cv(a)) . cos(cv(a)) W

Ygla) = a cos(a) T cos(a) (60
_ sin(cv(b)) . cos(cu(b)) _

Yg(b) = cos(b) te cos(b) &

Por los Teoremas 4 y 5 el problema (59) tiene solucién unica si y sélo si

sin(cv(a))  cos(cv(a)) . ac c ccos(a) sin(a ccos(b) sin
Ao cos(a) cos(a) _ SI. (? - % + ( 2) (@) _ (b2) (b)> ;é 0 (61)
B sin(cv(b)) cos(cv(b)) B cos(a) COS(b) .
cos(b) cos(b)
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Note que
A=0 < c(a—b+cosasin(a) — cos(b)sin(b)) = 2kw, k € Z.
Supongamos se cumple (61). Resolviendo (60) mediante la regla de Cramer:

cos(cv(a))
cos(a)

cos(cu(b
S B cc()s(lg))) _acos(cv(b)) cos(a) — B cos(cv(b)) cos(b) (62)
1 = A o sin (% _ be + ccos(a)sin(a)  ccos(b) sin(b))
2 2 2 2
sin(cv(a))
cos(a) @

sin(cv(b)) B

- cos(b) _ Bsin(cv(a)) cos(b) — g sin(cv(b)) c0§(a)
A sin (a; _ % + ccos(aQ) sin(a) ccos(bz) sm(b))
De donde se sigue que la solucién de (59) es:
1 .
Yp = con(@) [c1 sin(cv) 4 ¢2 cos(cv)] (63)

donde v(z) = 1 [sin(z) cos(z) + ], y c1, ¢z estén dadas en (62).
A continuacién se presentan graficas de soluciones y sus respectivos potenciales ¢(x) para los valores
de los pardmetros ¢ = 5,9,11,15,20,23,29,33 ya=0,b=1,aa=2,8 = 3.

Potenciales

Soluciones Exactas

-12

. . . . 1200 . . . .
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Fig. 263 Fig. 264

Soluciones Numéricas
Las siguientes gréaficas muestran el error absoluto entre la solucién obtenida por bvp4c y la solucién

exacta (63), para los valores de los pardmetros ¢ = 5,9, 12, 15,18, 21, 25,31, 37,41,45,49,52,57, a = 0,b =
l,a=2,8=3.
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Fig. 265. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig. 266. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 7 con los valores del pardmetro ¢=5,9,12,15,18 y ejemplo 7 con los valores del pardmetro ¢=5,9,12,15,18 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3. tolerancias absoluta de le-7 y relativa de le-8.
Cputime = 1.38 s. Cputime = 3.47 s.
x 10 10 Bvp4c Bvp4c
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Fig. 267. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig. 268. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 7 con los valores del pardametro ¢=5,9,12,15,18 y ejemplo 7 con los valores del pardametro ¢=21,25,31,37 y
tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-10. tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.
Cputime = 9.47 s. Cputime = 1.36 s.
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Fig. 269. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig. 270. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 7 con los valores del pardmetro ¢=21,25,31,37 y ejemplo 7 con los valores del pardmetro ¢=21,2531,37 y
tolerancias absoluta de le-7 relativa de le-8. tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-10.
Cputime = 5.64 s. Cputime = 13.32 s.
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Fig. 271. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig. 272. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 7 con los valores del pardmetro c=41,45,49,52,57 y ejemplo 7 con los valores del pardmetro ¢=41,45,49,52,57 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3. tolerancias absoluta de le-7 y relativa de 1e-8.
Cputime = 1.65 s. Cputime = 10.78 s.
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Fig. 273. Error absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 7 con los valores del pardmetro c=41,45,49,52,57 y
tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-10.

Cputime = 13.24 s.

Como se puede ver en las figuras anteriores el orden del error absoluto calculado con la solucién bvpdc
mejora al incrementar los valores de las tolerancias absoluta y relativa. Para ¢ = 12,31 el mejor orden de
error obtenido fue de —10 tomando AbsTol = le — 9 y RelTol = 1le — 10, ver figs. 267 y 270. Para ¢ = 52
el mejor orden obtenido fue de —8 considerando las tolerancias AbsTol = 1le — 9 y RelTol = 1le — 10, ver
fig.273. Al considerar valores menores en las tolerancias para el caso de la figura 267 el orden es el mismo.
Para el caso de las figuras 270 y 273 el orden aumenta a —8 y —7, respectivamente, al tomar tolerancias
mas pequenas.

Las siguientes graficas muestran el error absoluto entre la solucién SPPS y la solucién exacta (63), para
los valores de los parametros ¢ = 5,9,12, 15, 18,21, 25,31,37,41,45,49,52,57, a =0,b=1,a = 2,5 = 3.

x10 11

SPPS x10"° SPPS
25 . ! ! : 3
T c=10
c=1 /,,, \ 25k |
2 e \
,/'/ \\\ o 2r q
o]
5 15¢ \ %
[} /
g \ 2
< \ < 157 ]
5 \ 5
ot ) |
|
05 ‘ 0s5- §
N V “
./ \‘
0 , , , , | 0 I L 1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 038

X

Fig.274. Error absoluto de la solucién SPPS para
el ejemplo 7 con los valores del pardmetro c=1
considerando 10 potencias y 600 puntos.
Cputime = 2.87 s.
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X

Fig.275. Error absoluto de la solucién SPPS para

el ejemplo 7 con los valores del pardmetro ¢=20

considerando 20 potencias y 700 puntos.

Cputime = 5.45 s.
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Error Absoluto
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X

Fig.276. Error absoluto de la solucién SPPS para
el ejemplo 7 con los valores del pardmetro c=15
considerando 25 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 16.57 s.

x10°° SPPS

X

Fig.278. Error absoluto de la solucién SPPS para
el ejemplo 7 con los valores del pardmetro ¢=30
considerando 90 potencias y 5000 puntos.
Cputime = 138.6 s.
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Fig.277. Error absoluto de la solucién SPPS para
el ejemplo 7 con los valores del pardmetro c=20
considerando 60 potencias y 2001 puntos.
Cputime = 38.49 s.

x10°3 SPPS

25
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VY,

Fig.279 Error absoluto de la solucién SPPS para
el ejemplo 7 con los valores del pardmetro c=40
considerando 90 potencias y 4000 puntos.
Cputime = 112.52 s.
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Fig.280. Error absoluto de la solucién SPPS para el Fig.281. Error absoluto de la solucién SPPS para
ejemplo 7 con los valores del pardmetro c=>50 el ejemplo 7 con los valores del pardmetro c=51
considerando 200 potencias y 9000 puntos. considerando 75 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 552.8 s. Cputime = 47.7 s.

Las figuras anteriores muestran que conforme crece el pardmetro c el orden del error absoluto incre-
menta, incluso no obteniéndose una solucién, como es el caso de ¢ = 50,51, ver figs. 280,281.

x10 10 SPPS x10°8 SPPS
7 : : : : 45
4
35
3
o o
E 3
< <
§ 5 2
] i
15
1}
05
0
Fig.282. Error absoluto de la solucién SPPS para el Fig.283. Error absoluto de la solucién SPPS para
ejemplo 7 con los valores del pardametro ¢=5,9,12,15,18 el ejemplo 7 con los valores del pardametro ¢=21,25
considerando 30 potencias y 2000 puntos. considerando 40 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 96.39 s. Cputime = 74.55 s.
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Fig.284. Error absoluto de la solucién SPPS para Fig.285. Error absoluto de la solucién SPPS para
el ejemplo 7 con los valores del pardametro ¢=31,37 el ejemplo 7 con los valores del pardametro c=41,45
considerando 40 potencias y 3000 puntos. considerando 40 potencias y 5000 puntos.
Cputime = 74.52 s. Cputime = 123.07 s.

El Dr. Michael Porter ,Investigador y Profesor del Departamento de Mateméticas de Cinvestav, ha
programado el método SPPS en Mathematica. Este software tiene una ventaja sobre Matlab, pues permite
trabajar con una gran cantidad de digitos decimales. El Dr. Porter amablemente nos proporcioné los
resultados obtenidos usando la implementacién del método SPPS en Mathematica para distintos valores
de c¢ utilizados en este ejemplo, con 100 digitos de precisién y la cantidad de digitos por defecto. A
continuacién se presentan estos resultados y los obtenidos con Matlab.

c | N | Puntos | Error - Matlab | Error - Mathematica
1 ) 600 2.5e — 11 7.10543e — 15
10 | 10 700 3e—9 5.62439¢ — 13
15 | 12 2000 1.8¢ — 10 2.12075e — 11
20 | 60 2001 3e—9 3.77026e — 10
30 | 90 5000 6e — 5 8.37592¢ — 6
40 | 90 4000 3e—3 0.00135199
50 | 200 9000 4 0.923426
51 | 75 2000 6 1.38932
¢ | N | Puntos | Error - Matlab | Error - Mathematica (100 digitos)
50 | 100 5000 3.5 2.02505e — 13
50 | 200 9000 4 6.21725¢ — 15
60 | 50 4000 3 3.26339%¢ — 12
60 | 100 5000 3.5 8.55427¢ — 13

Como se puede ver en las anteriores tablas, cuando se utiliza Mathematica con la cantidad de digitos
decimales por defecto, se obtiene mejores 6rdenes del error que Matlab. Nétese que no se puede mejorar
el orden del error anadiendo mas puntos o potencias, éste es un problema de precisién de méaquina pues
se calculan cientos de integrales iteradas de forma numérica lo cual hace que se pierda toda la precisién
original. Cuando se consideran 100 digitos decimales la diferencia es muy grande entre los resultados
obtenidos por Matlab y Mathematica, este tiltimo obteniendo érdenes muy buenos incluso mejores a los
obtenidos con bvp4c.
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8.2.1. Condiciones de Neumann

Supongdse se tiene el siguiente problema con condiciones de Neumann

y' +aql@x)y = 0 (64)
y'(a) = «
y'(b) B

donde «, 8,a,b € R. Para utilizar la funcién bvp4dc se aplica la sustitucion y3 =y y y2 =19 en (64) y
se obtiene el sistema:

{ Zi i y—2q(x)y1 y2(a) = a, ya2(b) = B (65)

Note que cada solucién de (65) es solucién de (64) y cualquier solucién de (65) es solucién de (64). Este
sistema de ecuaciones se resuelve con bvpdc y se obtiene una solucién numérica de (64).

Ejemplo 8
Solucién Exacta
Considérese el problema

y// 4 ch —
y'(a) =
y'(b) =

(66)

= L <

donde ¢(#£ 0),a,b,a, 8 € R, con a < b.
Se sabe que la ecuacién diferencial en (66) tiene como solucién general a y, = ¢ cos(cz) + cg sin(cz),
donde c; y co son constantes arbitrarias. Entonces se debe cumplir

y,(a) = —cicsin(ca) 4 caccos(ca) = (67)
y,(b) = —cicsin(ch) + caccos(ch) =

Pero por los Teoremas 4 y 5 el problema (66) tiene solucién dnica si y sélo si

—csin(ca) ccos(ca)
—csin(cb) ccos(cb)

% sin(ca) cos(cb) 4 ¢? sin(cb) cos(ca) = ¢ sin(cb — ca) # 0.

o

‘C

Note que A =0 sii ¢ =0 6 ¢(b— a) = kr, k € Z. Suponiendo que se cumple A # 0 y aplicando la regla
de Cramer a (67) se obtienen los coeficientes

a ccos(ca)
B ccos(cb) acos(cb) — B cos(ca)

C1 = = ) Co =

—csin(ca) «
—csin(cb) S

_ asin(cb) — Bsin(ca)

A esin(cb — ca) A ~ csin(eb — ca)
Entonces la solucién exacta de (66) es
a cos(cb) — B cos(ca) asin(cb) — Bsin(ca)
= 68
I csin(chb — ca) coser csin(ch — ca) smer (68)

siempre que sin(cb — ca) # 0.
A continuacién se presentan graficas de algunas soluciones exactas para los valores « =1, =2, a =0,
b=1,c=4,68,11,13,15.
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Soluciones Exactas
1 : : ; ;

c=4
0.4 c=6
c=8
061 c=11
08 c=13
’ c=15

1 . . . .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
Fig.286

Soluciones Numéricas

Las siguientes figuras muestran el error absoluto entre la solucién de cada método y la solucién exacta,
para los valores de ¢ = 2,4,6,8,10,12,14, 18, 20, considerando o =1, =2, a =0, b =1 en (66).

Bvp4c
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0.4 0.6 0.8 1

c=2
c=4
0. c=6
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0.

0.
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~
T —

0.5+

Error Absoluto
Error Absoluto

0.4

03f \
\

0.2

X

Fig.287. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.288. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 8 con los valores del pardmetro ¢c=2,4,6,8 y ejemplo 8 con los valores del pardmetro ¢c=2,4,6,8 y

tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.
Cputime = 0.39 s.
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tolerancias absoluta de le-7 y relativa de le-8.
Cputime = 0.81 s.
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Fig.289. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 8 con los valores del pardmetro ¢c=2,4,6,8 y
tolerancias absoluta de le-10 y relativa de le-11.
Cputime = 3.45 s.

Error Absoluto
Error Absoluto

Fig.290. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.291. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 8 con los valores del pardmetro ¢=10,12,14,18,20 ejemplo 8 con los valores del pardmetro ¢=10,12,14,18,20
y tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3. y tolerancias absoluta de le-7 y relativa de le-8.
Cputime = 1.83 s. Cputime = 2.15 s.
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Fig.292. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.293. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el

ejemplo 8 con los valores del pardmetro ¢=10,12,14,18,20
y tolerancias absoluta de le-13 y relativa de le-14.
Cputime = 10.57 s.

ejemplo 8 con los valores del pardmetro ¢=10,12,14,18,20
y tolerancias absoluta de le-10 y relativa de le-11.
Cputime = 7.94 s.

Las anteriores figuras nos muestran que al utilizar bvp4c el orden del error absoluto para ¢ = 6 fue
—3, con valores de tolerancias AbsTol=1e-6,RelTol=1e-3, hasta —12 con AbsTol=1e-10, RelTol=1e-11, ver
figs. 287-289. Para ¢ = 10 fue de —4 hasta —12, utilizando los valores de tolerancias anteriores. Al tomar
valores menores en las tolerancias, el orden del error empeora. Obsérvese que el tiempo maximo en este

ejemplo, para obtener el error absoluto con ¢ = 10,12, 14, 18, 20, fue de 10.57 s, que en realidad no fue el
mejor orden obtenido.

En la implementacio’n de SPPS en Matlab, es necesario especificar el potencial, que en este caso es

q(xz) = —c?, el nimero de subintervalos y el de términos N. Supongamos se quiere saber la cantidad de
términos N suﬁmente para asegurar que |v3 — v1,n| ¥ |v2 — U2 | sean menor a € = le — 5,1e — 9,1e — 12

y le — 15. Para esto hacemos uso de las desigualdades (36) y (37),cond=1,q = —

c?, es decir, buscamos
las N tales que

N o2k
cosh(c Z ‘ € (69)

N c2k+1

sinh(c Z CTEEY]
0

< e
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Por ejemplo parac =6y ¢ = le — 5,1e — 9,1e — 12 y le — 15 utilizando (69) se obtienen los valores

de N =11, 14,16, 18 respectivamente. En efecto

11

62k
cosh(6) — Z k! =
k=0 ’
11
62k+1
sinh(6) — Z — =
|
242k + 1)
14 62k
COSh(G) — Z (Tk)' =
k=0 ’
14
62k+1
sinh(6) — Z — =
|
24 (2% + 1)
16 62k
COSh(G) — Z w =
k=0 ’
16
62k+1
sinh(6) = 3 ———| =
|
24 (2% + 1)
18 62k
COSh(6) — Z (Tk)' =
k=0 ’
18
62k+1
sinh(6) =3 ———| =
|
242k +1)!

8.081007337068513e — 006 < le — 5

1.931214853811980e — 006 < le — 5

8.646736660011811e — 10 < 1le — 9

1.669206994847627e — 10 < 1le — 9

9.947598300641403e — 13 < 1le — 12

1.136868377216160e — 13 < le — 12

7.266814239107258e — 16 < le — 15

1.116690121177443e — 16 < 1le — 15

A continuacién se presentan las graficas del error absoluto obtenidas con la solucién SPPS para las N

calculadas anteriormente.

x 105 SPPS

Error Absoluto

0 O.‘2 0.‘4 O.‘G O.‘8 1
X
Fig.294. Error absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 8 con los valores del pardmetro c=6
considerando 11 potencias y 1000 puntos.

Cputime = 3.18 s.
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Fig.295. Error absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 8 con el valor del pardmetro c=6
considerando 14 potencias y 1000 puntos.

Cputime = 3.89 s.
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X

Fig.296. Error absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 8 con el valor del pardmetro c=6
considerando 16 potencias y 1500 puntos.

Cputime = 6.44 s.

Error Absoluto

x10 13 SPPS

X

Fig.297. Error absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 8 con el valor del pardmetro c=6
considerando 18 potencias y 5000 puntos.

Cputime = 23.04 s.

Como se puede observar en las anteriores figuras, al requerir més exactitud es necesario tomar més
términos en las series (19), lo cual hace que se tenga que integrar mé&s veces, lo que provoca que el
error numérico generado al calcular las aproximaciones de vy y vy crezca, haciendo que no se cumpla
|vy —v1,n], |[v2 —va,n| < € . Note que este problema no es propio del método SPPS si no del hecho de la
complejidad de las integrales en X ™ (z) y X (z), pues se tienen que calcular numéricamente generando
cierto error de aproximacién.

x 1010 SPPS x 1011 SPPS
c=2 c=2
c=4 I c=4
c=6 c=6
c=8 c=8
o e} 4
3 5
3 35
3 2
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5 5
I = ]
1r 1 ir ]
0 ‘ — 0 ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Fig.298. Error relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 8 con los valores del pardmetro c=2,4,6,8
considerando 20 potencias y 600 puntos.
Cputime = 13.36 s.

Fig.299. Error relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 8 con los valores del pardmetro c=2,4,6,8
considerando 20 potencias y 1100 puntos.
Cputime = 23.76 s.



x10°12 SPPS X SPPS

5 T T T T
c=2 _
45 c=4 7 o i
4 c=6 c=6
c=8 6 c=8
35 4
g s ] gs
[} [*]
2 2
£ 25 - g ar
g, ] 5
b 2 o 3-
15- B
2 L
1 ]
T~
0 i y Va— 0 . Y n
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 06 0.8
X X
Fig.300. Error relativo de la solucién SPPS para el Fig.301. Error relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 8 con los valores del pardmetro c=2,4,6,8 ejemplo 8 con los valores del pardmetro c=2,4,6,8
considerando 20 potencias y 2200 puntos. considerando 20 potencias y 3200 puntos.
Cputime = 45.44 s. Cputime = 67.09 s.
«10°8 SPPS x10°° SPPS
35 6
c=10
3r c=12 1
c=14
c=18
25 c=20
2 ]
3 =1
5 2r 35
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5 15 8
i i
1
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0
Fig.302. Error relativo de la solucién SPPS para el Fig.303. Error relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 8 con los valores del pardmetro ¢c=10,12,14,18,20 ejemplo 8 con los valores del pardmetro ¢=10,12,14,18,20
considerando 35 potencias y 500 puntos. considerando 35 potencias y 700 puntos.
Cputime = 24.09 s. Cputime = 32.75 s.
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Fig.304. Error relativo de la solucién SPPS para el Fig.305. Error relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 8 con los valores del pardmetro ¢=10,12,14 ejemplo 8 con los valores del pardmetro ¢=18,20
considerando 35 potencias y 3000 puntos. considerando 35 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 81.04 s. Cputime = 53.91 s.

Utilizando SPPS, las figuras 298-301 muestran que para ¢ = 6,8 y 20 potencias el orden del error
absoluto fue de —10, con 600 puntos, hasta —13 con 3200 puntos. Para ¢ = 18,20 la cantidad de potencias
se incrementé a 35 y se obtuvo un orden de —8 con 500 puntos y de —9 con 3000 puntos, ver figs. 303 y
305. El mayor tiempo utilizado en este ejemplo, 81.04 s, fue al calcular el error absoluto para ¢ = 10,12, 14
con 35 potencias y 3000 puntos.

Ejemplo 9
Solucién Exacta

Considérese el problema con valores en la frontera

—y'+ (P’ +ey = 0
y'(a) o (70)
y'() = B

donde ¢(# 0), o, 5,a,b € R, a < b.
ca? r
La ecuacién diferencial en (70) tiene como solucién general a yq(x) = e = <cl +co / e=et’ dt) donde ¢;
0

y co son constantes arbitrarias. Entonces se debe cumplir

Ca2 ca2 e CG/Q
y,(a) cae 2 ¢ + (cae?/ e~ dt + ez) Co = (71)
0

cb? cb? b 2 cb?
che 2 ¢ + cbeT/ e Udt+e" T | ey = 8.
0

Por los Teoremas 4 y 5 el problema (70) tiene solucién unica si y sélo si

Y, ()

2 cal

ca Cﬂ.2 @
cae 2 cae 2 / e dt + e~ %
A = 0, (72)

cb?

cb? cb? _ 42 _
che = cbe?/ e~ dt+e 2
0

b a
c(a?+b?) 42 42
abe 2 [/ e dt—/ e~ dt
0 0
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Suponiendo que lo anterior se cumple, resolviendo el sistema (57) mediante la regla de Cramer:

c

ca2 @ t2 a2
a cae 2 e U dt+e 2
0

c 2 b c 2
B cbe%/ e~ dt + e~
0

C1 =
A
b a
b2 2 cb? a2 2 2
a [cbec2/ e~ dt—&—e‘zl - B {caecg/ e~ dt+ e 2 }
0 0
= ; ” (73)
c(a24b2) c(a2-b2) c(b2—-a2?)
c2abe™ 2 /e*Cﬁdt—/ e—ct’dt —&—c{ae T —be 2 ]
0 0
2
cae 2«
cb?
che> f
C2 =
A
ca? cb?
afe 2 — bae 2
- b a
c(a?4b2) c(a?—b2) c(b2—a2)
cabe™ 2 [/ e‘Ct2dt—/ e=t’dt| +ae= 2z —be =z
0 0

Asi, se concluye que la solucién de (70) es:

CIZ z
Yyp=¢€ 2 (01 + 02/ e_Ctzdt> (74)
0

donde ¢; y ¢y estdn definidas en (73). Las siguientes graficas muestran algunas soluciones exactas para los
valores de los pardmetros a =1, 6=—-1,a=0,b=1,c=1,3,6,8,11, 14.

Soluciones Exactas
14 : ;

12

R oo Wk
L

=

o000 o0 o0
N
=

0.8

0.6 |

Fig. 306

Soluciones Numéricas

Los valores de los pardmetros en (70) usados en ambos métodos son los siguientes: o = 1, § = —1,
a=0,b=1,¢c=2,4,6,8,10,12,14, 16, 18, 20.
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Fig.307. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.308. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 9 con los valores del pardmetro ¢=2,4,6,8,10 y ejemplo 9 con los valores del pardametro ¢=2,4,6,8,10 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3. tolerancias absoluta y relativa de le-7.
Cputime = 3.07 s. Cputime = 3.4 s.
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35 2 o8l
3 2
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5 5 06
i 0
0.4
‘ ‘ ' 0.2
'mﬂ\m AT LT
Ay Ll i | Om* hboat
% 0.4 . . 1 0 0.2 0.4
X X
Fig.309. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.310. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 9 con los valores del pardmetro ¢c=2,4,6,8,10 y ejemplo 9 con los valores del pardmetro ¢c=2,4,6,8,10 y
tolerancias absoluta de y relativa de le-10. tolerancias absoluta de y relativa de le-13.
Cputime = 5.41 s. Cputime = 11.27 s.
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Fig.311. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.312. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 9 con los valores del pardmetro ¢=12,14,16,18,20 y  ejemplo 9 con los valores del pardmetro c=12,14,16,18,20 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.

Cputime = 3.17 s.

tolerancias absoluta y relativa de le-7.
Cputime = 3.62 s.

x10 12 Bvpic x10 13 Bvpic
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Fig.313. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.314. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 9 con los valores del pardmetro ¢=12,14,16,18,20 ejemplo 9 con los valores del pardmetro ¢=12,14,16,18,20
y tolerancias absoluta y relativa de le-10.

Cputime = 6.95 s.

y tolerancias absoluta y relativa de le-13.
Cputime = 12.33 s.

El orden del error absoluto utilizando bvpdc y ¢ = 2,4,6,8,10 , fue de —5 con tolerancias AbsTol =
le — 6, RelTol = le — 3 y disminuy6 hasta —14 con AbsTol = le — 13, RelTol = le — 13, ver figs.
307-310. Para ¢ = 12,14,16,18,10 , el orden disminuyé de —5 a —13, considerando los mismos valores
de tolerancias anteriores, ver figs. 311-314. El mayor tiempo utilizado, 12.33 s, fue al calcular el error
absoluto para ¢ = 12,14, 16,18,20 con AbsTol = RelTol = le — 13.
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Fig.315. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 9 con los valores del pardmetro ¢=2,4,6,8,10
considerando 20 potencias y 300 puntos.
Cputime = 11.33 s.
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Fig.317. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 9 con los valores del pardmetro c=2,4,6,8,10
considerando 20 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 54.75 s.
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Fig.316. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 9 con los valores del pardmetro ¢=2,4,6,8,10
considerando 20 potencias y 1000 puntos.
Cputime = 29.13 s.
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Fig.318. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 9 con los valores del pardmetro c=2,4,6,8,10
considerando 20 potencias y 2900 puntos.
Cputime = 77.08 s.
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Fig.320. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 9 con los valores del pardmetro ¢=12,14,16,18,20
considerando 25 potencias y 1000 puntos.
Cputime = 35.89 s.

Fig.319. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 9 con los valores del pardmetro ¢=12,14,16,18,20
considerando 25 potencias y 500 puntos.
Cputime = 19.92 s.
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Fig.322. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 9 con los valores del pardmetro ¢=12,14,16,18,20
considerando 25 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 99.34s.

Fig.321. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 9 con los valores del pardmetro c=12,14,16,18,20
considerando 25 potencias y 1500 puntos.
Cputime = 51.45 s.

En cuanto a SPPS; si ¢ = 2,4,6,8,10 el orden del error mejoré de —9 (fig.315 con 20 potencias y 300

puntos) a —13(fig.318 con 20 potencias y 2900 puntos), para ¢ = 12, 14,16, 18, 20 fue de —9(fig.319 con 25
potencias y 500 puntos) a —12(fig.322 con 25 potencias y 3000 puntos). El tiempo méximo fue de 99.34

s, ver fig. 322.
Para ambos métodos el orden del error empeora al incrementar los valores del pardmetro ¢. Aunque

se puede mejorar estos resultados al considerar mayor exactitud: para Bvp4dc disminuir los valores de
tolerancias y para SPPS aumentar las potencias y los puntos.

Ejemplo 10
Soluciéon Exacta

Considérese el problema con valores en la frontera
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Y'(a) = a (75)
Yy = B

donde ¢(#£ 0), @, 8,a,b € R, a < b.
Se sabe que la solucién general de la ecuacién diferencial en (75) es y, = c1€°” + coe™ " donde ¢; y o son
constantes arbitrarias. Entonces se debe cumplir

yy(a) = cree® —cpce™ " = (76)

Yg() = crce® —coce” " = 3.
Por los Teoremas 4 y 5 el problema (75) tiene solucién unica si y sélo si

ca —ca

ce —ce

A =
cecb _cefcb

=2 (ec(‘kb) - efc(afb)) = 2¢%sinh(cb — ca) # 0 (77)

Pero nétese que como ¢ # 0, tenemos 2¢?sinh(chb —ca) =0 & sinh(ch—ca) =0 & cla—b) =0
< a=b, de modo que el problema (75) satisface (77).
Resolviendo el sistema (76) mediante la regla de Cramer:

—ca ca

a —ce ce @
B —ce~< c (ﬁe*“’a — ae*d’) ce® c (Beca - ozed’) (78)
Cc1 = = Co = =
! A 2¢2 sinh(cb — ca) 2 A 2¢2 sinh(cb — ca)

De donde se concluye que la solucién de (75) es:

— ¢ (56—0‘1 B ae_Cb) cxT c (ﬂeca B aer) —CIT (79)
LAY sinh(cb — ca) 2¢2 sinh(cb — ca) ¢

Las siguientes graficas muestran algunas soluciones exactas con valores de los pardametros a = —1, § =1,

a=0b=1,c=4,56,7,8,9,10,12,14.

Soluciones Exactas
0.35 : ;

0.3r

0.25 -

0.2r

ERBO®~No O~

OO0 0000000

0.15

01r

0.05 -

Fig.323

Soluciones Numéricas

A continuacién se presentan las graficas obtenidas de los errores absoluto y relativo para los valores
a=-1,=1a=0,b=1,¢=3-7,9—-13.
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Fig.324. Error Absoluto de la solucién Bvpdc para el
ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=3,4,5,6,7 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.
Cputime = 0.82 s.
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Fig.326. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=3,4,5,6,7 y
tolerancias absoluta de y relativa de le-11.
Cputime = 4.56 s.
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Fig.325. Error Absoluto de la solucién Bvpdc para el
ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=3,4,5,6,7 y
tolerancias absoluta y relativa de le-8.
Cputime = 1.38 s.

x10 Bvp4c
35
c=9
3 c=10
c=11
25+ c=12 i
° c=13
3 2f ]
2
<
5 15H 4
o |
11 I
/\ /\
osf I il |
| ‘NW/\/M JV\/\WW |
LW YVAWA AL
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Fig.327. Error Absoluto de la solucién Bvpdc para el
ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=9,10,11,12,13
y tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.
Cputime = 0.84 s.
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Fig.328. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.329. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=9,10,11,12,13 ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=9,10,11,12,13
y tolerancias absoluta y relativa de le-8. y tolerancias absoluta y relativa de le-11.
Cputime = 1.71 s. Cputime = 6.76 s.
x10°4 Bvp4c x10°° Bvpdc
7 ‘ : : :
c=3 c=3
oo o 2
c=6 c=5
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Fig.330. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.331. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 10 con los valores del pardmetro c=3,4,5,6,7 y ejemplo 10 con los valores del pardmetro c=3,4,5,6,7 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3. tolerancias absoluta y relativa de le-8.
Cputime = 0.8 s. Cputime = 1.37 s.
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x10 12 Bvp4c x10°3 Bvp4c

6 : : : : 25 : : : :
c=3 c=9
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Fig.332. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.333. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=3,4,5,6,7 ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=9,10,11,12,13
y tolerancias absoluta y relativa de le-11. y tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3.
Cputime = 4.53 s. Cputime = 0.84 s.
x10°7 Bvp4c %1011 Bv pdc
45 6
4 c=9 , c=9
c=10 5¢ c=10
35¢ c=11 c=1
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o 3 c=13 o 4 \ =13
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Fig.334. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.335. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=9,10,11,12,13 ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=9,10,11,12,13
y tolerancias absoluta de y relativa de le-8. y tolerancias absoluta y relativa de le-11.
Cputime = 1.68 s. Cputime = 6.77 s.

El orden del error absoluto para ambos conjuntos de valores de ¢ se comporté de la misma manera, fue
de =5, con AbsTol = le—6, RelTol = 1le—3, hasta —14, con AbsTol = RelTol = le—11, ver figs.324-329.
Al calcular el error relativo se utilizaron los valores de tolerancias anteriores. Como muestran las figuras
330-332 el orden del error relativo para ¢ = 3,4,5,6,7 fue de —4 hasta —12. Para ¢ = 9,10,11,12,13 fue
de —3 a —11 ver figs.333-335. El tiempo médximo fue de 6.77 s, ver fig. 335.
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Fig.336. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=3,4,5,6,7
considerando 20 potencias y 800 puntos.
Cputime = 21.98 s.
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Fig.338. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=3,4,5,6,7
considerando 20 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 52.47 s.
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Fig.337. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 10 con los valores del pardametro ¢=3,4,5,6,7
considerando 20 potencias y 1500 puntos.
Cputime = 39.93 s.
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Fig.339. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=3,4,5,6,7
considerando 20 potencias y 5000 puntos.
Cputime = 127.82 s.
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Fig.340. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=9,10,11,12,13

considerando 25 potencias y 800 puntos.
Cputime = 27.16 s.
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Fig.342. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=3,4,5,6,7
considerando 25 potencias y 800 puntos.
Cputime = 27.44 s.
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Fig.341. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=9,10,11,12,13

Error Relativo

considerando 25 potencias y 1500 puntos.
Cputime = 49.66 s.
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Fig.343. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=3,4,5,6,7
considerando 25 potencias y 1500 puntos.
Cputime = 40.23 s.
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Fig.344. Error Relativo de la solucién SPPS para el Fig.345. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 10 con los valores del pardmetro c=3,4,5,6,7 ejemplo 10 con los valores del pardmetro ¢=9,10,11,12,13
considerando 25 potencias y 2000 puntos. considerando 25 potencias y 1000 puntos.
Cputime = 52.47 s. Cputime = 33.8 s.

Las figuras 336-339 nos muestran que al calcular el error absoluto con ayuda del método SPPS para
c=3,4,5,6,7, considerando 20 potencias, se obtiene 6rdenes de —11, con 800 puntos y de hasta —14 con
5000 puntos. Para ¢ = 9,10, 11,12, 13 los 6rdenes que se obtuvieron fueron de —10, con 25 potencias y 800
puntos, y de —11, con 25 potencias y 1500 puntos, ver figs. 340-343. Nétese que al aumentar las potencias
y los puntos en el caso anterior, no mejoré el orden. El orden del error relativo para ¢ = 3,4,5,6,7 fue de
—10, con 800 puntos y 25 potencias, hasta —12, con 2000 puntos y 25 potencias, ver figs. 342-344. Para
¢ =9,10,11,12,13 el orden del error relativo obtenido con 1000 puntos y 25 potencias fue de —10, al
incrementar las potencias y el nimero de puntos no mejoré el orden del error, ver fig. 345.

Ejemplo 11
Soluciéon Exacta

Considérese el problema con valores en la frontera

y" — k[ksin®(cx) + ccos(cx)ly = 0
Y@ = « (80)
y'(b) e

donde ¢,k # 0,,3,a,b € R, a < b. . .
De acuerdo a [18] la solucién general de la ecuacion diferencial en (80) es y, = cre™ <« “5(¢®) fepe™ < cos(e?) p(z)
donde ¢; y co son constantes arbitrarias y F'(z) = fe% cos(er) gz Por lo que se debe cumplir

yy(a) = cik sin(ca)eié cos(ea) 4 ¢, [kF(a) sin(ca)eif cos(ca) 4 o¢ Cos(m)} =« (81)

Yy ()

Por los Teoremas 4 y 5, el problema no homogéneo (80) tiene solucién tinica si y sélo si

ok sin(cb)e_% cos(eb) 4 ¢, {kF(b) sin(cb)e‘g cos(eh) 4 o COS(C(’)} = 4.

k sin(ca)e_é cos(ca) L F(a) sin(ca)e_% cos(ea) 4 g cos(ca)

ksin(cb)e™ e cos(eb) L F(b)sin(ch)e ¢ cos(cb) 4 ¢ cos(eh)
= k?sin(ca) sin(ch)e~ < lcosca)teos(@ ) — p(q)]

A:
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+k Sin(ca)eg[cos(cb)fcos(ca)] —k sin(cb)e% [cos(ca)—cos(cb)] # 0

Supéngase cierta la condicién (82). Resolviendo el sistema (81) mediante la regla de Cramer:

a kF(a) sin(ca)e*§ cos(ca) 4 % cos(ca)
B kF(b)sin(ch)e < cos(eh) 4 gt cos(eh)
. = <

@ [kF(b) Sin(Cb)e_% cos(ch) 4 ¢ COS(Cb)} -p {kF(a) sin(ca)e—f cos(ca) 4 g cos(ca)

- A

ksin(ca)e™ ¢ cos(ea) ¢
k sin(cb)e‘% cos(ch) g Bk sin(ca)e~ Ecos(ca) _ o sin(ch)e™ % cos(cb)
cp = 3 _ .

De donde se concluye que la solucién de (80) es:
Yp = 01€_§ cos(cx) + 626_% cos(cr)F(x)

donde F(x) = fe% cos(e?) dg y ¢y, co estdn dadas en (83).

Soluciones Numéricas

Las siguientes figuras representan algunos potenciales ¢(z) y soluciones exactas del problema (80),
para ciertos valores de ¢ y k. Posteriormente se presenta el error absoluto calculado con las soluciones
SPPS y Bvp4c considerando los valores de los pardmetros: « = 1,8 =1,a = 0,b = 1,k = 4,17,29,¢c =
4,14,19, 24, 30, 34, 39, 46, 50,56, 58, 62, 68, 70, 73.

Potenciales Soluciones Exactas
1000 . 2 ! ! !
c=
~~ 3\>\>
800 | 0
2
600 | /
4 c=13
400
> > -6
200 F
_8 F
ot
-10 + k=4
- k=17
200 12t k=29
400 14 . . . .
0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
Fig. 346 Fig. 347

En este ejemplo no se consideré el error relativo pues la solucién exacta tiene zeros en el intervalo [0, 1]
, de manera que este tipo de error no es significativo.
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Fig.348. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.349. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=4, ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=4,
c=4,14,19,24,30 y tolerancias absoluta de le-6 y c=4,14,19,24,30 y tolerancias absoluta de le-6 y
relativa de le-3. Cputime = 2.60s. relativa de le-8. Cputime = 4.44 s.
x 1010 Bvp4c
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Fig.350. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=4,
c=4,14,19,24,30 y tolerancias absoluta de le-8 y
relativa de le-10. Cputime = 8.84 s.
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Fig.351. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=4,

¢=34,39,46,50,56 y tolerancias absoluta de le-6 y
relativa de le-3. Cputime = 3.34 s

x10 10 Bvpdc

Fig.353. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 11 con los valores de los parametros k=4,

¢=34,39,46,50,56 y tolerancias absoluta de le-8 y
relativa de le-10. Cputime = 16.29 s.
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Fig.352. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=4,

¢=34,39,46,50,56 y tolerancias absoluta de le-6 y
relativa de le-8. Cputime = 7.78 s.
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Fig.354. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 11 con los valores de los parametros k=4,

¢=34,39,46,50,56 y tolerancias absoluta de le-10 y
relativa de le-12. Cputime = 9.66 s.
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Fig.355. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el Fig.356. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=17, ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=17,
¢=4,14,19,24,30 y tolerancias absoluta de le-6 y c=4,14,19,24,30 y tolerancias absoluta de le-6 y
relativa de le-3. Cputime = 3.35s. relativa de le-8. Cputime = 7.26 .
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Fig.358. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el
ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=17,
¢=4,17,19,24,30 y tolerancias absoluta de le-10 y
relativa de le-12. Cputime = 9.77 s.

Fig.357. Error Absoluto de la solucién Bvp4dc para el
ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=17,
¢=4,17,19,24,30 y tolerancias absoluta de le-8 y
relativa de le-10. Cputime = 15.03s.
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Error Absoluto

ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=17,

Fig.359. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=17,
¢=34,39,46,50,56 y tolerancias absoluta de le-6 y
relativa de le-3. Cputime = 5.3s

Fig.361. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

¢=34,39,46,50,56 y tolerancias absoluta de le-8 y
relativa de le-10. Cputime = 15.72 s.
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Fig.360. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para
ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=17,
¢=34,39,46,50,56 y tolerancias absoluta de le-6 y
relativa de le-8. Cputime = 10.54 .

Bvp4c

Error Absoluto

Fig.362. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=17,

¢=34,39,46,50,56 y tolerancias absoluta de le-10 y
relativa de le-12. Cputime = 9.42 s.
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Fig.364. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=29,
¢=4,17,19,24,30 y tolerancias absoluta de le-6 y
relativa de le-8. Cputime = 16.74 s.

Fig.363. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=29,
c=4,17,19,24,30 y tolerancias absoluta de le-6 y
relativa de le-3. Cputime = 9.63 s.
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Fig.366. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=29,
¢=4,17,19,24,30 y tolerancias absoluta de le-10 y
relativa de le-12. Cputime = 15.15 s.

Fig.365. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=29,
¢=4,17,19,24,30 y tolerancias absoluta de le-8 y
relativa de le-10. Cputime = 21.01 s.
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Fig.367. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.368. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 11 con los valores de los parametros k=29, ejemplo 11 con los valores de los parametros k=29,
¢=34,39,46,50,56 y tolerancias absoluta y ¢=34,39,46,50,56 y tolerancias absoluta de le-6 y
relativa de le-6. Cputime = 9.75 s. relativa de le-8. Cputime = 15.75 s.
x10°8 Bvp4c
18 T T T T

Error Absoluto

Fig.369. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el

ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=29,

¢=34,39,46,50,56 y tolerancias absoluta de le-10 y
relativa de le-12. Cputime = 12.44 s.

Las figuras 348-350 muestran que para los valores de £k = 4 y ¢ = 19, el orden del error absoluto
obtenido al considerar la tolerancias AbsTol = le — 6, RelT'ol = 1e — 3 fue de —3 y para AbsTol = le — 8,
RelTol = 1e—10 fue de —10. Al tomar valores menores de tolerancias se preservo el orden. Para ¢ = 50 los
6rdenes obtenidos con los valores de tolerancias anteriores fueron —3 y —10, respectivamente, ver figs.351-
353. Al considerar k = 17 y ¢ = 14 los érdenes obtenidos con dichas tolerancias fueron de —1 y —9 resp., ver
figs. 355-357. Para k = 29 y ¢ = 34 el orden obtenido al considerar los valores AbsTol = RelTol = 1le — 6
fue de —5 y tomando AbsTol = 1le — 10 y RelTol = 1e — 12 el orden fue de —8. El mayor tiempo para
este ejemplo fue de 21.01 s, al calcular el error absoluto para los valores de k = 29, ¢ = 4, 14,19, 24, 30 con
valores de tolerancias AbsTol = 1le — 8 y RelTol = 1le — 10.
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x10 8 SPPS

25

Fig.370. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=4,

c=4,14,19,24,30 considerando 15 potencias y 1000
puntos. Cputime = 21.4 s.
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Fig.372. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 11 con los valores de los parametros k=4,

¢=4,14,19,24,30 considerando 15 potencias y 5000
puntos. Cputime = 101.13 s.
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Fig.371. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=4,
c=4,14,19,24,30 considerando 15 potencias y 3000
puntos. Cputime = 61.18 s.
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Fig.373. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=4,

¢=4,14,19,24,30 considerando 15 potencias y 8000
puntos. Cputime = 161.57s.
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Fig.374. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=4,
¢=34,39,46,50,56 considerando 30 potencias y 1000

puntos. Cputime = 41.69 s.
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Fig.376. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=4,
¢=34,39,46,50,56 considerando 30 potencias y 3000

puntos. Cputime = 121.26 s.
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Fig.375. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=4,
¢=34,39,46,50,56 considerando 30 potencias y 2000

puntos. Cputime = 81.15 s.
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Fig.377. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=4,
¢=34,39,46,50,56 considerando 30 potencias y 5000

puntos. Cputime = 199.46 s.
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Fig.378. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=17,
c¢=4,14,19,24,30 considerando 30 potencias y 1000

puntos. Cputime = 41.95 s.

x10 "8 SPPS
5

Fig.380. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=17,
c¢=4,14,19,24,30 considerando 30 potencias y 3000

puntos. Cputime = 119.74 s.
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Fig.379. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=17,
c¢=4,14,19,24,30 considerando 30 potencias y 2000

puntos. Cputime = 81.74 s.
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Fig.381. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=17,
c¢=4,14,19,24,30 considerando 30 potencias y 5000

puntos. Cputime = 199.21 s.
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Error Absoluto

Fig.382. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los parametros k=17,
¢=34,39,46,50,56 considerando 30 potencias y 1000

puntos. Cputime = 41.7 s.
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Fig.384. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los parametros k=17,
¢=34,39,46,50,56 considerando 30 potencias y 3000

puntos. Cputime = 120.7 s.
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Fig.383. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=17,
¢=34,39,46,50,56 considerando 30 potencias y 2000

puntos. Cputime = 81.26 s.
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Fig.385. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los parametros k=17,
¢=34,39,46,50,56 considerando 30 potencias y 6000

puntos. Cputime = 241.77 s.
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Fig.386. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig.387. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=29, ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=29,
¢=4,14,19,24,30 considerando 40 potencias y 2000 c=4,14,19,24,30 considerando 40 potencias y 5000

puntos. Cputime = 107.27 s. puntos. Cputime = 265.99 s.
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Fig.388. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los parametros k=29,
c=4,14,19,24,30 considerando 40 potencias y 7000

puntos. Cputime = 367.46 s.
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Fig.389. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=29,
¢=34,39,46,50,56 considerando 40 potencias y 1000

puntos. Cputime = 55.17 s.

Fig.390. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los parametros k=29,
¢=34,39,46,50,56 considerando 40 potencias y 2000

puntos. Cputime = 108.04 s.
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Fig.391. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los pardmetros k=29,
¢=34,39,46,50,56 considerando 40 potencias y 3000

puntos. Cputime = 160.75 s.

Fig.392. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 11 con los valores de los pardametros k=29,
¢=34,39,46,50,56 considerando 40 potencias y 15000

puntos. Cputime = 781.99s.

Las figuras anteriores muestran que el orden del error mejora al incrementar la cantidad de puntos.
Al aumentar los pardametros ¢ y k el orden empeora, es por eso que es util considerar mas potencias a
medida que crecen los pardmetros. Para £k = 4 y ¢ = 19 el orden obtenido considerando 15 potencias y
1000 puntos fue de —8, mientras que al tomar 8000 puntos y 15 potencias el orden fue de —12, ver figs.
370-373. Para k = 4 y ¢ = 50 el orden obtenido con 30 potencias y 1000 puntos fue de —7, mientras
que con 5000 puntos y 30 potencias se obtuvo un orden de error de —10, ver figs. 374-377. Al considerar
k =17y ¢ =19 tomando 30 potencias los 6rdenes obtenidos con 1000 y 5000 puntos fueron de —6 y —9,
respectivamente, ver figs.378-381. Tomando a k = 29 y ¢ = 34 el orden obtenido con 1000 puntos y 40
potencias fue de —5, al considerar 15000 puntos y 40 potencias el orden fue de —8, siendo éste tltimo caso
él que tomé mas tiempo en calcular la solucién y graficar el error, 781.99 s.

Ejemplo 12

Solucién Exacta
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Considérese el problema con valores en la frontera

1
11
y —&-0[2—1—

7 N
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Il
o

= « (84)

donde ¢ # 0,,3,a,b € R, a < b.
Sabemos que la solucién general de la ecuacién diferencial en (84) es y, = c1 cos?® (%) + o F(z) cos®® (%)

do ) Entonces se debe cumplir

donde ¢; y ¢y son constantes arbitrarias y F(z) = IW
3

ygla) = o {—ccos%_1 (g) sin (g)} +c 00521(‘2’) — cF(a) cos** ™! (g) sin (;)] =« (85)

yy(b) = o [—Ccos%_l (g) sin (;’ﬂ +co cos21(g) — cF(b) cos**™! (;’) sin <Z>] = 6.

Por los Teoremas 4 y 5, el problema no homogéneo (84) tiene solucién tinica si y sélo si

—ccos?! (

3
A = 2c—1 (g)

%
b (86)
—CCOS 5)

sin

ccos?¢! (g) sin (g) ccos®*™! (%) sin ()

cos2¢ (%) cos2¢ (%

+ 2 cos? (%) cos?e1 (2) sin (g) sin (;’) [F(b) — F(a)] £ 0

Supongamos se cumple (86). Resolviendo el sistema (85) mediante la regla de Cramer:

— cF(a)cos®*~! (%) sin (

coszc(%) % %
cF(b) cos*1 () sin (%)

1 _
6 cos2¢ ( %)

A
l:cos;(b) cF(b) cos2¢—1 (%) sin (g)] ﬂ |:00521(a) — CF(a) cog2¢—1 (%) sin (%)
- : : (87)
A
' ccoszc_i (%) o (é) ° 2e—1 (b b 2c—1
o — —ccos™T (5) sin (5) B8 _ accos e (5) sin (5) — Bccos*® (%) sin (%)
A A

De donde se concluye que la solucién de (84) es:

Yp=cC1 cos>¢ (g) + o F (1) cos* (g)

donde F(z) = [ IR c1, ¢2 estdn dadas en (87).

X
cos4c(§
Soluciones Numéricas

Las siguientes gréficas presentan algunas soluciones exactas para valores de ¢ = 3,5,8,11,13,19,21 y

a=-1,=1,a=0,b=1.
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Soluciones Exactas

Fig. 393

A continuacién se muestran las gréficas de los errores absoluto y relativo para los valores de los
pardmetros « = -1, =1,a=0,b=1,¢=1,3,5,7,9,11,13,15,17, 19, 21, 23, 25, 27. Aqui sélo se presen-
tan los menores érdenes obtenidos, pues calculando ambos errores con Bvp4c y sus valores por defecto se
obtuvieron errores muy grandes (del orden de lel y mayores), lo que quiere decir que la solucién calculada
de esta manera no representa una aproximacion a la solucién exacta.

x10°3 Bvp4c x10 "7 Bvp4c
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0 0.2 0.4 0.6 038 1 0 04 0.6
X X
Fig.394. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.395. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 12 con los valores del pardmetro ¢=1,3,5,79 y ejemplo 12 con los valores del pardmetro ¢=1,3,5,7,9 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3. tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-T7.
Cputime = 9.43 s. Cputime = 9.81 s.

140



x10 "1 Bvpdc %1014 Bvp4c
s

8 T T T
7k c=1 | 7 & ‘ c=1
3 W VM I
6 S 6 ( ,‘ \H “ S
L/ m .
gs . gs H ' i
5 5 h
é‘ 4 1 § 4 / » \\Y h' 1
5 5 \ ‘(J}W 1
i3 . I3 Ll .
W

21 1 2

1 Rillii=y 1

OWWMMWMWWWWWWWWWW'WW . |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X X

Fig.396. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.397. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 12 con los valores del pardmetro c=1,3,5,7,9 y ejemplo 12 con los valores del pardmetro c=1,3,5,7,9 y

tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-10. tolerancias absoluta de le-12 y relativa de le-13.

Cputime = 10.72 s. Cputime = 27.61 s.
x10 "4 Bvpic x10 "8 Bvpdc
9 ‘ : : :

c=11

Error Absoluto
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Fig.398. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el Fig.399. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 12 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17 y ejemplo 12 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-7. tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-10.
Cputime = 58.29 s. Cputime = 61.52 s.
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Fig.400. Error Absoluto de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 12 con los valores del pardmetro ¢c=11,13,15,17 y
tolerancias absoluta de le-12 y relativa de le-13.
Cputime = 79.41 s.
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Fig.401. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el Fig.402. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 12 con los valores del pardmetro ¢=1,3,5,7,9 y ejemplo 12 con los valores del pardmetro ¢=1,3,5,79 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3. tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-7.
Cputime = 9.45 s Cputime = 9.86 s
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Error Relativo
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Fig.403. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el Fig.404. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 12 con los valores del pardmetro ¢=1,3,5,7,9 y ejemplo 12 con los valores del pardmetro ¢=1,3,5,7,9 y
tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-10. tolerancias absoluta de le-12 y relativa de le-13.
Cputime = 10.87 s Cputime = 27.05 s
Bvp4c -7
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Fig.405. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el Fig.406. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 12 con los valores del parametro ¢c=11,13,15,17 y ejemplo 12 con los valores del pardmetro ¢c=11,13,15,17 y
tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-3. tolerancias absoluta de le-6 y relativa de le-7.
Cputime = 54.79 s Cputime = 63.1 s.
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Fig.407. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el Fig.408. Error Relativo de la solucién Bvp4c para el
ejemplo 12 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17 y ejemplo 12 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17 y
tolerancias absoluta de le-9 y relativa de le-10. tolerancias absoluta de le-12 y relativa de le-13.
Cputime = 58.02 s Cputime = 75.5 s

Las anteriores figuras muestran que al incrementar el valor del pardmetro c el error incrementa. En
cuanto al error absoluto, para ¢ = 9 (ver fig. 397) el mejor orden de error se obtuvo con los valores
de las tolerancias AbsTol = le — 12 y RelTol = le — 13 el cudl fue de —14, con valores menores de
tolerancias el orden se preserva. El mejor orden obtenido para ¢ = 17 (ver fig. 400) fue de —10 con
tolerancias AbsTol = le — 12 y RelTol = le — 13 , al considerar valores menores en las tolerancias el
orden incrementa a —9. Para el caso del error relativo el mejor orden obtenido para ¢ = 9 (ver fig. 404)
fue de —15, con los valores de tolerancias anteriores, con valores menores se obtiene el mismo orden. Con
¢ = 17 y los valores de tolerancias antes mencionados (ver fig. 408) el orden fue de —13, considerando
valores menores en tolerancias el orden incrementa a —11.
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Fig.409. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig.410. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 12 con los valores de los pardametros ¢=1,3,5,7,9 ejemplo 12 con los valores de los parametros ¢=1,3,5,7,9
considerando 15 potencias y 1000 puntos. considerando 15 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 29.68 s. Cputime = 67.93 s.
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Fig.411. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig.412. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 12 con los valores de los pardmetros ¢=1,3,5,7,9 ejemplo 12 con los valores de los pardmetros ¢=1,3,5,7,9
considerando 15 potencias y 6000 puntos. considerando 15 potencias y 8180 puntos.
Cputime = 127.92 s. Cputime = 171.37 s.
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Fig.413. Error Absoluto de la solucién SPPS para el Fig.414. Error Absoluto de la solucién SPPS para el
ejemplo 12 con los valores de los pardmetros ¢c=11,13,15,17 ejemplo 12 con los valores del pardmetro c=11,13,15,17
considerando 15 potencias y 1000 puntos. considerando 15 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 69.92 s. Cputime = 101.85 s.
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Fig.415. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 12 con los valores del pardametro ¢=11,13,15,17

considerando 15 potencias y 5000 puntos.
Cputime = 131.2 s.
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Fig.417. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 12 con los valores de pardmetroc=1,3,5,7,9
considerando 15 potencias y 1000 puntos.
Cputime = 29.45 s.
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Fig.416. Error Absoluto de la solucién SPPS para el

ejemplo 12 con los valores del pardmetro ¢=11,13,15,17

considerando 15 potencias y 9300 puntos.
Cputime = 194.99 s.
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Fig.418. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 12 con los valores de pardmetroc=1,3,5,7,9
considerando 15 potencias y 2000 puntos.
Cputime = 48.73 s.
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Fig.419. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 12 con los valores de pardmetroc=1,3,5,7,9
considerando 15 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 67.83 s.
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Fig.421. Error Relativo de la solucién SPPS para el

ejemplo 12 con los valores del pardmetros ¢c=11,13,15,17

considerando 15 potencias y 1000 puntos.
Cputime = 70.79 s.
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Fig.420. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 12 con los valores de pardmetroc=1,3,5,7,9
considerando 15 potencias y 8180 puntos.
Cputime = 165.44s.
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Fig.422. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 12 con los valores del pardmetros ¢c=11,13,15,17
considerando 15 potencias y 3000 puntos.
Cputime = 100.93 s.
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Fig.423. Error Relativo de la solucién SPPS para el Fig.424. Error Relativo de la solucién SPPS para el
ejemplo 12 con los valores del pardmetros ¢c=11,13,15,17 ejemplo 12 con los valores del pardmetros ¢c=11,13,15,17
considerando 15 potencias y 5000 puntos. considerando 15 potencias y 7000 puntos.
Cputime = 136.39 s. Cputime = 162.69 s.

En este ejemplo el mejor orden de los errores absoluto y relativo calculado con ayuda de la solucién
SPPS para c=1,3,5,7,9 fue de —14 considerando 8180 puntos y 15 potencias, ver figs. 412 y 420. Para
el error absoluto y ¢ = 11,13, 15,17 el mejor orden calculado fue de —11 utilizando 15 potencias y 9300
puntos. Para el caso del error relativo y ¢ = 11,13,15,17 el mejor orden obtenido fue de —13 con 15
potencias y 7000 puntos, ver figs. 416 y 424.
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9. Conclusiones y recomendaciones para trabajos futuros

En el trabajo se implementd, se estudié y se probé numéricamente un método propuesto recientemente
para la solucion de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes variables llamado
el método SPPS (spectral parameter power series). Ofreciendo una representacién analitica de la solucion,
el método SPPS al mismo tiempo proporciona una poderosa y competitiva herramienta para la solucién
numérica de problemas de Cauchy, problemas con valores en la frontera asi como problemas espectrales
relacionados con la ecuacién diferencial. Diferentes aspectos tedricos y numéricos del método han sido
estudiados en varias publicaciones en los ultimos tres afios (vea la bibliografia al final de la tesis). La
contribucién del presente trabajo consiste en la aplicacién del método SPPS a los problemas con valores
en la frontera y su comparacién con las mejores técnicas numéricas existentes incorporadas en el paquete
estdndar de Matlab llamado bvp4c. El aspecto numérico del método SPPS en aplicacién a problemas
con valores en la frontera no ha sido estudiado en los trabajos anteriores y se presenta por primera
vez en el presente documento. Se realizaron decenas de experimentos numeéricos y en general se pudo
concluir que el método SPPS representa una técnica 1) relativamente sencilla en el manejo, aprendizaje y
programacion, 2) precisa, con un buen control de error de célculo y las estimaciones a-priori disponibles,
3) robusta (el método no se desploma repentinamente debido a pequenos cambios en los pardmetros del
mismo), 4) rdpidamente convergente (con las estimaciones teéricas disponibles de la convergencia), 5) con
varias mejorfas adicionales disponibles las cuales no se implementaron en el presente trabajo y sin duda
permitirfan obtener resultados atin mejores.

En general como se demostré en el presente trabajo el método SPPS es comparable en su eficiencia
numérica con bvp4c. Como lo prevén las estimaciones arriba mencionadas sin las herramientas complemen-
tarias mencionadas en el punto 5) del parrafo anterior el método funciona mejor en intervalos de longitud
mds corta, aunque la misma observacién es vdlida también en el caso de la rutina bvp4c. El método con-
verge tan rapido que la precisién comparable con la precisiéon de maquina es alcanzable con relativamente
pocos términos. La recomendacion general derivada de este trabajo es que vale la pena incluir el método
SPPS en los programas de estudio del curso de ecuaciones diferenciales debido a su sencillez y al mismo
tiempo a la ausencia en dichos programas de métodos de solucién de ecuaciones diferenciales lineales
con coeficientes variables. Su estudio teérico en clase puede ser complementado con practicas numéricas
que agregarian mayor valor a la materia de ecuaciones diferenciales. Otra recomendacién para trabajos
futuros consiste en implementar las técnicas adicionales como la divisiéon del intervalo de interés y la
implementacién del método en los subintervalos respectivos las cuales permitirdn aumentar la precisiéon
del método y convertirlo en una de las mejores técnicas numéricas existente.
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11. Apéndice A

A continuacion se presenta el cédigo del programa que calcula las soluciones exacta y la obtenida con
bvpdc correspondientes al ejemplo 1 en el intervalo [0, \/5] para los valores de ¢ = 9,10,11,12,13 y grafica
el error absoluto.

function Ej1

tic
clc %Limpia la ventana de comandos
clear all %Limpia el espacio de trabajo y libera memoria del sistema
global alpha %Variable global usada en la funcién bcbvpl
obal beta \Variable global usada en la funcidén bcbv
global b %Variable global d la f ién bcbvpl
global c %Variable global usada en la funcién bvpl

%Datos del problema

alpha = 0; beta = 1; a = 0; b = sqrt(2); xpts = 1000;
%0btiene la malla inicial y las estimaciones inciales
solinit = bvpinit(linspace(a,b,10),[1,0]1);

%Divisién del intervalo [a,b] en xpts-1 subintervalos

x = linspace(a,b,xpts);

%Establece la exactitud y el No de puntos malla

options = bvpset(’AbsTol’,le-12,’RelTol’,1le-12,’NMax’,5000);

%Determinante del Sistema

det = cos(c*a)*sin(c*b)-sin(c*a)*cos(c*b);
= Coeficientes de la solucidén exacta
cl = (alpha*sin(c*b)-beta*sin(c*a))/det;

c2 = (betax*cos(cxa)-alpha*xcos(c*b))/det;
%Evalda la solucidén exacta en cada punto de x
ExSol = cl*cos(c*x) + c2*sin(c*x);
fhm—mmm Solucién Bvp4c-———————————-—--
%Calcula la solucién del problema con bvpéc

sol = bvp4c(@bvpl,@bcbvpl,solinit,options);
%Evalda la solucidén obtenida por bvp4c en cada punto de x
y = deval(sol,x);

%Calcula el error absoluto y relativo
AbsError = abs(ExSol-y(1,:));
RelError = AbsError./abs(ExSol);
%Grafica el Error absoluto
plot(x,AbsError);
hold on;

end

toc

end

function dy = bvpl(x,y)

global ¢
dy = [y(2) -(c"2)xy(1)]; %Sistema de ecuaciones diferenciales de ler orden
end

function bc = bcbvpl( ya,yb )
global alpha beta
bc = [ya(1l)-alpha yb(1)-betal; %Condiciones de frontera
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end

El siguiente cédigo calcula las soluciones bvp4dc y exacta del problema presentado en el ejemplo 11 y
grafica el error absoluto para los valores de k =29 y ¢ = 4,14, 19, 24, 30.

function Eji11

tic

clc %Limpia la ventana de comandos

clear all %Limpia el espacio de trabajo y libera memoria del sistema
syms fun t %Define a las variables fun y t como simbélicas

global alpha %Variable global usada en la funcién bcbvp2

global beta %Variable global usada en la funcién bcbvp2

global c k %Variables globales usadas en la funcién bvp2

%Datos del problema con valores en la frontera

a

=0; b=1; k =29; alpha = 1; beta = 1; xpts = 3000;

%Crea la estimacidén inicial para el problema
solinit = bvpinit(linspace(a,b,10),[1,0]);
%0btiene un vector x con xpts puntos igualmente distribuidos desde a hasta b

X

= linspace(a,b,xpts);

%Establece la exactitud y el No de puntos malla

options = bvpset(’AbsTol’,le-6,’RelTol’,1le-3,’NMax’,5000);
%Establece el orden del spline

SplineOrder = 3;

for ¢ = [4 14 19 24 30]

%Funcién integral de la solucidén exacta, se calcula numéricamente
I = fnval(fnint(spapi(SplineOrder,x,exp(2xk*cos(c*x)/c))),x);
y1 = exp(-k*cos(c*t)/c);
%Determinante del sistema
det = (k"2)*sin(c*a)*sin(cxb)*exp((-k/c)*(cos(c*a)+cos(cxb)))*(I(length(x))-I(1))
+k*sin(c*a)*exp ((k/c)*(cos(c*b)-cos(c*a)))-kxsin(c*xb)*exp((k/c)*(cos(c*a)-cos(c*b)));
%Coeficientes de la solucidn exacta
cl = (alphax*(k*I(length(x))*sin(c*b)*subs(yl,t,b)+exp((k/c)*cos(c*b)))
-beta* (k*I(1)*sin(c*a)*subs(yl,t,a)+exp((k/c)*cos(cxa))))/det;
c2 = (betaxk*sin(cx*a)*subs(yl,t,a)-alpha*k*sin(c*b)*subs(yl,t,b))/det;
%Evalia la solucién exacta en cada valor de x
ExSol = subs(yl,t,x).*(cl+c2xI);

%Calcula la solucién del problema con bvp4c

sol = bvp4c(@bvp4,@bcbvp4,solinit,options);

%Evalia la solucién obtenida por bvp4c en cada punto de x
y = deval(sol,x);

%Se calculan los errores absoluto y relativo

AbsError = abs(ExSol-y(1,:));

RelError = AbsError./abs(ExSol);

%Grafica el error absoluto

plot(x,AbsError);

hold on;

end
toc

function dy = bvp4(x,y)
global c k
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%Sistema de ecuaciones diferenciales de ler orden

dy = [y(2) k*(k*sin(c*x) " 2+c*cos(c*x))*y(1)];
end

function bc = bcbvpé(ya,yb)

global alpha beta

%Condiciones de frontera

bc = [ya(2)-alpha yb(2)-betal;

end
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12. Apéndice B

A continuacién se presenta el c6digo que calcula la soluciéon SPPS y la exacta para el ejemplo 2 en el
intervalo [1,1/2] para los valores de ¢ = 3,5,7,13, 15.

tic

clear all; clc

hold all

format long %Formato de impresién de 15 digitos decimales

%Nimero de potencias a calcular y la cantidad de puntos

N = 30; xpts = 2000;

%Datos del problema con valores en la Frontera

a=0; b=1/2; alpha = 1; beta = 3;

%Se divide [a, b/2] en subintervalos de igual longitud, los nodos se almacenan en x1

x1 = linspace(a,b/2,xpts);

%Se divide [b/2, b] en subintervalos de igual longitud, los nodos se almacenan en x1

x2 = linspace(b/2,b,xpts);

%Unién de [a, b/2] y [b/2, b]

usedPoints = [x1 x2(2:xpts)];

%Se establece el orden del spline

SplineOrder = 3;

%Se inicializa el valor de p y g2

p = ones(1l,length(usedPoints));

g2 = ones(1,length(usedPoints));

for ¢ = [3 57 13 15]

/%Determinante del sistema
det = 2#sinh(c*b/2)*(tan(c*b)*sin(cxb/2)+cos(c*xb/2))
+2*cosh(cxb/2)*(tan(c*b) *cos (cxb/2)-sin(c*b/2))

Yfm——————————— Solucién Exacta-Intervalo-[0,b/2)--———--——---—--———

%Coeficientes de la solucidn

d2 = ((-beta/cos(c*b))+alphakxexp(cxb/2)*tan(c*b)*(sin(cxb/2)+cos(c*b/2))
+alpha*exp(c*b/2)*(cos(cxb/2)-sin(c*b/2)))/det;

dl = alpha-d2;

%Solucidén exacta

ExSoll = dilxexp(c*x1)+d2*exp(-c*xl);

== —————— Solucién Exacta-Intervalo-(b/2,b]----------------——=

%Coeficientes de la soluciédn

k2 = ((2*beta/cos(c*b))*(sin(c*b/2)*sinh(c*b/2) + cos(cxb/2)*cosh(cxb/2))
+2xalphaxexp(cxb/2) * (sinh(cxb/2)-cosh(c*b/2))) /det;

k1 = (beta-k2*sin(c*b))/cos(c*b);

%Solucién exacta

ExS0l2 = ki*cos(c*x2) + k2*sin(c*x2);

Ypm———————= Solucién Exacta-Intervalo-[a,b]
ExSol = [ExSoll ExSo0l2(2:xpts)];
Y= Solucién SPPS-—---——————————————=

%Potencial por intervalos

h1l = -(c"2)*ones(1,xpts-1);

h2 = 0;

h3 (c”2)*ones(1,xpts-1);

q = [h1 h2 h3];

ql = -q;

%Se obtine estructura con los valores de las integrales Xtilde y X
[X0,Xtil0] = PowersXnew(ql,q2./(p),2*N,usedPoints, SplineQOrder);
%Soluciones linealmente independientes
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ylvalue = ones(1l,length(usedPoints));
y2value zeros(1,length(usedPoints));
%Se evalia Xtilde y X en el intervalo de interés
for k = 1:2%N
if rem(k,2) == 0
XtilOVal = fnval(XtilO(k) ,usedPoints);
ylvalue = ylvalue+XtilOVal;
else
X0Val = fnval(X0(k) ,usedPoints);
y2value = y2value+XOVal;

end

end
%Coeficientes para la solucién SPPS
cl = alpha;
c2 = (beta-alpha*ylvalue(numel (usedPoints)))./y2value (numel (usedPoints));
%Solucién SPPS
Sol = clxylvalue+c2*xy2value;
%Calcula el Error Absoluto
AbsError = abs(Sol-ExSol);
%Calcula el Error Relativo
RelError = AbsError./abs(ExSol);
%Grafica el Error Absoluto
plot(usedPoints,AbsError) ;
hold on;

end

toc

function [Xp,Xtilp] = PowersXnew(ql,q2,N1,usedPoint, SplOrder)
%Se define el primer término X~ (0)(x) = 1
XOp = ones(1,length(usedPoint));
%Se define el primer término X~~(0)(x) = 1
XtilOp = ones(1,length(usedPoint));
%Se obtienen numéricamente X~ (0) (x)y X~ " (1) (x)
Xp(1) = fnint(spapi(SplOrder,usedPoint, (XOp.*q2)));
Xtilp(1) = fnint(spapi(SplOrder,usedPoint, (XtilOp.*ql)));
%Ciclo para calcular la potencias 2 a N de X y X~
for n = 2:N1
%Se evalia X"~ (n-1) en los puntos usedPoint
Xtilpval = fnval(Xtilp(n-1),usedPoint);
%Se evalia X" (n-1) en los puntos usedPoint
Xpval = fnval(Xp(n-1),usedPoint);
%Potencias para n par
if rem(n,2) == 0
%Integral X~ "~ (n-1)
Xtilp(n) = fnint(spapi(SplOrder,usedPoint, (Xtilpval.*q2)));
%Integral X~ (n-1)
Xp(n) = fnint(spapi(SplOrder,usedPoint, (Xpval.*ql)));
else %Potencias para n impar
%Integral X~ " (n-1)
Xtilp(n) = fnint(spapi(SplOrder,usedPoint, (Xtilpval.*ql)));
%Integral X~ (n-1)
Xp(n) = fnint(spapi(SplOrder,usedPoint, (Xpval.*q2)));
end
end
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