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Capitulo 1

Introduccion

Una k-coloracion de un conjunto X es una particién de dicho conjunto en
k subconjuntos; de manera més intuitiva podemos decir que una k-coloracién
es la asignacién de k colores a los elementos de un conjunto, donde a cada ele-
mento se le asigna exactamente un color. Dentro de la teoria de coloraciones
existen dos tipos de conjuntos muy especiales: los conjuntos monocromdti-
cos —aquellos con todos sus elementos del mismo color—, y los conjunto
heterocromdticos —aquellos en los cuales todos sus elementos tienen distinto
color—.

La teoria de Ramsey, llamada asi por el matematico Frank P. Ramsey,
es un area de las matematicas que estudia las condiciones bajo las cuales
un cierto orden debe aparecer. En pocas palabras, la teoria de Ramsey afir-
ma que, en general, en sistemas lo suficientemente grandes siempre existen
subsistemas estructurados. Un ejemplo de ello es el teorema de Schur, que
nos afirma que en toda k-coloracién del intervalo inicial de nimeros enteros
{1,2,...,n}, si n es lo suficientemente grande, siempre podremos encontrar
una solucién monocromética a la ecuacién x +y = z [6, 9].

En contraste con la teoria de Ramsey que estudia la existencia de es-
tructuras monocromaticas justificando asi que el completo desorden es un
imposible, la teoria anti-Ramsey estudia la existencia de estructuras hete-
rocromaticas en universos coloreados, motivo por el cual se dice que en la
teoria anti-Ramsey se busca demostrar que el perfecto orden es imposible
también [4, 5].

En la teoria anti-Ramsey Aritmética, por lo general, se busca encontrar
la estructura de las coloraciones, de grupos, en donde existan soluciones
heterocromaticas a ecuaciones lineales. Un ejemplo de ello es encontrar la
estructura de las coloraciones de Z, en donde existan soluciones hetero-



crométicas a la ecuacion x 4+ y = z. Para determinar la estructura de dichas
coloraciones nos es necesario estudiar los conjuntos donde sus elementos sa-
tisfacen dicha ecuacién, y para ello es mas facil estudiar el conjunto X + Y
que los conjuntos X e Y por separado, es decir, resulta factible utilizar como
herramienta la teoria Aditiva de Numeros.

La teoria aditiva de numeros es el drea de las matematicas encargada de
estudiar las caracteristicas del conjunto suma de dos o més conjuntos de
numeros. El conjunto suma de dos conjuntos A y B se define como A+ B =
{a + bla € A,b € B}. Recientemente en la teoria Aditiva de Ntimeros se
introdujo el concepto de trio, que facilité el estudio de los conjuntos suma.
Tres conjuntos A, B y C se dice que forman un trio si el 0 no pertenece a
su conjunto suma, es decir, no pertenece a A + B + C. Todos los teoremas
clésicos en la teoria aditiva de nimeros se pueden reescribir utilizando este
concepto de trio facilitando sus demostraciones [1, §].

El objetivo principal de esta tesis es encontrar una demostracién alterna
al teorema que describe las 3-coloraciones de Z, donde existen soluciones
heterocromaticas a la ecuaciéon = + y = z, utilizando como herramienta las
nuevas versiones de los teoremas de la teoria de aditiva de ntimeros, bajo el
concepto de trio.

Este trabajo de tesis esta dividido en seis capitulos.

= En el primer capitulo se estudia las propiedades basicas de las colo-
raciones; las propiedades bésicas de Zj, que es el universo principal a
colorear en esta tesis, y por ultimo se introducen las estructuras que
se quieren encontrar en las coloraciones.

= En el segundo capitulo se menciona la historia de la teoria de Ramsey
asi como sus teoremas mads importantes. Después se enuncia y se de-
muestra el t teorema de Schur que fue la principal motivacién de este
trabajo. Posteriormente se da una breve introduccién a la teoria anti-
Ramsey y por Gitimo se contrastan estas dos teorias, mencionando por
qué no es posible encontrar un teorema anélogo al teorema de Schur
en la teoria anti-Ramsey.

= En el tercer capitulo se estudian los teoremas mas importantes de la
teoria anti-Ramsey aritmética en universos como Z,, N e intervalos
de los nimeros enteros. Se ve cémo es posible usar los teoremas de la
teoria Aditiva de Nimeros como herramienta en la demostracién de
algunos teoremas de la teoria anti-Ramsey Aritmética.

= En el cuarto capitulo se estudian teoremas importantes de la teoria



Aditiva de Numeros. Se introduce el concepto de trio; se reformu-
lan dichos teoremas bajo este concepto; se demuestra que estas dos
versiones de los teoremas son equivalentes y por ultimo se dan las
demostraciones, de algunos de ellos, en la version trio.

Finalmente en el quinto capitulo se da la prueba del teorema que nos
describe a las 3-coloraciones de Z, en donde no existen soluciones
heterocrométicas a la ecuacién x + y = z, empleando los teoremas de
la teoria aditiva de niimeros en sus versiones con el concepto de trio.



Capitulo 2

Conceptos basicos

En el presente capitulo exponemos el concepto principal que engloba
esta tesis de manera general, asi como la estructura algebraica en la que
se desarrolla dicho trabajo. El primer término, la coloracién, es el concepto
esencial del presente trabajo y se entiende intuitivamente como la asignacién
de multiples colores a elementos de un conjunto. Por otra parte, se describen
las propiedades necesarias de la estructura algebraica que en el desarrollo
de este estudio se emplean para obtener los resultados a los que se aspiran.
El material contenido en este capitulo fue consultado en el libro “Algebra
moderna: grupos, anillos, campos, teoria de Galois” [2].

2.1. Coloraciones

A continuacién se definird formalmente lo que es una coloracién, revelan-
do dos maneras distintas de entender dicho concepto. Ademads de dar las dos
definiciones se veran ejemplos, asi como la demostracién de la equivalencia
entre ellas. Primero veremos las definiciones de particion y funcion.

Definicion 2.1 Una particion de un conjunto X es una familia P de sub-
conjuntos de X que cumple lo siguiente:

1. Si X;,X; € P entonces X; N X; = 0 para todo j # i.
2. X; # 0 para todo X; € P.
3. UierX; = X.
Ejemplo 1 Sea X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Consideremos la par-

ticion:

P = {{1,4,7,10},{2,5,8,11},{3,6,9,12} }.



Equivalentemente, esta particion se puede definir como:
P ={X1, X2, X3}
donde X; = {a|l <a <12,a=1i (mod 3).

Definicion 2.2 Dados dos conjuntos X y Y, una funcién f de X a Y es
una regla de correspondencia que asigna a cada elemento de X un unico
elemento de 'Y y se denota por:

f: X—>Y.

Al conjunto X se le conoce como el dominio de la funcion y al conjunto Y
como el codominio de la funcion. Ademds, si al elemento x € X le corres-
ponde el elemento y € Y, lo denotaremos por f(x) =y.

Ejemplo 2 Sea X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} y Y = {1,2,3}. Defi-
nimos f: X =Y como

1 siz=1 (mdd3),
flx)=¢2 six=3 (m'od3),
3 siz=0 (m'od3).

Se dice que una funcién f es suprayectiva si para todo elemento y del
codominio existe un elemento x del dominio tal que f(z) = y, como es el
caso del ejemplo 2.

Ahora si estamos listos para definir el concepto de coloracién, primero
en términos de particiones y después en términos de funciones.

Definicion 2.3 Sea X un conjunto. Una coloracién de X es una particion
P de X. Si |P| =k entonces diremos que P es una k-coloracién de X. En
tal caso:

X=X1UXoU---UXyp,

y a cada X;, con 1 <i <k, sele conoce como la clase cromatica de color 1.
Definicion 2.4 Sea X un conjunto. Una k-coloracién de X es una funcion

suprayectiva:
c: X —{1,2,...k}.

Ademds, definimos X; = ¢71(i) = {x € X|c(z) = i}, como la clase crométi-
ca del color 1.



Las definiciones 2.3 y 2.4 son equivalentes. Durante el transcurso de este
trabajo de tesis estaremos alternando su uso segun sea el caso requerido.
Por ejemplo, si la particién del ejemplo 1 y la funcién del ejemplo 2 son
consideradas como 3-coloraciones del conjunto {1,2,...,12}, podemos ver
que obtenemos las mismas clases cromaticas.

Proposicion 2.1 La definicion 2.3 y la definicion 2.4 son equivalentes.

Demostracion:

Primero demostraremos que una k-coloracion segun la definicién 2.3
(particiones) es una coloracién segun la definicién 2.4 (funciones). Sea X =
A1 U Ay U -+~ U Ag una k-coloracién de X. Definimos ¢ : X — {1,2,...,k}
como c(z) =i si x € A;. Notemos que ¢ es una funcién por el primer punto
de la definicién de particién (definicién 2.1), y ¢ es suprayectiva por el punto
3 de la misma definicion.

Ahora demostraremos que una k-coloracién segun la definicién 2.4 (fun-
ciones) es una coloracién segun la definicién 2.3 (particiones). Sea ¢ : X —
{1,2, ..., k} una k-coloracién de X . Tal como estén definidas las clases cromati-
cas de la funcién suprayectiva ¢ obtenemos una particién de X.

Ejemplo 3 Sea X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Consideremos la siguiente
4-coloracion ¢ : X — {1,2,3,4}:

Fquivalentemente, X = X1 U X9 U X3 U X4 donde las clases cromdticas
son Xl = {1’ 2}7 X2 = {3’4}) X3 = {576} Y X4 = {7) 8’97 10}

Para visualizar una coloracién como un conjunto coloreado, vamos a
pensar que cada numero es un color. Por ejemplo, si en las coloraciones
dadas en los ejemplos 1 y 2, el 1 es el rojo, el 2 es el azul, el 3 es el verde, las
clases cromaticas X, Xo y X3 corresponden a los conjuntos de rojos, azules
y verdes respectivamente, por lo que podemos visualizar tales coloraciones
como:

X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}



y la coloracion del ejemplo 3 como:
X = {17 27 37 47 Y Y Y ’ 9 }

Dentro de la teoria de coloraciones hay dos conjuntos muy especiales,
con los cuales trabajaremos a lo largo de este trabajo de tesis.

Definicion 2.5 Sea X un conjunto yY C X. Dada X = X1 UXoU---UXy
una k-coloracion de X, decimos que Y es monocromatico st Y C X, para
algun 1 <i < k.

Definicion 2.6 Sea X u conjunto yY C X. Dada X = X1 UXo2U---U Xy
una k-coloracion de X, decimos que Y heterocromético si |[Y NX;| <1 para
todo 1 <1i<n.

Ejemplo 4 Consideremos el siguiente conjunto coloreado:
X:{1727 74a5a a7787 7107117 }

Los conjuntos B = {1,4,7} y C = {2,4,12} son monocromdtico y hetero-
cromdtico respectivamente. Notemos que B = {1,4,7} y C = {2,4, 12},

Entonces un conjunto monocromadtico tiene todos sus elementos del mis-
mo color, mientras que un conjunto heterocromdtico es aquel en donde todos
sus elementos son de colores distintos. El conjunto D = {1,4,8,12} no es
ni monocromdtico ni heterocromdtico pues D = {1,4,8,12}.

En el capitulo 3 veremos que la teoria de Ramsey aritmética estudia
la existencia de conjuntos monocromaéticos en coloraciones de universos
aritméticos. En contraste con la teoria anti-Ramsey aritmética que hace
lo propio con la existencia de conjuntos heterocromaticos.

En la siguiente seccién presentaremos los universos aritméticos que se
suelen colorear en las teorfas de Ramsey y anti-Ramsey.

2.2. Universos aritméticos

Denotaremos, como es usual, los conjuntos de nimeros naturales y en-
teros de la siguiente manera:

N={1,2,3,..}

7 ={0,+1,42,..}.
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Ademsds de colorear N y Z, ha sido de gran interés colorear el intervalo
inicial de niimeros enteros:

[n] ={1,2,...,n}.

Pero sobre todo, en esta tesis estamos interesados en colorear grupos
ciclicos de orden primo. En esta seccién daremos los conceptos necesarios
para definir lo que es un grupo ciclico de orden primo: Z,.

En matematicas uno de los conceptos fundamentales es el concepto de
grupo. Un grupo es un conjunto no vacio junto con una operacién binaria.
Una operacién binaria se define formalmente de la siguiente manera.

Definicion 2.7 Sea X un conjunto. Una operacién binaria es una funcion
x: X x X — X, donde X x X =: {(a,b)|la € X,b € X}. La operacion
binaria se denota por x y *(a,b) se denota por a *x b.

Ejemplo 5 La suma habitual en los enteros es una operacion binaria.

Definicién 2.8 Un grupo es una pareja (G,*) donde G es un conjunto no
vacio y * es una operacion binaria que satisface las siguientes propiedades:

Cerradura:

st a,b e G entonces axb € G.

= Asociatividad:

si a,b,c € G entonces ax (bxc) = (ax*b)*c.

= Neutro o identidad:

existe un elemento e € G tal que axe = e *x a = a para todo a € G.

= Inverso:

para todo a € G existe a=! € G tal que ax (™) =a"txa=e.

Ademds si se cumple la siguiente propiedad, se dice que el grupo es abe-
liano o conmutativo.

s Conmutatividad:

para todo a,b € G se tiene que a*x b =b * a.

Ejemplo 6 Los numeros enteros junto con la suma habitual forman un
grupo abeliano, cuyo elemento neutro es el cero.
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Un grupo de cardinalidad infinita, como en los ejemplos anteriores, se
dice que tiene orden infinito. Cuando la cardinalidad de un grupo G es finita,
entonces diremos que el grupo es de orden |G]|.

En esta tesis, vamos a trabajar principalmente con grupos abelianos.
Como es usual cuando se trabaja con grupos abelianos, usaremos la notacién
aditiva, es decir un grupo serd (G, +) con elemento neutro 0. En lo sucesivo
usaremos la siguiente notacién:

no=a+at+a+---+a

n veces

ina:—(na):—(a+a+a+...+a)‘

n veces

Ademas al grupo (G, +) lo denotaremos simplemente por G.

Definicion 2.9 Se dice que un grupo G es ciclico si existe g € G tal que
para todo a € G existe n € 7 con a = ng. Al elemento g se le conoce como
generador del grupo.

Ejemplo 7 Los enteros con la suma habitual, (Z,+), son un grupo ciclico
con dos generadores distintos, a saber, 1 y —1.

Este ejemplo nos dice que el generador no es necesariamente tnico, y
ademads que existen grupos ciclicos de orden infinito. Mas adelante veremos
ejemplos de grupos ciclicos de orden finito.

Otra definicién importante es la siguiente:

Definicion 2.10 Sea G un grupo abeliano con orden finito. El orden de un
elemento a en el grupo G se define como el menor entero positivo n tal que
na = 0, y se denota por o(a) = n.

En este trabajo de tesis trabajaremos particularmente con un grupo
abeliano muy especial llamado el grupo ciclico de orden n o el grupo de
congruencias modulo n. Antes de definirlo daremos los conceptos necesarios.
Empezaremos definiendo un concepto muy bésico e importante en todas las
areas de las matematicas

Definicion 2.11 Sea X un conjunto. Una relacién R en X es un subconjun-
to de X x X, es decir, es un conjunto formado por parejas ordenadas entre
elementos de X. Si la pareja (x,y) pertenece a R, decimos que x esté re-
lacionado con y. Se dice que una relacién es de equivalencia si cumple las
siguientes propiedades.
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» Reflexividad

para todo x € X se tiene que x estd relacionado con x.

= Simetria

para todo x,y € X, st x estd relactionado con y, entonces y estd rela-
cionado con x

» Transitividad
para todo x,y,z € X, st x estd relacionado con y, y y estd relacionado
con z, entonces x estd relacionado con z.

Ademds, al conjunto [z] = {y € X| = estd relacionado con y} le llamaremos
la clase de equivalencia de x

Lo importante de las relaciones de equivalencia es la posibilidad de tra-
tar como “iguales”, bajo el criterio de la relacién, a los elementos de una
misma clase de equivalencia; y esto nos facilita el trabajo ya que en vez de
trabajar con todos los elementos de un conjunto, nos reducimos a trabajar
simplemente con las clases de equivalencia, que son menos que los elementos
y resguardan toda la estructura de interés.

Antes de definir la relacién de equivalencia en la que estamos interesados
para definir el grupo de congruencias moédulo n, presentaremos los conceptos
de divisibilidad, nimeros primos, maximo comun divisor y primos relativos.

Definicion 2.12 Sean a,b € Z. Decimos que a divide a b, denotado por
alb, si existe h € Z tal que ah = b. Si alb, decimos que a es divisor de b o
que b es miultiplo de a o que a es factor de b.

Hay un conjunto de nimeros que al poseer muy pocos divisores, tienen
propiedades tUnicas muy interesantes y por tanto se vuelven muy importan-
tes. Estos ntimeros son los siguientes.

Definicion 2.13 Sea p € N, p > 1. Decimos que p es nimero primo $i sus
Unicos divisores son 1 y p. Si un nidmero no es primo entonces diremos que
es un nimero compuesto.

Sean a,b € Z distintos de 0, denotamos por (a,b) al mdzimo comin
divisor de a y b. Es facil ver que el maximo comun divisor de dos niimeros
siempre existe ya que el 1 divide a todo nimero.

Definicién 2.14 Decimos que a y b son primos relativos si (a,b) = 1.

13



Ejemplo 8 El2 y el 6 no son primos relativos pues (2,6) = 2. El 12 y el
18 no son primos relativos pues (12,18) = 6. El 10 y el 21 si son primos
relativos pues (10,21) = 1.

A continuacién definiremos la relacién de congruencia médulo n, para
posteriormente definir el grupo de clases de congruencia médulo 7.

Definicion 2.15 Sea n un entero positivo fijo y a,b € Z. Decimos que a es
congruente con b médulo n y lo denotamos por: a = b (méd n) sin|(a —b).

Esta relacién de congruencia tiene las siguientes propiedades bésicas.

Proposicion 2.2 Sea n un entero positivo fijo y a,b,c,d € Z. Entonces lo
siguiente se cumple:

i)

La relacion “a es congruente con b médulo n” es una relacion de
equivalencia en el conjunto de los numeros enteros.

i1) Esta relacion de equivalencia tiene exactamente n distintas clases de

equivalencia.

i11) Sia=b (méd n) y c=d (mdéd n), entonces a+c=b+d (méd n) y

ac = bd (méd n).

i) Siab = cd (méd n) y a es primo relativo con n, entonces b = ¢ (médd

Demostracion:

i)

ii)

Para demostrar que la relacion es reflexiva notemos que para todo n
positivo se cumple que 1|0 y 0 = a — a, para todo a en los enteros, por
lo tanto a = a (mdd n); luego la relacién es reflexiva. Sia = b (méd n),
entonces n|(a — b) y, por lo tanto, n|(b—a) ya que (b —a) = —(a —b);
luego b = a (méd n) y por lo tanto la relacién es simétrica. Por tltimo,
sia=b(méd n) y b =c (méd n), entonces n|(a — b) y n|(b— c), de
donde n|((a—b)+(b—c)), es decir, n|(a—c), esto implica que a = ¢(mé6d
n); luego la relacién es transitiva y por lo tanto es de equivalencia.

Sea a € Z. Denotemos la clase de equivalencia de esta relacién a la
que pertenece a por [a], y la llamaremos clase de congruencia (méd
n) de a. Dado un entero cualquiera a, sabemos por el algoritmo de
la division que a = gn +r con ¢,r € Z y 0 < r < n, de donde
obtenemos que a — r = gn, entonces n|(a — r), luego a = r (méd n).
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Pero entonces a € [r], luego [a] = [r] y por lo tanto hay a lo mas n
clases de congruencia; a saber, [0], [1], ..., [n—1]. Pero estas son distintas
entre si, pues si [i] = [j], con 0 < i < j < n, entonces n|(j — i), lo cual
es imposible ya que 0 < j —¢ < n. Hay por lo tanto exactamente n
distintas clases de congruencia.

iii) Supongamos que a =b (méd n) y ¢ = d (méd n); entonces n|(a —b) y
n|(c—d), entonces n|((a—b)+(c—d)), que es lo mismo a n|((a+c)—(b+
d)), y por lo tanto a+c = b+d (méd n). Ademés n|((a—b)c+ (c—d)b)
que es lo mismo a n|(ac — bd), luego ac = bd y por lo tanto el tercer
apartado queda demostrado.

iv) Observemos finalmente que si ab = ac (méd n), con a primo relativo
de n. Como ab = ac (méd n), entonces n|(ab — ac) = nla(b — ¢), pero
como n y a son primos relativos entonces n|(b—c¢) y por lo tanto b = ¢
(méd n).

O

Ahora si estamos listos para definir el grupo de congruencias mdédulo n,

también conocido como el grupo ciclico de orden n. Sea Z, el conjunto de
las clases de congruencia moédulo n, es decir

Zn, =A{[0], 1], ..., [n — 1] }.

Dados dos elementos [i] y [j] en Z,, definimos
[i] + ] = [i + 4]

Observemos que la operacién antes mencionada, estd bien definida, es de-
cir, no importa que representantes nos agarremos de cada clase de congruen-
cia, al sumarlos, el resultado siempre sera la misma clase de congruencia.
Esto se debe al inciso iii) de la proposicién anterior.

Proposicién 2.3 El conjunto Z, = {[0],[1],...,[n — 1]} es un grupo con
la suma definida anteriormente. Mas ain (Zyn,+) es un grupo abeliano y
ciclico, cuyos generadores son aquellas clases de congruencia en donde el
representante es primo relativo con n.

Demostracion:

Primero demostraremos que Z, es un grupo, por lo tanto tenemos que
probar todas las propiedades de un grupo. Empecemos por la cerradura.
Sean [i], [j] € Zp, entonces [i|+[j] = [i+7]. Sii+j < n entonces [i + j] € Zy;
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si©+ j > n, entonces por el algoritmo de la divisién tenemos que existen
r,q € Z tal que i + j = gn+1r con 0 < r < n, entonces r = (i + j), luego
[r] = [i + j] y por lo tanto [i + j] € Z,,. Ahora probaremos la asociatividad.
Sean [i], [7], [k] € Zy,. Observemos lo siguiente:

Notemos que dentro de los corchetes podemos asociar, conmutar y conside-
rar como ciertas las propiedades de grupo, ya que dentro de ellos estamos
trabajando con nimeros enteros y estos forman un grupo.

En Z,, definimos el elemento identidad como e = [0]. Para verificar que
[0] es la identidad del grupo tenemos que probar que [0]+ [a] = [a] +[0] = [q]
para todo [a] € Z,. Entones tenemos que:

[a] +[0] = [a+0] = [0+ a] = [0] + [a] = [0+ a] = [a].

Comprobemos ahora que todo elemento en Z,, tiene elemento inverso. Sea
[a] € Zy,. Demostraré que el inverso de [a] es [n — a]:

{n —a+al
[n —a] +[d]
[n—a+al
[].
Pero sabemos que n = 0, ya que n|(n — 0); y por lo tanto [n] = [0].

Como se cumplieron todas las propiedades de grupo, entonces Z, es un
grupo. Al definir el conjunto Z,, vimos que su orden es n. Ahora probaremos
que Zj, es un grupo abeliano; lo cual es muy facil. Sean [i], [j] € Z,, entonces:

[+ Ul =li+4]1 =1+ =[]+ [i].

Zy, es un grupo ciclico ya que podemos escribir a todo elemento [a] € Z,

@ =[1+1+--+1 =[]+ 1]+ +[1] = a[l].

a veces a veces
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Con lo cual vemos que [1] es un generador de Z,.
S6lo nos falta demostrar que si p es primo relativo de n entonces [p] es
generador de Z,. Para probar esto basta demostrar que o([p]) = n para
todo p primo relativo de n. Podemos deducir facilmente que o([p]) < n.
Supongamos que o([p]) < n. Sea o([p]) = m, entonces tenemos que m[p] = 0,
luego mp = 0 (méd n). Por lo anterior tenemos que n|mp, pero como n y
p son primos relativos, entonces n|m; lo cual es una contradiccién ya que
0 < m < n. Entonces obtenemos que o([p]) = n y por lo tanto [p] genera a
/.
O

En esta de tesis trabajaremos principalmente con grupos ciclicos de or-
den primo, es decir, Z,. Ademas, a las clases de congruencias las expresa-
remos simplemente con su representante positivo mas pequeno, asi Z, =
{0,1,2,...,p — 1}. Notemos que para todo 0 < a < p, a es primo re-
lativo con p y por lo tanto todo elemento de Z, es generador de dicho
grupo, entonces podemos fijar dos elementos a,b de Z, y escribirlo como
Zp={a+bi|0 <i<p-—1}.

2.3. Estructuras monocromaticas y
heterocromaticas

Una vez que definimos lo que es una coloracién y los universos que vamos
a colorear, recordemos que lo que nos interesa estudiar es la existencias de
estructuras momocrométicas (en la teoria de Ramsey) y estructuras hetero-
cromdticas (en teoria anti-Ramsey). Lo cudl nos lleva a preguntarnos:

i, Qué tipo de estructuras monocromaticas o heterocromaticas queremos
encontrar?

Aunque tanto en la teoria de Ramsey como en la teorfa anti-Ramsey se
trabaja con muy diversas estructuras, en este trabajo de tesis nos enfocare-
mos principalmente en un tipo de estructura muy especial. Tales estructuras
son las soluciones a ecuaciones lineales, que a continuacion definimos.

Definicion 2.16 Decimos que
a1T1 + asre +asrs + - +ar;=0b (2.1)

es una ecuacion lineal con [ variables: x1, xo, ..., x;, [ coeficientes: aq, a9, ..., a;,
y un término independiente: b.
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Una solucién de la ecuacion 2.1 es un vector (s1, 82, S3, ..., 8) tal que
a1s1 + asse +azss + -+ +a;s; = b.
Ejemplo 9 Consideremos la siguiente ecuacion lineal:
321 + 219 —4x3 =15 (2.2)

Podemos observar que los vectores (3,0,1) y (1,3,1) son soluciones de
la ecuacion 2.2.

Por lo general, cuando hablamos de soluciones a una ecuacion lineal nos
referimos a un conjunto y no a un vector.

En el ejemplo anterior podemos ver que tanto el conjunto {0, 1,3} como
el conjunto {1,3} son soluciones a la ecuacién lineal 2.2.

Definicién 2.17 Un subconjunto S C Z con |S| <1 es solucion a la ecua-
cion 2.1 si
a181 +agsso + -+ a8 =b

con si, 82, ..., € S, no necesariamente distintos, y Ullsi =S5.
Si |S| =1 diremos que S es una solucidn trivial.

Ejemplo 10 Consideremos la ecuacion lineal:
T+y=2 (2.3)

Los conjuntos {0,2,4} y {3,6,9} son soluciones a la ecuacion 2.3. Los con-
guntos {2} y {10} son soluciones triviales a la ecuacion 2.3. De hecho, pode-
mos notar que para todo a, el conjunto {a} es solucion trivial a la ecuacion
2.5.

En el ejemplo anterior podemos observar que en las soluciones a la ecua-
cién 2.3 la diferencia entre dos nimeros consecutivos es constante, es decir,
las soluciones son progresiones aritméticas de longitud tres.

Definicién 2.18 Sea S subconjunto de Z, con |S| = k. Se dice que S es
una progresion aritmética con k términos y diferencia d si existe s € Z tal
que

S={s+ndl0<n<k-—1}.

Ejemplo 11 Observemos los siguientes conjuntos:
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1. {0,3,6,9} es una progresion aritmética de diferencia 3 y 4 términos.
2. {—10,—5,0} es una progresion aritmética de diferencia b y 3 términos.

Las progresiones aritméticas son otra estructura que se estudia mucho
en la teoria de Ramsey y en la teoria anti-Ramsey. En este trabajo daremos
algunos ejemplos de algunos resultados donde se involucran dichas progre-
siones aritméticas.

En especial, las progresiones aritméticas con 3 términos son muy estu-
diadas, ya que, como vimos en el ejemplo 10, las soluciones a la ecuacién 2.3
son progresiones aritméticas, y es facil de ver que toda progresién aritmética
con 3 términos es solucién a la ecuacion 2.3.

Como explicamos en la seccién anterior, dada una coloraciéon de X', donde
X es un universo aritmético como [n],Z, y Zp; nos interesa estudiar la
existencia de soluciones monocromaticas o heterocromaticas.

Para entender mejor esto veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 12 Sea ¢ : [10] — {R, A,V, N} una 4-coloracion de [10] definida
como sigue:
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

En esta coloracion es facil de ver que no existen soluciones monocromdticas
a la ecuacion x +y = z, en cambio, el conjunto {1,6,10} es una solucion
heterocromdtica a dicha ecuacion.

Ahora consideremos la siguiente 3-coloracion:

{1,2,3,1,5,6,7,8,9,10}

podemos ver que en esta coloracion el conjunto {1,8,9} es una solucion
monocromdtica a la ecuacion x +y = z, pero en esta coloracion no existen
soluciones heterocromdticas a la ecuacion antes mencionada.

En los capitulos posteriores estudiaremos coloraciones en las que no existen
estructuras hetecromdticas. A estas coloraciones las llamaremos “libres”,
pues son libres de estructuras heterocromaticas.

Definicién 2.19 Sea X un universo aritmético y sea ¢ : X — {1,2,...,k}
una k-coloracion de X. Se dice que c es libre con respecto a una estructura
C, si no existen estructuras C heterocromadaticas.

Para entender mejor el concepto de “libre”veamos los siguientes ejem-
plos:
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Ejemplo 13 Consideremos las siguientes coloraciones.
» Sea c:[10] — {R, A, V'} una 3-coloracion de [10], definida como:
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Esta coloracion es libre con respecto a la ecuacion x+y = z ya que no
contiene soluciones heterocromdticas de dicha ecuacion.

w Sea c:Zs — {A,V,N} una 3-coloracion de Zs definida como:

0

3 2
es fdacil ver que esta coloracion es libre con respecto a © + y = 2z.
w Sea c: (9] — {A,V,N} una 3-coloracion de [9] definida como:
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Podemos ver que esta coloracion es libre con respecto a progresiones
aritméticas con 3 términos, ya que no existen progresiones aritméticas
con 3 términos heterocromdticas.

En los capitulos posteriores veremos resultados que nos diran cudndo una
coloracion es libre.
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Capitulo 3

Teorias de Ramsey y
anti-Ramsey

En este capitulo abordaremos dos de las areas que se tratan en el pre-
sente trabajo de tesis. Estas tienen interaccién con diversas ramas de las
matematicas y ademds poseen teoremas muy significativos; estas areas son:
la teoria de Ramsey y la teoria anti-Ramsey. Veremos cémo fue el naci-
miento de cada una de ellas y enunciaremos sus teoremas mas importantes.
También contrastaremos las dos teorias y veremos las diferencias que existen
entre ellas.

En particular, enunciaremos y demostraremos el teorema de Schur, re-
sultado central en este trabajo de tesis.

Todo el material que aqui se presenta fue consultado en los libros: “Ram-
sey Theory on the intergers”[6] y “Ramsey theory: yesterday, today, and
tomorrow” [9]; asi como en los articulos: “Rainbow arithmetic progressions
and anti-Ramsey results”[4] y “Rainbow Ramsey Theory”[5].

3.1. La teoria de Ramsey

La teoria de Ramsey es un fascinante area de las matematicas con apro-
ximadamente 100 afios de edad que tiene interseccién no vacia con otras
ramas de las matematicas, como son: la combinatoria, la teoria de nime-
ros, la geometria, la teoria de gréficas, la topologia, la teoria ergddica, y la
teoria de la medida, entre otras. En esta tesis nos enfocaremos en problemas
relacionados con la combinatoria y la teoria de ntimeros. Algunos de los re-
sultados en la Teoria de Ramsey son algunos de los teoremas mas bellos de
las matemadticas; a pesar de ello, a primera vista parecen ser complicados y
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dificiles de seguir, ya que tienden a involucrar muchas variables y a veces
tratan con objetos cuyos elementos son conjuntos y a su vez estos conjuntos
vuelven a tener elementos que son conjuntos. Sin embargo, cuando el objeto
de estudio es el conjunto de los ntimeros enteros las cosas se facilitan, como
es el caso en esta tesis.

Antes de hablar de la teoria de Ramsey, es necesario mencionar un prin-
cipio que a primera vista suena innecesario y trivial, pero en la practica
tiene muchas aplicaciones, sobre todo en la teoria de Ramsey, ya que es una
herramienta fundamental en sus demostraciones. Este principio se conoce
como el principio de las casillas o del palomar y argumenta lo siguiente: si
n palomas se acomodan en m nidos, donde m < n, entonces al menos un
nido tendrd més de una paloma. Formalmente el principio se enuncia de la
siguiente manera:

Proposicién 3.1 (Principio de casillas). Si un conjunto de n elementos
es partido en k subconjuntos ajenos a pares, donden > k, entonces al menos
un subconjunto de la particion contiene mds de un elemento.

Ejemplo 14 En una clase de 29 alumnos, hay al menos dos alumnos cuyos
nombres empiezan con la misma letra. En este ejemplo nuestras palomas
serdan las letras iniciales de los nombres, entonces tenemos 29 palomas, y
nuestros nidos seran las letras del abecedario, que son 26 nidos, entonces
como tenemos mas nidos que palomas, un nido tiene al menos dos palomas,
es decir, dos nombres al menos empiezan con la misma letra.

Este principio se puede generalizar como sigue:

Teorema 3.1 (Principio de casillas generalizado). Sea S un conjun-
to con |S| > mk, y sea S = S1 U Sy U---U Sk una particion de S en k
subconjuntos. Entonces existe S; tal que |S;| > m, con 1 < i < k.

Demostracion:

Sea S un conjunto, con |S| > mk, y sea S = S; U Sy U--- U S una
particién de S en k conjuntos. Asumamos por contradiccién que |S;| < m
para todo 1 < i < k. Entonces:

lo cual es una contradiccién ya que |S| > mk, y por lo tanto existe S; tal
que |S;| > m.
O
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La teorfa de Ramsey se puede percibir como un refinamiento al principio
de las casillas, donde no sélo garantizamos un cierto nimero de elementos
en un subconjunto, sino que ademas garantizamos una cierta relacion entre
estos elementos.

No existe una “definicién universal”’de la teoria de Ramsey, pero po-
demos describirla como el estudio de la preservacién de propiedades bajo
particiones. O también podemos decir que en la teoria de Ramsey se estudia
qué tan grande debe ser un sistema S, para poder garantizar la existencia
de cierto subsistema ) monocromatico sin importar como sea coloreado S.

El primer resultado que se conoce de tipo Ramsey es el lema del cubo
de Hilbert que enunciaremos en esta seccion. Como a este resultado no se
le observé nada especial en su tiempo, la teoria de Ramsey no nacié en ese
momento. El segundo resultado de tipo Ramsey fue el teorema de Schur,
que se trabajard en esta tesis, demostrado en 1916. Aunque tampoco fue
relevante, Schur se dio cuenta de que habia descubierto algo impresionante
y nuevo asi que siguié conjeturando generalizaciones a su teorema. El tercer
trabajo que se dio en esta area, que aun no nacia, fue el teorema de Van
der Warden. Después de los tres trabajos anteriores, la teoria de Ramsey
nacié por fin gracias a los trabajos de un joven matemadtico inglés llamado
Frank Plumpton Ramsey, véase [9].

Como mencionamos anteriormente el primer resultado tipo Ramsey fue
el lema del cubo de Hilbert que aparecié en 1892, el autor de este lema fue
David Hilbert, prolifico matematico aleman. Hilbert demostré este resultado
como herramienta a su estudio de la irreducibilidad de funciones racionales
con coeficientes enteros. Para mencionar su lema primero definiremos lo
siguiente:

Definicién 3.1 Un conjunto Qn(a,x1,x2,...,x,) de enteros es llamado un
cubo n-dimensional afin si existen n + 1 enteros positivos (a,x1,x2, ..., Zy)
tales que:

Qnla,x1,22,...,xn) = {a+ Y cprild #F C {1,2,3,...,n}}.

Recordemos que para facilitar la escritura denotamos {1, 2,3, ...,n} como
[n]. Ya que hemos definido lo que es un cubo n-dimensional afin podemos
mencionar el primer resultado tipo Ramsey:

Teorema 3.2 (Lema del cubo de Hilbert, 1892). Para todo par de en-
teros positivos k,n existe un entero positivo minimo m = H (k,n) tal que en
toda k-coloracion de [m] existe un cubo n-dimensional afin monocromdtico.
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En otras palabras, el teorema nos dice que para todo niimero de colores k,
sin es suficientemente grande, toda coloracién con esos k colores del intervalo
de enteros positivos [n] existe un cubo n-dimensional afin monocromatico.

El segundo resultado tipo Ramsey, como dijimos anteriormente, fue el
teorema de Schur que mostraremos més adelante. En sus trabajos, Schur
propuso una conjetura que fue demostrada por el matematico aleman Leen-
dert van der Warden a los 23 afios, en 1927. El teorema de Van der Warden,
es considerado el tercer resultado tipo Ramsey.

Teorema 3.3 (Teorema de Van der Warden, 1927). Para todo par
de enteros positivos k,l existe un entero positivo minimo W = W (k,1), tal
que para toda k-coloracion del conjunto [W] existe una progresion aritmética
monocromdtica con l términos.

Parecido al lema del cubo de Hilbert, lo que este teorema nos quiere
decir es que para todo numero de colores k siempre va a existir un intervalo
en el cual no importa cémo lo coloreemos con esos k colores, nunca se va a
escapar de tener una progresion aritmética con [ términos monocromatica.

Este teorema fue toda la contribucién que hizo Van der Warden a esta
aun no nacida teoria. Después de estos tres trabajos vino uno de los orgullos y
esperanzas de la universidad de Cambridge: Frank Plumton Ramsey. Ramsey
fue un joven matematico inglés, que vivié tan sélo 27 anos, cuyas mayores
contribuciones fueron a la filosofia, la 16gica matematica y la economia.
En un trabajo péstumo publicado en 1930, demostré un teorema que fue
el nacimiento a la teoria de Ramsey. Este teorema ocupa un lugar tnico
dentro de la teoria de Ramsey ya que es una herramienta muy poderosa.
Este teorema también se puede ver como un principio filoséfico: “el completo
desorden es imposible, toda estructura necesariamente contiene una sub-
estructura ordenada”; por esto mismo es Imperativo llamar al teorema de
Ramsey como “Principios de Ramsey”[9]. Este principio tiene dos versiones,
una finita y una infinita y se enuncian como sigue:

Teorema 3.4 (Principio de Ramsey version infinita, 1930). Para
cualesquiera enteros positivos k y r, si la coleccion de todos los subconjuntos
con r elementos de un conjunto infinito S es coloreada con k colores, en-
tonces S contiene un subconjunto infinito Sy, tal que todos los subconjuntos
con r elementos de S1 tienen del mismo color.

Teorema 3.5 (Principio de Ramsey version finita, 1930). Para cua-
lesquiera enteros positivos k, r y n, existe un entero mo = R(k,r,n) tal que
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para todo m > my, st la coleccion de todos los subconjuntos con r elementos
de un conjunto Sy, con m elementos es coloreada con k colores, entonces Sp,
contiene un subconjunto S, con n elementos tal que todos los subconjuntos
con r elementos de S, tienen el mismo color.

A primera vista las dos versiones de este principio son dificiles de digerir,
para facilitar su entendimiento veamos una aplicacién en su versién infinita,
y una aplicacién en su version finita a la teoria de gréaficas:

Ejemplo 15 (Aplicacion de la version infinita). Sea S un conjunto
de carnalidad infinita, entonces cualquier particion de S en k conjuntos
tendrd una de las partes de carnalidad infinita.

En este ejemplo las k partes representan los k colores, y r = 1 ya que
estamos coloreando elementos, es decir, conjuntos de un sélo elemento.

Ejemplo 16 (Aplicacion de la versidon finita). Para cualesquiera ente-
ros positivos n y k eziste un entero positivo minimo R = R(n, k) tal que toda
k-coloracion de las aristas de la grdfica completa Kgr contiene una subgrdfica
completa K, monocromdtica.

Como sabemos, las aristas son subconjuntos de dos elementos de los
vértices de una grafica, entonces en el ejemplo anterior r = 2.

A continuacuén enunciaremos otro caso particular del principio de Ram-
sey en su version finita que se usara en la siguiente seccion para demostrar
el teorema de Schur.

Proposicion 3.2 Sea k un entero positivo. Existe un entero positivo mini-
mo R = R(3,k) tal que para toda k-coloracion en las aristas de la grdfica
completa Kg, existe una subgrdfica completa K3 monocromdtica.

3.2. El teorema de Schur

Consideremos la ecuacién z = x +y. Sabemos que el conjunto de puntos
en R? que satisfacen tal ecuacién es un plano. Sea P el conjunto de puntos
en ese plano cuyas coordenadas son nimeros enteros positivos, por ejemplo
(1,1,2) y (3,4,7) (nétese que no necesariamente x # y). Usando ahora una
cantidad finita de colores, coloreamos el conjunto de los niimeros enteros.
Para cada (a,b,c) € P hacemos lo siguiente: si los colores de a, b y ¢ son
iguales decimos que (a,b,c) es monocromético, en otro caso marcamos el
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punto (a, b, ¢) con una X. La pregunta es: jsera posible dar una coloracién de
los enteros de modo que todos los puntos de P queden marcados con una X?
o0 jpara toda coloracién de los enteros siempre hay un punto monocromatico?

Esta pregunta fue contestada por Issai Schur en 1916, en el segundo re-
sultado tipo Ramsey. Schur, al responder esta pregunta, no estaba motivado
por la idea de colorear puntos en el plano, su interés mas bien era demostrar
un teorema que, en su perspectiva, le ayudaria a demostrar una de las mas
famosas y trabajadas conjeturas de todos los tiempos: “El dltimo teorema
de Fermat”. El teorema que Schur demostré fue:

Teorema 3.6 (I. Schur, 1916). Sea n > 1. Existe un nimero primo q
tal que para todo primo p > q la congruencia x" + y" = z" (mdd p) tiene
solucion en los enteros con xyz # 0 (méd p).

Para probar esto, Schur se dio cuenta de que necesitaba un “simple lema,
que pertenece mas a la combinatoria que a la teoria de niimeros”. Dicho lema
se conoce actualmente como el teorema de Schur.

Teorema 3.7 (Teorema de Schur, 1916). Para todo entero k > 1, existe
un entero positivo minimo s = s(k), tal que en toda k-coloracion de [s] existe
una solucion monocromdtica a la ecuacion r +y = z.

Demostracion:

Por la proposicién 3.2 sabemos que para todo k existe n tal que toda
k-coloracién de las aristas de la grafica completa K, existe un tridngulo
monocromético. Sea K, la grafica completa con V(K,) = {1,2,...,n}. Dada
X una k-coloracién cualquiera de V(K,,) = {1,2,...,n} definiremos una co-
loracién x' : E(K,) — {1,2,...,k} de una manera especial: a la arista (ij),
con i < j, le asignamos el color del vértice j — 4, es decir x/(ij) = x(j — 7).
Sabemos que esta coloracién tiene un tridngulo monocromatico. Sean a, b, ¢
los vértices de este tridngulo y sin pérdida de generalidad supongamos que
a < b < c. Las aristas de este tridngulo son (ab), (bc) y (ac), entonces

¥'(ab) = ¥'(bc) = \/(ac). Luego,
X(b—a) = x(c—b) = x(c—a).
Si definimos x =b—a, y=c—by z =c— a, entonces:

r+y=b—a+c—>
r+y=c—a
rT+y=-=z.
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Por lo tanto toda k-coloracién de [n] contiene una solucién monocrométi-
cadexr+y=z.
O

Definicién 3.2 El numero s(k) definido en el teorema de Schur se conoce
como el numero de Schur. Una terna {x,y,z} que satisface la ecuacion
T 4y = z se llamard terna de Schur.

Asi, el teorema de Schur nos dice que dado un nimero de colores k, si el
intervalo [n] es suficientemente grande, entonces para cualquier k-coloracién
de [n] existe una terna de Schur monocromatica. Notemos que s(k) esta de-
finido como el minimo entero que satisface esto, y todo n > s(k) también lo
satisface, ya el intervalo [s(k)] estd contenido en el intervalo [n] para todo
n > s(k), entonces para colorear el intervalo [n] debemos colorear primero
el intervalo [s(k)].

Para entender mejor el teorema de Schur encontraremos el niimero de
Schur para 1 < k < 2.

= k£ = 1. Vamos a colorear con un color, digamos rojo. Entonces hay
una sola forma de colorear el intervalo [n], que es coloreando todos
los nimeros de rojo. Como {1,1,2} es una terna de Schur, entonces
el intervalo [2] contiene siempre una terna de Schur monocromética,
entonces s(1) < 2. Ademds, s(1) no puede ser 1 ya que en el intervalo
[1] no existen ternas de Schur; por lo tanto s(1) = 2.

= k = 2. Vamos a colorear con dos colores, a saber rojo y azul. Veamos
que para la siguiente coloracién de [4], no existen ternas de Schur
monocromaticas:

{1,2,3,4}.

Entonces s(2) > 4. Ahora veremos que toda 2-coloracién de [5] contie-
ne ternas de Schur monocromaéticas. Procederemos por contradiccion
suponiendo que existe una 2-coloracién de [5] sin ternas monocromati-
cas. Sin pérdida de generalidad supongamos que el 1 es rojo. Como el 1
es rojo entonces el 2 debe ser azul, ya que si fuera rojo tendriamos una
terna de Schur roja. El 3 puede ser tanto rojo como azul, pero el 4 debe
ser rojo, ya que de lo contrario la terna {2,2,4} serfa monocromaética.
Entonces, nuestra coloracion, hasta el momento, seria:

{1,2,3,4,5}.
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Ahora, el 3 debe ser azul pues en otro caso la terna de Schur {1, 3,4}
serfa monocromética roja. Finalmente, el 5 no puede ser rojo ya que
tendrfamos una terna de Schur roja: {1,4,5} pero tampoco puede ser
azul ya que tendrfamos una terna de Schur azul: {2,3,5}. Entonces
para toda 2-coloracién de [5] existen ternas de Schur monocrométicas
y por lo tanto s(2) = 5.

Encontrar los nimeros de Schur es muy dificil, ya que mientras k crece
s(k) crece atiin més rapido. Los dnicos numeros de Schur que se conocen,
aparte de los exhibidos, son: s(3) = 14 y s(4) = 45. Las mejores cotas que
se conoce del nimero de Schur son las siguientes:

T < s(r) < 3r1— 1.

En esta tesis trabajaremos con el teorema de Schur, pero visto desde otro
punto de vista.

3.3. La teoria anti-Ramsey

Como vimos en los teorema de la teoria de Ramsey, lo que se busca es
encontrar estructuras monocromaticas, pero ;qué pasa si en vez de buscar
estructuras monocromaticas buscamos estructuras heterocromaticas? ;po-
dremos encontrar teoremas andlogos a los mencionados anteriormente?

Estas preguntas se hicieron los mateméticos después de ver como proli-
feraban los teoremas en la teoria de Ramsey. Estas nuevas preguntas perte-
necen a una nueva area llamada teoria anti-Ramsey. La teoria anti-Ramsey
busca encontrar estructuras heterocrométicas en universos coloreados. Esta
nueva corriente matematica es reciente y por lo tanto hay mucho trabajo por
hacer en ella, teniendo mayor niimero de resultados en la parte relacionada
con la teoria de gréficas.

Al querer traducir los teoremas cldsicos tipo Ramsey a esta nueva co-
rriente, cosas muy distintas ocurren y por lo general no existen versiones
andlogas de ellos en la teoria anti-Ramsey. Un caso de ello es el teorema de
Schur, que en la siguiente secciéon analizaremos.

Dado que, por lo general, no se pueden traducir de manera directa los
resultados de la teoria de Ramsey a la teoria anti-Ramsey, en esta tltima
se busca principalmente encontrar condiciones que deban cumplir las colo-
raciones para asegurar la existencia de estructuras heterocromaéticas.

Un ejemplo de ello, es el siguiente resultado, probado por V. Jungi¢ y R.
Radoici¢ en el ano 2003.
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Teorema 3.8 (V. Jungié y R. Radoic¢ié, 2003) Para toda 3-coloracion
equipartita del intervalo [3n] existe una solucion heterocromdtica de la ecua-
cion 4y = 2z.

En este caso podemos ver que una condicién suficiente para que existan
soluciones heterocroméaticas de la ecuacién = + y = 2z, es que las clases
cromaticas tengan el mismo ntimero de elementos.

Otro resultado similar es el publicado por J. Fox, M. Mahdian, y R.
Radoici¢ en el ano 2004.

Teorema 3.9 (J. Fox, M. Mahdian y R. Radoiéié, 2004) Para toda
4-coloracion [n] = RUGUY U B tal que:

. 1
min{|R|,|G|,|Y|,|B|} >

existe una solucion heterocromdtica de la ecuacion x+y = w+z. Y ademads
esta cota es optima.

Al igual que en el teorema anterior, este resultado nos proporciona
una condicion suficiente para garantizar la existencia de soluciones hete-
rocromaticas de la ecuacién en cuestién. M4 atn, el teorema nos dice que la
cota es 6ptima. Es decir, que si una clase cromatica tiene menos elementos
de lo indicado, entonces existe una coloracién libre con respecto a la ecuacion
rt+y=w-+z.

3.4. El teorema de Schur en la teoria anti-Ramsey

Como mencionamos anteriormente en la teoria anti-Ramsey, generalmen-
te, los teoremas de la teoria de Ramsey no tienen analogos, y el teorema de
Schur no es la excepcién, ya que su versién andloga en esta teoria no es
cierto.

Si quisiéramos obtener el teorema de Schur desde la perspectiva de la
teoria anti-Ramsey, tendriamos que ver si es posible encontrar un nimero
s’ = §'(k) tal que para toda k-coloracién de [s'] siempre existan ternas
de Schur heterocromaéticas, es decir, para todo intervalo lo suficientemente
grandes nunca habria k-coloraciones libres a la ecuacion de Schur. Como
queremos encontrar ternas de Schur heterocromaticas, debemos colorear con
tres colores o mas, ya que con menos cantidad nunca obtendremos ternas
heterocromdticas. Un ejemplo claro de que no existe s'(3), es decir, que para
tres colores siempre podremos encontrar coloraciones libres a la ecuacién de
Schur no importando que tan grande sea el intervalo, es el siguiente:
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{172737 757 777 797 7117 7137 7157 7177 7197 7"'}'

En este ejemplo no es posible encontrar una terna de Schur hetero-
cromatica pues, para que ésta exista, el 2 debe pertenecer a ella, ya que
es el tinico ntmero azul. Podemos observar, por paridad, que si a cualquier
rojo le sumamos el dos obtenemos otro rojo, al igual con los verdes. Enton-
ces por esto es imposible encontrar una terna de Schur heterocromaética; y
ademas esta coloraciones se puede extender indefinidamente coloreando los
numeros pares de color verde y los niimeros impares de color rojo. Por lo
tanto el teorema de Schur no tiene su version aniloga exacta en esta co-
rriente. Ademds, como dijimos anteriormente, para todo nimero de colores,
siempre podremos encontrar coloraciones de libres a la ecuacién de Schur
para intervalos de niimeros de enteros positivos muy grandes. Una prueba
de ello es la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3 Sea c: [n] — {1,2,...,k}, con n > 281 definida como:

i sia=2"1 (mdd?2),
c(a) {1 en otro caso

entonces ¢ es libre con respecto a la ecuacion de Schur.

Demostracion:
Primero demostraremos que c esta bien definida, es decir, todo elemento
de [n] se le asigna exactamente un color. Después probaremos que c es libre.
Para demostrar que c estd bien definida procederemos por contradiccién.
Supongamos que existe a € [n] tal que c¢(a) =iy ¢(a) = j con i # j. Sin
pérdida de generalidad supongamos que ¢ > j, entonces tenemos dos casos:
s a=2"1 (méd 2%) y a =21 (méd 279).
Como a = 27! (méd 2°) y a = 277! (mdd 27) entonces existen hy, hy €
7 tales que 2'hy = a — 21 y 29hy = a — 2771, Como i > j entonces
existe d > 0 tal que ¢ = j + d, por consiguiente tenemos que:
2hy + 27 =20y + 2071
2j+dh1 4+ oU+d)-1 — 29 by 4 2971
217128 py 4 29) =271 (2hy + 1)
204 0y + 27 = 2hy + 1

lo cual nos dice que un nimero par es igual a un ndmero impar y por
ende es una contradiccion.
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= =21 (méd 2%) y c(a) =1
En este caso podemos ver que i > 1 ya que si ¢ = 1 entonces c¢(a) = 1.
Si a es impar implica que a = 1 (méd 2), es decir, i = 1. Supongamos
que a es par. Para que c(a) = 1, necesariamente a = 2™ (méd 2mF1)
con m > k. Entonces este caso es analogo al anterior, y por lo tanto ¢
estd bien definida.

Ahora demostraremos que c es libre. De igual manera procederemos por
contradiccién.

Supongamos que {z,y, z} es una terna de Schur heterocromaética, enton-
ces existen i, j,( distintos, tales que c(x) = 7, ¢(y) = j v c(2) = [, luego
r =271 (méd 2%), y = 2771 (méd 27) y z = 217! (méd 2'). Lo anterior nos
implica que existen A1, ho, h3 en Z tales que 2°hy = x— 2071, 27hy = ¢y — 271
y 2'hg = z — 2!=1. Sin pérdida de generalidad supongamos que i > j > I,
entonces existen di, do > 1 tales que i = l+d; y j = [+d2. Entonces tenemos
que:

r+y==z
(28hy + 271 4 (29 + 297 1) =2lpg + 271
gltdip | ol+d)=1 4 gltdap  ol+d2)=1 _glp. 4 ol-1
ol=l(gd+1p, | 9di 4 9d+lp, 4 oda+ly _ol=l(gp. | 1)
20+ py 4 2% 4 2dF 1 p, 4 odeFl —9p. 1
lo cual nos dice que un niimero par es igual a un ntimero impar y por ende

es una contradiccion y por lo tanto ¢ es libre con respecto a la ecuacién de

Schur.
O

Para ilustrar esta proposicién, veamos los siguientes ejemplos.
Ejemplo 17 Las siguientes coloraciones son libres a la ecuacion de Schur.
» {1,2,3,4,5,6,7}.
» {1,2,3,4,5,6,78,9,10,11,12,13}.
» {1,2,3,4,5,6,78,9,10,11,12,13, 14,15, ,17,18,19, 20,21, 22,23, 21}.

El no encontrar el equivalente del teorema de Schur en la teoria anti-Ramsey
no es el fin del mundo, ya que nos podemos hacer otro tipo de preguntas,
como por ejemplo:
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1. {Cémo es la estructura de las coloraciones libres a la ecuacién de
Schur?

2. jSucede lo mismo en otros universos algebraicos?

3. (Qué pasa con soluciones de otras ecuaciones, ademas de la de Schur?

Con respecto a la segunda pregunta, nos referimos a estudiar otros uni-
versos algebraicos ademds del intervalo [n], particularmente el conjunto de
numeros naturales N, grupos ciclicos Z,, o grupos abelianos en general. Con
respecto a la tercera pregunta, en esta tesis, nos vamos a limitar a estudiar
ecuaciones lineales.

La mayoria de los resultados de tipo anti-Ramsey aritmético que se en-
cuentran en la literatura nos dicen que una caracteristica para que una colo-
racién no sea libre es que tenga todas sus clases crométicas suficientemente
grandes. Por ejemplo, Alekseev y Savchev en 1987 demostraron lo siguiente.

Teorema 3.10 (Alekseev y Savchev, 1987) Toda 3-colaracion equipar-
tita del intervalo [3n] contiene soluciones heterocromdticas de la ecuacion

de Schur.

Este teorema nos dice que no existen 3-coloraciones de [3n] con |A| =
|B| = |C| = n que sean libres. En otras palabras, podemos asegurar la exis-
tencia de ternas de Schur heterocromaticas en todas las coloraciones equi-
partitas , pero ;necesariamente deben tener las clases cromaticas la misma
cardinalidad para asegurar la existencia de ternas de Schur heterocromati-
cas? es decir jse puede relajar la condicién equipartita? Esta pregunta fue
resuelta en 1990 por Schonheim; quien demostrd que no existen coloracio-
nes libres de ternas de Schur con las tres clases cromaéticas de cardinalidad
mayor que n/4.

Teorema 3.11 (Schonheim,1990) Para toda 3-coloracion de [n] = R U
BUG, tal que:

min{|R|, |G|, |B[} > %,
existe una terna de Schur heterocromdtica. Ademds la cota es dptima

Como podemos ver, esta proposicion relajé la condicién de que la co-
loracién debe ser equipartita, y no sélo eso, sino que ademas, como vimos
en la seccién anterior, al decir que es 6ptima la cota nos dice que si una
clase cromatica tiene menos elementos entonces existe una coloracion donde
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no hay ternas de Schur heterocromaticas. En la siguiente proposicién de-
mostraremos que en efecto la cota del teorema 3.11 es 6ptima. Para ello,
exhibiremos coloraciones libres de ternas de Schur heterocromaéticas con la
cardinalidad de la clase cromatica mds pequena igual a 3. Como es usual,
para todo = € R, el piso de x, denotado por |z, es el entero mds grande
que es menor que o igual a x, es decir:

|z = max{k € Z|k < z};

y el techo de z, denotado por [z], es el entero mas pequeno que es mayor
que o igual a x, es decir:

[z] = min{k € Z|k > z}.

Proposicién 3.4 Sea n > 1 un entero fijo. Eziste una 3-coloracion de [n]
libre con respecto a la ecuacion de Schur con clases cromdaticas:

|A| = [%17 |B‘ = L%J? |O| = LRTHJ

Demostracion:
Consideremos la siguiente coloracién ¢ : [n] — {A, B, C} definida por:

A si 7 es impar,
c(i) =B sii<Feiespar,
C sii> 75 e es par.
Primero demostraremos que la coloracién c es libre de ternas de Schur he-
terocromaticas, y después demostraremos que sus clases cromadticas tienen
las cardinalidades que se indican.
Para demostrar que c es libre, consideramos {z,y,z} C [n] tal que x +
y = z. Si z es impar entonces z pertenece a A. Por paridad, tenemos que
alguno de z,y es impar y por lo tanto pertenece a A, entonces la terna
{z,y,z} no puede ser heterocromdtica. Ahora supongamos que z es par.
Por paridad tenemos que 6 x,y son pares 6 x,y son impares. Si x,y son
impares entonces los dos pertenecen a A y por lo tanto la terna {z,y, 2z} no
puede ser heterocromdtica. Si z,y son pares entonces en la terna {z,y, z}
no hay algin elemento de la clase croméatica A y por lo tanto no puede ser
heterocromatica. Por lo tanto c es libre con respecto a la ecuacién de Schur.
Ahora demostraremos que las clases crométicas de c¢ tienen las cardina-
lidades que se indican en la proposicién.
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= n=0 (mbd 4).
En este caso vemos que n es multiplo de 4. Entonces tenemos que la
mitad de los niimeros en el intervalo [n] son impares, luego |[A| = § =
[5]. Como n es divisible por 4 entonces en el intervalo [5] tenemos

que la mitad de los nimeros son pares, y por lo tanto |B| = § = [ %].
Ahora [C] = [n]—|A|—|B| =n—%—2 = 2 Pero | 22| = [242]| = 2.

» n=1 (mdéd 4).
En este caso vemos que n = 4k + 1, con k € Z, lo que nos implica
que n es impar y también que n — 1 es multiplo de 4. Entonces en el
intervalo [n— 1] hay 5 nlimeros impares y como n es impar, entonces
n [n] hay %1 +1 = "JQF numeros impares. Como n + 1 es multiplo
de 2, vemos que [2] = ™+, Por lo tanto |A| = f@}

Como n no es miltiplo de 2, entonces | 2| = 251, En el intervalo [%5}]
hay ”T_l nimeros pares. Luego [§] = Tl, ya que n — 1 es multiplo
de 4. Por lo tanto |B| = | §].

Por lo anterior tenemos que |C| =n — & — 224 = 221 Como n + 2
no es miltiplo de 4, entonces |22 | = | %] = 2. Por lo tanto |C| =

[242).

= =2 (méd 4.)
En este caso tenemos que n = 4k + 2, con k € Z, lo que nos implica
que n es multiplo de 2 pero no de 4. Entonces en el intervalo [n] hay
§ nimeros impares. Luego [§] = § y por lo tanto |[A| = [F].
Como n = 4k + 2, entonces 5 = 2k + 1, lo que implica que 7 es
impar. Como % es impar, entonces en el intervalo [7] hay 42 ndmeros

pares. Como n — 2 es miiltiplo de 4, entonces || = . Por lo tanto

1Bl = %]
Por lo anterior tenemos que |C| =n — 2 — 22 = 2 Como n + 2 es
miiltiplo de 4, entonces |2+2| = 2. Por lo tanto |C\ |22

» n=3 (mdd 4.)
En este caso vemos que n = 4k + 3, con k € Z, por consiguiente n es
impar, n — 1 es par y n — 3 multiplo de 4. Lo anterior nos implica que
en el intervalo [n — 1] hay 251 nimeros impares, entonces en [n] hay
nl = ”T‘H nuimeros impares. Como n no es miltiplo de 2, vemos
que [2] =2y por lo tanto [A| = [%1
n

Como n es 1mpar entonces | 5| = y por lo tanto en el intervalo
(5] hay L%J = "sz)’ nimeros pares, ya que n — 1 es impar. Como

n — 3 es multiplo de 4, entonces |2 | = "2 y por lo tanto [A| = |2].
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Por lo anterior tenemos que |C| =n — % — 223 = 28 Como n + 1

es miltiplo de 4, entonces [“+2| = 2t y por lo tanto |C| = [2+2].

O
A continuacién damos ejemplos particulares de las coloraciones descritas
en la prueba anterior.

Ejemplo 18 Las siguientes 3-coloraciones son libres con respecto a la ecua-
cion de Schur:

1. {1,2,3,4,5,6,7,8}.

2. {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

3. {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

4. {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}.
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Capitulo 4

Teoria anti-Ramsey en otros
universos

En el capitulo anterior vimos que los primeros resultados en la teoria anti-
Ramsey aritmética se efectuaron en intervalos de enteros positivos, ya que
los teoremas importantes en la teoria de Ramsey también fueron estudiados
en este tipo de intervalos. Como dijimos en el capitulo anterior es natural
e interesante preguntarnos si dichos trabajos se pueden extender a otras
estructuras algebraicas, tales como N, Z,, 6 Z,,.

4.1. Resultados en Ny 7Z,

En el ano 2001, en la sesion de problemas del Seminario de Combinatoria
de MIT, Rados Radoicic propuso la siguiente pregunta:

JSera cierto que toda 3—coloracién equipartita del intervalo [3n] contiene
una solucion heteraocromadtica a la ecuacion x + y = 227

Como vimos en el capitulo anterior, la respuesta es afirmativa. Sin em-
bargo, antes de ser probado tal resultado, se demostré su versién infinita [4].
Es decir, Jungic, Fox, Mohammad, Nesetril y Radoicic, estudiaron primero
la siguiente pregunta:

i Seré cierto que toda 3—coloracion equipartita de N contiene una
progresién artitmética de longitud tres heterocromatica?

La respuesta a esta pregunta también es afirmativa, es decir, toda 3-
coloracion equipartita de N contiene una progresién artitmética de longitud
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tres heterocroméatica. Mds aun, los autores probaron un teorema maés fuerte.
Pero antes de mencionarlo, definiremos el concepto de “densidad”de una
clase cromética.

Definicién 4.1 Sea ¢ una k-coloracion de N y A una clase cromdtica de c.
Se dice que A tiene densidad d si

o I 4]

n—oo n

d
Para entender mejor el concepto de densidad veamos el siguiente ejemplo

Ejemplo 19 Consideremos la siguientes 3-coloraciones de N:

1 sia=1 (mdd3),
c(i)=42 sia=3 (mdd 3),
3 sia=0 (mdd3).

En esta coloracion podemos ver que cada clase cromdtica representa
un tercio de N, es decir, cada clase cromdtica tiene densidad igual a
1
3
it)
1 sia=1,2,3 (méd6),
c(i)=¢2 sia=4,5(mdd6),
3 sia=6 (mdd6).

En esta coloracion podemos ver que la clase cromdtica X tiene den-
sidad %, la clase cromdtica Xo tiene densidad % y por ultimo la clase
cromatica X3 tiene densidad %.
En estos ejemplos podemos observar que cuando nos referimos a densi-
dad, estamos hablando de qué tanta parte de los nimeros naturales estamos
metiendo en cada clase cromdtica.

Ahora si enunciaremos el teorema, anteriormente mencionado

Teorema 4.1 (Jungic, Fox, Mohammad, NesSetril y Radoicic, 2003)
En toda 3-coloracion del conjunto de los nimero naturales N, cuyas clases
cromdticas tienen densidad mayor que é, existe una solucion heterocromdti-
ca a la ecuacion x +y = 2z.

Este teorema es equivalente a decir que si una 3-coloracién es libre con
respecto a la ecuacién x +y = 2z, entonces una de sus clases cromética tiene
densidad menor o igual a %.
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Notemos que el andlogo del teorema no es cierto, es decir, existen 3-
coloraciones con soluciones heterecrométicas a la ecuacién x+y = 2z, donde
alguna clase cromética tiene densidad menor o igual a %. Un ejemplo de ello
es la segunda coloracién del ejemplo 19, ya que 2 € X3, 4 € Xy y 6 € Xj.
Como corolario al teorema 4.1 se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 4.2 Para toda 3-coloracion de Z, = AU B UC, con

, n
min(| A}, |BJ, |C]) > &

existe una solucion heterocromdtica de la ecuacion x +y = 2z.

Demostracion:

Sea ¢ : Z, — {A, B,C} una 3-coloracién de Z,, con min(|A],|B|, |C]|) >
&+ Definamos una 3-coloraciéon ¢ de N como sigue: ¢(i) = c(i (méd n)).
Recordemos que Z,, es la coleccién de las clases de equivalencia médulo n,
entonces la coloracion ¢ lo Unico que estd haciendo es coloreando todos los
elementos de la clase de congruencia [i] del mismo color. Como la cardinali-
dad de cada clase cromdtica en ¢ es mayor a g, entonces cada clase cromatica
de ¢ tiene densidad mayor a %.

Por el teorema 4.1, tenemos que en la coloracion ¢ existe una solucion
heterocromaética a la ecuacién z +y = 2z. Pero recordemos que la coloracion
¢ coloreaba todos los elementos de una clase de congruencia médulo n del
mismo color, entonces existen z,y, z € Z,, pertenecientes a clases crométicas
distintas tales que x + y = 2z.

(]

Al igual que en los teoremas del capitulo anterior, podemos ver que para
asegurar la existencia de soluciones heterocromaticas, las clases cromaticas
deben de ser suficientemente grandes. La primera pregunta natural que sur-
gié a partir del teorema anterior fue:

;,Cuando la condicién min(|A[, |B|,|C|) > % se puede relajar?

Es decir jpara que valores de n se puede obtener una cota méas pequena?
Lo primero que se demostré fue que para n miltiplo de 6 la condicién es 6pti-
ma. La siguiente contruccion muestra que, en efecto, cuando n es multiplo
de 6 la cota es 6ptima.

Proposicién 4.1 Sea ¢ : Z,, — {A, B,C} una 3-coloracion de Z,, donde
n =0 (mdd 6), definida como:
A sii=1,2,4,5 (mdd 6),
c(i)=4 B sii=3 (mdd6),
C sii=0 (mdd6).
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entonces ¢ es una coloracion libre con respecto a la ecuacion r +vy = 2z y
’ . _-n
ademds min{|A|,|B|,|C|} = §.

Demostracion:

Claramente [A| = § y |B| = |C| = %. Demostraremos que c es libre
con respecto a la ecuacién = +y = 2z. Sea {x,y, 2} C Z, una solucién de
r+y =2z

i)

ii)

iii)

Si z € C, entonces z = 0 (méd 6), luego 2z = 0 (méd 6). Las sumas
posibles, médulo 6, entre elementos de A y B nunca nos daran 0, ya
que 1+3=4 (m6d 6),2+3 =5 (m6d 6),4+3 =1 (méd 6), 5+3 =2
(mdd 6). Por lo tanto en este caso no existe solucién heterocromaticas
de la ecuacion x + y = 2z.

z € B.

Como z € C, entonces z = 3 (méd 6). luego 2z = 0 (mdd 6). Las
sumas posibles, entre un elemento de A y un elemento de C' nunca nos
dardn 0, ya que 1+0 =1 (méd 6), 2+ 0 =2 (mdd 6), 44+ 0 =4 (mé6d
6) y 54+ 0 =0 (méd 6). Por lo tanto en este caso no existe solucién
heterocromaticas de la ecuacién x 4+ y = 2z.

z € A.

Como z € C, entonces z = 1 (méd 6), z = 2 (méd 6), z = 4 (mdd
6) 6 z =5 (méd 6), luego 2z = 2 (mdd 6), z = 4 (mdd 6), z = 2
(méd 6) 6 2z = 4 (méd 6). La tnica suma posible entre un elemento
de B y un elemento de C es 0+ 3, podemos ver que esta suma no nos
da ninguna opcién factible (méd 6), entonces en este caso no existe
solucién heterocromaticas de la ecuacién = + y = 2za y por lo tanto c
es libre con respecto a la ecuacion x + y = 2z.

d

En la figura 77 se muestran ilustraciones de la coloracién descrita ante-
riormente para los casos de n =6 y n = 12.

Cuando n no es miltiplo de 6, se pueden usar las propiedades algebraicas
de Z,, para mejorar el teorema 4.2. Un ejemplo de ello es el siguiente teorema:

Teorema 4.3 (Jungic, Fox, Mohammad, NeSetril y Radoicic, 2003)
Sea n un entero impar y sea q el divisor primo mas pequenio de n. Entonces,
para toda 3-coloracion Z, = AU BUC, con

, n
min(|Al, [Bl,[C]) > pt

existe una solucion heterocromdtica de la ecuacion x +y = 2z.
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N
N

Figura 4.1: Zg y Z12

En otras palabras, lo que nos dice este resultado es que, para n impar
en los casos en que ¢ (el divisor primo mas pequeno de n) sea 3 6 5, la cota
de % del teorema 4.2 se puede mejorar. Para facilitar la comprension de este
tipo de resultados veamos la siguiente definicion.

Definicién 4.2 Sea n un entero positivo. Definimos m(n) como el mayor
entero positivo tal que existe una 3-coloracion de Z, = AU B U C, con
min{|A|, |B|,|C|} = m(n), libre con respecto a la ecuacion x +y = 2z.

Utilizando esta notacion, lo siguiente es un resumen de lo que hemos
visto:

» Teorema 4.2 = m(n) < § para toda n.
» Proposicién 4.1 = m(n) > § para n =0 (mdd 6).
= Teorema 4.2 + Proposicién 4.1 = m(n) = § paran =0 (mdd 6).

» Teorema 4.3 = m(n) < g para toda n impar, donde ¢ es el divisor
primo mas pequeno de n.

= Teorema 4.2 + Teorema 4.3 = m(n) < min{f, 2} para toda n impar,
donde ¢ es el divisor primo mas pequeno de n.

El encontrar el valor exacto de m(n) para toda n result6 ser un problema
interesante, el lector interesado puede consultar “The structure of rainbow-
free colorings for linear equations on three variables in Z,” [3]. En este trabajo
de tesis nos restringiremos al caso en que n es un numero primo, es decir,
trabajaremos con el grupo abeliano Zj,.
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4.2. El grupo abeliano de orden primo: 7Z,

Para comenzar, veamos qué nos dice el teorema 4.3 en el caso en que n
es un nimero primo. Observese que si n = p ndmero primo, entonces ¢ = p
y L=
Teorema 4.4 (Jungic, Fox, Mohammad, NeSetril y Radoicic, 2003)
Sea p primo. Entonces, para toda 3-coloracion Z, = AU BUC, con

min(|A[, [Bl,|C]) > 1
existe una solucion heterocromdtica de la ecuacion x +y = 2z.

Lo que nos dice el resultado anterior es que en Zj, las 3-coloraciones libres
a la ecuacién z + y = 2z, si es que existen, deben tener al menos una clase
cromética de cardinalidad uno. En otras palabras, m(p) < 1 para todo p
primo.

En la teoria de Ramsey es comtn que se utilicen como herramienta teo-
remas clasicos de la teoria Aditiva de Numeros. En la teoria anti-Ramsey,
recientemente también se ha demostrado que estas herramientas son muy
utiles. En el capitulo siguiente estudiaremos tales herramientas.

Con estas técnicas se probd recientemente un resultado que caracteriza
las 3-coloraciones de Zj, libres con respecto a cualquier ecuacién de 3 varia-
bles [3] El teorema que nos habla de esto es muy complejo y como en este
trabajo de tesis solamente trabajaremos con la ecuacién de Schur, no hace
falta enunciarlo.

Como trabajaremos con la ecuacién de Schur, nos es importante pre-
guntarnos si existe un teorema en Z, andlogo al teorema de Schur, es decir,
jsera cierto que para cualquier 3-coloracién de Z,, existe una terna de Schur
heterocromatica? La respuesta a esa pregunta es no; y los siguientes son
ejemplos de ello:

Ejemplo 20 Z7; = AUBUC, con A ={0}, B={1,2,5,6} y C = {3,4}
no contiene ternas de Schur heterocromdticas.

Ejemplo 21 Z1; = AUBUC, con A = {0}, B = {1,3,8,10} y C =
{2,4,5,6,7,9} no contiene ternas de Schur heterocromdticas.

Como podemos ver en estos ejemplos, para que no haya ternas de Schur
heterocromaéticas, necesariamente una clase cromética debe ser muy pe-
quena, de hecho observemos que en los dos ejemplos anteriores la clase
cromética mas pequena siempre es {0}.
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Para saber cémo deben de ser las 3-coloraciones para que existan ternas
de Schur heterocromaéticas se deben estudiar las coloraciones libres, ya que
son éstas las que no nos permiten un teorema andlogo al teorema de Schur.

El resultado principal de este trabajo de tesis es el siguiente teorema que
nos exhibe la estructura de las clases cromadticas en una 3-coloraciéon de Z,
libre con respecto a la ecuacién de Schur.

Teorema 4.5 Una 3-coloracion de Z, = AU B U C es libre si y solo si
A={0}, B=-ByC=-C

Este resultado es un caso particular de dos teoremas que se encuentran en
la literatura [3],[7]. La aportacién de este trabajo de tesis serd proporcionar
una demostracién alterna utilizando también los teoremas de la teoria aditiva
de ntimeros, pero dichos teoremas se abordaran desde la perspectiva de un
concepto nuevo que introduciremos en el siguiente capitulo.
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Capitulo 5

Teoria aditiva de numeros
version trios

En este capitulo abordaremos los elementos necesarios de la teoria adi-
tiva de niimeros que usaremos para demostrar el teorema principal de este
trabajo de tesis. Empezaremos por definir el conjunto suma de dos o més
conjuntos y demostraremos sus propiedades mas elementales. Después defi-
niremos el concepto de trio, el cudl, es el concepto mas importante en esta
tesis, ya que con él se dard una demostracion original del teorema princi-
pal. Y finalmente enunciaremos los teoremas clasicos de la teoria aditiva de
numeros; que son el teorema de “Cauchy-Davenportz el teorema de “Vos-
per”. Enunciaremos dichos teoremas en sus versiones clasicas y una nueva
version construida a partir del concepto de trio; veremos que las dos versio-
nes de los teoremas son equivalentes; y por ultimo se demostraran sélo la
versiones trio.

Todo el material contenido en este capitulo fue consultado del articulo “A
New Proof of Kemperman’s Theorem”[1], y del articulo “Una nueva mirada
a cuatro teoremas cldsicos en teorfa aditiva de nimeros”[8].

5.1. Definiciones

Definicion 5.1 Sea G un grupo y A; € G, con 1 < i < n. Al conjunto
Al + A+ ..+ Ay ={a1+ a2+ ... +an | a; € A;} se le conoce como el
conjunto suma de Ay, Ao, ..., Ap,.

Ejemplo 22 Sean A,B,C C Z7;, A = {0,1}, B = {2,3}, C = {1,3},
entonces A+ B+ C = {3,4,5,6,0}.
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De aqui en adelante trabajaremos sélo con el grupo ciclico Z;, de orden
primo.

Definicién 5.2 Dado g € Z,, al conjunto suma A+ {g} se le denota como
A+ g y se dice que es una traslacién de A.

Ejemplo 23 Sea A C Zy1 y g € Z11, con A = {1,2,3} y g = 5, entonces
A+g=1{6,7,8}.

Definicién 5.3 Sea A C Z,,, entonces se define —A ={—a|a € A}.
Ejemplo 24 Sea A C Zos A ={1,3,15,18} entonces —A = {22,20,8,5}.

Como podemos ver en los pasados ejemplos la cardinalidad de A, de —A,
y de A 4 g es la misma, asi que esa es nuestra primera proposicion.

Proposicién 5.1 Sea A C Z, y g € Z,, entonces |A| = | — A|=|A+g¢|.
Demostracion:

Demostraré que existe una biyeccién entre A y —A. Sea ¢ : A — —A
definida como ¢(a) = —a. Para confirmar la inyectividad tomamos x,y € A

tales que ¢(z) = ¢(y) entonces:

z—y=0
x4+ (—-y)=0

luego —y es el inverso de z y como los inversos son tnicos entonces x = y.
Para verificar la suprayectividad notemos que, por definicién de —A, para
todo x € —A existe —x € A tal que ¢(—z) = —(—z) = x. Entonces ¢ es
biyectiva y por lo tanto |[A| = | — A.

Ahora, demostraré que existe una biyeccién entre A y A 4+ g. Sea ¢ :
A — A+ g definida ahora como ¢(a) = a + g. Empezaré a verificar la
inyectividad de ¢. Sean z,y € A tales que ¢(x) = ¢(y), entonces:

rT+g=y+g
r =1

La suprayectividad se cumple ya que, por definicién de A+g, siz € A+g
entonces z = a+g para algiin a € A, luego ¢~ !(z) = a. Entonces concluimos
que ¢ es biyectiva y por lo tanto |A + g| = | 4]
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A continuacién enunciaremos el concepto méds importante de este trabajo,
con el cual trabajaremos a lo largo de toda la tesis. Este concepto fue intro-
ducido en “A New Proof of Kemperman’s Theorem”[1], con la finalidad de
simplificar el enunciado y la prueba del teorema estructural de Kemperman.

Definicién 5.4 Sean A, B,C C Z, no vacios, si 0 ¢ A+ B+ C diremos
que (A, B,C) es un trio.

Ejemplo 25 Sea A,B,C C Z11 con A = {1,2,3}, B = {4,7,9} y C =
{7,8}, entonces A+B+C = {1,4,6,2,5,7,3,8,9}, aqui vemos que (A, B,C')
es un trio.

Ejemplo 26 Sean A,B,C C Z1; con A ={1,2}, B ={4,5} y C = {3,4}
entonces A+ B+ C = {8,9,10,0}, aqui vemos que (A, B,C) no es un trio.

Un pregunta natural es: ; Dado un trio, cudl es la relacion entre los conjuntos
que lo conforman? 6 ;jEn un trio, puedo expresar un conjunto en términos
de los otros dos? La respuesta a estas preguntas nos la da la siguiente pro-
posicién.

Proposicién 5.2 Si (A, B,C) es un trio en Z;, entonces:
1. ACG\—-(B+C0O)
2. BCG\—-(A+0O)
3. CCG\—-(B+A)

Demostracion:

Demostraremos 1 por contradiccién. Supongamos que A ¢ G\ —(B+C),
entonces AN —(C + B) # (. Sea a € AN —(B + C), entonces el elemento
a € A se puede expresar como a = —(b+c) para algin —(b+c¢) € —(B+C)
conbe ByceC,luego a =—b— centonces a + b+ ¢ =0, lo cual es una
contradiccién ya que (A, B,C) es un trio. Por lo tanto A C G\ —(B + C).
Las demostraciones de 2 y 3 son andlogas.

O

En esta tesis nos interesa saber la relacién que hay entre la cardinalidad
del conjunto y las cardinalidades de los conjuntos sumandos y es por eso
que definimos lo siguiente.

Definicién 5.5 Sean A, B C Z,,. La deficiencia de la pareja (A, B) se define
como:
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d(A,B)=|A|+|B| —|A+ B.

Ejemplo 27 Sean A, B C Zi7 con A ={0,1,15,16}, B ={0,1,7}. Enton-
ces A+ B={0,1,2,5,6,7,8,15,16}, aqui la deficiencia de (A, B) es:

5(A,B)=|A|+|B|-|A+B|=4+3-9
§(A,B) = =2

Ejemplo 28 Sean A,B C Z1; con A = {4}, B = {0,1,7}. Entonces A +
B = {4,5,0}, aqui la deficiencia de (A, B) es de:

5(A,B)=|A|+|B|-|A+B|=1+3-3
5(A,B) =1

En en el ejemplo 6 vemos que, respecto a las cardinalidades, el conjunto
suma es mucho mas grande que los conjuntos que lo formaron, mientras que
en el ejemplo 7 pasa al contrario, el conjunto suma es pequeno conforme a
las parejas que lo formaron.

Definicién 5.6 Se dice que (A, B) tiene suma pequeha o que es pareja
critica si §(A, B) > 0.

Como dijimos anteriormente estamos interesados en aquellas ternas de
conjuntos (A, B, C') llamadas trios, y en las cardinalidades de los conjuntos
que los conforman. Por esta razon extendemos la definicién anterior a trios,
aunque a primera vista no parezcan conectadas las dos definiciones mas
adelante veremos su relacion.

Definicién 5.7 La deficiencia de un trio (A, B,C) en Z, se define como:

Si §(A, B,C) > 0 entonces el trio es critico.

5.2. El teorema de Cauchy-Davenport

Un teorema muy importante en la Teoria Aditiva de Nimeros es el teo-
rema de Cauchy-Davenport que nos dice qué tan pequeno puede llegar a ser
el conjunto suma de una pareja (A, B) respecto a los conjuntos A y B. El
siguiente teorema fue probado originalmente por el famoso matemaético Au-
gustin Louis Cauchy (1789 -1857). Posteriormente, el mismo resultado, fue
redescubierto por Harold Davenport (1907 - 1969). Actualmente, el teorema
se conoce como el teorema de Cauchy-Davenport.
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Teorema 5.1 (Teorema de Cauchy-Davenport, version cldsica) Sean
A y B subconjuntos no vacios de Zj, entonces:

A+ B| = min{p,|A| + |B| - 1}.

Lo que nos dice este teorema es que la carnalidad de un conjunto suma
|A+ B| es mayor o igual a |A| 4 |B| — 1 excepto cuando A+ B sea todo Z,,.
Para entender esto necesitamos la siguiente proposicion.

Proposicién 5.3 Sean A, B C Z,. Si |A| + |B| > p entonces A+ B = 7Z,,.

Demostracion:

Es claro que A + B C Z,,. Para demostrar que Z, C A+ B sea g € Z,
entonces |g — A| = |A|. Como |A| + |B| > p entonces |g — A| + |B| > p. Por
lo anterior y el principio de las casillas tenemos que (g — A) N B # (), luego
existen a € A y b € B tales que g — a = b, entonces ¢ = a + b. Esto es para
todo g € Zj, lo cual implica que Z, C A+ B y por lo tanto A + B = Z,.

O

Notemos que el regreso de la proposicién no es cierto, es decir, que si el
conjunto A+ B = Zj, con A,B C Zj,, entonces no necesariamente |A|+|B| >
p. Un ejemplo de esto es el siguiente:

Ejemplo 29 Sean A,B C Z11 con A ={0,1,4,7} y B ={0,1,2,3}. Pode-
mos ver que A+ B =711 y |A|+ |B| =8 <p=11.

Ahora si, con esta proposiciéon podemos enunciar el teorema de Cauchy-
Davenport de la siguiente manera:

Teorema 5.2 (Teorema de Cauchy-Davenport, version 2.) Sean A
y B subconjuntos no vacios de Zy, tales que |A| + |B| < p, entonces:

|A+ B| > |A| + |B| — 1.
Mas adelante veremos una version equivalente a estos teoremam utili-

zando el concepto de trio y daremos su demostracién en ese contexto. Antes
de eso veamos la equivalencia entre los teoremas 5.1 y 5.2.

Proposicién 5.4 Los teoremas 5.1 y 5.2 son equivalentes.

Demostracion:

Primero demostraré que el teorema 5.1 implica al teorema 5.2. Sean A, B
subconjuntos no vacios de Z, tales que |A| + |B| < p. Por el teorema 5.1
tenemos que:
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A+ B = min{p, |4 + |B| - 1}

Si el minimo fuera |A| + |B| — 1 entonces el teorema 5.2 ya se cumple.
Supongamos ahora que el minimo es p, es decir:

p<|A[+[B| -1
p+1<|A| + |B|
p <|A| + |B|

Lo cual es una contradiccién ya que por hipétesis |A| + |B| < p, luego el
min{p, |A| + |B| — 1} = |A| +|B| — 1 y por lo tanto el teorema 5.1 implica
al teorema 5.2.

Ahora probaré que el teorema 5.2 implica al teorema 5.1. Sean A, B
subconjuntos no vacios de Z,. Los conjuntos A, B tienen dos opciones: que
la suma de sus cardinalidades sea menor o igual a p, es decir, |A| + |B| < p,
o que la suma de sus cardinalidades exceda a p, es decir, |A| + |B| > p. A
continuacién analizaremos las dos opciones:

» Si |A| + |B| < p entones por el teorema 5.2:

|A+ B| > |A|+|B| -1 (5.1)

» Si|A|+ |B| > p entonces por la proposicién 5.3 tenemos que:

A+ B|=p (5.2)

En ambos casos tenemos que |A + B| > min{|A| + |B| — 1, p}, luego el
teorema 5.1 es consecuencia del teorema 5.2, y por lo tanto los dos teoremas
son equivalentes.

O

Si la desigualdad estricta se da, es decir, si |[A + B| > |A| + |B] — 1
obtenemos |A| + |B| — |A + B| < 1, entonces 6(A, B) < 1, luego la pareja
(A, B) no es critica, lo cual quiere decir que su suma no es pequena. Si se
cumple la igualdad, es decir, |A+ B| = |A| + | B| — 1, despejando obtenemos
|A| + |B| — |A+ B| =1, entonces §(A, B) = 1. De lo anterior inferimos que
el teorema de Cauchy-Davenport nos dice que una pareja critica en Z, a lo
mas puede tener deficiencia 1.

Antes de demostrar el teorema de Cauchy-Davenport (version trios) ne-
cesitamos primero definir el concepto de progresién aritmética y probar dos
proposiciones.
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Definicién 5.8 Sea A C Z,. Se dice que A es una progresién aritmética
con diferencia d y k términos si A={a+nd|0<n <k —1} cona € Zy.

Ejemplo 30 Sea A C Z3, con A = {1,4,5,8,11}. A primera vista A no
parece una progresion aritmética, pero si reescribimos A = {5,8,11,1,4},
vemos que A es una progresion aritmética con diferencia 3 y 5 términos que
micia en

Ejemplo 31 Sea A C Zy1, con A =1{0,2,4,7,9}. Si reescribimos a A como
A={7,9,0,2,4}, vemos que A es una progresion aritmética con diferencia
2 y b términos que inicia en 7

Proposicién 5.5 Sea (A, B,C) un trio critico en Z,. Entonces, para todo
91,92 € Zp, (A4 g1,B + 92,C — (g1 + g2)) también es un trio en Z, con
5(A3B30) = 5(A+91,B+92,C_ (gl +92))

Demostracion:

Sea (A, B, C) un trio critico en Z,. Primero demostraré que (A+ g1, B+
92,C — (g1 + g2)) es un trio. Supongamos que no lo es, es decir, existen
a+g1€A+g1,b+gp€B+gyc—(g1+92) € C—(g1+ g2) tales que:

atgr+b—gat+tc—g1—g2=0
luego
a+b+c=0

lo cual es una contradiccién ya que (A, B, C) es un trio.
Ahora demostraremos que 6(A, B,C) = 6(A+ g1, B+ g2,C — (g1 + 92))-
Sabemos que:
Al =4+ g1,
|B] = [B + g2,
IC = |C = (91 + g2)l,

entonces:

6(A+91,B+92,C—(91+92) = [A+ g +[B+g2| +|C = (91 +92)| = p
= |Al+[B[+[C|=p
=0(A,B,0)

y por lo tanto la deficiencia de los trios es la misma. O

Antes de continuar, recordemos que para todo a y d en Z, se verifica que
{a+nd:neN} =17,
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Proposicién 5.6 Sea (A, B,C) un trio en Z,, con 2 < |A| < |B| < |C|.
Entonces existen A', B',C" C Z,, con 2 < |A'| < |B'| <|C’| tales que:

1.0e AnDB.
2. A'\ B #0.
3. (A", B',C") es un trio con 6(A, B,C) =46(A',B',C").

Demostracion:
La demostracion procedera por casos, considerando las tres posibilidades
siguientes: (1) ANB #0y A\B #0; (2) ANB#0y A\ B =0; (3)

AN B =1({. A continuacién verificamos cada uno de estos casos:

Caso (1) Seanx € ANByye€ A\ B (sabemos que estos elementos
existen pues AN B # (0 y A\ B # (). Definimos:

A =A—2x,
B'=B-—u,
C'=C +2zx.

Notemos que el punto I se cumple pues x — x = 0 € A’ N B’. El punto
2 se cumple pues y —x € A’y y —x € B’. El punto 3 es consecuencia de la
proposicién 5.5 tomando g; = g3 = —x.

Caso (2) En este caso tenemos que A C B. Sean a y b, a < b, dos
elementos distintos de A (sabemos que existen pues |A| > 2). Parad = b—a
consideramos:

Agg={a,a+d,a+2d,...,a+nd}

la progresion aritmética més larga contenida en A que comienza en a y tiene
diferencia d. Sabemos que n > 1 pues a +d = b € A. De la misma forma,
consideramos:

B,q={a,b,a+2d,..,a+ (n+k)d}

la progresion aritmética mas larga, que comienza en a y tiene diferencia
d, contenida en B. En este caso sabemos que k > 0, y dado que B # Z,
entonces a + (n + k + 1)d ¢ B. Notemos que A, 4 C Bg g, |Agal =n+1y
|Ba,d| =n+ 1+ k. Definimos:

A =A—a,

B'=B—a—(k+1)d,
C'=C+2a+ (k+1)d.
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Veamos que el punto I se cumple pues a € A luegoa —a=0¢€ A,y
a+(k+1)d € Bluego a+(k+1)d—a—(k+1)d = 0 € B’. El punto 2 se cumple
pues nd € A’ (yaque a+nd € A) y nd ¢ B’ (para verificar esto supongamos
lo contrario, es decir, supongamos que nd € B’, entonces nd = b—a—(k+1)d
para algin b € B, pero despejando obtenemos b = a + (n + k + 1)d lo cual
es una contradiccién). El punto 8 es consecuencia de la proposicién 5.5
tomando g1 = —ay g2 = —a — (k + 1)d.

Caso (3) ANB =10. Como A# 0y B # (), entonces existen a € Ay
b € B. Definiendo A’ = A —ay B’ = B — b obtenemos que 0 € A’ N B’; de
aqui generamos dos nuevos casos: A’\ B’ £ 0y A"\ B' = 0.
Si A”\ B’ # () llegamos al caso 1y por lo tanto nuestros conjuntos deseados
son:

A=A—a
B'=B-b
C'=C+a+b

Si A"\ B’ = () aplicamos el caso 2 a A’,B’ y obtenemos los siguientes con-
juntos:

A=A —-d
B"=B —-d —(k+1)d
reescribiendo estos conjuntos en términos de A y B y anadiendo C”:
A'=A—a—d B"=B—-b—d — (k+1)d
C'=CHa+b+d+b+(k+1)d
y estos son nuestros conjuntos deseados. O

Ahora si ya estamos listos para demostrar uno de los teoremas que mé&s
usaremos en este trabajo de tesis.

Teorema 5.3 (Teorema de Cauchy-Davenport, version trios.) Todo
trio critico (A, B,C) en Z, satisface 6(A,B,C) = 1.

Demostracion:
Sea (A, B, C) un trio critico en Zj, con |A| < |B| < |C|. Se procedera por
induccién sobre |A|. Supongamos que |A| = 1. Como (A4, B,C) es critico

entonces §(A, B,C) > 0, en otras palabras:

|A|+[B|+[C| =p >0
1+|B|+|C|—-p>1
|B|+|C| >p
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Si |B| 4+ |C| > p entonces, por la proposicién 5.3, B + C = Z,, luego:
|IB+C|=p (5.3)
Por otro lado la proposicién 5.2 nos indica que:
Al <p—|B+C] (5.4)

Sustituyendo 5.3 en 5.4 obtenemos que |A] < 0 lo cual es una contradiccién
ya que |A| = 1. Entonces |B| + |C| = p, por lo tanto §(A4, B,C) = |A| = 1.

Supongamos ahora que |A| > 2. Por hipétesis de induccién, supongamos
también que la proposicién es cierta para todo trio (A’, B’,C’) con |A'| <
|B'| < |C''y |A] < |A]. Ademés, por la proposicién 5.6, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que 0 € ANBy g € A\ B. Como 0 estd tanto
en A como en B entonces la interseccién de A y B no es vacia, y como g
estd en A pero no en B entonces la interseccién tampoco es todo A, luego
0 < |[AN B| < |A]. Consideremos ahora los conjuntos AN By AU B.
Demostraremos que (AN B, AU B, () es un trio critico para posteriormente
aplicar la hip6tesis de inducién ya que |[A N B| < |A|.

Para demostrar que (AN B, AU B,C) es un trio basta demostrar que
(ANB)+(AUB)+C C A+B+C.Seaxz € (ANB)+ (AUB)+C
entonces t =a' +b +ccona’ € ANB, YV €¢ AUB,ceC. Comob € AUB
entonces b’ € A 6 b € B. SiV € B sabemos que ' € A, puesto que
a € ANDB, entonces v € A+ B+C. Sib € A sabemos que a’ € B, entonces
x € A+ B+ C. Por lo tanto, (ANB)+ (AUB)+C C A+ B+ C, luego
(AN B, AU B,(C) es un trio.

Para probar que (AN B, AU B, () es critico, observemos lo siguiente:

S(ANB,AUB,C)=|ANB|+|AUB|+|C|—p
=|ANB|+|A|+|B|-|AnB|+|C|—p
= |Al+[B|+|C|-p
=J(A,B,0)

Como sabemos que (A, B,C) es critico, entonces §(A4, B,C) > 0 y por lo
tanto (AN B, AU B,C) > 0, entonces (AN B, AU B,C) es un trio critico.
Como mencionamos anteriormente |A N B| < |A|, entonces aplicando la
hipétesis de inducién tenemos que §(ANB, AUB,C) = 1, luego (A, B,C) =
1, y por lo tanto todo trio critico tiene deficiencia exactamente 1.
O
Una vez demostrado el teorema de Cauchy-Davenport en su version trios,
veamos que este es equivalente a las versiones anteriormente presentadas.
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Proposicion 5.7 El teorema 5.3 y el teorema 5.2 son equivalentes.

Demostracion:

Demostraremos primero que el teorema 5.2 implica al teorema 5.3. Sea
(A,B,C) un trio critico en Z,. Si |A| + |B| > p, por la proposiciénb.3
obtenemos que A + B = Zj, lo que implica que —(A + B) = Z, y a su vez
que C = 0, lo cual es una contradiccién ya que (A, B, C) es un trio. Entonces
tenemos que |A|+ |B| < p, y por lo tanto se cumple la hipétesis del teorema
5.2 que usaremos mas adelante.

Como (A, B,C) es un trio critico entonces §(A, B,C) > 1. Queremos
probar que 0(A,B,C) = 1 asi que supongamos, por contradiccién, que
0(A, B,C) > 1, entonces:

|A|+ |B|+|C|>p+1 (5.5)
Por la proposicién 5.2 tenemos que:
ICl<p—|A+ B (5.6)
Ahora el teorema 5.2 nos dice que:
|[A+ B[ = [A]+|B| -1
|A|+|B| <|A+B|+1 (5.7)
Sustituyendo 5.6 y 5.7 en 5.5 obtenemos:

|A+B|+1+p—|A+B|>p+1
p+1>p+1

lo cual es una contradiccion, entonces §(A4, B, C') = 1, que es lo que queriamos

demostrar, y por lo tanto el teorema 5.3 es consecuencia del teorema 5.2.
Ahora demostraremos que el teorema 5.3 implica al teorema 5.2. Sean

A, B C Zj tales que |A| + |B| < p. Definimos C' = Z,, \ —(A + B) entonces:

ICl=p—|A+ B
Observemos que (A, B,C) es un trio, pues de lo contrario tendriamos:

=a+b+c
c=—(a+0b)

cona € A, b€ By ce C locual contradice la definicién de C.
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La deficiencia del trio (A, B, C) estd dada por:

=|A|+[B]+p—|A+ B[ —p
=[Al+|B| - |A+ B
El trio (A, B, C) puede ser critico o no. Si (4, B,C) es critico entonces
por el teorema 5.3, 6(A, B,C) = 1, luego:
|A|+ |B|—-|A+ B|=1
|A|+ |B] —1=|A+ B|
|Al+[B|-1<|A+ B|
por lo que el teorema 5.2 se verifica. Si (A, B,C) no es critico entonces
d(A, B,C) <0, entonces:
|A|+ |B|—|A+ B| <0
|Al+|B| < |[A+ B|
|A|+|B| —1<|A+ B|
por lo que el teorema 5.2 se cumple.
En consecuencia los dos teoremas son equivalentes.
O

Una vez probado el teorema de Cauchy-Davenport y sus equivalencias,
demostraremos tres proposiciones de gran utilidad en el resto del capitulo.

Proposicién 5.8 Sean A, B C Z, no vacios tales que |A| 4+ |B| < p. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

1. 6(A,B) =1.
2. |A+ B|=|A|+ |B| - 1.
3. (A, B) es una pareja critica.

Demostracion:
(1 = 2) Supongamos que 6(A, B) = 1. Esto quiere decir que |A|+ |B| —
|A+ B| =1, por lo tanto |A+ B| = |A| + |B| — 1.

(2 = 3) Supongamos que |A + B| = |A| + |B| — 1, entonces |A| + |B| —
|A+ B| =1, luego §(A4, B) =1y por lo tanto (A, B) es una pareja critica.

(8 = 1) Supongamos que (A, B) es una pareja critica, entonces:
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|A|+ |B| - |A+B| >0
|A|+ |B| - |A+B| >1

|A|+|B|—1>|A+ B| (5.8)
Por hipdtesis tenemos que |A| + | B| < p, entonces por el teorema 5.2:
|A+ B| > |Al+ |B|—1 (5.9)

De las desigualdades 5.8 y 5.9 obtenemos que |A|+ |B|—|A+B| =1y
entonces §(A, B) = 1.
O

Proposicién 5.9 Sea (A, B,C) un trio en Z,. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. 0(A,B,C) =1
2. Para todo {X,Y,Z} = {A,B,C} tenemos X =Z, \ —(Y + 2).
3. (A, B,C) es critico.

Demostracion:
(1 = 2)Sea {X,Y,Z} = {A, B,C}. Supongamos que §(4, B,C) = 1,

entonces:
I X|+ Y|+ |Z]—p=1 (5.10)

Notemos que |Y| + |Z| < p (de lo contrario, sustituyendo |Y|+ |Z| > p
en (5.10), obtenemos |X| < 1, una contradiccién). Entonces, podemos usar
el teorema 5.2, de donde:

Y+Z >Y|+|Z] -1 (5.11)
Sustituyendo 5.11 en 5.10 obtenemos:
X|+|Y+Z|+1-p>1
X|=p—|Y +2] (5.12)

Por otro lado, de la proposicién 5.2 sabemos que X C Z, \ —(Y + 2) y
por lo tanto:
X[ <p— Y +7] (5.13)

De 5.12 y 5.13 se infiere que | X| = p — |Y + Z|, y en consecuencia que
X=7Z,\-(Y +2).
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(2= 3)Sea{X,Y,Z} = {A, B,C}. Supongamos que X = Z,\—(Y+2),
entonces:

X|=p—|Y +Z (5.14)

Observemos que |Y|+|Z| < p (de lo contrario por la proposicién 5.3, tenemos

que |Y 4+ Z| = p y por lo tanto | X| = 0, lo cual es una contradiccién ya que
por definicién de trio | X| > 0). Por el teorema 5.2 tenemos que:

Y+Z|>|Y|+1|Z] -1 (5.15)
sustituyendo 5.15 en 5.14 obtenemos que:

I X|>p—|Y|+|Z|+1
X[+ Y[+]2]-p=1

0(A,B,C) >0y (A,B,C) es un trio critico.

(8 = 1) Supongamos que (A, B,C) es un trio critico. Por teorema 5.3,
(A, B,C) =1.
O
Ahora, lo interesante es que estas dos proposiciones se pueden unir me-
diante la siguiente proposicién.

Proposicién 5.10 Para toda pareja critica (A, B) existe un conjunto C C
Zp, tal que (A, B,C) es un trio critico, y para todo trio critico (A, B,C) la
pareja (X,Y) es critica, con X,Y € {A, B,C} distintos.

Demostracion:

Primero demostraré la primera parte de la proposicién. Sean A, B C Z,,
una pareja critica. Definimos a C = Z, \ —(A + B). Para demostrar que
(A, B,C) es un trio supongamos que no lo es, es decir, existen a € A,b €
B, c € C tales que a+ b+ ¢ = 0 que es lo mismo que ¢ = —(a + b), es decir,
hay un elemento en C' que se puede escribir como elemento —(A + B), o en
otras palabras, que C N —(A 4+ B) # 0, lo que es una contradiccién ya que
C =Zy\—(A+B). Por lo tanto (A, B, C) es un trio. Ahora para checar que
(A, B,C) es critico notemos que como A, B es una pareja critica entonces:

|A|+ |B]|—|A+B| > 1
|A|+|B| > |A+ B|+ 1. (5.16)
por otro lado C' = Z, \ —(A + B), entonces:
Cl=p—|A+B]
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|A+ B|=p—|C| (5.17)
Sustituyendo 5.17 en 5.16 obtenemos que:

Al + B[ >p—|C]+1
Al + [B|+[C|-p>1

5(A,B,C) > 1

5(A,B,C) >0

Luego el trio (A, B, C) es critico y ya encontramos nuestro C' que necesitaba-
mos.

A continuacién demostraremos la segunda parte de la proposicién. Suponga-
mos ahora que (A, B,C) es un trio critico. Por la proposicién 5.12, tenemos
que eso es equivalente a que X = Z, \ —(Y + Z), para todo {X,Y,Z} =
{A, B,C}. Pasando lo anterior en términos de cardinalidades, obtenemos:

I X|=p—1|Y + Z| (5.18)
por otro lado como (X, Y, Z) es un trio critico entonces:
IX|+ Y|+ |Z]-p>1 (5.19)
sustituyendo 5.19 en 5.18 obtenemos que:
p—|Y+Z|+|Y|+|Z]-p>1
Y+ |Z|-|Y +Z|>1
Y, 2)=|Y|+|Z|-|Y+2Z]| >1
yY,Z2)>1
(Y, Z) >0

Por lo tanto la pareja (Y, Z) es critica para todo {X,Y, Z} = {A, B,C}.
O

5.3. El teorema de Vosper

Dados dos subconjuntos en Z, ya sabemos qué tan pequeno puede ser
su conjunto suma. Una pregunta natural es: si sabemos que el conjunto
suma de dos conjuntos es pequeno ;Qué podemos decir de la naturaleza
de estos conjuntos? es decir, si el conjunto suma, es pequeno ;Cémo es la
estructura de sus conjuntos sumandos? La respuesta a esta pregunta nos lo
da el teorema de Vosper probado en 1956.
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Al igual que el teorema de Cauchy-Davenport, el teorema de Vosper tie-
ne varias versiones. Primero enunciaremos sus versiones y posteriormente
demostraremos que estas son equivalentes. La demostracién de las equiva-
lencias no se haran en forma de circulo sino se demostraran todas a modo
de ejercicio y ademas porque es importante ver la forma en que se conectan
una con otra.

Teorema 5.4 (Teorema de Vosper, version cldsica) Sean A, B € 7Z,
no vacios. Si |A|+ |B| =|A+ B|+1 y A+ B # 7Z, entonces alguna de las
siguientes condiciones se cumple:

1. min {|A],|B|} = 1.
2. B=17Zy\ (c—A) con c € Zy.
3. A, B son progresiones aritméticas con la misma diferencia.

Teorema 5.5 (Teorema de Vosper, version semicldsica) Sean A, B C
ZP con ‘A|>|B‘ =2 )

|[A+B|=[A]+[B]-1<p-2
Entonces A y B son progresiones aritméticas con la misma diferencia.

Teorema 5.6 (Teorema de Vosper, version trios) Sea (A, B,C) un
trio en Zy,. Si (A, B,C) es critico entonces alguna de las siguientes condi-
ciones se cumple:

1. min{[A],|B,[C[} =1
2. A, B,C son progresiones aritméticas con la misma diferencia.

Antes de demostrar las equivalencias, es necesario demostrar una propo-
siciéon mas.

Proposicién 5.11 Sea (A, B, C) un trio critico en Z, con A una progresion
aritmética de diferencia d. Entonces B y C' son progresiones aritméticas de
diferencia d.

Demostracion:

Sea (A,B,C) un trio critico en Zp, sea A una progresién aritmética
con diferencia d y sea X € {B,C}. Primero definiremos unos conjuntos
que nos serdn de mucha utilidad en la demostracién: A’ = AN(A+d) y
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X' = XU (X —d). Notemos que A’ + X' C A+ X, esto se da porque si
reA+X =(AN(A+4d)+ (X U(X —d)) entonces = a’ + b’ con
ad e AN(A+d)y b € (XU(X —d). Como t € (XU (X —d) entonces b’ € X
6V eX—d Sib € X entonces ) =bconbe X. Comoad € AN (A+d)
entonces a' € A, luego x = (b+a) € X + A. Si ¥ € X — d, entonces
b'=b—dconbe X.Comoa € AN (A+ d) entonces a’ = a + d entonces
r=b—d+a+d=>b+a,luegox € A+ X y por lo tanto A’ + X' Cc A+ X.
Lo que nos implica que:

A+ X' < |A+ X| (5.20)

Por otro lado como (A, B, C) es un trio critico entonces por la proposicién
5.10, la pareja (A, X) es critica y por la proposicién 5.7, el ser (A, X) una
pareja critica nos implica que:

A+ X|=|A|+|X]| -1 (5.21)
sustituyendo la ecuacion 5.20 en la ecuacién 5.21, obtenemos:
[Al+ X[ -1 =|A+ X]| > A"+ X'|
|A] +|X] = 1> |4+ X (5.22)
ahora aplicamos el teorema de Cauchy-Davenport a la pareja (A, X'):
|4+ X' > A+ X' -1 (5.23)
juntando las ecuaciones 5.22 y 5.23:

A+ | X]—1> A+ | X -1
=[AN(A+d)|+|XU(X —-d)| -1

Como A es una progresiéon aritmética de diferencia d y (A + d) es una
traslacién de A, entonces A y A+ d se intersectan en todos los elementos de
A menos uno, es decir, AN (A +d) = |A| — 1, luego:

Al +[X] = [AN (A + d)| + [X U (X - d)
= A= 1+ |X U (X —d)|

De aqui se concluye que:

|1 X|+1>|XU(X —d)
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Luego X es una progresion aritmética de diferencia d. Por lo tanto B, C' son
progresiones aritméticas de diferencia d.
]

Proposiciéon 5.12 FEl teorema 5.4 y el teorema 5.6 son equivalentes.

Demostracion:

Primero demostraremos el teorema 5.4 usando el teorema 5.6. Sean
A, B € Zy, no vacios tales que |A|+|B| = |A+ B|+1y A+ B # Z,. Por la
proposicién 5.8, (A, B) es una pareja critica. Definimos C' = Z, \ —(A + B).
Por hipétesis A + B # Z, entonces —(A + B) # Z,, luego C # (). Por
la proposicién 5.10 resulta que (A, B,C') es un trio critico, entonces por el
teorema 5.6 algunas de las siguientes condiciones se cumple:

1. min{|AL,|BJ, |C[} = 1
2. A, B, C son progresiones aritméticas con la misma diferencia.

Supongamos que la primera condicién se cumple. Si min{|Al,|B|,|C|} =
min{|A|, |B|} entonces el min{|A|,|B|} = 1 y por lo tanto llegamos a la
primera condicién del teorema 5.4. Si min{|A|, |B|, |C|} = |C| entonces |C| =
1, luego C' = {c}. Por la proposicién 5.9 sabemos que:

B=7,\—(A+c¢)
=Zp\(=A—c¢)
=Zp\ (—c—A)

implicando la segunda condicién del teorema 5.4.

Supongamos ahora que la segunda condicién se cumple, es decir 4, B, C
son progresiones aritméticas con la misma diferencia. Luego, en particular,
A, B son progresiones aritméticas con la misma diferencia y por lo tanto el
teorema 5.6 implica al teorema 5.4.

Ahora demostraremos que el teorema 5.4 implica el teorema 5.6.

Sea (A,B,C) un trio critico en Z,. Primero checaremos que las dos
hipotesis del teorema 5.4 se cumplen. Notemos que como (A, B, C) es criti-
co entonces por la proposicién 5.10: (A, B) es una pareja critica y por la
proposicién 5.8: |A| + |B| = |A+ B|+ 1 y por lo tanto la primera condicién
del teorema se cumple. Para comprobar la segunda hipétesis, veamos que
por la proposicién 5.9: 0 # C' = Z, \ —(A + B), entonces —(A + B) # Z,,
luego A+ B # Z, y por lo tanto las hipétesis del teorema se cumple. Como
se cumplieron las hipétesis podemos aplicar el teorema 5.4 que nos dice que
una de las siguientes condiciones se cumple:
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1. min {|A]|,|B|} = 1.
2. B=7Zy\c— Acon c € Z,.
3. A, B son progresiones aritméticas con la misma diferencia.

Supongamos que la primera condicién se cumple. Sabemos que
1 <min{|4|,|B],|C|} <min{|4|, |B|} =1,

entonces min{|A|, |B|,|C|} = 1y por lo tanto la primera condicién del teore-
ma 5.4 nos implica la primera condicién del teorema 5.6. Supongamos ahora
la segunda segunda condicién del teorema 5.4, es decir, B = Zj, \ (¢ — A) con
¢ € Zy. Por la proposicién 5.9, B = Z, \ —(A + C'), entonces:

Zp\(c=A)=Zp\ —(A+C)
c—A=—-(A+0).

Entonces |A| = |[A+ C| y |C| = 1, luego min{|A|, |B|,|C|} = 1y por lo
tanto se cumple la primera condicién del teorema 5.6.

Por 1ltimo supongamos la tercera condiciéon del teorema 5.4, es decir,
A, B son progresiones aritméticas con diferencia d. Por la proposicién 5.11: C
es una progresién aritmética con diferencia d. Por lo tanto los dos teoremas
son equivalentes. a

Proposicion 5.13 FEl teorema 5.4 y el teorema 5.5 son equivalentes.

Demostracion:

Primero demostraremos el teorema 5.5 usando el teorema 5.4. Sean
A,B C Z, con |A,|B] > 2y |A+ B| = |A|+|B| -1 < p— 2. Como
|A+ B| = |A| 4 |B| — 1 entonces por el teorema 5.4 tenemos que alguna de
las siguientes condiciones se cumple:

1. min {|A]|,|B|} = 1.
2. B=7Zy\ (c—A) con ¢ € Zy,.
3. A, B son progresiones aritméticas con la misma diferencia.

La primera condicién no se puede cumplir ya que por hipédtesis |A|, |B| > 2.
Supongamos que la segunda condicién se cumple, es decir:

B=17Z,\(A-c)=|B|=p-|A]
Bl +[A] =p
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lo cual es una contradiccién ya que |A| + |B| < p — 1. Entonces necesaria~
mente se debe cumplir que A,B son progresiones aritméticas con la misma
diferencia y por lo tanto el teorema 5.4 implica al teorema 5.5.

Ahora demostraremos que el teorema 5.5 implica al teorema 5.4. Sean
A, B € Zy, no vacios. Supongamos que |A|+|B| =|A+ B|+1 y ademés que
A+ B # Z,. La demostracion se efectuard por casos:

Caso (1) |A|,|B] > 2y |A|+ |B| =1 < p — 2. En este caso vemos que
son las hipétesis del teorema 5.5, entonces aplicdndolo tenemos que A, B son
progresiones aritméticas con la misma diferencia.

Caso (2) (|A| < 2,|B| < 2) 6 |A|+|B|—1 > p—2. Este caso lo haré en dos
partes: Cuando |A| < 2 6 |B| < 2. Sin pérdida de generalidad supongamos
que el que tiene cardinalidad menor a dos es A. Como 1 < |A| < 2, entonces
tenemos que |A| = 1, luego min{|A|,|B|} = 1 y por lo tanto se cumple la
segunda condicion del teorema 5.4.

Cuando |A| +|B| —1 > p—2. Como |A| + |B| —1 > p — 2 entonces:

Al + Bl = p (5.24)

ahora por hipétesis tenemos que A 4+ B # Z,,, entonces aplicando la propo-
siciéon 5.3 vemos que:

Al + Bl <p (5.25)
Juntando 5.28 y 5.29 obtenemos que:

Al +|Bl=p=|B|=p—|A] (5.26)

Por otra parte, como |A + B| = |A| + |B| — 1 entonces por la proposicién
5.8, tenemos que la pareja (A, B) es critica y ademds por la proposicién
5.10, existe C' C Zj tal que (A, B,C) es un trio critico. Aplicando ahora la
proposicién 5.9, vemos que:

\(C+)
\

Z,
Zy\ —C —
|B|=p |-C -

Juntando la ecuacién 5.26 con lo anterior:

A\

p—[-C—-Al=p-IA|
| -C—-Al=14
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entonces |C] = 1, lo que nos quiere decir que B = Z, \ (¢ — A), luego se
cumple la segunda condicién del teorema 5.4.

Juntando los resultados de nuestros tres casos llegamos a que si A, B € Z,
no vacios tales que |A|+|B| = |A+ B|—1y ademés que A+ B # Z, entonces
una de las siguientes condiciones se cumple:

1. min{|A[,|B|} =1
2. B=1Zy\ (c—A)
3. A, B son progresiones aritméticas con la misma diferencia.

Que es lo que querfamos demostrar, entonces el teorema 5.5 implica el teo-
rema 5.4 y por lo tanto los dos teoremas son equivalentes.
O

Proposicion 5.14 El teorema 5.6 y el teorema 5.5 son equivalentes.

Demostracion:

Primero demostraremos el teorema 5.6 usando el teorema 5.5. Sea (4, B, C)
un trio en Zj, tal que 6(A, B, C') = 1, es decir, un trio critico. Como (A4, B, C)
es un trio critico, por la proposicién 5.10 tenemos que la pareja (A, B) es
critica y por la proposicién 5.8, |A| + |B| — 1 = |A + B|. Continuaremos la
demostracién por casos.

Caso (1) |A],|B| > 2y |A| +|B| — 1 < p — 2. Este caso son las hipéte-
sis del teorema 5.5, entonces podemos aplicarlo y por lo tanto A, B son
progresiones aritméticas con la misma diferencia. Como A, B resultaron ser
progresiones aritméticas con la misma diferencia, entonces por la proposi-
cién 5.11 tenemos que C también es una progresién aritmética y ademaés
con la misma diferencia que A y B, y por lo tanto se cumple la segunda
condicién del teorema 5.6.

Caso (2) |A] <2,|B| <26 |A|+ |B|—1>p— 2. Este caso lo haremos
en dos partes. Primero supongamos que |A| < 2 é |B| < 2. Sin pérdida de
generalidad supongamos que |A| < 2, es decir, |A| = 1. Como B no es vacio

entonces |B| > 1, luego:
min{|A|, |B|} =1 (5.27)

Supongamos ahora que [A| + |B] —1 > p—2. Como |A| + |B|—1>p—2
entonces:

[Al+[B| = p (5.28)
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ahora por hipétesis tenemos que A 4 B # Z,,, entonces aplicando la propo-
sicién 5.3 vemos que:
Al +[B] <p (5.29)

juntando 5.28 y 5.29 obtenemos que:
Al + B[ =p (5.30)
como (A, B,C) es un trio con deficiencia 1, tenemos que:
(A, B,C)=1
AL+ 1Bl +1C]-p =1
Al +[B|+[Cl=p+1
sustituyendo la ecuacién 5.30 en la ecuacién anterior, obtenemos que:
ICl=1

juntando los resultados de las dos partes obtenemos que min{|A|, |B|, |C|} =
1 y por lo tanto se cumple la primera condicién del teorema 5.6. Entonces
vemos por los resultados de nuestros casos que si un trio tiene deficiencia 1
entonces una de las siguientes condiciones se cumple:

L. min{[A],|B|,|C[} =1
2. A, B, C son progresiones aritméticas con la misma diferencia.

Que es lo que queriamos demostrar, por lo tanto el teorema 5.5 implica al
teorema 5.6.

Ahora demostraré el teorema 5.5 usando el teorema 5.6. Sean A, B C 7Z,
con |Al,|B| > 2y |A+B| = |A|+|B|—1 < p—2. Como |A+B| = |A|+|B|—1,
entonces la pareja (A, B) es critica. Por la proposicién 5.10 tenemos que
existe C' C Zj, tal que (A, B,C) es un trio critico. Como (A, B,C) es un
trio critico entonces por el teorema 5.6 una de las siguientes condiciones se
cumplen:

1. min{|A],|B],|C[} =1
2. A, B, C son progresiones aritméticas con la misma diferencia.

Supongamos que la primera condicién es cierta. Por hipdtesis sabemos que
|A|,|B| > 2, entonces forzosamente |C| = 1. Como (A, B,C) es un trio
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critico tenemos que:

3(A,B,C) =1

Al + B[ +[C]-p=1

|JA|+|B|+1=p+1
A+ Bl =p

Lo cual es una contradiccién ya que por hipdtesis |A|+|B| < p—1, entonces
sélo se puede cumplir el segundo caso, es decir, necesariamente A, B, C son
progresiones aritmética con la misma diferencia y por lo tanto A, B son pro-
gresiones aritméticas con la misma diferencia. Por lo tanto los dos teoremas
son equivalentes.
O

Ya demostrado que estas tres versiones del teorema de Vosper son equi-
valentes entre si, procederemos a demostrar el teorema en su version trios.

Para demostrar el teorema de Vosper en su versién trios necesitamos
definir el concepto de conjunto de diferencias unicas y demostrar dos pro-
posiciones, ya que nos apoyaremos fuertemente en ellos.

Definicién 5.9 Sea A C Z,. Se dice que A es un conjunto de diferencias
Unicas si las tUnicas soluciones a la ecuacion a—a' = b—"b', con a,a’,b,b’ € A,
a#d yb#"b, son aquellas donde a =b ya' =V'.

Ejemplo 32 Sea A C Z7, con A = {3,4,6}. En este ejemplo podemos ob-
servar que A es un conjunto de diferencias unicas, ya que realizando todas
las restas posibles entre elementos diferentes de A vemos que éstas son dis-
tintas:

6-3=3
6—4=
4-3=
4—-6=5
3—-6=4
3—4=6

Ejemplo 33 Sea A C Z;11, con A = {1,2,4,5,8}. En este caso vemos que
A no es un conjunto de diferencias unicas ya que 8 —5=4—1= 3.

Lo que podemos observa en los ejemplos anteriores es que un conjunto de
diferencias tnicas es aquel conjunto en el cual las restas entre parejas de ele-
mentos distintos, siempre son resultados distintos. Otra observacién sobre
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este tipo de conjuntos es que son los conjuntos més alejados a ser progre-
siones aritméticas, ya que en las progresiones aritméticas siempre hay una
resta que se repite muchas veces, la diferencia de la progresién aritmética.
La siguiente proposicién nos dice cémo es la cardinalidad de un conjunto,
cuando uno de los conjuntos sumando es un conjunto de diferencias tinicas.

Proposicién 5.15 Sean A, B C Z, y supongamos que k < |A| < |B|. Si B
es un conjunto de diferencias unicas, entonces |A+ B| > k|B| —k(k—1)/2.

Demostracion:

Sean A, B C Z, tales que |A| < |B|y B un conjunto de diferencias tinicas;
sea k > 0 tal que k < |A| y sean aj,ag,...,ar € A. Primero construiremos
unos conjuntos, que seran de gran apoyo para la prueba, y posteriormente
veremos propiedades importantes de ellos.

Definimos el conjunto B; = (B + a;) \ (B + {a1,a2,...,a;-1}), con 1 <
1 < k. Por construccion podemos observar que B; C B + a; y ademds que
B; N Bj =0 para i # j , es decir, los conjuntos B; son disjuntos a pares.

Por las observaciones anteriores deducimos que:

BiUByU..UBy C(B+ai)U(B+a)U..U(B+a)
By UByU...UByy CB+{ai,as,..,ar}
|B1 UByU...UBy| <|B+ {a1,az, .., ax}|
|B1| + |Ba| + ... + |Bx| <|B + {a1, a2, .., a. }|

k

> |Bil < B+ {a1, a2, ., ax}| (5.31)
i=1

A continuacién aproximaremos la cardinalidad de cada conjunto B;. Pri-

mero recordemos que | |J A,| < > |Ay|. Ahora tenemos que:
k=1 k=1
|Bil = |B + ai| — [(B +ai) N (B + {a1, a2, ..., ai-1})
=|B|—|(B+a)N[(B+a)U(B+a)U..U(B+a;1)]
=|B|—|[(B+a)N(B+a)]U[(B+ai)N(B+a2)U..U[(B+a;)N(B+ai_1)]

IBil < |BI—((B+ag)(B-+ay) |+ (B-+a)0(B-+az) ..+ (B+a)(B+a; )|

(5.32)
Ahora veamos que |(B + a;) N (B + a;)| < 1, para todo i # j, lo cual lo
demostraremos por contradiccién. Supongamos que |(B+a;) N (B+a;)| > 2,
entonces existen x,y € (B+a;)N(B+a;) distintos. Luego z = b1 +a; = ba+a;
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y y = bg + a1 = by + a;, de donde obtenemos que by — by = a; —a; y
b3 — by = a; — a;, luego by — by = bz — by, lo cual es una contradiccién ya que
B es un conjunto de diferencias tinicas, por lo tanto |(B+a;) N (B+a;)| < 1.
Sustituyendo este resultado en la ecuacion 5.32, obtenemos que:

|B;| <|B|—(i—1) (5.33)
Ahora usaremos las ecuaciones 5.31 y 5.33 para llegar al resultado esperado:

‘A—{—B‘ > ’B + {al,ag, ...,ak}\
k
> Z|Bi|
=1

k
> (IB] - (i—1))
=1

k k
>3 1B - 36— 1)
=1 =1
SR

y por lo tanto:

|A+ B| > k|B| - Ht1)

Ejemplo 34 Sean A,B C Z7, con A ={3,4,6} y B ={1,4}. Como vimos
en el ejemplo 33 A es un conjunto de diferencias inicas y como 2 = |B| <
|A|, entonces podemos aplicar la proposicion anterior con k = 2, obteniendo:
|JA+ B|>2%x3—2x%1/2
|A+ B|>5

Sabemos que |A+ B| < |A| x|B| = 6.

Ejemplo 35 Sean A, B C Z11, con A ={1,3,9} y B ={0,1,9}, calculando
todas las restas posibles entre parejas de A:

9-3=6
9-1=8
3—-9=5
3—1=2
1-9=3
1-3=9
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de lo anterior, A es un conjunto de diferencias unicas. Tomando a k = 3
tenemos que:

|A+ B|>3%x3—-3%2/2
|A+B|>6

Proposicién 5.16 Sea B € Z, entonces |BN (B —g)| = |BN (B + g)|

Demostracion:

Para demostar que |BN(B—g)| = |BN(B+yg)|, basta demostrar que existe
una biyeccién entre BN(B—g) y BN(B+yg). Sea ¢ : BN(B—g) — BN(B+g)
definida como ¢(z) = x + g. Primero veré que ¢ esta bien definida, es decir,
¢(x) € BN(B+g).Seax € BN(B—g), entonces z € By z € (B—g). Como
x € B entonces z+ g € (B+g),y como x € B — g entonces existe b € B tal
quex=b—g,z+g=>b— g+ g=x, consecuentemente ¢(x) € BN (B — g)
y por lo tanto ¢ esta bien definida.

Ahora que ya verificamos que ¢ esté bien definida procederemos a demostrar
su inyectividad. Sean =,y € BN (B — g) tales que ¢(x) = ¢(y), entonces:

T+g=y+yg
r=y
Para probar la suprayectividad de ¢ consideremos y—g, con y € BN(B+g).
Como y € BN(B+g), entonces y € By y € (B+g). Como y € B en-
tonces x — g € (B —g), y como y € B + g entonces existe b € B tal que
y=b+g,y—g=b+g—g=y, consecuentemente y —g € BN (B—g)y

por lo tanto ¢~ 1(y) = y — g. Concluimos pues que ¢ es biyectiva y por lo
tanto|BN (B — g)| = |BN (B + g)|.

Después de haber demostrado las proposiciones anteriores continuaremos
con la demostracién del teorema de Vosper versién trios.

Teroema 6 (Teorema de Vosper, version trios) Sea (A, B,C) un trio
en Zy. Si (A, B,C) es critico entonces alguna de las siguientes condiciones
se cumple:

1. min{|Al],|Bl,|C|} =1
2. A, B,C son progresiones aritméticas con la misma diferencia.

Demostracion:
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Sea (A, B,C') un trio critico en Z, y supongamos sin pérdida de genera-
lidad que |A| < |B| < |C|. Supongamos que |A] = 1. Como 1 = |A| < |B| <
|C| entonces min{|A|,|B|,|C|} = 1 y por lo tanto se satisface la primera
condicion del teorema.

Demostraremos a continuacién por induccién sobre |A|...., que si 2 <
|A| < |B| < |C| entonces se satisface la segunda condicién del teorema.
Supongamos que |A| = 2. Como |A| = 2, entonces A = {a1,az}, luego A es
una progresién aritmética de tamano dos y diferencia ag—a1. Como A es una
progresién aritmética, por la proposicién 5.11 tenemos que B y C' también
son progresiones aritméticas de diferencia as —a1 y por lo tanto se satisface la
segunda condicién del teorema. Supongamos ahora que 3 < |A| < |B| < |C|.
Por hipétesis de induccién, supongamos también que la proposicién es cierta
para todo trio (A’, B, C") con |A'| < |B'| <|C'| y |A!| < |A].

A continuacién probaremos que ni B ni C' pueden ser conjuntos de di-
ferencias uinicas. Por contradicciéon supongamos que B es un conjunto de
diferencias tinicas. Por la proposicién 5.15, con &k = 3 tenemos:

|A+B| >3|B| -3 (5.34)
por hipétesis tenemos que 3 < |A| < |B| < |C|, entonces:
|B| >3

|B| + |B| + |B| > 3+ |B| + | 4|
3|1B| - 3> |A] + B

juntando lo anterior con la ecuacion 5.34:
|A+ B| > |A| + |B]. (5.35)

Por otra parte, como (A, B, C') es un trio critico entonces por la proposicién
5.9:
|C|=p—|A+ B (5.36)

sustituyendo la ecuacién 5.35 en la ecuacién 5.36 obtenemos:
Al + B[ +|Cl <p (5.37)

lo cudl es una contradiccién ya que (A, B, C) es un trio critico y por lo tanto
|A| + |B| 4+ |C| = p+ 1. Anédlogamente C no es un conjunto de diferencias
Unicas.

A continuacién definiremos unos nuevos conjuntos, a los cudles les aplica-
remos la hipotesis de induccién. Como B no es un conjunto de diferencias
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Unicas entonces existe g # 0 tal que by —b) = by—b,, = g, entonces by = g+
y ba = g+ b}, lo cuél nos dice que |BN (B + g)| > 2, andlogamente como C
no es un conjunto de diferencias tunicas entonces |C'N (C' + g)| > 2. A partir
de la observacién anterior definimos B’ = BN (B +g), C' = CU (C — g),
B"=BU(B—-g)y C"=Cn(C+g). Por construccién B',C", B" C" # .
Ahora demostraremos que (A, B',C") y (A, B”,C") son trios y para ello bas-
ta demostrar que B'+C' C B+Cy B"+C" C B+C.Seab +c € B'+(C’
conb € BN(B+g)yd € CU(C—g),entoncest’ € Byb' € B+g,yd € C
6cd €C—g.Sic e€C,comob € Bentonces b’ +c € B+C.Sic € C—g, co-
mo b’ € B+g, entonces existen b € B,y c € C talesqued = b+gyd = c—g,
luego V' +d =b+g+c—g=b+ce B+C, y porlo tanto B'+C’" C B+C.
Ahora sélo falta checar que B” + C” C B+ C. Sea b + ¢’ € B" + C” con
Ve BUB—-g)ydeCn(C+g),entoncesc” e Cycd" eC+g,yb'eB
6b" € B—g.Sib" € B, como ¢’ € C entonces b’ +c” € B+C.Sib’ € B—yg,
como ¢’ € C + g, entonces existen b € B,y ¢ € C tales que b =b—gy
d"=c+g luego '+ =b—g+c+g=b+ce B+ C,y por lo tanto
B"4+C"CB+C.

Para poder aplicar la hipdtesis de induccién sélo nos falta demostrar que
(A,B',C") y (A, B",C") son trios criticos, lo cudl haremos a continuacién,
encontrando la deficiencia de cada trio.

0(A,B',C") +6(A,B",C") =|A[+ BN (B+g)|+|CU(C—g)l-p
+ A+ |BU(B-g)[+[CN(C+g)l-p
2[A[+[BN(B+g)| + B[+ [(B—g)| - [BU(B+g)
+CI+(C=g)=[CU(CH+g)|+ICN(C+g)|—2p

por la proposicién 5.1, la proposicién 5.16 y ademds como (A, B,C) es un
trio critico tenemos que:

5(A,B',C") + §(A, B",C") = 2| A| + 2|B| + 2|C| — 2p
5(A,B',C") + 6(A,B",C") = 2

si (A, B’,C") < 0 entonces por la ecuacién anterior §(A, B”,C") > 2,
lo cuél es una contradiccién, ya que 0(A, B”,C") es a lo més 1, luego
d(A,B',C") =1y por lo tanto (4, B',C") y (A, B"”,C") son trios criticos.

Como B’ = BN (B + g) entonces B’ es un subconjunto propio de B y por
lo tanto |B’| < |B|, y ademés como |B| > 2 entonces podemos aplicar la
hipétesis de induccién al trio (A, B',C"), luego A, B', C' satisfacen la segun-
da condicién del teorema. Por anterior a A es una progresién aritmética y
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consecuentemente por la proposicion 5.11 tenemos que B,C también son
progresiones aritméticas con la misma diferencia de A, y por lo tanto si
2 < |A] < |B] < |C| entonces A, B,C son progresiones aritméticas con la
misma diferencia.
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Capitulo 6

La prueba version trios

En el presente capitulo resolveremos el problema principal de este trabajo
de tesis. El cudl consiste en encontrar todas las 3-coloraciones de Z, en
las que existen soluciones heterocromaticas a la ecuacién de Schur usando
como herramienta los teoremas clasicos de la teoria aditiva de ntimeros en
sus versiones trio. Para resolver este problema, caracterizaremos aquellas 3-
coloraciones libres a la ecuacién de Schur, es decir, caracterizaremos aquellas
3-coloraciones en donde no existen soluciones heterocromaticas a la ecuacion
de Schur. Para llegar al resultado esperado, empezaremos construyendo unos
trios que se derivan de nuestras coloraciones libres con respecto a la ecuacién
de Schur; posteriormente demostraremos una proposicién que nos sera de
gran utilidad para probar nuestro teorema objetivo.

Proposicién 6.1 Una 3-coloracion Z, = AU B UC es libre con respecto a
la ecuacion de Schur si y sélo si (X,Y,—Z) es un trio para todo {X,Y, Z} =
{A,B,C}.

Demostracion:

Primero demostraremos que si Z, = AU B U C es libre con respecto
a la ecuacién de Schur entonces (X,Y,—Z) es trio para todo {X,Y,Z} =
{A, B,C}.

Sea Z, = AU BUC una 3-coloracién libre con respecto a la ecuacién de
Schur. Entonces:

a+b#c
a+c#b
b+c#a

para todo a € A, b€ By c € C. Lo anterior implica que:
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a+b—c#0
a+c—b#0
b+c—a#0

lo cual nos dice que 0 ¢ A+ B—-C,0¢ A+C—-By0¢ B+C— A,
es decir, (4, B,—-C), (A,C,—B) y (B,C,—A) son trios y por lo tanto para
todo {X,Y,Z} = {A,B,C}, (X,Y,—Z) es trio.

Ahora demostraremos que si (X,Y, —Z) es trio, para todo {X,Y, Z} =
{A, B, C}, entonces la 3-coloracién Z, = AU B U C es libre con respecto a
la ecuacion de Schur. Procederemos por contradiccién.

Sea Z, = AUBUC una coloracién no libre tal que para todo {X,Y, Z} =
{A,B,C}, (X,Y,—Z) es trio. Como Z, = AUBUC no es libre con respecto
a la ecuacién de Schur, entonces existen x € X, y € Y y z € Z, con
{X,Y,Z} = {A,B,C}, tales que x + y = z; luego z +y — z = 0, es decir,
0 € X +Y — Z. Lo cual es una contradiccién ya que (X,Y, —Z) es trio.

O

Ya que construimos estos trios, que seran de gran utilidad en nuestro
teorema principal, continuaremos demostrando unas proposiciones de gran
importancia en nuestro resultado esperado.

Proposicién 6.2 Sea Z, = X UY U Z una particion de Z, tal que 0 € X
y (X,Y,—2) es trio. Entonces (X,Y U{0},—Z) es trio critico.

Demostracion:

Sea Z, = XUYUZ una particién de Z, tal que 0 € X y (X, Y, —Z) es trio.
Primero demostraremos que (X,Y U {0}, —Z) es un trio. Supongamos, por
contradiccién, que (X, YU{0}, —Z) no es trio. Entonces 0 € X+(YU{0})—Z,
es decir, existen x € X,y € YU{0} y z € Z tales que x +y — z = 0. Si
y € Y entonces tendriamos una contradiccién ya que (X,Y,—Z2) es trio. Si
y = 0, entonces x — z = 0, luego, z = z, es decir z € X N Z. Lo cual es una
contradicciéon ya que Z, = X UY U Z es una particién de Z,. Por lo tanto
(X, Y U{0},—2) es trio.

Ahora demostraremos que la deficiencia del trio (X,Y U {0},—Z2) es 1,
es decir, 6(X,Y U{0}, —Z) = 1. La deficiencia del trio (X,Y U{0},—2) es:

O(X, Y U{0}, =2) = [X| +[Y U{0} +[ = 2] = p
= [X[+Y[+1+12]|-p
=p+1-p
=1
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Con las dos proposiciones anteriores estamos listos para demostrar el
resultado principal en este trabajo de tesis.

Teorema 6.1 Una 3-coloracion Z, = AU BUC, con |A| < |B| < |C], es
libre con respecto a la ecuacion de Schur si y sélo si A = {0}, B=—B y
Cc=-C.

Demostracion:

Primero demostraremos que si en una 3-coloracién de Zj, las clases cromati-
cas son tales que A = {0}, B = —B y C = —C, entonces esa coloracién es
libre con respecto a la ecuacién de Schur.

Por contradiccién supongamos que Z, = AUBUC, con A = {0}, B = —B
y C'= —C, no es libre con respecto a la ecuacién de Schur. Entonces, existen
beByceCtalesqueb+0=c6b+c=0.5b+0 = ¢, entonces
tenemos una contradiccién ya que Z, = AU B U C es una particién de Z,.
Si b+ c =0, entonces b = —c, es decir, b € —C, lo cual es una contradiccién
yaque C = —-Cy Z,=AUBUC es una particién de Z,.

Ahora demostraremos que si una 3-coloracién es libre con respecto a la
ecuacién de Schur entonces sus clases cromaticas son tales que A = {0},
B=-By(C=-C.

Sea Z, = AU B U C una 3-coloracién libre con respecto a la ecuacién
de Schur. Entonces, por la propisicién 6.1, (X,Y, —Z) es un trio para todo
{X,Y,Z} = {A, B,C}. Sin pérdida de generalidad supongamos que 0 € X.
Por la proposicién 6.2 tenemos que (X,Y U {0},—Z) también es trio, y
mas aun es un trio critico. Luego, por el teorema de Vosper tenemos que
min{|X|, |[YU{0}|,|-Z|} =16 X, YU{0} y —Z son progresiones aritméticas
con la misma diferencia.

» Simin(|X|,|Y U{0},|—Z|) =1.

Podemos observar que como Z, = X UY U Z es una particion de Z,,
entonces Y # () y por lo tanto |[Y U {0}| > 2. Por lo anterior tenemos
que | X|=16|—-Z|=1.

Si |X| =1 tenemos que como 0 € X, entonces X = {0}. En este caso
obtenemos que nuestra coloracion libre con respecto a la ecuacion de
Schur tiene la forma Z, = {0}UY UZ. Como Z, = {0} UY UZ es libre
con respecto a la ecuacién de Schur, entonces y + z # 0, para todo
y€Yyze Z. Luego tenemos que y # —zy z # —y, paratodoy € Y
yz€Z esdecir YN—Z =0y ZN-Y = 0. Por lo tanto A = {0},
B=-By(C=-C.

Si|Z] =1. Como |Z| =1y 0 € X, entonces sea Z = {z} con z # 0,
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entonces —z € X 6 —z € Y. Si —z € Y entonces tenemos una con-
tradiccién ya que {—z, 2,0} es una terna de Schur heterocromatica y
Zp = X UY U {z} es libre con respecto a la ecuacién de Schur. Sea
—z € X. En este caso demostraré que nz ¢ Y para todo n € Z. Como
Zp = XUY U{z} es una particién de Z,, entonces z ¢ Y. Si 2z € Y, en-
tonces tenemos que {2z, —z, z} es una terna de Schur heterocromdtica,
lo cual es una contradiccién, luego 2z € X. Si —2z € Y, entonces tene-
mos que {—2z, z, —z} es una terna de Schur heterocromadtica, lo cual es
una contradiccién, luego —2z € X. Si 3z € Y, entonces {3z, —2z, z} es
una terna de Schur heterocromaética, por lo tanto 3z € X. Si -3z € Y,
entonces {—3z, 2,2z} es una terna de Schur heterocromadtica, luego
—3z € X. Continuando con este procedimiento llegamos que nz ¢ Y,
para todo n € Z. Como Z, es grupo, donde todo elemento es gene-
rador, entonces z genera a Z, y por lo tanto Y = (), lo cual es una
contradiccién ya que Y # (). Por lo tanto este caso no se da.

» Si X,YU{0} y —Z son progresiones aritméticas con la misma diferen-
cia.
Por el inciso anterior podemos suponer que |X|, Y U{0}|,|Z| > 2.
Como —Z es una progresién aritmética, entonces Z es una progresién
aritmética con la misma diferencia que —Z.
Como Z, es un grupo ciclico, donde cualquier elemento es generador,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que X,Y U {0} y Z son
progresiones aritméticas con diferencia 1.
Como Z, = X UY U Z es una particién de Z, forzosamente X =
{z,z+1,..,-1,0} y YU{0} ={0,1,...,—1,y}, 6 X ={0,1,,....,z} y
Yu{0} ={y,y+1,..,—1,0}
Por lo anterior, tenemos que nuestra 3-coloracién libre con respecto a
la ecuacién de Schur necesariamente tiene la forma Z, = {0,1,, ...,z —
LzyU{z+LlLz+2,..,y—2,y—1}U{y,y+1,...,—2,—1} 6 la forma
Zp=A{1,2,..,o—1,z}U{z+1,2+2,...,y—2,y—1}U{y,y+1,..,—1,0}.
Supongamos que Z, = {1,2,...,z — Lz} U{z+ 1,2+ 2,...,y — 2,y —
1} U{y,y+1,..,—1,0}, en este caso podemos ver que {1,z — 1,2} es
una terna de Schur heterocroma tica, lo cual es una contradiccion. El
caso Zp =1{0,1,,..,z —Lz}U{z+1,z+2,...,.y -2,y — 1} U{y,y +
1,...,—2,—1} es andlogo al enterior.
Por lo tanto este caso del teorema de Vosper no se da.

Por lo tanto si una 3-coloracién Z, = AUBUC, con |A| < |B| < |C|, es libre
con respecto a la ecuacién de Schur, entonces A = {0}, B=—-By C = -C.
g
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo a
futuro

Después de estudiar los teoremas clasicos de la teoria aditiva de niimeros
para encontrar coloraciones libres con respecto a la ecuaciéon de Schur, se
puede concluir brevemente que:

El introducir el concepto de trio en la teoria aditiva de nimeros en los
conjuntos suma, es una idea muy original y muy tutil ya que facilita la for-
mulacién y la demostracion del teorema de “Cauchy-Davenporz del teorema
de “Vosper”.

También dicho concepto, reduce la complejidad de demostrar el teorema
principal de esta tesis, ya que al aplicarlo reduce casos a trabajar y nos deja
una demostracion mas limpia.

Como esta constituida la demostraciéon del teorema objetivo de este tra-
bajo, seguramente se puede extender la prueba al caso general, es decir,
se puede usar la técnica, usada en esta tesis, para encontrar todas las
coloraciones libres con respecto a las ecuaciones lineales con tres incogni-
tas: “ai1x + aoy + asz = b’. EL caso donde b = 0, es decir, la ecuacién
a1z + asy + azz = 0; constituye un caso muy simple, el cual, intuitivamen-
te, se puede resolver casi de igual manera, como se resolvid en esta tesis el
caso de la ecuacién de Schur. El caso donde b # 0, es decir, el caso general,
constituye un caso mas complejo, pero de igual manera, se podria resolver
usando el concepto de trio.

El principal proyecto a futuro es el encontrar todas las coloraciones libres
respecto a ecuaciones lineales con tres incégnitas, pero en grupos abelianos
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en general. Ya que el usar el concepto de trio podria servir para encontrar
un teorema andalogo al demostrado en esta tesis.
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