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RESUMEN

El presente trabajo está dividido en tres partes, la primeraes una recopilación de
algunos teoremas importantes en la geometría euclidiana; teoremas que para su demostración
requieren de cierta perspicacia e ingenio. Es por eso que este capítulo fue llamado Geometría
euclidiana: La verdadera belleza de esta geometría.

El segundo capítulo, “Geometría hiperbólica: Conociendo un nuevo mundo“, con-
siste en introducir al lector al mundo hiperbólico, es decirdefinir el nuevo plano los modelos
que lo representan, además de los objetos matemáticos de estudio usados en ellos, entre los
que destacan las rectas, los puntos, los ángulos, los triángulos, etc. Con este capítulo se desea
lograr que el lector se familiarice con las construcciones en en el plano hiperbólico, así al
llegar al tercer capítulo no tendrá problemas para comprender las demostraciones que ahí se
hacen.

Finalmente, la tercer parte ”De lo euclidiano a lo hiperbólico: Toda una odisea“, se
estudian los análogos de algunos teoremas mencionados en elprimer capítulo para el plano
hiperbólico. Siendo éste el clímax del trabajo aquí presentado.

(Palabras clave:transformación, geometría, euclidiana, hiperbólica)
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I. INTRODUCCIÓN

A lo largo de mi vida, siempre me he preguntado ¿por qué la luz no viaja en forma
recta si es la forma más corta para llegar de un punto a otro?. Al adentrarme en el tema,
descubrí que ocurre porque el mundo en el que vivimos no respeta las leyes euclidianas a
mayor escala, es decir, localmente la distancia más corta entre dos puntos es una recta, pero
si vemos la distancia más corta entre dos planetas, dejará deserlo.

Fueron estos los motivos que me llevaron a estudiar una geometría diferente, en
este caso la hiperbólica. El pensar las cosas de otra forma, romper los esquemas y modelos
que ya tenemos gracias a años de estudio de la geometría euclidiana no es un paso fácil, a
menudo nos encontramos en problemas porque seguimos conceptualizados en la idea de que
todo es euclidiano. Sin embargo, con este trabajo, logré introducirme al menos un poco a ese
fascinante mundo nuevo.

1
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II. GEOMETRÍA EUCLIDIANA: EL INICIO

II.1. La verdadera belleza de esta geometría
Echando un vistazo rápido en los conceptos básicos que forman la geometría eucli-

diana, uno se puede topar con ciertos teoremas elegantes, llamados así debido a que cons-
truyen a partir de conceptos muy básicos otros muy complejos. A lo largo de este capítulo,
se concentra una recopilación de algunos de estos teoremas,de los cuales más adelante se
buscará su correspondiente en la geometría hiperbólica y encaso de no haberlo, se darán los
motivos.

II.1.1 Teoremas de Ceva y Menelao

Concurrencia y colinealidad son dos propiedades muy comunes en geometría, las
cuales no sólo ayudan a demostrar otras propiedades sino quetambién son útiles para cons-
truir conceptos nuevos. Dos teoremas que las abordan de una forma muy simple y elegante,
son los mencionados en este apartado.

Giovanni Ceva fue un matemático e ingeniero italiano que realizó grandes trabajos
sobre mecánica y geometría, pero su mayor contribución, sinduda, fue el llamado Teorema
de Ceva.

Menelao de Alejandría, por su parte, fue un matemático y astrónomo griego que
vivió a finales del siglo I. Autor del tratado Sphaerica, en elque realizó un sistemático estudio
de las propiedades de los triángulos esféricos, que constituyen las bases de la trigonometría
esférica. Ambos teoremas son mencionados a continuación:

Teorema 2.1 (Ceva)DadosD, E y F en los ladosBC, AC y AB respectivamente de un
△ABC, tales que las rectasAD, BE yCF concurren en un punto, entonces

BD

DC
· CE
EA

· AF
FB

= 1 (2.1)

dondeBD denota la distancia del segmentoBD. Inversamente, si la relación anterior se
cumple para los puntosD,E yF en los ladosBC,AC yAB respectivamente de un△ABC
entonces las rectasAD, BE yCF son concurrentes.

Demostración SeanR y S las intersecciones deCF y BE con la paralela aBC que pasa
porA respectivamente, y seaO la intersección de las rectasBS y CR. Tomando los pares
de triángulos semejantes△AFR ∼ △BFC, △AES ∼ △CEB, △ROA ∼ △COD y
△BDO ∼ △SAO se tiene que:

AF

FB
=
RA

BC

3



R S

B D C

F E

A

O

Figura 2.1: Teorema de Ceva

BD

DC
=
AS

RA

CE

EA
=
BC

AS

de donde:
BD

DC
· CE
EA

· AF
FB

=
AS

RA
· BC
AS

· RA
BC

= 1

Siguiendo el razonamiento anterior de forma inversa, obtenemos el recíproco del teorema.

�

Teorema 2.2 (Menelao)Si una recta interseca la rectasBC, CA y AB de un△ABC, en
los puntosL, M yN respectivamente, entonces

AN

NB
· BL
LC

· CM
MA

= −1 (2.2)

Inversamente siL, M yN son puntos sobre los ladosBC, CA yAB de un△ABC, para el
cual se cumple la relación de arriba, entoncesL,M yN son colineales.

A

CB

N

M

L

P

Q

R

Figura 2.2: Teorema de Menelao
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Demostración SeanP , Q y R los pies de las perpendiculares desdeA, B y C respectiva-
mente a la recta que pasa porL, M y N . Nos fijamos en los pares de triángulos semejantes
△PAN ∼ △QBN , △BLQ ∼ △CLR, △APM ∼ △CRM , tenemos que:

AN

NB
=
AP

BQ

BL

LC
=
QB

CR

CM

MA
=
RC

AP

de donde:
AN

NB
· BL
LC

· CM
MA

=
AP

BQ
· QB
CR

· RC
AP

= −1

De igual forma, podemos llegar al recíproco del teorema si seguimos los pasos en forma
inversa.

�

II.1.2 Teoremas de Pascal y Brianchon

Continuando un poco con las propiedades de concurrencia y colinealidad, se pre-
sentan aquí un par de teoremas duales que nos hablan de dichaspropiedades relacinando
hexágonos y algunas secciones cónicas.

Blaise Pascal fue un matemático, físico, filósofo católico yescritor. Durante su vida,
hizo contribuciones importantes en diferentes áreas. En las matemáticas, por ejemplo, estudió
las secciones cónicas y produjo importantes teoremas en la geometría descriptiva, también,
en colaboración con Fermat, fundaron las bases de la teoría de la probabilidad. A la edad de
16 años, Pascal presenta una hoja de papel en una de las reuniones de Mersenne que contenía
una seria de teoremas de geometría descriptiva, incluyendoel hexagrama místico de Pascal
(ver teorema 2.3).

Charles Julien Brianchon fue un matemático, químico y militar francés, de quien se
desconoce gran parte de su vida. Se sabe que mientras estudiaba en la Escuela Politécnica
en París, publicó su primer artículo “Sur les surfaces courbes du second degré” (Sobre las
superficies curvas de segundo grado) en el periódico de la escuela, en el cual redescubría el
hexagrama místico de Pascal. No conforme con ello prueba también el teorema dual a éste,
llamado ahora, Teorema de Brianchon.

Para poder probar dichos teoremas, es necesario que antes semencionen algunas
definiciones y que se demuestren ciertos lemas que a continuación se exponen.

Definición 2.1 SeaC una circunferencia con centroO y radio r. Sea tambiénP un punto
cualquiera. Llamaremos potencia deP con respecto aC al número(PO)2 − r2 que es
constante (Fig. 2.3).
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P

O

r

Figura 2.3: Potencia de un punto

C1

C2P

MO O'

Figura 2.4: Eje radical de dos circunferencias

Lema 2.1 Dados dos circunferencias,C1 y C2, el lugar geométrico de los puntos que tienen
la misma potencia respecto a dichas circunferencias, es unalínea recta llamada eje radical
(Fig. 2.4).

Demostración SeanC1,C2 dos circunferencias no concéntricas, con centrosO,O′ y radios
r,r′ respectivamente. SeaP un punto tal que su potencia con respecto aC1 y C2 es la misma,
trazamos la rectaPM perpendicular a la línea de los centrosOO′ Entonces

PO2 − r2 = PO′2 − r′2

RestandoMP 2 en ambos lados, nos da

OM2 − r2 =MO′2 − r′2

y puesto queOM +MO′ = OO′, tenemos que

OM −MO′ =
r2 − r′2

OO′

Luego, sólo existe un puntoM enOO′ que satisface estas relaciones. Si tomáramos un punto
cualquieraN , de forma similar tendíamos

OM −OM ′ = ON −NO′

y esto es
ON −MN −MO′ = ON +MN −MO′
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asíMN = 0; es decir,N coincide conM . Por lo tanto, si un punto tiene potencia igual con
respecto a dos circunferenciasC1 y C2, está en una perpendicular a la línea de sus centros.
Siguiendo la forma inversa del razonamiento anterior podemos demostrar que si un puntoP
se encuentra en la recta perpendicular a la línea que une los centros de las circunferencias,
tiene la misma potencias respecto a ambas.

�

Teorema 2.3 (Pascal)SeanA, B, C, D, E, F los vértices de un hexágono inscrito en una
circunferenciaC. Y seanL, M y N las intersecciones de los lados opuestos de dicho hexá-
gono, es decir deAF conCD, FE conBC yAB conED respectivamente. Entonces,L,M
yN son colineales. A dicha recta se le conoce como línea de Pascal.

A
B

C
D

E

F

L

M

R

Q

P

N

Figura 2.5: Hexagrama Místico de Pascal

Demostración SeanP = EF ∩AB,Q = EF ∩CD y R = CD ∩AB. Usando el teorema
de Menelao en el△PQR con las rectasAF ,BC y DE, se tiene que:

PF

FQ
· RA
AP

· QL
LR

= 1

RB

BP
· QC
CR

· PM
MQ

= 1

PE

EQ
· QD
DR

· RN
NP

= 1

Multiplicando las ecuaciones anteriores tenemos que:

(

PF

FQ
· RA
AP

· QL
LR

)

·
(

RB

BP
· QC
CR

· PM
MQ

)

·
(

PE

EQ
· QD
DR

· RN
NP

)

= 1
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⇒ QL

LR
· PM
MQ

· RN
NP

·
(

PF

FQ
· RA
AP

· RB
BP

· QC
CR

· PE
EQ

· QD
DR

)

= 1 (2.3)

Además por potencia de los puntosP , Q y R con respecto a la circunferenciaC ,
tenemos que:

PF · PE = PA · PB
QF ·QE = QD ·QC
RA · RB = RD · RC

Sustituyendo en 2.3 se tiene que:

QL

LR
· PM
MQ

· RN
NP

·
[(

1

FQ
· PA · PB

PE

)

· RA
AP

· RB
BP

· QC
CR

· PE
EQ

· QD
DR

]

= 1

�

Definición 2.2 Dada la mediana de un triángulo, y la bisectriz en el mismo ángulo, la re-
flexión de la mediana con respecto a la bisectriz es llamada simediana (Fig. 2.6).

A

B

C

αα

Figura 2.6: Simediana de un triángulo

Lema 2.2 Dado un△ABC, inscrito en una circunferenciaC , y un puntoT fuera de ella,
tal queTB y TC son tangentes aC , entoncesAT es simediana del△ABC (Fig. 2.7).

hi

Demostración Prolongamos los ladosAB y AC del△ABC. SeaPQ la recta deAB aAC
que pasa porT , tal que

∠TBP = ∠BPT (2.4)

Se cumple que,
∠TBP = ∠BPT (2.5)
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TP Q

A

B C

Figura 2.7: Lema 2.2

por ser ángulos seminscritos. Además tenemos que

∠TBP + ∠CBT + ∠ABC = 180 (2.6)

y
∠ABC + ∠BCA+ ∠CAB = 180 (2.7)

Restando la ecuación (2.6) menos la ecuación (2.7), tenemos:

∠TBP + ∠CBT + ∠ABC − ∠ABC − ∠BCA− ∠CAB = 180− 180

⇒ ∠TBP + ∠CBT − ∠BCA− ∠CAB = 0

⇒ ∠TBP + ∠CBT = ∠BCA+ ∠CAB

pero por la ecuación (2.5)

⇒ ∠TBP + ∠CAB = ∠BCA+ ∠CAB

⇒ ∠TBP = ∠BCA (2.8)

Análogamente,∠ABC = ∠QCT . También tenemos que

∠PTB + ∠BTC + ∠CTQ = 180

⇒ 180− 2∠BCA+ 180− 2∠CAB + 180− ∠ABC − ∠TQC = 180

⇒ 360− 2∠BCA− 2∠CAB − ∠ABC = ∠TQC

⇒ 360− ∠BCA− ∠CAB − (∠BCA+ ∠CAB + ∠ABC) = ∠TQC

⇒ 360− ∠BCA− ∠CAB − 180 = ∠TQC

⇒ 180− ∠BCA− ∠CAB = ∠TQC

⇒ ∠TQC = ∠ABC (2.9)

Luego,△PTB, △BTC y △CTQ son isósceles y así,PT = BT = CT = QT . EntoncesT
es punto medio del segmentoPQ y con ello la rectaAT es mediana del△APQ. Tomando
las ecuaciones (2.4) y (2.8) se tiene que:

∠TBP = ∠BPT = ∠BCA

9



y por la ecuación (2.9)
∠TQC = ∠ABC

Luego,△ABC ∼ △AQP

∴ la rectaAT es simediana de△ABC

�

Definición 2.3 SeanA, B, C, D puntos sobre una recta como se muestra en la figura 2.8
tales queAC

BC
= −AD

DB
. Entonces diremos que los puntosC yD son conjugados armónicos de

los puntosA yB.

A BC D

Figura 2.8: Cuarteta armónica

Definición 2.4 SeaC una circunferencia yP un punto interior aC . Se traza porP una
recta que corta aC enA y B. SeaP ′ un punto sobre la rectaAB, tal queQ, A, P y B
son conjugados armónicos. El lugar geométrico de los puntosQ para todas las distintas
posiciones de la rectaAB es llamada recta polar del puntoP con respecto aC .

Lema 2.3 SeaABC un triángulo inscrito en una circunferenciaC . Y seaD un punto en el
arcoBC del lado opuesto al puntoA, tal queAD es simediana del△ABC. EntoncesCB
es simediana de△ACD.

A

B

C

D
N

M

Figura 2.9: Lema 2.3

Demostración SeaM sobreBC tal queBM =MC. SeaN enAD tal que

∠NCA = ∠DCB (2.10)

ComoAM es mediana del△ABC y AD simediana del mismo triángulo,

∠DAB = ∠CAM (2.11)
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Además,∠BDA = ∠BCA porque subtienden a la misma cuerdaAB. Luego,

△ABD ∼ △AMC (2.12)

Como tenemos (2.10), entonces∠BCA = ∠DCN y

∠ABC = ∠ADC (2.13)

ya que subtienden la misma cuerdaAC. Luego,

△ABC ∼ △NDC (2.14)

Por la ecuación (2.11), se tiene que∠MAB = ∠CAD y por la ecuación (2.13),

△ABM ∼ △ADC (2.15)

Así, por la ecuación (2.12) tenemos que

AB

AM
=
DA

CA
=
BD

MC

y por la ecuación (2.14)
AB

ND
=
BC

DC
=
CA

CN

⇒ AB ·DC = BC ·ND
además, por la ecuación (2.15),

AB

AD
=
BM

DC
=
MA

CA

⇒ AB ·DC = BM · AD
Al juntar las dos últimas ecuaciones, tenemos

BC ·ND = BM · AD

⇒ ND =
BM · AD

BC

pero comoM es el punto medio deBC, sabemos queBM
BC

= 1
2

entonces,

ND =
AD

2

⇒ ND =
AN +ND

2

⇒ ND − ND

2
=

AN

2

⇒ ND

2
=

AN

2
⇒ ND = AN

luego,N es punto medio deAD. Y así,CN es mediana de△ACD
∴ CB es simediana de dicho triángulo.
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Lema 2.4 SeanC una circunferencia yP un punto fuera de ella, trazamos las tangentes
desdeP haciaC y llamamosM yN a los puntos de tangencia. Entonces la rectaMN es la
polar deP con respecto aC .

PA

M

BC

N

Figura 2.10: Lema 2.4

Demostración Aplicando el Lema 2.2, la rectaAP es simediana del△AMN . Así como,
por el Lema 2.3MN es simediana del△AMB. Tomando el teorema generalizado de la
bisectriz en el△ABM , se tiene que:

CB

AC
=
MB sin θ

AM sin δ

⇒ AC

CB
=
AM sin δ

MB sin θ
(2.16)

Además por la ley de senos en el△ANB, se cumple que

sin θ

NB
=

sin δ

AN

⇒ sin δ

sin θ
=
AN

NB

sustituyendo ésta última igualdad en la ecuación (2.16)

⇒ AC

CB
=
AM

MB
· AN
NB

(2.17)

El △AMP y el △MBP son semejantes, debido a que∠MAP = ∠PMB por ser
seminscritos y ambos triángulos comparten el∠BPM . Análogamente△ANP ∼ △NBP .
Esto implica que

AM

MB
=
MP

BP
=

PA

PM
(2.18)

y
AN

NB
=
NP

BP
=
PA

PN
(2.19)
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Tomando la primera fracción y la última en la ecuación (2.19), y despejando se obtiene:

PA =
AN · PN
NB

Y tomando también la primera y la última fracción en la ecuación (2.18) y sustituyendo la
ecuación anterior, se tiene que:

⇒ AM

MB
=
AN · PN
NB · PM

peroPN = PM , entonces:
AM

MB
=
AN

NB

lo que al sustituir en la ecuación (2.17), nos da:

AC

CB
=
AN

NB
· AN
NB

luego,
AC

CB
=

(AN)2

(NB)2
. (2.20)

Ahora,
AP

BP
=
AP

NP
· NP
BP

que por la primer igualdad de la ecuación (2.19) implica:

AP

BP
=
AP

NP
· AN
NB

y tomando la primera fracción y la última de esa misma ecuación tenemos:

AP

BP
=
AN

NB
· AN
NB

⇒ AP

BP
=

(AN)2

(NB)2
.

Igualando la ecuación anterior con la ecuación (2.20), llegamos a:

AP

BP
=
AC

CB

⇒ AP

PB
= −AC

CB

Luego, la cuartetaA, C,B, y P es armónica.

∴ la rectaMN es la polar deP con respecto aC .
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P

X

p

x

A

B

Figura 2.11: Lema 2.5

�

Lema 2.5 SeanX, P puntos, y sus polares con respecto aC , x, p. Entonces,X está enp si
y sólo siP está enx.

Demostración

P ∈ x⇔ ExistenA,B ∈ C , tales queX, A, Py B son conjugados armónicos

⇔ AP

BP
=
AX

BX
⇔ X ∈ p

�

Lema 2.6 Tres puntos son colineales si y sólo si sus polares son concurrentes.

q

r

P

Q

R

p

O

Figura 2.12: Lema 2.6

Demostración SeanP ,Q,R puntos colineales yp, q, r las polares de cada uno respecto aC .
SeaO la intersección de la rectap con la rectaq. Por el lema 2.5, la polar deO con respecto
aC debe pasar porP y Q. Pero comoP ,Q y R son colineales, entonces por el mismo lema,
la rectar pasa porO. Luego las rectasp, q, r son concurrentes. Seanp, q, r las polares deP ,
Q y R concurrentes. LlamamosO al punto de concurrencia.O ∈ p, aplicando el lema 2.5,
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P ∈ o, dondeo es la polar deO con respecto aC . Análogamente,Q ∈ o y R ∈ o. LuegoP ,
Q, R son colineales.

∴ p, q, r son concurrentes si y sólo siP ,Q, R son colineales.

�

Teorema 2.4 (Brianchon) SeaABCDEF un hexágono formado por seis rectas tangentes
a una circunferencia. Entonces, los segmentosAD,BE yCF se intersecan en un solo punto
llamado punto de Brianchon.

A

B

C
D

E

F

Figura 2.13: Teorema de Brianchon

Demostración Por el lema 2.4, la polar deM respecto aC es la rectaFA que llamaremos
m. De igual forma,q = DC, r = ED, s = EF y n = AB. SeanX, el punto se intersección
de las rectasm y q, Y el de las rectasr y n, y Z el de las rectass y p. Por el lema 2.5,x debe
pasar porM y x debe pasar porQ, luego,x = MQ. Análogamentey = SP y z = NR. Por
el teorema de Pascal,x, y y z son colineales. Y por el lema 2.6, las rectasMQ, NR y SP
son concurrentes.

�

II.1.3 Teorema de Desargues

Durante el Renacimiento y ante la aparición de nuevos problemas en la ciencia apli-
cada, surgen, en el siglo XVII varios personajes clave en la recuperación de los conocimien-
tos geométricos griegos y en los nuevos enfoques que dieron lugar al nacimiento de la Ge-
ometría Proyectiva. Entre dichos personajes, destaca el matemático francés, Gérard Desar-
gues (1591-1661) quien más adelante fue considerado como uno de los padres de dicha dis-
ciplina. Aunque la mayor parte de su trabajo fue teórico, Desargues disfrutaba mucho con las
posibles aplicaciones de la geometría. Obtuvo resultados muy importantes en el estudio de
"la perspectiva", de hecho uno de los teoremas principales en esa rama de las matemáticas
fue descubierto por él y por supuesto lleva su nombre.
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A
B

C
D

E

F

Figura 2.14: Triángulos perspectivos desde un punto

Definición 2.5 Decimos que dos triángulos△ABC y △DEF son perspectivos desde un
punto, si las rectasAD,BE yCF concurren.

Definición 2.6 SeanL, M yN los puntos donde se cortan los pares de rectas, (AB yDE),
(BC y EF ) y (AC y DF ) de dos triángulos△ABC y △DEF dados. Decimos que los
triángulos son perspectivos desde una recta, si los puntosL,M yN son colineales.

A
B

C
D

E

F
�

� 	

Figura 2.15: Triángulos perspectivos desde una recta

Teorema 2.5 (Desargues)Si dos triángulos son perspectivos desde un punto entonces son
perspectivos desde una recta.

A
B

C
D

E

F
�

� �




Figura 2.16: Teorema de Desargues
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Demostración Sean△ABC y △DEF dos triángulos perspectivos desde un puntoO como
se muestra en la figura 2.16. Aplicando el teorema de Menelao en los triángulos△OCA,
△OCB y △OAB con las rectas que pasan por los puntosD, F y N ; E, F y M ; y E,D y L
respectivamente, se tiene que:

OF

FC
· CN
NA

· AD
DO

= −1

OF

FC
· CM
MB

· OE
EB

= −1

OD

DA
· AL
LB

· OE
EB

= −1

Multiplicando las tres igualdades, tenemos que:

OF

FC
· CN
NA

· AD
DO

· FC
OF

· CM
MB

· EB
OE

· OD
DA

· AL
LB

· OE
EB

= −1

⇒ CN

NA
· CM
MB

· AL
LB

= −1

∴ L,M , N son colineales.

�

Teorema 2.6 (Recíproco del Teorema de Desargues)Si dos triángulos son perspectivos des-
de un recta entonces son perspectivos desde una punto.

Demostración Dados dos triángulos△ABC y △DEF perspectivos desde una recta, como
se muestra en la figura 2.16, se quiere demostrar que son perspectivos desde un punto, es
decir, que sus lados correspondientes,AD,BE y CF concurren. SeaO el punto de intersec-
ción de las rectasAD y CF . Basta probar que la rectaBE pasa porO, es decir queO, B y
E son colineales. Notemos que los triángulos△LDA y △MFC son perspectivos desde el
puntoN . Así, aplicando el teorema de Desargues a dichos triángulos, se tiene queO,B y E
son colineales.

�

II.1.4 Teorema de Pappus

Pappus de Alejandría vivió entre los siglos III y IV. Originario de Alejandría, es
conocido como el último de los grandes geómetras griegos. Elconocimiento que se tiene
sobre su vida es muy limitado. Su obra principal, la Colección matemática, escrita hacia el
340, reviste una particular importancia desde el punto de vista histórico porque, además de
ser una exposición completa y sistemática de los conocimientos de su época, recoge frag-
mentos, a veces íntegros, de las obras que constituían los fundamentos de la enseñanza de las
matemáticas en la ciudad de Alejandría, hoy en gran parte perdidas. La Colección compuesta
por ocho libros, contiene una serie de problemas que introducen nociones geométricas impor-
tantes, como el foco de una parábola o la directriz de una cónica, y los enunciados de muchos
teoremas, entre ellos, el que expresa la superficie y el volumen de las figuras de revolución.
Dentro de dicha obra, se encuentra uno de sus teoremas que es considerado como la base de
diversas demostraciones en geometría proyectiva, el cual mostraremos a continuación.
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Teorema 2.7 (Pappus)SeanA, B y C tres puntos sobre una rectal yD, E y F tres puntos
sobre otra rectam. SeanP ,Q yR las intersecciones respectivas de las rectasAE conBD,
BF conCE yAF conCD. Entonces, los puntosP ,Q yR son colineales.

A

B

C

D E

F

P

� �

�

�

Figura 2.17: Teorema de Pappus

Demostración SeaL la intersección de las rectasAE y BF , M el punto donde las rectas
BF yCD concurren yN el punto donde se cortan las rectasCD yAE. Ahora, por el teorema
de Menelao en el△LMN , con la rectaBD tenemos:

LP

PN
· ND
DM

· MB

BL
= 1

con la rectaCE:
LE

EN
· NC
CM

· MQ

QL
= 1

con la rectaAF :
LA

AN
· NR
RM

· MF

FL
= 1

con la rectaAC:
LA

AN
· NC
CM

· MB

BL
= 1

con la rectaDF :
LE

EN
· ND
DM

· MF

FL
= 1
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Al multiplicar las tres primeras igualdades, y dividir todopor las dos últimas, se tiene:

LP

PN
· ND

DM
· MB

BL
· LE

EN
· NC

CM
· MQ

QL
· LA

AN
· NR

RM
· MF

FL

LA

AN
· NC

CM
· MB

BL
· LE

EN
· ND

DM
· MF

FL

= 1

⇒
LA

AN
· NC

CM
· MB

BL
· LE

EN
· ND

DM
· MF

FL

(

LP

PN
· NR

RM
· MQ

QL

)

LA

AN
· NC

CM
· MB

BL
· LE

EN
· ND

DM
· MF

FL

= 1

⇒ LP

PN
· NR
RM

· MQ

QL
= 1

lo que, nuevamente por el teorema de Menelao en el△LMN , quiere decir queP ,Q y R son
colineales.

�

II.1.5 Inversión

Existen diversas transformaciones que son muy utilizadas en las matemáticas, en
particular en las geometrías. Entre las más usadas, se encuentran la rotación, la reflexión y
la traslación. La inversión por su parte es un tipo transformación muy importante, debido a
que facilita la demostración de diversos teoremas. Para poder aplicarla, es necesario definir
una circunferenciaC , a la que llamaremos circunferencia de inversión. El radior de dicha
circunferencia será llamado el radio de inversión y su centoO el centro de inversión.

Decimos que dos puntosP y P1 son inversos con respecto aC (ver figura 2.18) si
además de ser colineales conO, se cumple que

OP · OP 1 = r2

Definida de esta forma, la inversión hace que todo punto, excepto el centro de inver-
sión, tenga un único punto inverso en el plano con respecto aC . Los puntos que estén en la
circunferencia de inversión, serán sus propios inversos. Ysiempre que tomemos dos puntos
inversos distintos, uno estará dentro de la circunferenciade inversión y el otro fuera.

Se puede definir la inversa de una figuraM , como la figuraM1 formada por todos
los inversos de los puntos de la figuraM .

Teorema 2.8 SeanP y P1 dos puntos inversos con respecto aC . LlamemosA y B a los
puntos donde la rectaOPP1 corta aC . Entonces los puntosA, P1 B y P son conjugados
armónicos.

Demostración ComoP y P1 son puntos inversos, tenemos queOP · OP 1 = r2 = OA2, lo
cual nos dice queA, P1, B y P son conjugados armónicos.

�

Teorema 2.9 El inverso de una línea recta que no pasa por el centro de inversión, es una
circunferencia que sí pasa por dicho punto. Recíprocamente, el inverso de una circunferencia
que pasa por el centro de inversión, es una recta que no pasa por ese punto. Más que eso,
la línea recta es perpendicular al diámetro de la circunferencia que pasa por el centro de
inversión.
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A BP P
1

O

Figura 2.18: Puntos inversos

A

P

P
1

�
1A

Figura 2.19: Teorema 2.9

Demostración SeaA el pie de la perpendicular desde el centro de inversiónO sobre una
recta dada, yP un punto cualquiera en dicha recta. SeaP1 en la rectaOP y A1 en la recta
OA los inverso deP y A respectivamente. Entonces tenemos que los triángulosOPA y
OA1P1 son inversamente semejantes (por definición de puntos inversos). Y así, el∠OP1A1

es recto.
LuegoP1 está en la circunferencia de diámentroOA1

De igual forma, siP1 es un punto que está en dicha circunferencia, recorriendo los pasos
anteriores al revés podemos inferir queP está en la perpendicular al diámetroOA1 que pasa
por el inverso deA.

�

Teorema 2.10Cualquier circunferencia que pasa por un par de puntos inversos distintos, es
su propia inversa y es ortogonal a la circunferencia de inversión; e inversamente, cualquier
circunferencia que es ortogonal a la circunferencia de inversión es su propia inversa.

Demostración SeanP y P1 puntos inversos con respecto a la circunferenciaC de centroO.
SeanA y A1 las intersecciones deC con la rectaPP1. Así, comoOP ·OP 1 = OA2,A y A1

son conjugados armónicos con respecto aP y a P1. Es sabido que dada una circunferencia
con diámetroMN , va a ser ortogonal a cualquier circunferencia que pase porX y Y , un par
de conjugados armónicos deM y N .

Luego, cualquier circunferencia que pase porP y P1 va a ser ortogonal aC .
De forma recíproca, podemos seguir los pasos del razonamiento anterior a la inversa,

y obtendremos por completo el resultado buscado.
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Figura 2.20: Teorema 2.10
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Teorema 2.11La inversión de una circunferencia que no pasa por el centro de inversión es
una circunferencia.

A B

P

P1

O
1AB1

Figura 2.21: Inversa de una circunferencia que no pasa por elcentro de inversión

Demostración SeaO el centro de la circunferencia de inversión yr su radio, y seaC1 una
circunferencia cualquiera que no pasa porO. LlamemosAB al diámetro deC1 que pasa por
O, y seanA1 y B1 los puntos inversos deA y B respectivamente. SeaP un punto cualquiera
sobreC1, y llamemosP1 a su inverso. Sabemos que

OP · OP 1 = OA · OA1 = OB ·OB1 = r2

⇒ OP

OB
=
OB1

OP 1

y
OP

OA
=
OA1

OP 1

⇒ △OPB ∼ △OB1P1 y △OPA ∼ △OA1P1

Además, comoAB es diámetro, tenemos que el∠APB = 90, y así,

∠OPB − ∠OPA = ∠OB1P1 − ∠OA1P1 = 90

es decir,
180− ∠A1B1P1 − ∠OA1P1 = 90

lo que al despejar, nos da

∠A1B1P1 + ∠OA1P1 = ∠A1P1B = 90

de aquí queP1 está sobre una circunferenciaC2 se diámetroA1B1, que será la inversión de
C1.
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Teorema 2.12Las rectas tangentes a dos curvas inversas en dos puntos inversosA y A1

forma ángulos iguales con la recta que une el centro de inversión conA yA1.

A

B

O
1A

B1

Figura 2.22: La inversión conserva ángulos

Demostración SeanS y S1 las curvas inversas. SeanA y B dos puntos sobreS y seanA1 y
B1 sus puntos inversos respectivamente. Se tiene que

OA ·OA1 = OB · OB1 = r2

⇒ △OAB ∼ △OB1A1

⇒ ∠OAB = ∠OB1A1

es decir, las rectasAB y A1B1 forman los mismos ángulos con las rectasOA1 y OB1 respec-
tivamente.

Si acercamosB haciaA sobre la curva,B1 se acerca aA1 y las rectasAB y A1B1 se
transforman en las tangentes porA aS y porA1 aS1 respectivamente. Entonces, en el límite,
dichas tangentes deben hacer los mismos ángulos con la rectaOA.

Teorema 2.13Si dos curvas se cortan formando un cierto ángulo, las dos curvas inversas
se cortarán formando también el mismo ángulo.

Demostración Basta con trazar las tangentes a las dos curvas por el punto decorte, y las
tangentes a las dos curvas inversas por su punto de corte, y aplicar el teorema anterior.

Ahora, si dos curvas son tangentes, deben tener un único punto de corte, por lo que
las curvas inversas también deben tener un único punto de corte, lo cual nos lleva a concluir
el siguiente teorema:

Teorema 2.14Si dos curvas son tangentes, sus curvas inversas también lo serán.

Lema 2.7 Dadas una circunferenciaC con centro enO, una rectal que pasa porO y otra
circunferenciaC ′ tangente al enO, la inversa deC ′ con respecto aC es una recta paralela
a l que pasa por los puntos dondeC y C ′ se cortan.
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Figura 2.23: Lema 2.7

Demostración Se sabe que la inversa de una circunferencia que corta a la circunferencia de
inversión y pasa por su centro es una recta que pasa por los puntos donde ambas se intersectan.
Falta probar que dicha recta es paralela al.

SeanP y Q los puntos dondeC y C ′ se cortan. InvertimosC ′ con respecto aC . Su
inversa va a ser la rectaPQ. Trazamos la perpendicular al porO. SeaS su intersección con
la rectaPQ. ComoOP y OQ son radios deC , son iguales, y comoP , S y Q son colineales,
△SQO ∼= △SPO. Entonces,S es punto medio dePQ. Ésto con el hecho de queOS⊥PQ
y l tangente aC ′ nos dicen que

l‖PQ

.

�

II.1.6 Teorema de Ptolomeo

Claudio Ptolomeo es uno de los personajes más importantes enla historia de la As-
tronomía. Astrónomo, químico, geógrafo y matemático, Ptolomeo propuso el sistema geocén-
trico como la base de la mecánica celeste que perduró por más de 1400 años. Sus teorías y
explicaciones astronómicas dominaron el pensamiento científico hasta el siglo XVI. Nació
en Egipto aproximadamente en el año 85 y murió en Alejandría en el año 165. Aunque debe
su fama a la exposición de su sistema ptolomaico, su saber fuemucho más allá. Entre sus
diversas aportaciones, está un teorema presentado aquí quelleva su nombre, el cual relaciona
los lados de un cuadrilátero inscrito en una circunferenciacon sus diagonales.

Definición 2.7 Decimos que un cuadriláteroABCD es cíclico si existe una circunferencia
C que pasa por los cuatro vértices de dicha figura.

Teorema 2.15 (Ptolomeo)SeaABCD un cuadrilátero cíclico. Entonces

AC · BD = AB · CD +BC · AD
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Figura 2.24: Teorema de Ptolomeo

Demostración SeaK enAC tal que∠ABK = ∠DBC. Los ángulos∠BAC y ∠BDC son
iguales porque abarcan la cuerdaBC. Luego,△BAK ∼ △BDC, por lo cual tenemos que:

BA

AK
=
BD

DC

⇒ BA ·DC = BD ·AK
De igual forma,△BCK ∼ △BDA, entonces:

BC

CK
=
BD

DA

⇒ BC ·DA = BD · CK
Sumando ambas igualdades, se tiene que:

BA ·DC +BC ·DA = BD · AK +BD · CK

⇒ BA · CD +BC ·DA = BD ·
(

AK +KC
)

⇒ AB · CD +BC · AD = BD · AC

�

II.1.7 Generalizando el Teorema de Ptolomeo: Teorema de Casey

John Casey respetado geómetra irlandés, nace en 1820 y muereen 1891. Famoso
por su teorema que generaliza el teorema de Ptolomeo, contribuyó con muchas pruebas y
perspectivas novedosas de la geometría euclidiana. Él junto con Émile Lemoine son conside-
rados como co-fundadores de la geometría moderna del círculo y del triángulo.

Lema 2.8 SeanC1 yC2 dos circunferencias tangentes interiormente aC (una circunferencia
con centro enO y radio r), cada una de las cuales tiene centro enO1 yO2 y radiosr1 y r2
respectivamente. SeaA el punto de tangencia deC1 conC yB el deC2 conC . Entonces la
longitudt de la tangente común exterior aC1 y C2 es

t =
AB

r

√

(r − r1) (r − r2)
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Figura 2.25: Lema 2.8

Demostración SeanA1 y B1 los puntos de tangencia deC1 y C2 con t, respectivamente.
Trazamos una paralela a la rectaA1B1 porO2. SeaP su intersección con la rectaA1O1. Por
el teorema de Pitágoras en el△O1PO2, tenemos que

t2 =
(

O1O2

)

2 − (r1 − r2)
2 (2.21)

También por la ley de cosenos en el△OO1O2 se tiene:
(

O1O2

)

2 = (r − r1)
2 + (r − r2)

2 − 2 (r − r1) (r − r2) cos φ (2.22)

dondeφ = O1OO2 SeanA y B los puntos de tangencia deC1 y C2 conC respectivamente.
Tomando la ley de cosenos en△ABO se tiene que:

AB2 = 2r2 (1− cosφ) (2.23)

sustituyendo (2.22) en (2.21), tenemos:

t2 = (r − r1)
2 + (r − r2)

2 − 2 (r − r1) (r − r2) cosφ− (r1 − r2)
2

⇒ t2 = (r − r1)
2 + (r − r2)

2 − (r1 − r2)
2 − 2 (r − r1) (r − r2) cosφ

que al sustituir la ecuación (2.23) nos da:

t2 = (r − r1)
2 + (r − r2)

2 − (r1 − r2)
2 − 2 (r − r1) (r − r2)

(

1− (AB)2

2r2

)

⇒ t2 = (r − r1)
2−2 (r − r1) (r − r2)+(r − r2)

2−(r1 − r2)
2+2 (r − r1) (r − r2)

(AB)2

2r2

⇒ t2 = (r − r1 − (r − r2))
2 − (r1 − r2)

2 + 2 (r − r1) (r − r2)
(AB)2

2r2

⇒ t2 = (r2 − r1)
2 − (r1 − r2)

2 + (r − r1) (r − r2)
(AB)2

r2

⇒ t2 = (r − r1) (r − r2)
(AB)2

r2

⇒ t =
(AB)

r

√

(r − r1) (r − r2)
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Teorema 2.16 (Casey)SeaC una circunferencia y seanC1, C2, C3 y C4 cuatro circunferen-
cias, que no se cortan entre sí, tangentes por dentro aC . Denotemos portij la longitud de la
tangente exterior común de los círculosCi y Cj . Entonces se cumple que:

t12t34 + t23t14 = t13t24

C

C

CC

1

2

34

C

t

t
t

t

t

t

1

1

1

2

2

2

3

3

3

4

4

4

A

B

CD

Figura 2.26: Teorema de Casey

Demostración SeanA, B, C y D los puntos de tangencia de las circunferenciasC1, C2, C3

y C4 conC respectivamente. Y, por el lema 2.8, tenemos que:

t12 =
AB

r

√

(r − r1) (r − r2)

t34 =
CD

r

√

(r − r3) (r − r4)

t14 =
AD

r

√

(r − r1) (r − r4)

t23 =
BC

r

√

(r − r2) (r − r3)

Entonces,

t12t34 + t14t23 =

(

AB · CD
r2

+
AD · BC

r2

)

√

(r − r1) (r − r2) (r − r3) (r − r4)

⇒ t12t34 + t14t23 =

(

AB · CD + AD · BC
r2

)

√

(r − r1) (r − r2) (r − r3) (r − r4)

Pero comoABCD es un cuadrilátero cíclico, cumple el teorema de Ptolomeo. Así,

t12t34 + t14t23 =

(

AC · BD
r2

)

√

(r − r1) (r − r2) (r − r3) (r − r4)
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⇒ t12t34 + t14t23 =

(

AC

r

√

(r − r1) (r − r3)

)

·
(

BD

r

√

(r − r2) (r − r4)

)

Lo que nuevamente por el lema 2.8 nos da lo que queríamos demostrar:

⇒ t12t34 + t14t23 = t13t24

�

II.1.8 Teorema de Feuerbach

Karl Feuerbach, hermano del famoso filósofo Ludwig Feuerbach, nació en Jena,
Alemania, el 30 de mayo de 1800, en una familia protestante. Fue un estudiante brillante
de la Universidad de Erlangen, y después de Friburgo, obtuvoa los 22 años su doctorado y
comenzó a enseñar matemáticas en el Gymnasium de Erlangen. Ese mismo año publica en
Nuremberg un librito de 62 páginas de título largo y difuso enel que presenta y demuestra
analíticamente .el más bello teorema de geometría elemental descubierto desdela época de
Euclides", según el historiador J. L. Coolidge.

En 1824, Feuerbach es detenido y encarcelado durante un año,junto con 19 estu-
diantes, en Munich, por sus posiciones políticas. Considerándose responsable de todo, sufre
una depresión e intenta suicidarse en dos ocasiones, para salvar a sus compañeros, primero
cortándose las venas y después tirándose por una ventana. Tras su liberación, vuelve a vivir
con su familia y gracias a una intervención del rey consigue de nuevo un puesto de profesor
en Hof, que deberá abandonar como consecuencia de una nueva depresión. En 1828, mejora-
da su salud, enseña de nuevo en Erlangen, hasta el día en que, desenvainando una espada en
clase, amenaza con cortar la cabeza de los alumnos que no sepan resolver la ecuación que ha
escrito en el pizarrón. Abandonando la enseñanza, vivirá recluido los seis últimos años de su
corta vida dejándose crecer el pelo, la barba y las uñas, contemplando las pinturas de su sobri-
no, el pintor Anselmo Feuerbach. Este profesor impulsivo y perturbado murió en Erlangen,
el 12 de marzo de 1834.

Lema 2.9 SeaABC un triángulo, y seanC y C ′ el incírculo y excírculo respectivos del lado
BC del triángulo conP yQ como puntos de tangencia. Entonces

BQ = CP

Demostración Denotemos pora, b y c los ladosBC, CA y AB del △ABC. Seas su
semiperímetro, es decir,a+b+c

2
. Se tiene que:

AG1 = AG2

BG1 = BQ

QC = G2C

⇒ AB +BQ = QC + CA = s

27



A

B

C
�

�
C

C
�

�

�

�

�

�

�
�

�

Figura 2.27: Lema 2.9

⇒ QC = AB +BQ− CA = s− b

También, puesto que
AC +BP = s

⇒ BP = s− AC = s− b

Luego,
QC = BP

RestandoQP en ambos lados obtenemos:

QC −QP = BP −QP

⇒ QC −QP = BP −QP

⇒ PC = BQ

�

Lema 2.10 En un triángulo, los puntos de corte de las bisectrices interna y externa de un
ángulo con el lado opuesto y los vértices que forman dicho lado son conjugados armónicos.

A

B

C
�

�

Figura 2.28: Lema 2.10
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Demostración SeanP yQ los puntos de corte de las bisectrices interna y externa del ángulo
A con el ladoBC. Sabemos que

BP

CP
=
c

b
=
BQ

CQ

de dondeB, P , C y Q son conjugados armónicos.

�

Lema 2.11 Dado un△ABC, la recta tangente a la circunferencia de los nueve puntosC por
el punto medio deBC, A′, corta a las rectasAB yAC enP yQ respectivamente. Entonces
△AQP ∼ △ABC

A'

H

H

B

HA

HC

X

C

A

B
P

Q

C

Figura 2.29: Lema 2.11

Demostración SeanX el punto medio del segmento que une el ortocentroH del △ABC
con el vérticeA. SeanHa, Hb y Hc los pies de las alturas del△ABC desdeA, B y C
respectivamente. Como∠XHaA

′ es recto y los tres puntos están enC , XA′ es diámetro, y
así,XA′⊥PQ (PQ tangente). SeaO el circuncentro del△ABC. Es sabido queAO⊥HcHb.
Y comoX es punto medio del arcoHcHb, se tiene queXA′⊥HcHb. Luego

HcHb‖PQ (2.24)

El cuadriláteroHcHbCB es cíclico porque los ángulos∠BHcC y ∠BHbC son rectos y
abarcan aBC. Entonces,

∠HcBC + ∠CHbHc = 180

Pero también comoC,Hb y A son colineales,

∠CHbHc + ∠HcHbA = 180

⇒ ∠HcBC = ∠HcHbA

Luego,△ABC ∼ △AHbHc y finalmente, por (2.24)

△ABC ∼ △AQP
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Figura 2.30: Teorema de Feuerbach
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Teorema 2.17 (Feuerbach)En un triángulo, la circunferencia de los nueve puntos es tan-
gente al incírculo y a los tres excírculos.

Demostración SeaABC un triángulo, y seanC1 y C2 el incírculo y el excírculo de dicho
triángulo, correspondiente al ladoBC, con centrosOI y OE respectivamente. Sean también
P y Q sus respectivos puntos de tangencia con la rectaBC. SeanM , D y HA los pies de la
mediana, la bisectriz y la altura respectivamente desde el vérticeA.

Se desea demostrar que la circunferencia de los nueve puntosdel △ABC, C es
tangente aC1 y C2, entonces invertiremos las figuras de tal forma que se pueda ver más
claramente la tangencia en las figuras inversas.

Sabemos por el lema 2.9, queBQ = CP lo cual implica queMQ = MP . Sea
Ci la circunferencia con centro enM y radioMP , la cual es ortogonal aC1 y C2, debido
a que la rectaMP⊥OIP y la rectaMQ⊥OEQ. Al invertir sobreCi, C1 y C2 se mantienen
invariantes (teorema 2.10), yC , se transforma en una rectal, ya que dicha circunferencia
pasa por el centro de inversiónM (inverso del teorema 2.9). Ahora demostremos que la recta
l es tangente aC1 y C2.

Sabemos que las rectasBOI yBOE son las bisectrices interna y externa del∠ABC,
de donde se tiene que los puntosOE, D, OI y A son conjugados armónicos (lema 2.10).
Además, como las rectasOEQ, OIP y AHA son perpendiculares al ladoBC, los puntosQ,
D, P y H también son conjugados armónicos. EntoncesD y HA son inversos con respecto a
Ci. Luego,l pasa porD.

Por el lema 2.7, se tiene que la rectal debe ser paralela a la tangente enM aC . Sean
X y Y los puntos de corte de dicha recta con las rectasAB y AC respectivamente. Sabemos
también por el lema 2.11 que△AYX ∼ △ABC, por lo cual el triángulo formado por las
rectasl, AB y AC también es semejante al△ABC, es decir, el ángulo entre las rectasl y
AC esB. Comol pasa porD, debe ser la reflexión de la rectaBC sobre la bisectrizAD, que
es tangente aC1 y C2.
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Invirtiendo nuevamente sobreCi, l se transforma enC y las circunferenciasC1 y C2

se invierten sobre ellas mismas, y así concluímos que la circunferencia de los nueve puntos
es tangente aC1 y aC2.

�

II.1.9 Teorema de Thébault

Victor Thébault vivió del año 1882 al 1960. Fue un matemáticofrancés, de quien se
deconoce casi toda su vida. Entre los únicos datos que se tienen de él, se encuentran sus tres
problemas propuestos en la geometría, los que le dieron la fama que tiene hoy en día.

Teorema 2.18 (Primer problema de Thébault)Dado un paralelogramoABCD, trazamos
cuadrados sobre sus ladosCDX1Y1,BCX2Y2,ABX3Y3 yDAX4Y4 con centros enO1,O2,
O3 yO4 respectivamente. Entonces el cuadriláteroO1O2O3O4 es un cuadrado.
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Figura 2.31: Primer problema de Thébault

Demostración ComoAD = BC,DAX4Y4 ∼= BCX2Y2

⇒ O4D = CO2 (2.25)

Además en el cuadradoCDX1Y1, tenemos que

DO1 = O1C (2.26)

ComoAD‖BC,AD⊥Y4D yBC⊥CX2 se tiene queY4D‖CX2. Considerando la transversal
DC que las corta, los ángulos internos son iguales

∠Y4DC = ∠DCX2 (2.27)

Pero∠O4DY4 = 45 = ∠CDO1 y ∠O2CX2 = 45 = ∠DCO1 entonces

∠Y4DC = ∠Y4DO1 + ∠O1DC

= ∠Y4DO1 + ∠O4DY4

= ∠O4DY4 + ∠Y4DO1

= ∠O4DO1
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∠DCX2 = ∠DCO2 + ∠O2CX2

= ∠DCO2 + ∠DCO1

= ∠O1CO2

Luego, por la ecuación (2.27) tenemos que:

∠O4DO1 = ∠O1CO2 (2.28)

Juntando las ecuaciones (2.25), (2.26) y (2.28), concluímos que

△O1CO2
∼= △O1DO4

Entonces,O1O2 = O4O1 = d y

∠O4O1D = ∠O2O1C (2.29)

Análogamente,O2O3 = O3O4 = d Además,∠DO1C = 90

∠O4O1O2 = ∠O4O1D + ∠DO1O2

= ∠O2O1C + ∠DO1O2 por (2.29)

= ∠DO1C

= 90

Análogamente,
∠O1O2O3 = 90

∠O2O3O4 = 90

∠O3O4O1 = 90

∴ O1O2O3O4 es un cuadrado.

�

Teorema 2.19 (Segundo problema de Thébault)Dado un cuadradoABCD, constuímos
sobre dos de sus lados adyacentes triángulos equiláteros (△ADE y△DCF ). Entonces el
△EFB es equilátero.

Demostración Como△ADE y △DCF son equiláteros,CF = DF = DE = CB. Además,

∠BCF = ∠BCD + ∠DCF

= 90 + 60

= 150

∠EDF = 360− ∠EDA− ∠ADC − ∠CDF

= 360− 60− 90− 60

= 150

Luego,△EFD ∼= △BFC y con ésto,EF = FB Análogamente,FB = BE.

∴ △BEF es equilátero.
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Figura 2.32: Segundo problema de Thébault
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Figura 2.33: Lema 2.12
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Lema 2.12 SeaD un punto en el ladoBC de un△ABC. Trazamos la rectaAD. SeaP
el centro de la circunferenciaC1, la cual toca a la rectaDC y a la rectaDA enE y F
respectivamente, y a la circunferencia circunscritaC2 del△ABC enK. Entonces la cuerda
que une los puntos de contactoE y F , pasa por el incentro del△ABC.

Demostración SeanM y N los puntos de intersección de las rectasKE y KF conC2 y sea
J el punto de intersección de las rectasAM y EF . KE es la bisectriz interna del∠BKC
Entonces,M es el punto medio del arcoBC que no contiene aK. Y así, la rectaAM es la
bisectriz interna del∠ABC. Luego, la rectaAM pasa porI.

ComoC1 y C2 son tangentes enK, se tiene que las rectasEF y MN son paralelas.
Nos fijamos enC2, A, K, las rectasAJM y KFN y en las rectas paralelasMN y JF . Se
puede deducir fácilmente que los puntosA, K, F y J son concíclicos. Por el teorema de
Miquel aplicado al△AFJ , considerando los puntosF en la rectaAF , E en la rectaFJ , y
J en la rectaAJ , tenemos que la circunferenciaC4, que pasa porE, J y K, es tangente a
AJ enJ . La circunferenciaC5, con centro enM y que pasa porB, también pasa porI. Esta
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Figura 2.34: Demostración del lema 2.12

circunferencia, siendo ortogonal aC1, también lo es aC4. Y tenemos que la rectaKEM es
el eje radical deC1 y C4. LuegoMB =MJ y J = I.

∴ la cuerdaEF pasa por el incentroI del△ABC.

�

Teorema 2.20 (Tercer problema de Thébault)Por el vérticeA de un triánguloABC, se
traza una linea rectaAD, que corta aBC enD. SeaI el incentro de dicho triángulo. SeaP
el centro de la circunferencia que toca a las rectasDC y aDA enE y F respectivamente,
y a la circunferencia circunscrita del△ABC. Sea tambiénQ el centro de un círculo mayor
que toca aDB,DA enG,H respectivamente y a la circunferencia circunscrita del△ABC.
Entonces,P , I yQ son colineales.

A

B

C

D

E

F

$

%

&

'

(

Figura 2.35: Tercer problema de Thébault
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Demostración Tenemos que la rectaQG⊥BC,BC⊥PE, entonces, la rectaQG‖PE. Por el
lema 2.12, las rectasGF y EH pasan porI. Los triángulos△DFG y △QGF son isósceles
enD y Q respectivamente, entonces se cumplen dos cosas, la rectaDQ en la mediatriz de
GF y es la bisectriz interna del ángulo∠GDF . Análogamente, la rectaDP en la mediatriz
deEH y es la bisectriz interna del ángulo∠EDH. Como los ángulos∠GDF y ∠EDH son
suplementarios, sus bisectrices son perpendiculares. Luego, la rectaDQ⊥DP . Así, la recta
GF‖DP y la rectaDQ‖EH. Usando el recíproco del teorema de Pappus en el hexágono
PEIGQD, podemos concluir queP , I y Q son colineales.

�

II.1.10 Teorema de Malfatti

Giovanni Francesco Malfatti, conocido también como Gian Francesco fue un matemáti-
co italiano que vivió del 26 de septiembre de 1731 al 9 de octubre de 1807. Estudió en el cole-
gio de San Francisco Saverio en Boloña. En el año de 1754, se fue a vivir a Ferrara, donde
se volvió profesor de la Universidad. Fue uno de los fundadores de la Sociedad Italiana de la
Ciencia en 1782.

Malfatti conjeturó que tres circunferencias tangentes entre sí, se podian inscribir en
un triángulo, siendo cada una tangente a dos lados del mismo.Hoy en día, dichos círculos,
reciben el nombre de círculos de Malfatti debido a su trabajo.

Lema 2.13 Sea un△ABC, con semiperímetros, su circunferencia inscrita con centro enI
y radio r, tangente al ladoBC enX. Sea también la circunferencia excrita con centro en
Ie y radio re, tangente al ladoBC enXe. Llamemosa, b y c a los ladosBC, CA y AB del
triángulo. Entonces, el radio de la circunferencia inscrita se puede calcular como

r2 =
(s− a)(s− b)(s− c)

s

X
X

I

I

r

re

C
B

A

e

e

Figura 2.36: Lema 2.13

35



Demostración Como podemos observar en la figura 2.36,△BIX ∼ △BIeXe, luego

r

re
=

BX

BXe

=
s− b

s
(2.30)

Además, la rectaCI es bisectriz interna del∠BCA y la rectaCIe es bisectriz externa del
mismo ángulo, entonces sabemos que∠ICIe = 90. Como también:

∠XCXe = ∠XCI + ∠ICIe + ∠IeCXe = 180

⇒ ∠XCI + 90 + ∠IeCXe = 180

⇒ ∠XCI + ∠IeCXe = 90 (2.31)

Pero en el△CXeIe, tenemos que

∠XeIeC + ∠CXeIe + ∠IeCXe = 180

⇒ ∠XeIeC + 90 + ∠IeCXe = 180

⇒ ∠XeIeC + ∠IeCXe = 90

lo que junto con la ecuación (2.31) nos implica que

∠XeIeC = ∠XCI

Luego,△IXC ∼ △CXeIe y así,

r

s− c
=
s− a

re
⇔ re =

(s− c)(s− a)

r

Sustituyendo este último valor en la ecuación (2.30), tenemos lo siguiente

r

re
=
s− b

s

⇒ r = re

(

s− b

s

)

⇒ r =

(

(s− c)(s− a)

r

)(

s− b

s

)

⇒ r2 =
(s− a)(s− b)(s− c)

s

�

Lema 2.14 Dado un triángulo inscrito en una circunferencia de diámetro uno, la medida de
sus lados será el seno del ángulo opuesto a cada uno.
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Figura 2.37: Lema 2.14

Demostración Sea△ABC un triángulo inscrito en una circunferenciaC de diámetro uno.
Llamemosα al ángulo enA y a al ladoBC del triángulo. SeaBD un diámetro deC . Tenemos
que∠BDC = ∠BAC = α porque abarcan la misma cuerdaBC y además,∠BCD = 90
entonces por el teorema de Pitágoras en el△BDC, se tiene que

sinα =
a

BD

⇒ sinα = a

De forma análoga se obtienen los lados restantes.

�

Teorema 2.21 (Problema de Malfatti) Dado un△ABC, inscribir en él tres circunferen-
cias tangentes entre sí y cada una de ellas tangentes a dos lados del triángulo.

Demostración Se desea trazar los círculos que Malfatti propone. Para elloveremos primero
las condiciones necesarias para su existencia, concluyendo así con una construcción que nos
propone Heinrich Dörrie en su libro

Seana, b y c los ladosBC, CA y AB de un△ABC dado. Seas su semiperímetro,
es decir,s = a+b+c

2
. SeanP, Q y R los tres círculos de Malfatti buscados. Denotemos por

P ,Q y R a sus centros y porp, q y r a sus radios respectivos.
LlamemosU y V a los puntos de tangencia deP y Q con el ladoAB del triángulo,

y t su distancia, es decirt = UV . Seanu, v y w la distancia de los vérticesA, B y C a los
puntos de tangencia deP, Q y R respectivamente.

SeaJ la circunferencia inscrita del△ABC. Denotemos porJ y j su centro y radio
recpectivos. Seana1, b1 y c1 sus tangentes desde los vérticesA, B y C como se muestra en
la figura anterior. Como

b1 + c1 = a

c1 + a1 = b

a1 + b1 = c
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Figura 2.38: Demostración del problema de Malfatti

A
B

C

a

b

c

b

b

c
c

a

a

1

1

1

1
1

1

Figura 2.39: Demostración del problema de Malfatti

tenemos que

a1 = s− a

b1 = s− b

c1 = s− c

Además, sabemos queP y J están sobre la bisectriz del ángulo enA ya queP y
J son tangentes a los ladosAB y CA del △ABC, y por triángulos semejantes, tenemos
que

p

j
=

u

a1
⇒ p =

j

a1
· u (2.32)

Análogamente,

q =
j

b1
· v (2.33)
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Figura 2.40: Demostración del problema de Malfatti
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Figura 2.41: Demostración del problema de Malfatti

SeaF enQV tal quePF⊥QV . Así,PF = t. Por el teorema de Pitágoras,

PQ2 = PF 2 + FQ2

⇒ (p+ q)2 = t2 + (p− q)2

⇒ t2 = (p+ q)2 − (p− q)2

⇒ t2 = p2 + 2pq + q2 − (p2 − 2pq + q2)

⇒ t2 = p2 + 2pq + q2 − p2 + 2pq − q2

⇒ t2 = 4pq

⇒ t = 2
√
pq

⇒ t = 2

√

(

j

a1
· u
)(

j

b1
· v
)

(sustituyendo las ecuaciones 2.32 y 2.33)

⇒ t = 2
√
uv

√

j2

a1b1
(2.34)

Ahora, por el lema 2.13, sabemos que

j2 =
a1b1c1
s
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lo que al sustituir en la ecuación (2.34) nos da

t = 2
√
uv

√

a1b1c1
s

a1b1

⇒ t = 2
√
uv

√

c1
s

Pero el ladoAB del triángulo está formado por tres segmentos, entonces:

c = AU + UV + V B

= u+ t+ v

= u+ v + 2
√
uv

√

c1
s

Siguiendo el mismo camino con los dos lados restantes del△ABC, obtenemos:

a = v + w + 2
√
vw

√

a1
s

b = u+ w + 2
√
uw

√

b1
s

Para simplificar un poco los cálculos, imaginemos que el semiperímetro del△ABC es uno.
Entonces obtenemos las siguientes ecuaciones:

a = v + w + 2
√
vw

√
a1 (2.35)

b = u+ w + 2
√
uw
√

b1 (2.36)

c = u+ v + 2
√
uv

√
c1 (2.37)

Ahora, tomando valores adecuados, podemos ver aa, b, c, u, v, w como senos cuadrados de
seis ángulos agudos,λ, µ, ν, ψ, ϕ, χ:

a = sin 2λ

b = sin 2µ

c = sin 2ν

u = sin 2ψ

v = sin 2ϕ

w = sin 2χ

Además, como

a1 + a = 1

b1 + b = 1

c1 + c = 1
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tenemos que

a1 = cos 2λ

b1 = cos 2µ

c1 = cos 2ν

Sustituyendo en las ecuaciones (2.35), (2.36) y (2.37) tenemos:

sin 2λ = sin 2ϕ+ sin 2χ + 2 sinϕ sinχ cosλ (2.38)

sin 2µ = sin 2χ+ sin 2ψ + 2 sinχ sinψ cosµ

sin 2ν = sin 2ψ + sin 2ϕ + 2 sinψ sinϕ cos ν

Tomando, por ejemplo, la ecuación (2.38) obsevamos que es laley de cosenos aplicada a un
triángulo, cuyos lados midensinλ = sin(180 − λ), sinϕ, sinχ. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que dicho triángulo está inscrito en una circunferencia de diámetro uno, y
así, por el lema anterior, tenemos que los ángulos de dichos triángulos son180 − λ, ϕ y χ.
Luego,

ϕ+ χ = λ

Análogamente, tenemos
χ+ ψ = µ

ψ + ϕ = ν

Si llamamosσ = λ+µ+ν

2
, las tres últimas igualdades se convierten en

ψ = σ − λ

ϕ = σ − λµ (2.39)

χ = σ − ν

Construcción: Finalmente, y después de muchos cálculos, podemos dar una cons-
trucción que nos determina los círculos de Malfatti para un triángulo dado.

1. Dibujemos tres ángulos,λ,µ y ν cuyos senos sean iguales a los lados del triángulo
dado (donde el semiperímetro del triángulo debe ser uno).

2. Dibujemos la semisuma de los ángulosλ, µ y ν

σ =
λ+ µ+ ν

2

así como los tres nuevos ángulos

ψ = σ − λ

ϕ = σ − µ

χ = σ − ν

3. Tracemos el seno cuadrado de los tres ángulosψ, ϕ y χ. Éstas serán las tangentes
desde los vértices del triángulo a los tres círculos de Malfatti

�
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II.1.11 Circunferencia de Apolonio

Si entre los matemáticos griegos Euclides representa el maestro sistematizador, y
Arquímedes el genio investigador, el tercer talento del helenismo, Apolonio de Perga, per-
sonifica el virtuosismo geométrico.

Apolonio polarizó su actividad investigadora en una dirección casi monotemática
con una sagacidad tan magistral que sus investigaciones sobre cónicas, donde aparecen sus
bellísimos descubrimientos sobre ejes, centros, diámetros, asíntotas, focos, rectas máximas y
mínimas, etc., le convierten en el primer especialista que registra la Historia de la Geometría.

La mayor parte de los exiguos datos conocidos sobre la vida deApolonio provienen
de unas pocas noticias que el propio autor reseña en las introducciones a algunos de los libros
de su magna obra Las Cónicas. Se sabe que nació hacia el año 262a.C., en Perga; estudió
en el Museo de Alejandría con los sucesores de Euclides; y residió tanto en la propia capital
Alejandrina como en Éfeso y Pérgamo, ciudad donde murió hacia el 190 a.C.

Teorema 2.22 (Circunferencia de Apolonio)SiA,B, son dos puntos fijos yp
q

es una razón

fija, el lugar geométrico de los puntosP que satisfacenAP

PB
= p

q
es una circunferencia con

centro en la rectaAB.

Demostración Sabemos que sobre la rectaAB hay exactamente dos puntos del lugar geo-
métrico buscado (sip

q
no es 1). PorA yB trazamos segmentos paralelosRS,BT conBT = q

y RA = AS = p. SeanC y C ′ las intersecciones deTS y TR con la rectaAB.

A
BC

q
p

S

T
R

C'

p

Figura 2.42: Demostración de la circunferencia de Apolonio

Se tiene que△ASC ∼ △BTC, entoncesAC

CB
= AS

BT
= p

q
. También se sabe que

△AC ′R ∼ △BC ′T , así, AC′

C′B
= AR

TB
= p

q
. Luego,C y C ′ pertenecen al lugar geométrico.

Supóngase queP es un punto en el lugar geométrico, entonces,AP

PB
= p

q
= AC

CB
. Con ello, la

rectaPC es la bisectriz interna del∠APB, y como tambiénAP

PB
= p

q
= AC′

C′B
, se tiene que

la rectaPC ′ es la bisectriz externa del mismo ángulo. Y como sabemos que las bisectrices
interna y externa de un ángulo forman un ángulo de90, se tiene que∠CPC ′ = 90; lo que
nos garantiza queP está en la circunferencia de diámetroCC ′.

Falta probar que si, consideramos un puntoP sobre la circunferencia de diámetro
CC ′, P está en el lugar geométrico. Trazamos paralelas a las rectasPC y PC ′ por B y
llamamosE y F a su intersección con la rectaAP respectivamente.
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Figura 2.43: Demostración de la circunferencia de Apolonio

A BC

6

C'

7

8

Figura 2.44: Demostración de la circunferencia de Apolonio

Notemos que△ACP ∼ △ABE, entoncesAP

PE
= AC

CB
= p

q
. De igual forma△ABF ∼

△AC ′P implica queAP

PF
= AC′

C′B
= p

q
. Si igualamos ambas, tenemos que

AP

PE
=

AP

PF

⇒ 1

PE
=

1

PF
PE = PF

es decir,P es el punto medio deEF . Además, el△EBF es rectángulo, entonces la circun-
ferencia con centro enP y radioPE pasa porB; y así,PE = PB. Luego,AP

PB
= AP

PE
= p

q
.

∴ P está en el lugar geométrico.

�

II.1.12 Teorema de los siete círculos

Antes de enunciar dicho teorema, demostraremos dos resultados que nos serán de
fundamental importancia para su demostración.

Teorema 2.23 (Ceva para cuerdas)SeanA, B, C, D, E y F , seis puntos consecutivos so-
bre una circunferencia. Las cuerdasAD, BE yCF concurren si y sólo siAB · CD · EF =
BC ·DE · FA
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Figura 2.45: Teorema de Ceva para cuerdas

Demostración (i) Supóngase queAD, BE y CF concurren en un puntoP . Por semejanza
de triángulos, obtenemos las siguientes proporciones:

AB

DE
=

PA

PE
EF

BC
=

PF

PB
CD

FA
=

PC

PA
PC

PE
=

PB

PF

que al multiplicarlas, tenemos:

AB

DE
· EF
BC

· CD
FA

· PC
PE

=
PA

PE
· PF
PB

· PC
PA

· PB
PF

⇒ AB

DE
· EF
BC

· CD
FA

· PC
PE

=
PC

PE

⇒ AB

DE
· EF
BC

· CD
FA

= 1

⇒ AB · EF · CD = DE · BC · FA
que era lo que queríamos probar.

(ii) De forma inversa, supongamos que

AB · EF · CD = DE ·BC · FA (2.40)

Si nos fijamos en los arcos de circunferencia,ABC, CDE y EFA, al menos unos debe ser
menor que el semicíruclo. Sin pérdida de generalidad, supongamos que es el arcoCDE.
SeaP la intersección de las rectasBE y CF . Trazamos la rectaAP , y llamamosX a la
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intersección de la rectaAP con la circunferencia (el cual debe caer en el arcoCDE). Por la
parte (i), tenemos que se cumple:

AB · EF · CX = XE ·BC · FA

y así, junto con la ecuación (2.40) se tiene que:

CD

DE
=
CX

XE

C

D

E

X

Figura 2.46: Demostración del teorema de Ceva para cuerdas

Si X no coincide conD, sin pérdida de generalidad, podemos decir queX está en
el arcoDE, así,CD < CX y DE > XE. Por consecuencia,CD

DE
< CX

XE
lo que contradice la

igualdad anterior. Luego,X coincide con el puntoD.

�

Lema 2.15 SeanP y Q dos circunferencias con radiosp y q respectivamente, tangentes
externamente, inscritas en una circunferenciaC de radioR, tangentes a ella en los puntos
A yB respectivamente. Entonces

AB

4R2
=

(

p

R− p

)

·
(

q

R− q

)

Demostración SeaM el punto de tangencia deP y Q. ExtendemosAM y BM de tal
forma que corten aC enD y E respectivamente. LlamaremosP ,Q y C a los centros de las
circunferenciasP, Q y C respectivamente. TrazamosCD y CE. También dibujamosPQ,
segmento que debe pasar porM .

CA = CD implica que∠CAD = ∠CDA

PA = PM implica que∠PAM = ∠PMA
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Figura 2.47: Lema 2.15

Luego,∠PMA = ∠CDA y así la rectaCD‖PM . De la misma forma la rectaCE‖QM .
Pero comoP , M y Q son colineales, entonces tambiénD, C y E lo son. Note también que
∠EBA = ∠EDA porque abarcan la misma cuerdaEA. Así, tenemos tres pares de triángulos
semejantes:

△MDE ∼ △MBA

△BMQ ∼ △BEC

△AMP ∼ △ADC
Entonces,

AB

DE
=
MA

ME
=
MB

MD

ComoDE = 2R, tenemos que

AB

2R
· AB
2R

=
MA

ME
· MB

MD
=
MA

MD
· MB

ME
=
PA

CP
· QB
CQ

=
p

R − p
· q

R− q

�

Teorema 2.24 (De los siete círculos)Dados seis círculos, todos tangentes a un séptimo cír-
culo, y cada uno tangente a dos de los otros círculos exteriormente, las tres líneas dibujadas
entre los seis puntos de tangencia con el séptimo círculo, pasan por el mismo punto. Es de-
cir, si llamamosPi al punto de tangencia de la circunferenciaCi conC7, el séptimo círculo,
tenemos que las rectasP1P4, P2P5 y P3P6 son concurrentes.

Demostración Denotemos porri al radio de la circunferenciaCi. Seaf(x) =
√

x
r7−x

. En-

tonces, por el lema 2.15, se tiene que

PiPi+1 = 2r7f(ri)f(ri+1)
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Figura 2.48: Teorema de los siete círculos

Así,

P1P2 · P3P4 · P5P6 = 8r7
3f(r1)f(r2)f(r3)f(r4)f(r5)f(r6) = P2P3 · P4P5 · P6P1

Por el teorema de Ceva para cuerdas, se tiene que las rectasP1P4, P2P5 y P3P6 concurren.
�
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III. GEOMETRÍA HIPERBÓLICA: DESCUBRIENDO UN NUEVO
MUNDO

III.1. Modelos del plano hiperbólico

La geometría euclidiana está construida a partir de cinco postulados. Cuatro hechos
con mucha estética, cuidado y esmero y un quinto largo y complicado, menos intuitivo. Éste
es, sin duda, el que más controversia ha causado a lo largo de la historia. Fueron muchos
los que intentaron deducirlo a partir de los otros cuatro, llegando siempre a falsas demostra-
ciones. Creían que al suponer lo contrario del quinto postulado, deberían llegar necesaria-
mente a una contradicción. Sin embargo, algunos de ellos, decidieron ver las cosas desde otra
perspectiva. Pensaban, ¿qué pasaría si al suponer lo contrario del quinto postulado no se lle-
gara a una contradicción?. Fue así, como a principios del siglo XIX, de manera independiente
Nikolai Ivanovie Lovachevsky y Janós Bolyai sentaron las bases de una nueva geometría,
la hiperbólica. Obtenida a partir de negar y plurizar el quinto postulado de Euclides: “Son
muchas las paralelas a una recta que pasan por un punto fuera de ella”. Lamentablemente,
las ideas nuevas, radicales y diferentes siempre han sido mal vistas por la sociedad, tachadas
de locura y excentricismo por parte de sus creadores. Incluso se dice que grandes matemáti-
cos, como el propio Gauss tenían resultados en la geometría hiperbólica, pero por temor al
descrédito no los hicieron públicos. Sin embargo Lobachevski y Bolyai estaban convencidos
de su solidez lógica, y por tanto de su posible existencia, noasí el resto del mundo. Fueron
necesarias muchas décadas para que fuera reconocida por la comunidad matemática. El des-
cubrimiento de modelos analíticos del plano hiperbólico, así como de modelos basados en la
geometría euclidiana hicieron que dicha tarea se facilitara, pues si la geometría euclidiana era
consistente, también lo sería la hiperbólica.

Dar un modelo consiste en definir y describir cuáles serán nuestros puntos, rec-
tas, circunferencias, ángulos, etc., es decir dar el conjunto de conceptos que nos permitirán
ilustrar y entender con mayor facilidad ideas que quizá seanmuy abstractas. Posterior al de-
sarrollo de los cimientos de la geometría hiperbólica y a su aceptación, grandes matemáticos
distinguidos, se dieron a la tarea de encontrar un modelo quelograra representar el plano
hiperbólico. Hoy en día, existen diversos de estos modelos,que se relacionan unos con otros
mediante proyecciones biyectivas. De hecho, para cada dos de ellos, existe una función que
nos permite utilizarlos indistintamente. A continuación se presentarán algunos que si bien no
son los únicos, han sido las herramientas más frecuentes debido a lo descriptivos y accesibles
que son.

III.1.1 Modelo proyectivo (Beltrami - Klein)

Eugenio Beltrami (1835 - 1900), fue un matemático italiano famoso por su trabajo en
geometría diferencial y física matemática. En 1868 escribió un Ensayo sobre la interpretación
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de la geometría no euclidiana en el que se presentaba un modelo de geometría no euclidiana
bidimensional dentro de la geometría euclidiana tridimensional. La base del modelo es la
superficie llamada pseudoesfera. En este modelo se satisfacen los primeros cuatro postulados
de Euclides pero no el quinto. El modelo de Beltrami fue completado por Félix Klein en
1871.

Félix Klein (1849 - 1925), matemático alemán conocido principalmente por su tra-
bajo en la teoría de grupos, teoría de funciones, geometría no euclidiana y otras conecciones
entre la geometría y la teoría de grupos. Demostró que las geometrías métricas, euclidianas o
no, constituyen casos particulares de la geometría proyectiva.

El modelo Klein-Beltrami, representa el plano hiperbólicoH
2, como un disco abier-

to D en el que las “rectas” son cuerdas euclidianas (segmentos abiertos) cuyos extremos
están en la frontera deD . A dicha frontera, se le llama “circunferencia al infinito” del plano
hiperbólico, y a sus puntos “puntos al infinito”, aunque no sean parte como tal del plano
hiperbólico.

Figura 3.1: Modelo de Klein-Beltrami para la geometría hiperbólica

H
2 := {(x, y) ∈ R

2|x2 + y2 < 1}

Visto de esta manera, por cada par de puntos deH
2 pasa una única línea recta. Ahora,

en la figura 3.2, las rectasl y n no son paralelas debido a que se intersectan. Las rectasn y m
son llamadas asintóticamente paralelas o simplemente paralelas, debido a que se intersectan
en la frontera deD , la cual por construcción no está incluída en el modelo. Las rectasl y m
reciben el nombre de divergentemente paralelas o ultraparalelas, debido a que su intersección
está por fuera del discoD y de su frontera.

Tenemos entonces, tres tipos de haces de líneas en el plano hiperbólico: los con-
currentes, los paralelos y los ultraparalelos que consisten en tomar las rectas hiperbólicas
de haces proyectivos concurrentes; lo que los distingue es en dónde queda el punto de con-
currencia.

Si P y Q son los dos extremos de la cuerda que pasa por los puntosX y Y en el
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l

m

n

Figura 3.2: Rectas en el modelo de Klein-Beltrami

Figura 3.3: Haces de rectas en el modelo de Klein-Beltrami

disco de Klein-Beltrami, la distancia hiperbólica entreX y Y se calcula mediante

d(X, Y ) =
1

2
|ln (XP )(Y Q)

(Y P )(XQ)
|

donde, por ejemplo,XP representa la distancia euclidiana entre los puntosX y P .

III.1.2 Modelo hiperboloide

El segundo modelo, se llama modelo del hiperboloide, y se obtiene del anterior
cuando ubicamos al discoD , en el planoz = 1 y proyectamos desde el origen, los puntos
Q ∈ D en puntosQ′ de la hoja superior del hiperboloide de dos mantosx2 − y2 − z2 = 1
como se muestra en la figura 3.4.

En este plano, las rectas son hipérbolas euclidianas que se obtienen al cortar el manto
superior del hiperboloide con un plano por el origen, de igual manera, si proyectamos desde
el origen las rectas hiperbólicas del modelo anterior sobrela “cazuela“ (como en la figura 3.4,
m se proyecta sobrem′ desde el origen). De esta forma, podemos encontrar una biyección
entre éste y el modelo proyectivo.

El modelo del hiperboloide, así como el de Klein-Beltrami nosuelen ser muy uti-
lizados, debido a que ninguno de ellos son modelos conformes, es decir, dadas dos ”rectas”
(definidas de diferente manera para cada uno) que se cortan enun punto, el ángulo formado
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z=1
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YX

Q'

Q

m

m'

D

Figura 3.4: Modelo del hiperboloide

por las tangentes, no es el ángulo correspondiente a la formade medir en el modelo. Sin
embargo en ciertas ocasiones son útiles para estudiar diversos problemas.

III.1.3 Modelo del disco de Poincaré

Jules Henri Poincaré (1854 – 1912) fue un prestigioso matemático, científico teórico
y filósofo de la ciencia francés. Poincaré es descrito a menudo como el último «universalista»
capaz de entender y contribuir en todos los ámbitos de la disciplina matemática. En el campo
de la geometría, entre otras aportaciones, propone un par demodelos que representan al plano
hiperbólico.

El modelo hiperbólico del disco de Poincaré, consiste en el interior de un disco
abiertoD . Al igual que en el modelo proyectivo, la frontera deD no pertenece al modelo.
Conforma la llamada “circunferencia al infinito” del plano hiperbólico, y sus puntos nueva-
mente, son llamados “puntos al infinito”. Las “rectas” aquí,se representan mediante arcos
euclidianos que se intersectan perpendicularmente con la frontera deD . En la figura 3.5, se

l

m

n

Figura 3.5: Rectas en el modelo del disco de Poincaré

muestran algunas rectas en el modelo de Poincaré. Por ejemplo, las rectasl y m no son pa-
ralelas ya que tienen un punto en común,n y m son divergentemente paralelas, ya que no
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se intersectan ni enD , ni en su frontera, ni fuera de él. Y por último, las rectasl y n son
asintóticamente paralelas, debido a que su intersección seencuentra en la frontera deD , la
cual por construcción no está contenida en el modelo. En estemodelo, el ángulo entre dos

A

B

P

Q

Figura 3.6: Distancia entre dos puntos en el modelo del discode Poincaré

rectas que se intersectan es el ángulo (euclidiano) entre las tangentes a los arcos euclidianos
correspondientes. La distancia entre puntos en el modelo dePoincaré se calcula de la sigu-
iente manera. SeanP yQ dos puntos enD (véase la figura 3.6). Estos dos puntos determinan
una única recta no euclidiana enD que se aproxima a la frontera deD en los dos puntos
euclidianosA y B. Nótese queA y B no son puntos enD pues están en su frontera. Si nue-
vamente, denotamos aXY , como la distancia euclidiana del puntoX al puntoY , entonces,
la distancia (no euclidiana) deP aQ se calcula mediante

d(P,Q) = |ln (PA)/(PB)

(QA)/(QB)
|

III.1.4 Modelo del semiplano superior (Poincaré)

Poincaré no se conformó con dar un modelo para representar elplano hiperbólico,
propuso un segundo modelo que consiste en el conjunto de puntos que se encuentran en un
semiplano abierto, o de forma más precisa, un semiplano euclidiano abierto.

El modelo del semiplano superior tiene un origen físico. Si,por ejemplo, se sumerge
una cuchara en un vaso con agua, y se mira a través del vaso, parecería que la cuchara está
doblada, lo cual se debe a que la luz no continúa viajando en línea recta cuando pasa de
un medio a otro, sino que modifica su trayectoria de acuerdo a la ley de refracción. De esta
forma, las “líneas“ dejan de tener la forma recta que conocemos, y se convierten en curvas.
Por ejemplo, en este modelo, las ”rectas” hiperbólicas corresponden a las semicircunferencias
ortogonales al ejeX, así como las semirrectas con un extremo en dicho eje. Los diferentes
tipos de rectas en este modelo, serán vistos con detalle en lasiguiente sección.

Éste será el modelo que se utilizará de aquí en adelante. La notación será la que
Michael Barot ocupa en su libro, el prefijo e- para los objetoseuclidianos y el prefijo h- para
los objetos hiperbólicos, así, se tendrán los h-puntos y lose-puntos, las h-rectas y las e-rectas,
etc.
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Figura 3.7: Distancia entre dos puntos en el modelo del semiplano superior

Para calcular la distancia entre dos h-puntos en este modelo, se hace lo siguiente.
SeanP y Q dos h-puntos en el semiplano superior (véase la figura 3.7). Si la h-recta que pasa
porP y Q es una semicircunferencia, entonces intersectará al ejeX en dos e-puntosA y B.
En este caso, la h-distancia entre los puntosP y Q está dada por

d(P,Q) = |ln (PA)/(PB)

(QA)/(QB)
|

donde nuevamente,PA representa la e-distancia del puntoP al puntoA. Si la h-recta es una
e-semirrecta vertical, entonces intersectará al ejeX en un puntoC. En este caso la h-distancia
será

d(P,Q) = |ln PC
QC

|

III.2. Conociendo al plano hiperbólico
Como se mencionó anteriormente, el modelo del semiplano superior de Poincaré

es el que será utilizado en el presente trabajo para representar al plano hiperbólico. Para
familiarizarse un poco más con la geometría hiperbólica, iremos describiendo con detalle en
esta sección cada uno de los objetos matemáticos más usados en el estudio de las geometrías.

III.2.1 Puntos

Un h-punto está definido como un e-punto en el semiplano superior abierto. Es decir,
el h-plano se puede escribir comoH2 = {(x, y) ∈ R

2|y > 0}.

X

Figura 3.8: El h-planoH2
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III.2.2 Rectas

Las h-rectas pueden tomar dos formas diferentes, e-semicircunferencias ortogonales
al ejeX o e-semirrectas perpendiculares al mismo. En la figura 3.9, las rectasl y n se inter-
sectan, así que no son paralelas. Las rectask, l ym son divergentemente paralelas, pues no se
intersectan ni en el semiplano ni en su frontera (ejeX). Las rectask y n son asintóticamente
paralelas, pues se intersectan en la frontera del semiplanoque por construcción no pertenece
al modelo.

X

k

l

n

Figura 3.9: h-rectas

III.2.3 Reflexiones

La definición de la h-distancia no es muy difícil, sin embargoes poco útil para
trabajar. Si se tiene un e-círculo, por ejemplo, y se desea trazar otro de igual tamaño, no es
necesario conocer la medida de su radio, únicamente se transporta la medida de éste con un
compás. Así, para hacer construcciones no es necesaria la medida, sino tener una herramienta
constructiva para manejarla.

Para manejar las h-distancias usamos una herramienta constructiva que nos lo per-
mite, la h-reflexión. Denotaremos la imagen de un objetoa comoar.

X

b br

Figura 3.10: h-reflexión de un puntoP

La h-reflexiónρe en una h-rectae cumple las siguientes propiedades:
(i) Es una función biyectiva.
(ii) Es una involución, es decirρ2

e = I.
(iii) La imagen de una h-recta es una h-recta.
(iv) La h-rectae se refleja en sí misma.
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(v) Intercambia los dos h-semiplanos definidos pore.
(vi) Invierte los h-ángulos orientados.
Se desea construir entonces, la imagenPr de un h-puntoP (ver figura 3.10). Por la

proposición (iv), siP ∈ e ya está, yPr = P . Ahora bien, siP /∈ e sabemos quePr está del
otro lado dee queP .

Tomamos dos h-puntos fijosA y B ene y llamamosa a la h-recta que pasa porP y
porA, de igual forma, la h-rectab es la que pasa porP y porB. Como los h-puntosA y B
están ene, Ar = A y Br = B. También sabemos por la propiedad (iii) que la imagenar de
la h-rectaa es otra h-recta. Entonces la rectaar debe pasar porAr y porPr. Análogamente,
br la imagen deb, debe pasar porB = Br y porPr.

La propiedad (vi) nos dice quear intersecta a la h-rectae enA por el inverso del
h-ángulo en el quea intersecta ae. Con ésto la h-rectaar quedá completamente definida y se
puede construir. De igual forma, construimos la h-rectabr. Y así, el h-punto deseadoPr, es
la intersección de las h-rectasar y br.

La reflexión es una transformación muy conocida en la geometría euclidiana, es la
e-inversión con respecto a una e-circunferenciae (ver Sección II.1.5).

III.2.4 Perpendiculares

De igual forma que en la geometría clásica, en la geometría hiperbólica se puede
definir perpendicularidad entre dos h-rectas. Veremos que la h-recta perpendicular por un
h-punto dado, a una h-recta dada es única.

Seaa una h-recta yP un h-punto conP /∈ a. Al construir una perpendicularb a a
por P , se quiere queb sea h-ortogonal a la h-rectaa lo cual implica queb = ρa(b). Por lo
tanto,b contiene también aPr = ρa(P ). Es decir,b es la h-recta que pasa por los puntosP y
Pr.

A continuación, se presenta la construcción deb dados la h-rectaa y el h-puntoP .
Se puede dividir en tres casos, (i) sia es una e-semicircunferencia yP no está ena, (ii) si a
es una e-semicircunferencia yP está ena y (iii) si a es una e-semirrecta.

En el caso (i) (véase figura 3.11), debemos encontrarPr = ρa(P ), y trazar la h-recta
que une a los h-puntosP y Pr. Dicha h-rectab será la h-perpendicular buscada a la h-rectaa.

X

c

c r

Figura 3.11:b h-perpendicular ac porP

Para el caso (ii) (véase figura 3.12), primero tomamos el e-centro de la e-semicircunferencia
a, y lo llamamosM . Tomamos la e-recta que pasa por los e-puntosM y P , llamadaf .
Trazamos la e-perpendicular af porP , y la intersectamos conX en el e-puntoR. Se dibu-
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ja b, la e-semicircunferencia con e-centro enR y e-radioRP . De esta forma,b será la h-
perpendicular buscada.

X

P

a

M R

>

Figura 3.12:b h-perpendicular aa porP

En el último caso (iii) (véase figura 3.13), en el cual la h-rectaa es una e-semirrecta
tomamos el punto dondea toca aX, y lo llamamosQ. Posteriormente se traza la e-semicircunferencia
con e-centro enQ y radioQP . Dicha e-semicircunferencia será la h-rectab buscada.

X

P

a

b

Q

Figura 3.13:b h-perpendicular aa porP

III.2.5 Mediatrices

Después de haber resuelto el problema de trazar una h-perpendicular a una h-recta,
por un h-punto dado, surge una nueva pregunta, ¿cómo podemostrazar la h-mediatriz de un h-
segmento, es decir dado un h-segmentoPQ, podremos encontrar una h-recta h-perpendicular
a él y que pase por su h-punto medio?. Supongamos que ya tenemos la solución, que es la
h-rectam y reflejamos todo enm. Ahora, la h-rectaPQ queda fija porque corta am de
forma h-perpendicular. Ésto implica quePr = ρm(P ) y Qr = ρm(Q) van a ser elementos
de la h-rectaPQ. Si denotamos porF la intersección de las h-rectasm y PQ, entonces
‖PF‖h = ‖QF‖h = ‖QrF‖h, lo que nos dice queP y Qr tienen la misma h-distancia aF y
están del mismo lado dem. Luego,P = Qr. De forma análoga, tenemos queQ = Pr.

Así, nuestro problema se convierte simplemente en construir algo que nos refleje
P enQ y viceversa. Tendremos entonces dos casos cuando la e-rectaPQ intersecte aX y
cuando no lo haga.

En el primer caso, si la e-rectaPQ intersecta aX, seaH dicha intersección. Trasladamos
la e-distanciaPH a partir deH con sentido contrario aP y seaP ′ el e-punto extremo de
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dicho e-segmento como se muestra en la figura 3.14. LlamamosN al e-punto medio del
e-segmentoP ′Q. SeaC la e-circunferencia con e-centro enN y e-radioNQ. Y seah la
e-recta e-perpendicular a la e-rectaPQ. Sea tambiénC la intersección deC conh. Por úl-
timo, trazamos la e-circunferenciam con e-centro enH y e-radioHC. m será entonces la
h-mediatriz del h-segmentoPQ.

X

P

N

P'

m

C

Figura 3.14:m h-mediatriz del h-segmentoPQ

En el segundo caso (ver figura 3.15) en el que la e-rectaPQ no intersecta al ejeX,
tomamos la e-mediatrizm del e-segmentoPQ, la cual va a intersectar aX en un ángulo
recto. Luego,m define una h-recta. Y así se deduce quem es la h-mediatriz del h-segmento
PQ.

X

P

m

Q

Figura 3.15:m h-mediatriz del h-segmentoPQ

III.2.6 Bisectrices

De igual forma que en el apartado anterior, aquí construiremos el análogo a una e-
bisectriz. Definamos entonces la h-bisectriz de un ángulo∠hAPB como la h-recta que pasa
porP y divide el h-ángulo∠hAPB en dos partes iguales. Llamemosa a la h-recta que pasa
por los h-puntosA y P y llamemosb a la h-recta que pasa porB y P . Como el h-ángulo
se mide con las e-tangentes a las h-rectasa y b en el h-puntoP , basta con construir la e-
bisectrizm de estas e-tangentes y finalmente la h-recta que pase porP y que tenga am como
e-tangente.

Al igual que en las construcciones anteriores consideremosdos casos, (i) en el cual
las h-rectasa y b son ambas e-semicircunferencias y (ii) en el que una de las dos h-rectasa
y b corresponde a una e-semirrecta. Nótese que no podrían ambash-rectas ser e-semirrectas
porque entonces no se intersectarían y no existiríaP .
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(i) Las h-rectasa y b son e-semicircunferencias: (Figura 3.16) Seasa el e-segmento
AP , yMa su e-punto medio. Se trazapa la e-recta e-perpendicular asa porMa. LlamamosCa

a la intersección depa conX. Seara la e-recta que pasa por los e-puntosCa y P . Trazamos
la e-perpendicularta a esta e-recta por el e-puntoP . A′ será entonces la intersección de las
e-rectasta y pa.

X

P

B

A

Ma

a
?

@
A

B

CD

D

D
D

EF

Figura 3.16: h-bisectriz del h-ángulo∠hAPB

De igual forma (ver figura 3.17) haremos ahora con el h-puntoB. Seasb el e-
segmentoBP , y Mb su e-punto medio. Se trazapb la e-recta e-perpendicular asb porMb.
LlamamosCb a la intersección depb conX. Searb la e-recta que pasa por los e-puntos
Cb y P . Trazamos la e-perpendiculartb a esta e-recta por el e-puntoP . B′ será entonces la
intersección de las e-rectastb y pb.
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Figura 3.17: h-bisectriz del h-ángulo∠hAPB
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Figura 3.18:m h-bisectriz del h-ángulo∠hAPB
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Ahora, (ver figura 3.18) seab la e-bisectriz del e-ángulo∠A′PB′. Trazamos la e-
perpendicularp a la e-rectab por el e-puntoP . Intersectamos la e-rectap conX para obtener
el e-puntoC. Finalmente dibujamos la e-circunferenciam con e-centro enC y e-radioCP .
Luego, la h-rectam es la h-bisectriz del h-ángulo∠hAPB.

(ii) Una de las dos h-rectasa y b es una e-semirrecta: La construcción es análoga al
caso anterior, tomando el e-puntoB′ como el e-puntoB.

III.2.7 Círculos

Sabemos que un e-círculo está definido como el conjunto de e-puntos que e-equidistan
a un e-punto fijo, de igual forma en la geometría hiperbólica podemos imaginarnos que si
trasladamos una h-distancia fija a partir de un h-puntoM fijo en varias direcciones obten-
emos un h-círculo.

Ésto nos lleva a un primer problema, ¿cómo trasportamos una h-distancia si aún no
podemos medirla de manera formal?. Si existiera un h-compáscon el cual pudiéramos tomar
nuestra h-distancia y trazarla sobre una h-recta desde un h-punto dado en esa h-recta, nuestro
problema estaría resuelto. Veamos entonces, se quiere construir un h-puntoC en la h-recta
PQ que tenga la misma h-distancia deP queA deB y que esté más cerca deQ, es decir
tenemos que trazar la h-distancia‖AB‖h a partir deP en dirección deQ (ver figura 3.19).

X

P

A
Q

a

b

Figura 3.19: Transportar una h-distancia

Para empezar construimos la h-mediatriz deA y P (ver figura 3.20). Por la h-
reflexiónρm enm obtenemos una h-rectaa′ = ρm(a) que pasa por los h-puntosA′ = ρm(A)
y B′ = ρm(B). Comom es la h-mediatriz del h-segmentoAP , se tiene queP = A′, y por
lo tanto‖AB‖h = ‖A′B′‖h = ‖PB′‖h. En el segundo paso construimos la h-bisectrizn del
h-ángulo∠hB

′PQ. Obtenemos el puntoC = ρn(B
′) en la rectaa′′ = ρn(a

′) = b. Comon
pasa porP tenemosρn(P ) = P y por ello‖AB‖h = ‖PB′‖h = ‖PC‖h. Y así, el problema
está solucionado.

X

P=A'=A''
A

Q

a

b=a''

a'

C

n

Figura 3.20: Transportar una h-distancia
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Una vez que ya sabemos cómo transportar distancias, nos daremos a la tarea de
construir h-círculos. Un h-círculo tiene el aspecto de un e-círculo, pero con diferente h-centro.

Si completamos las h-rectas que pasan por un h-puntoM arbitrario a e-círculos,
obtenemos una familia de e-círculos que se intersectan en dos e-puntosM y N . SeaH un
e-punto en la e-rectaMN que no esté en el e-segmentoMN . Entonces las e-tangentes de
H a cualquiera de estos e-círculos miden todos igual, ya que‖HM‖e · ‖HN‖e vale siempre
lo mismo (potencia de un e-punto con respecto a una e-circunferencia, ver definición 2.1).
Denotaremos esta longitud port. Luego, el e-círculo con e-centro enH y e-radiot intersecta
a cada e-círculo de esta familia en un e-ángulo recto (3.2.7).

A

H

1

Figura 3.21: Familia de e-círculos e-ortogonales a un e-círculo dado

Se quiere demostar entonces que un h-círculo es un e-círculoy viceversa que un
e-círculo contenido en el h-plano es un h-círculo.

Iniciemos primero con la segunda parte. Seac un e-círculo en el h-plano y seag una
h-recta que corta ac enQ en un e-ángulo recto. Trazamosl, la e-perpendicular por el e-centro
dec aX. SeaM la intersecciónl cong.

X

B
M

Q

b

S

T

U

Figura 3.22: h-círculo

Dibujamosh, otra h-recta porM . LlamemosR a su intersección conc. Trazamos la
h-bisectrizb del h-ángulo∠hQMR. Por la parte anterior (3.2.7) se sabe que cualquier otra
h-recta que pase porM va a cortar ac en un e-ángulo recto, en particular el e-ángulo que se
forma entreb y c es recto. Y así, si h-reflejamosc en b, obtendremos nuevamente ac. Más
aún, la imagen deQ esR. Luego,‖MQ‖h = ‖MR‖h. Por lo tanto, cualquier e-círculo que
se encuentre sobre el h-plano va a ser un h-círculo.
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Figura 3.23: h-círculo

Regresando ahora, demostraremos la primer parte de nuestraproposición, cualquier
h-círculo es en realidad un e-círculo. Tomemos entonces dosh-puntosM y Q. Se quiere
construir el h-círculo con h-centro enM y con h-radioMQ. Dibujamosl, una h-recta que
es e-semirrecta por el h-puntoM . Transportamos la h-distancia‖MQ‖h a l a partir deM
en ambas direcciones para obtener los h-puntosE y F . Tomamos el e-punto medioH del
e-segmentoEF . Seac el e-círculo con e-centroH que pasa porQ. El cual por la primer parte
es un h-círculo.

Únicamente falta verificar que el h-puntoM es el h-centro de dicho h-círculo.
Trazamos entonces la h-perpendicularh a l porM . h-Reflejando enh, notamos que se con-
serval, luegoF es la imagen deE y viceversa. También la imagen dec tiene que ser un
e-círculoc′. Peroc′ tiene que pasar porE y porF , y su e-centro debe estar enl, así que no
queda más quec′ seac. Lo cual sólo pasa sih corta ac en un e-ángulo recto. Por lo tanto,M
es el h-centro dec.

Habiendo visto que un h-círculo es un e-círculo en el h-planoy al revés, dados dos
h-puntosM y Q, estamos listos para dar una construcción de un h-círculoc con h-centro
M y que pasaQ. Seal la e-recta e-perpendicular enN aX por el h-puntoM . Llamemos
D al punto medio del e-segmentoMN . SeaME en el e-segmentoMD tal que‖ME‖h =
‖MQ‖h. Dibujemos la h-recta h-perpendicularg a la h-rectal por el h-puntoM . SeaF la
e-inversión del e-puntoE con respecto al e-círculog. SeaH el punto medio del e-segmento
EF . Y finalmente el e-círculoc con e-centro enH y e-radioHQ será el h-círculo buscado.

X

M

Q

g

V W

X

Figura 3.24: h-círculo
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III.2.8 Triángulos

Una biyección del h-plano se llama h-congruencia si conserva todas las h-distancias.
Dados dos h-triángulos△hABC y △hA

′B′C ′ con sus h-lados respectivos iguales (ver figura
3.25), demostraremos que existe una h-congruenciaϕ que manda al h-puntoA en A′, al
h-puntoB enB′ y al h-puntoC enC ′.

X

B

A

C

A' B'

C'

Figura 3.25: h-triángulos

Si A = A′ pondríamosϕ1 = id, la identidad. Si no, trazamos la h-mediatrizm del
h-segmentoAA′ (ver figura 3.26), seaϕ1 = ρm, la h-reflexión enm. Lo cual implica que
A′ = ϕ1(A). Llamemos ahoraB1 = ϕ1(B) y C1 = ϕ1(C).

X

B

A

C

A' B'

C'

BY

Figura 3.26: h-triángulos

Si B1 = B′ ponemosϕ2 = id. Si no, trazamos la h-bisectrizb del h-ángulo
∠hB1A

′B′ (ver figura 3.27) y hacemosϕ2 = ρb, la h-reflexión enb. En cuyo caso,A2 =
ϕ2(A

′) = A′ porqueb pasa porA′. También tenemos queB2 = ϕ2(B1) está en la h-semirrecta−−→
A′B′ que inicia enA′ y pasa porB′ y que‖A′B2‖h = ‖A′B1‖h = ‖AB‖h = ‖A′B′‖h, así
queB2 = B′ porque los dos h-puntos están a la vez en el h-círculo con h-centroA′ y h-radio

‖A′B′‖h y por otro lado en la h-semirrecta
−−→
A′B′. Finalmente, nombramosC2 = ϕ2(C1).

Si C2 = C ′ entoncesϕ3 = id. De no ser así,ϕ3 = ρc dondec es la h-rectaA′B′.
Luego,ϕ(C2) = C ′. Por lo tanto la h-congruenciaϕ que se busca está dada porϕ = ϕ3 ◦
ϕ2 ◦ ϕ1.

En la geometría euclidiana, se tiene una propiedad muy útil que nos da la medida
exacta de la suma de los e-ángulos internos de un e-triángulo; 180o. A pesar de que en la
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Figura 3.27: h-triángulos

geometría hiperbólica no se tiene dicha propiedad, se puededemostrar que los h-ángulos
internos de un h-triángulo siempre van a sumar menos de 180o.

Sea△hABC un h-triángulo. Completamos las tres h-rectasAB, BC y CA por
simetría al otro e-semiplano, es decir, las e-semirectas serán e-rectas y las e-semicircunferencias
se convertirán en e-círculos, a quienes les llamaremosa, b y c respectivamente (ver figura
3.28). e-Reflejamos los h-puntosA, B y C con respecto aX, con lo cual obtenemos los e-
puntosA′, B′ y C ′. Seae un e-círculo con e-centro enC ′. Aplicando la e-inversiónρe ene,
obtenemosA∗ = ρe(A), B∗ = ρe(B), C∗ = ρe(C), a∗ = ρe(a), b∗ = ρe(b) y c∗ = ρe(c).

Si C se encuentra en el exterior dec, entonces tambiénC ′ lo está. Por lo tanto la
e-inversión enemanda el interior dec al interior dec∗ y el exterior de uno al exterior del otro.
Si C y por lo tantoC ′, están dentro dec entonces la e-inversión ene mandaría el interior de
c al exterior dec∗, luego el e-puntoC∗ queda fuera del e-círculoc∗.

Se tiene quea∗ y b∗ son e-rectas que se intersectan enC∗ y c∗ es un e-círculo que
intersecta aa∗ enB∗ y a b∗ enA∗ (propiedades de la e-inversión) y además, el e-puntoC∗

está en el exterior dec∗ como vimos anteriormente. Debido a que la e-inversiónρe conserva
e-ángulos obtenemos que∠hCAB + ∠hABC +∠hBCA = ∠eb

∗c∗ + ∠ec
∗a∗ +∠ea

∗b∗ que
evidentemente es menor que 180o.

En la geometría euclidiana, podemos hablar de que dos e-triángulos son e-semejantes,
donde la e-semejanza está definida como la composición de unamateria (una e-rotación y una
posible e-reflexión o e-simetría axial) con una e-homotecia. En la e-rotación se puede cam-
biar el e-tamaño y la e-orientación de una figura pero no se altera su forma. Por lo tanto, dos
e-triángulos son e-semejantes si tienen similar forma.

La posibilidad de aumentar el tamaño de una figura sin modificar su forma es tan
obvia y natural que durante milenios se pensó que era una consecuencia de los axiomas de
la geometría, y se trató en vano de demostrarlo desde la Grecia antigua. Sin embargo, al
estudiar otras geometrías, los matemáticos del siglo XIX, se dieron cuenta que sólo sucedía
en los espacios euclidianos, es decir, sin curvatura. Lo quenos lleva a la afirmación “en la
geometría hiperbólica no existe la h-semejanza de figuras”.

De hecho, se más adelante se verificará, que el teorema de e-semejanza de e-triángulos
(aaa), en realidad define h-triángulos h-congruentes en el h-plano, lo cual es una consecuen-
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X

A'

c

Figura 3.28: Suma de los h-ángulos internos de un h-triángulo

cia inmediata del hecho de que la suma de los h-ángulos internos de un h-triángulo es menor
que 180o.

Entonces, en el h-mundo, se tienen los siguientes teoremas:

Teorema 3.1 Dos h-triángulos son h-congruentes si coinciden en alguno de los siguientes
puntos:

(lll) En los tres h-lados.

(lal) En dos h-lados y el h-ángulo intermedio.

(laa) En un h-lado y dos h-ángulos.

(Lla) En dos h-lados y un h-ángulo no intermedio, si el h-ladoopuesto al h-ángulo
dado es mayor al otro h-lado.

(aaa) En los tres h-ángulos
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Demostración Dados dos h-triángulos△hABC y △hA
′B′C ′, denotaremos los h-lados del

primero comoa, b y c y sus ángulos comoα, β y γ. De forma análoga, los h-lados y ángulos
del segundo h-triángulo seríana′, b′, c′, α′, β ′ y γ′ respectivamente.

(lll) Se vio al inicio de esta sección.

(lal) Se tiene queb = b′, c = c′ y α = α′. (ver figura 3.27) Podemos suponer que
A = A′, si no es así, en vez de considerar al△hABC, se considerará al h-triángulo
que se obtendrá de h-reflejar al△hABC en la h-mediatriz del h-segmentoAA′. De
igual forma, podemos suponer queB = B′, porque de no ser así, consideraremos
en vez del△hABC, al h-triángulo que se obtiene de h-reflejar al△hABC en la h-
bisectriz del h-ángulo∠hBAB

′. También podríamos suponer que las h-rectasAC y
A′C ′ son iguales, porque ambas forman un h-ánguloα con la h-rectaAB. Si no fuera
así, sólo podría ser porque la h-rectaAC fuera el h-reflejo deAC ′ enAB, caso en el
cual consideraríamos en vez del h-triángulo△hABC al h-triángulo que se obtiene de
reflejar al△hABC en la h-rectaAB. Y comoC y C ′ se encuentran en la h-semirrecta
que empieza enA y pasa porC a la misma h-distanciab, entoncesC = C ′.

(laa) Consideraremos aquí dos subcasos. Primeramente si los h-ángulos fueran adya-
centes al h-lado dado. Por ejemplo,α = α′, c = c′ y β = β ′. De igual forma que el el
caso anterior, podemos suponer queA = A′, B = B′ y que las h-rectasAC y AC ′ son
iguales. Lo que me implicaría que las h-rectasBC y BC ′ también lo son. Por lo tanto
C = C ′.

Ahora, tomando el segundo subcaso, en el que uno de los dos h-ángulos es opuesto
al h-lado dado. Notemos que en la geometría euclidiana ésto no sería un problema, ya
que siempre podemos obtener un tercer e-ángulo en un e-triángulo a partir de los otros
dos; pero en el h-mundo no es así. Supongamos entonces que tenemos un h-triángulo
△hABC y que conocemos el h-ladoc y los h-ángulosβ y γ. Veamos que el tercer
ánguloα está unívocamente determinado por los otros dos.

X

B

A

CC'

[\
[

Figura 3.29: Dos h-ángulos de un h-triángulo determinan de manera única al tercero

Si ésto no ocurriera, existiría otro puntoC ′ enBC tal queγ′ = ∠hAC
′B = ∠hACB =

γ y por lo tanto, existiría un h-triángulo△hACC
′ cuyos ángulos internos suman∠hCAC

′+
γ+(180o−γ′) = 180o+∠hCAC

′ >e 180
o lo cual entra en contradicción con el hecho

de que la suma de h-ángulos internos en un h-triángulo es menor que180o. Luego, nos
encontramos en la situación del primer subcaso de (laa).
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(Lla) Aquí supondremos queb = b′ >h c = c′ y β = β ′. Nuevamente, igual que en los
casos anteriores, podemos suponer queA = A′ y B = B′. Así,C ′ está sobre la h-recta
BC a la misma h-distancia deA que el h-puntoC. Y eso, como en el caso euclidiano
nos obliga a queC = C ′.

(aaa) Como se mencionó anteriormente, este caso es el más interesante, debido a que
en la geometría euclidiana implica e-semejanza y no e-congruencia. Primeramente no-
taremos que dos h-rectash y h′ que intersectan a una misma h-rectag en un mismo
h-anguloα son h-paralelas.

X

B

A
A'

g h

Figura 3.30:h y h′ no son h-rectas h-paralelas

Sino lo fueran se intersectarían en un h-puntoB y entonces la suma de los h-ángulos
internos del h-triángulo△hABA

′ sería mayor de180o. Supongamos entonces, que
tenemos dos h-triángulos no congruentes△hABC y △hA

′B′C ′ pero que coinciden en
sus h-ángulos correspondientes (ver figura 3.31).

X

B

A
A'

]

^

Figura 3.31: h-cuadrilátero

Como siempre podemos suponer queC = C ′ y queB′ está en la h-rectaCB y A′ en
la h-rectaCA. Así, el h-cuadrilátero determinado por los h-puntosAA′B′B tiene una
suma de h-ángulos internos igual a360o, con contradicción. Luego los h-triángulos con
h-congruentes.

�
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IV. DE LO EUCLIDIANO A LO HIPERBÓLICO: TODA UNA
ODISEA

En el primer capítulo se estudiaron una serie de teoremas queson fundamentales en
la geometría euclidiana, además de que poseen una eleganciay belleza inigualable. Después
de haber conocido un poco al h-plano, en el capítulo anterior, podemos darnos el lujo de
probar el análogo en la geometría hiperbólica de algunos de estos teoremas, y dar también
ciertas propiedades que caracterizan al h-plano.

IV.1. Teoremas de Ceva y Menelao
Consideremos al h-plano en el modelo proyectivo de Klein. Lamétrica que utilizare-

mos es

dh(x, y) =
(1− (x, y))2

(1− (x, x)2)(1− (y, y)2)

donde(x, y) = x1y1 + x2y2 es el producto escalar en el e-plano.

⇒ dh(x, y) =
‖x‖2 + ‖y‖2 − ‖x‖2‖y‖2 + (x, y)2 − 2(x, y)

(1− ‖x‖2)(1− ‖y‖2)

El modelo de Klein de la geometría hiperbólica suele ser el más conveniente para probar
propiedades de incidencia, debido a que aquí las geodésicaso h-rectas, son representadas
como e-segmentos dentro del círculo unitario.

Teorema 4.1 SeanA′, B′ y C ′ en los h-lados (o en sus prolongaciones)BC, AC y AB de
un h-triángulo△hABC. Entonces las tres h-rectasAA′,BB′ yCC ′ concurren si y sólo si

dh(A
′, B)

dh(A′, C)
· dh(B

′, C)

dh(B′, A)
· dh(C

′, A)

dh(C ′, B)
= 1 (4.1)

Demostración Consideremos un triángulo geodésico con vértices ena, b y c en el modelo
proyectivo. Aquí las geodésicas coinciden con e-segmentos. En el ladobc tomemos un punto
a′ = (b + λ3c + λ3), dondeλ3 = ‖b−a′‖

‖a′−c‖ es la razón de longitudes euclidianas. Calculemos
dh(b,a

′)
dh(c,a′)

. Usando

dh(x, y) =
‖x‖2 + ‖y‖2 − ‖x‖2‖y‖2 + (x, y)2 − 2(x, y)

(1− ‖x‖2)(1− ‖y‖2)

y después de algunas transformaciones, tenemos

dh(b, a
′) = λ2

3 ·
‖b‖2 + ‖c‖2 − ‖b‖2‖c‖2 + (b, c)2 − 2(b, c)

(1− ‖b‖2)((1 + λ3)2 − ‖b+ λ3c‖2)
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dh(c, a
′) =

‖b‖2 + ‖c‖2 − ‖b‖2‖c‖2 + (b, c)2 − 2(b, c)

(1− ‖c‖2)((1 + λ3)2 − ‖b+ λ3c‖2)

⇒ dh(b, a
′)

dh(c, a′)
= λ2

3 ·
(1− ‖c‖2)

(1− ‖b‖2)

Relaciones análogas pueden ser escritas con los otros dos h-lados del h-triángulo. Multi-
plicándolas, obtenemos la ecuación (4.1), con la ayuda del teorema clásico de Ceva.

�

Podemos hablar también de un teorema análogo al teorema de Menelao, que se
expone a continuación

Teorema 4.2 SeanA′, B′ y C ′ en los h-lados (o en sus prolongaciones)BC, AC y AB de
un h-triángulo△hABC. Entonces los tres h-puntosA′, B′ yC ′ son h-colineales si y sólo si

dh(A
′, B)

dh(A′, C)
· dh(B

′, C)

dh(B′, A)
· dh(C

′, A)

dh(C ′, B)
= 1 (4.2)

aunque no se expone la demostración, se piensa que debería ser similar a la demostración
anterior.

IV.2. Círculo de los nueve puntos
Antes de estudiar el Teorema de Feuerbach, consideraremos seis puntos en los lados

de un triángulo△ABC dado, en los cuales se intersecta la circunferencia de Euler(de los
nueve puntos). Tres de estas intersecciones, son enMa, Mb y Mc; puntos sobre los ladosa,
b yc del△ABC tales que las cevianasAMa, BMb y CMc bisectan el área del triángulo. En
la geometría euclidiana estas líneas suelen ser llamadas medianas, así que en adelante nos
referiremos a ellas como h-medianas. En la geometría hiperbólica, al dividir un triángulo con
una h-mediana, se obtienen dos triángulos cuya suma de ángulos es la misma. De acuerdo
con esto, es natural formular una definición para las e-alturas de un e-triángulo en términos
de dichos ángulos y generalizar la definición para la geometría hiperbólica.

SeaHa el pie de la e-altura desde el e-vérticeA al e-ladoBC (ver figura??). En-
tonces tenemos que:

∠AHaB − (∠HaAB + ∠ABHa) = ∠AHaC − (∠HaAC + ∠ACHa)

=
1

2
(π − (∠A+ ∠B + ∠C)) = 0

Llamaremos h-alturas a las cevianas con una propiedad similar en la geometría hiperbólica.
Verifiquemos entonces la existencia de h-alturas.

Denotemos por∢XY Z el valor de∠hXY Z − ∠hZXY − ∠hY ZX, donde los án-
gulos son dirigidos,∠hXY Z > 0 si y sólo si la rotación alrededor deY a lo largo del arco
más corto deX aZ es contra las manecillas del reloj (ver figura??).

Consideremos el△hABC (véase figura??), en el cual el orden de los vérticesA,
B y C es contra las manecillas del reloj. Usando la regla anterior, es posible verificar que
cuando movemos un puntoX en la h-rectaBC en dirección deB aC, el valor de∢hBXA
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es continuamente decreciente, mientras que el valor de∢hAXC es continuamente creciente.
Entonces∢hBXA − ∢hAXC > 0 cuandoX se aleja sobre el h-rayoCB y ∢hBXA −
∢hAXC < 0 cuandoX se aleja sobre el h-rayoBC. Por lo tanto debe existir un puntoHa

para el cual∢hBXA = ∢hAXC. Dicho h-punto será el pie de la h-altura del△hABC desde
el h-vérticeA.

SeanHb y Hc los pies de las h-alturas en las h-rectasCA y AB respectivamente.
Se necesita que∢hCHbB = ∢hBHbA y ∢hAHcC = ∢hCHcB. Un poco más adelante
probaremos que el círculo de Euler pasa por estos tres puntos.

IV.3. Teorema de Feuerbach
La sección anterior es de vital importancia para el desarrollo de ésta. Pero aún no

podemos dar una demostración formal del Teorema de Feuerbach, sin haber mencionado
antes el siguiente teorema.

Teorema 4.3 (Teorema del segmento)Dadas dos líneasa y b, cada una tangente a un cír-
culo dadoω, sea una tercera líneac tangente aω y que intersecta aa y a b en A y B
respectivamente. Seaωc un círculo porA y porB, tal que el ángulo central del arcoAB
esφ. Entonces existen dos circunferencias que son cada una tangentes aωc, a a y a b y que
permanecen fijas aún cuandoC varía mucho.

Si se quiere ver la prueba de este importante teorema, se puede recurrir a (). Consid-
eremos el teorema de Feuerbach en el modelo del disco de Poincaré, desde un punto de vista
euclidiano. Ignorando los pies de las h-medianas, las cuales no se necesitan, consideremos
sólo las h-alturasAA′,BB′ y CC ′ del h-triángulo△hABC. Tendremos entonces el siguiente
teorema.

Teorema 4.4 Dados dos h-triángulos△hABC y △hA
′B′C ′, tales que los cuadriláteros

ABB′A′, ACC ′A y BCC ′B son cíclicos. Entonces, existen cuatro círculos que son tan-
gentes a los circuncírculos de los h-triángulosABC ′, AB′C,A′BC yA′B′C ′.

Demostración Haciendo una e-inversión con centro enA, tenemos que los círculos circun-
scritos aABC ′ y AB′C se transforman en líneas, y el resto de los círculos se mantienen en
círculos. Así, dos de los cuatro círculos ahora son rectas.

Supongamos entonces la siguiente construcción. Los puntosB,B′, C ′ y C son con-
cíclicos. Las rectasBB′, CC ′ se intersectan enA′. Necesitamos probar que hay cuatro círcu-
los tangentes a las líneasB′C, C ′B y también a los circuncírculos de los triángulosA′BC y
A′B′C ′.

SeaP el otro punto donde se intersectan la líneaC ′B y el círculoA′B′C ′. De igual
formaQ es el otro punto de intersección de la líneaCB′ y el círculoBCA′. Entonces usando
el teorema del ángulo inscrito, tenemos

∠B′PB = ∠B′A′C ′ = ∠B′QB

y
∠PB′A′ = ∠PC ′A′ = ∠BB′Q
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Vemos que el cuadriláteroB′PBQ es un deltoide (cometa), y dos de sus lados son cuerdas
de los circuncírculos deA′BC y A′B′C ′. Notemos entonces que

∠PC ′B′ = ∠BCB′

Ésto es, los ángulos centrales de los arcosPB′ yQB de los circuncírculos deA′C ′B′

y A′BC son iguales. Y entonces, por el teorema 4.3 para las líneasC ′B y CB′, hay cuatro
círculos que son tangentes a las líneasB′C y C ′B y también a los círculosA′BC y A′B′C ′.

�

IV.4. Círculo de Apolonio
Aún no sabemos si el círculo que Apolonio propone en el plano euclidiano sigue

manteniendo su forma al pasar al plano hiperbólico, por lo que en adelante nos referiremos
a él como “la curva de Apolonio”. A continuación se probará que dicha curva es analítica y
cerrada.

Teorema 4.5 SeanA y B dos h-puntos arbitrarios, y seaa = AB > 0 la distancia entre
ellos. Para todak > 1, el conjuntoΓ = {M ∈ H

2|MB

MA
= k es una curva analítica cerrada.

La curvaΓ encierra un conjunto estrictamente convexo enH
2 que contiene al h-puntoA.

Demostración Sin pérdida de generalidad, posemos suponer que el planoH
2 tiene curvatura

k = 1. Aplicando la fórmula de cosenos para el h-plano () en el h-triángulo△hABM ,
obtenemos una ecuación de la curvaΓ en coordenadas polaresr y ϕ:

cosh kr = cosh a cosh r + sinh a sinh r cosϕ

donde a
k+1

≤ r ≤ a
k−1

. Si r = a
k+1

entoncesϕ = π, el cual corresponde al puntoP1. Si
r = a

k−1
entoncesϕ = 0, el cual corresponde al puntoP2. Sea

Φ(r, ϕ) = cosh kr − cosh a cosh r − sinh a sinh r cosϕ

Para verificar que la curvaΓ dada por la ecuaciónΦ(r, ϕ) = 0 es analítica basta con probar
que para cualquier punto deΓ se tiene que

∂Φ

∂r
= 0

o que
∂Φ

∂ϕ
= 0

. Como la curvaΓ es simétrica con respecto aAB, podemos suponer que0 ≤ ϕ ≤ π, para lo
cual tenemos

∂Φ

∂ϕ
= sinh a sinh r sinϕ > 0

Considerando también los dos puntos restantes,ϕ = π y ϕ = 0, tenemos que cuandoϕ = π
y r = a

k+1
,

∂Φ

∂ϕ
= k sinh

ka

k + 1
+ sinh

(

a− a

k + 1

)

= (k + 1) sinh
ka

k + 1
> 0
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Y si ϕ = 0 y r = a
k−1

, se tiene que

∂Φ

∂ϕ
= k sinh

ka

k − 1
− sinh

(

a+
a

k − 1

)

= (k − 1) sinh
ka

k − 1
> 0

Con esto probamos que la curvaΓ es analítica. En particular, tiene una línea tangente
en cualquiera de sus puntos.

�

IV.5. Propiedades que caracterizan el plano hiperbólico
En este apartado, se dará una caracterización de la geometría hiperbólica entre la

geometría de Hilbert por la propiedad de que las tres h-medianas en cualquier h-triángulo
concurren.

Comenzaremos definiendo la geometría de Hilbert en un conjunto abierto convexo.
SeaK un conjunto convexo, abierto, acotado y no vacío enR

n, n ≥ 2. La distancia de
Hilbert dK enK está definida de la siguiente forma. Para cualquier puntox ∈ K definimos
dK(x, x) = 0.

a
x y

b

Figura 4.1: Distancia de Hilbert

Para cualesquiera dos puntos distintosx, y ∈ K, llamemosa y b a los puntos de
intersección de la frontera deK, ∂K con la recta que pasa porx y y como se muestra en la
figura 4.1. Estando los puntos en ese orden, se tiene que la razón cruzada está definida como:

(a, x, y, b) =
‖y − a‖
‖x− a‖ · ‖x− b‖

‖y − b‖

donde‖ · ‖ denota la norma euclidiana deRn. Definimos entonces la distancia de Hilbert
como:

dK(x, y) =
1

2
ln(a, x, y, b)

Definido de esta forma, el espacio métrico(K, dK) es llamado una geometría de Hilbert.
CuandoK coincide con la bola unitaria abierta{(x1, . . . , xn) ∈ R

n|
∑n

i=1 xi
2 < 1}, (K, dK)

se convierte en el modelo de Klein del h-plano. Además, como la razón cruzada es invariante
bajo cualquier mapeo proyectivoP , entonces(K, dK) y (P (K), dP (K)) son isométricas a la
geometría de Hilbert. En el caso particular en el queK es un elipsoide abierto (elipse en

el cason = 2), {(x1, . . . , xn) ∈ R
n|∑n

i=1
xi

2

ai2
< 1} con ai ∈ R, se tiene que(K, dK) es

isométrica a la geometría hiperbólica.
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Se quiere caracterizar a la geometría hiperbólica entre la geometría de Hilbert, pero
por la parte anterior notamos que es equivalente a caracterizar elipsoides entre conjuntos
convexos abiertos. El hecho de que las medianas de cualquiertriángulo concurren, es bien
sabido para la geometría de curvatura seccional constante (ver ). Feng Luo conjeturó que esta
propiedad caracteriza a la geometría hiperbólica entre la geometría de Hilbert, y posterior-
mente Ren Guo () la demuestró.

Para la demostración, es necesario conocer antes dos resultados importantes, si se
desea estudiarlos más a fondo, o ver sus demostraciones, se puede recurrir a la bibliografía
mencionada en cada uno.

Lema 4.1 () Cualquier conjunto convexo, abierto y acotadoK ∈ R
2 contiene una única

elipse abiertaE con e-área maximal. Más aún,∂K
⋂

∂E contiene al menos tres puntos.

Lema 4.2 () Sea un conjunto abierto convexo y no vacíoK ∈ R
n. Dado unr fijo, 2 ≤ r ≤

n− 1, si todo “plano” r-dimensional que atraviesa aK por P , un punto fijo enK, lo corta
en un elipsoide (elipse sir = 2),K por sí mismo es un elipsoide.

Finalmente, estamos listos para demostrar el siguiente teorema:

Teorema 4.6 SeaK un conjunto convexo, abierto, acotado y no vacío enR
n con una distan-

cia de HilbertdK . Si las tres medianas de cualquier triángulo en(K, dK) concurren (llamada
propiedad M), entoncesK es un elipsoide abierto.

Demostración Demostrando por reducción al absurdo, se niega la conclusión y se desea
llegar a la negación de la hipótesis. Primero consideraremos el cason = 2. SiK no es una
elipse, trataremos de encontrar un triángulo que no cumpla la propiedad M. Consideremos la
elipseE ∈ K con e-área maximal. Si el número de puntos de contacto entreE y la frontera
deK es3 o 4, extendemos un poco la elipseE para obtener la elipseE ′ (ver figura 4.2).

E

E'

K

Figura 4.2: Extensión de la elipseE enE ′

De manera un tanto más formal, tenemos que siE está definida por

x2
1

a2
1
+
x2

2

a2
2
< 1

entoncesE ′ estará definida como

x2
1

a2
1
+
x2

2

a2
2
< 1 + ε
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dondeε > 0 es suficientemente pequeño. Dado queE es de área maximal,∂E ′ debe inter-
sectar a∂K en 6 u 8 puntos. Por lo tanto, siempre podemos encontrar una elipse (aún llamada
E) tal que el número de puntos de∂E

⋂

∂K es al menos 5.
Supongamos entonces queK no es una elipse, entonces existe un conjunto abierto

U ⊂ K − E. Seanp1, p2, p3, p4 y p5 cinco puntos en el orden como se muestra en la figura
4.3, cada tres de ellos no alineados, en∂K

⋂

∂E. Tomamos un puntou ∈ U , entrep1 y p4.

A

B

C

_

_`

a
ba

c

a
d

a
e

a
f

g

Figura 4.3: Construcción del triángulo△ABC

SeaA = p1p3
⋂

p2p4. Si el segmentop5u pasa porA, podemos elegir otro puntou ∈
U . Así, podemos decir que el segmentop5u no pasa porA. Sean entoncesB = p5u

⋂

p1p3 y
C = p5u

⋂

p2p4. Se afirma que el△ABC no cumple la propiedad M. Dado que el△ABC
también está en(E, dE) que corresponde a una geometría hiperbólica, se tiene que bajo la
distanciadE , las tres medianas concurren. LlamemosA′, B′ y C ′ a los tres puntos medios
(bajo dE) de los ladosBC, AC y AB respectivamente. Los puntos medios de los lados
BC, AC y AB del△ABC, bajodK , serían entoncesA′′, B′ y C ′ respectivamente. Faltaría
únicamente probar queA′′ 6= A′ para finalizar la demostración. Y comoAA′, BB′ y CC ′

concurren, entoncesAA′′, BB′ y CC ′ no deberían hacerlo para que eso fuera cierto.
Prolongamos el segmentop5u hasta que corte a∂E y a ∂K en q y q′ respectiva-

mente (ver figura??). Como se mencionó anteriormente, la razón cruzada es invariante bajo
cualquier mapeo proyectivo, así que podemos considerar unaproyecciónP del segmentop5u
a la recta realR, tal queP (p5) = 0, P (C) = 1, P (B) = b, P (Q) = x y P (q′) = x′ (ver
figura??).

Notemos quex < x′. Además, seam = P (A′) (m′ = P (A′′) respectivamente) el
punto medio del segmento que va de1 a b. Tomando los puntos0, 1,m y x, tenemos que

dK(1, m) =
1

2
ln(0, 1, m, x)

=
1

2
ln

‖m− 0‖
‖1− 0‖ · ‖1− x‖

‖m− x‖

=
1

2
ln
m · ‖1− x‖
‖m− x‖

=
1

2
ln
m(x− 1)

x−m
(4.3)
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BC

q q'

p
5

0 1 b x x'

Figura 4.4: Mapeo proyectivoP

Tomando también los puntos0,m, b y x se tiene que

dK(m, b) =
1

2
ln(0, m, b, x)

=
1

2
ln

‖b− 0‖
‖m− 0‖ · ‖m− x‖

‖b− x‖

=
1

2
ln

b

m
· ‖m− x‖
‖b− x‖

=
1

2
ln
b(x−m)

m(x− b)
(4.4)

Comom era el punto medio del segmento que va de1 a b, se tiene que

dK(1, m) = dK(m, b)

y sustituyendo las ecuaciones (4.3) y (4.4) tenemos

1

2
ln
m(x− 1)

x−m
=

1

2
ln
b(x−m)

m(x− b)

⇒ m(x− 1)

x−m
=
b(x−m)

m(x− b)

⇒ m2(x− 1)(x− b) = b(x−m)2

⇒ m2

(x−m)2
=

b

(x− 1)(x− b)

⇒ m

x−m
=

√
b

√

(x− 1)(x− b)

⇒ m =

√
b(x−m)

√

(x− 1)(x− b)
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⇒ m =

√
bx

√

(x− 1)(x− b)
−

√
bm

√

(x− 1)(x− b)

⇒ m+

√
bm

√

(x− 1)(x− b)
=

√
bx

√

(x− 1)(x− b)

⇒ m

(

1 +

√
b

√

(x− 1)(x− b)

)

=

√
bx

√

(x− 1)(x− b)

⇒ m

(

√

(x− 1)(x− b) +
√
b

√

(x− 1)(x− b)

)

=

√
bx

√

(x− 1)(x− b)

⇒ m =

√
bx√

(x−1)(x−b)√
(x−1)(x−b)+

√
b√

(x−1)(x−b)

⇒ m =

√
bx
√

(x− 1)(x− b)
√

(x− 1)(x− b)
(

√

(x− 1)(x− b) +
√
b
)

⇒ m =

√
bx

√

(x− 1)(x− b) +
√
b
=: f(x)

Definimos am como una funciónf(x) (de igual formam′ = f(x′)). Como la derivada
f ′(x) < 0, la funciónf(x) es monótona decreciente enx. Entonces,m = f(x) > f(x′) = m′

y por lo tanto,A′ 6= A′′. Para el caso general (n > 2) se tiene que, si todo triángulo enK
tiene la propiedad M, por el cason = 2, la intersección deK con un 2-plano es una elipse.
Entonces, por el lema 4.2,K es un elipsoide.

�
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