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RESUMEN

El presente trabajo esta dividido en tres partes, la prirasrana recopilacién de
algunos teoremas importantes en la geometria euclidiemi@&rhas que para su demostracion
requieren de cierta perspicacia e ingenio. Es por eso geeasitulo fue llamado Geometria
euclidiana: La verdadera belleza de esta geometria.

El segundo capitulo, “Geometria hiperbdlica: Conociendmuevo mundo®, con-
siste en introducir al lector al mundo hiperbdlico, es ddeiinir el nuevo plano los modelos
gue lo representan, ademas de los objetos matematicosudiéoassados en ellos, entre los
que destacan las rectas, los puntos, los angulos, losui@ngtc. Con este capitulo se desea
lograr que el lector se familiarice con las construccionesr el plano hiperbalico, asi al
llegar al tercer capitulo no tendra problemas para comprdad demostraciones que ahi se
hacen.

Finalmente, la tercer parte "De lo euclidiano a lo hipertailiToda una odisea“, se
estudian los analogos de algunos teoremas mencionadogemet capitulo para el plano
hiperbolico. Siendo éste el climax del trabajo aqui presknt

(Palabras clave:transformacion, geometria, euclidiana, hiperbdlica)
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|. INTRODUCCION

A lo largo de mi vida, siempre me he preguntado ¢ por qué ladudaja en forma
recta si es la forma mas corta para llegar de un punto a otdo&déntrarme en el tema,
descubri que ocurre porque el mundo en el que vivimos no teespe leyes euclidianas a
mayor escala, es decir, localmente la distancia mas cotra @ms puntos es una recta, pero
si vemos la distancia mas corta entre dos planetas, dejaeride

Fueron estos los motivos que me llevaron a estudiar una dgdandéferente, en
este caso la hiperbdlica. El pensar las cosas de otra foomger los esquemas y modelos
gque ya tenemos gracias a afios de estudio de la geometridiauelno es un paso facil, a
menudo nos encontramos en problemas porque seguimos twelcagulos en la idea de que
todo es euclidiano. Sin embargo, con este trabajo, logr@dantirme al menos un poco a ese
fascinante mundo nuevo.






ll. GEOMETRIA EUCLIDIANA: EL INICIO

Il.1. La verdadera belleza de esta geometria

Echando un vistazo rapido en los conceptos basicos queridenggeometria eucli-
diana, uno se puede topar con ciertos teoremas elegaareadibs asi debido a que cons-
truyen a partir de conceptos muy basicos otros muy complajés largo de este capitulo,
se concentra una recopilacion de algunos de estos teordméss cuales mas adelante se
buscara su correspondiente en la geometria hiperbdlicagsnde no haberlo, se daran los
motivos.

[I.1.1 Teoremas de Cevay Menelao

Concurrencia y colinealidad son dos propiedades muy cosmenageometria, las
cuales no solo ayudan a demostrar otras propiedades sirtamgb&n son Gtiles para cons-
truir conceptos nuevos. Dos teoremas que las abordan deuma muy simple y elegante,
son los mencionados en este apartado.

Giovanni Ceva fue un matematico e ingeniero italiano quizdegrandes trabajos
sobre mecanica y geometria, pero su mayor contribuciémgla, fue el lamado Teorema
de Ceva.

Menelao de Alejandria, por su parte, fue un matematico Yy@asino griego que
vivio a finales del siglo I. Autor del tratado Sphaerica, equet realizo un sistematico estudio
de las propiedades de los triangulos esféricos, que cayestitas bases de la trigonometria
esférica. Ambos teoremas son mencionados a continuacion:

Teorema 2.1 (Ceva)DadosD, E'y F en los ladosBC, AC' y AB respectivamente de un
ANABC, tales que las rectad D, BE' y C'F' concurren en un punto, entonces

BD CE AF
DC EA FB

(2.1)

dondeBD denota la distancia del segmenidD. Inversamente, si la relacion anterior se
cumple para los puntoB, F'y F' en los ladosBC, AC'y AB respectivamente de thABC
entonces las rectad D, BE y C'F’ son concurrentes.

Demostracion SeanR y S las intersecciones déF'y BFE con la paralela &8C' que pasa
por A respectivamente, y sé&a la interseccion de las rectdsS y C'R. Tomando los pares
de triangulos semejanteéSAFR ~ ABFC, NAES ~ ACEB, AROA ~ ANCOD'y
ABDO ~ ASAO se tiene que:

AF RA

FB BC

3



B D C

Figura 2.1: Teorema de Ceva

BD 45
DC RA
CE TC
EA AS

de donde:

BD CE AF _AS BC RA _
DC EA FB RA AS BC
Siguiendo el razonamiento anterior de forma inversa, @mes el reciproco del teorema.

1

Teorema 2.2 (Menelao)Si una recta interseca la recta8C, CAy AB de unAABC, en
los puntosl, M y N respectivamente, entonces
AN BL TN
NB LC MA

Inversamente sk, M y N son puntos sobre los laddsC', CAy AB de unAABC, para el
cual se cumple la relacion de arriba, entondesM y N son colineales.

~- 1 (2.2)

Figura 2.2: Teorema de Menelao



Demostracién SeanP, (Q y R los pies de las perpendiculares desdeB y C respectiva-
mente a la recta que pasa garM y N. Nos fijamos en los pares de triangulos semejantes
APAN ~ AQBN, ABLQ ~ ACLR, NAPM ~ ACRM, tenemos que:

AN AP
NB  BQ
BL QB
IC CR
CM RO
MA AP

de donde:

@ @ CM AP QB RC

NB ILC MA BQ CR AP
De igual forma, podemos llegar al reciproco del teoremagiig®s los pasos en forma
inversa.

[1.1.2 Teoremas de Pascal y Brianchon

Continuando un poco con las propiedades de concurrencitineatidad, se pre-
sentan aqui un par de teoremas duales que nos hablan de piopadades relacinando
hex&gonos y algunas secciones conicas.

Blaise Pascal fue un matematico, fisico, fildsofo catéliesgritor. Durante su vida,
hizo contribuciones importantes en diferentes areas.&mé#ematicas, por ejemplo, estudid
las secciones conicas y produjo importantes teoremas esolagjria descriptiva, también,
en colaboracién con Fermat, fundaron las bases de la teotégpitobabilidad. A la edad de
16 afos, Pascal presenta una hoja de papel en una de lasieudéoMersenne que contenia
una seria de teoremas de geometria descriptiva, incluygnuexagrama mistico de Pascal
(ver teorema 2.3).

Charles Julien Brianchon fue un matematico, quimico y arifitancés, de quien se
desconoce gran parte de su vida. Se sabe que mientras batedida Escuela Politécnica
en Paris, publicd su primer articulo “Sur les surfaces asidu second degré” (Sobre las
superficies curvas de segundo grado) en el periodico de lelesen el cual redescubria el
hexagrama mistico de Pascal. No conforme con ello pruebisiéanel teorema dual a éste,
llamado ahora, Teorema de Brianchon.

Para poder probar dichos teoremas, es necesario que antessmnen algunas
definiciones y que se demuestren ciertos lemas que a cotitinuse exponen.

Definicion 2.1 Sea%’” una circunferencia con centr® y radio r. Sea tambiér” un punto
cualquiera. Llamaremos potencia de con respecto & al nimero(PO)? — r? que es
constante (Fig. 2.3).



P

Figura 2.3: Potencia de un punto

P
G

Figura 2.4: Eje radical de dos circunferencias

Lema 2.1 Dados dos circunferencia%; y %>, el lugar geométrico de los puntos que tienen
la misma potencia respecto a dichas circunferencias, edinea recta llamada eje radical
(Fig. 2.4).

Demostracién Sean%;,%, dos circunferencias no concéntricas, con cenfi@s’ y radios
r,r’ respectivamente. Sdaun punto tal que su potencia con respectj § %, es la misma,
trazamos la rect® M perpendicular a la linea de los cent@®’ Entonces

PO? — 12 =PO"? —¢'?
Restandal/ P2 en ambos lados, nos da

OM? — 1% = MO’ — ¢'?

y puesto qué& M + MO’ = O0', tenemos que
7,2 _ ’l“/

oo’

2

OM — MO’ =

Luego, solo existe un puntd enOO’ que satisface estas relaciones. Si tomaramos un punto
cualquieraVN, de forma similar tendiamos

OM —OM' = ON — NO'

y esto es

ON — MN — MO"=ON+ MN — MO’

6



asiM N = 0; es decir,N coincide conM. Por lo tanto, si un punto tiene potencia igual con
respecto a dos circunferencigs y %5, esta en una perpendicular a la linea de sus centros.
Siguiendo la forma inversa del razonamiento anterior pasedemostrar que si un punid

se encuentra en la recta perpendicular a la linea que unent®s de las circunferencias,
tiene la misma potencias respecto a ambas.

Teorema 2.3 (Pascal)SeanA, B, C, D, E, F los vértices de un hexagono inscrito en una
circunferenciaC. Y seanL, M y N las intersecciones de los lados opuestos de dicho hexa-
gono, esdecirdél F conCD, FE conBC'y AB con E D respectivamente. Entoncds, M

y N son colineales. A dicha recta se le conoce como linea de Pasca

Figura 2.5: Hexagrama Mistico de Pascal

Demostracién SeanP = EFNAB,Q =FEFNCDy R=CDn AB. Usando el teorema
de Menelao en el PQR con las rectasi /', BC'y DFE, se tiene que:

PERA QL
FQ AP LR
RB QC PM _,
BP CR MQ
PE QD RN _
EQ DR NP

Multiplicando las ecuaciones anteriores tenemos que:

RA

(@_
FQ AP IR

_Qz)~<RB_QC_PM>‘<PE_QD‘RN
BP CR MQ

)

EQ DR NP

7



(2.3)

j@ PM RN <PF RA RB QC PE QD)_l
LR MQ NP \FQ AP BP CR EQ DR/}

Ademas por potencia de los puntBs ) y R con respecto a la circunferenci,
tenemos que:

PF-PE=PA-PB
QF-QE=QD-QC
RA-RB=RD - RC

Sustituyendo en 2.3 se tiene que:

@_W_R—N_K 1 .PA~PB)‘RA_RB‘QC‘PE‘QD _,
LR MQ NP |\FQ PE AP BP CR EQ DR]

Definicion 2.2 Dada la mediana de un triangulo, y la bisectriz en el mismoumgla re-
flexion de la mediana con respecto a la bisectriz es llamat@dgiana (Fig. 2.6).

B

Figura 2.6: Simediana de un triangulo

Lema 2.2 Dado unAABC, inscrito en una circunferenci@’, y un puntdl” fuera de ella,
tal queT By TC son tangentes &, entoncesAT es simediana deh ABC' (Fig. 2.7).

Demostracién Prolongamos los ladadB y AC del AABC. SeaP(@ larecta deAB a AC
gue pasa pdr’, tal que
/TBP = /BPT (2.4)

Se cumple que,
/TBP = /BPT (2.5)

8



/P T Q\

Figura 2.7: Lema 2.2

por ser angulos seminscritos. Ademas tenemos que

/TBP + /CBT + Z/ABC = 180 (2.6)

y
/ABC + /BCA+ ZCAB = 180 2.7)

Restando la ecuacién (2.6) menos la ecuacion (2.7), tenemos
/TBP+ /CBT + Z/ABC — /ABC — /BCA— ZCAB = 180 — 180

= /TBP + /CBT — /BCA - ZCAB =0
= /TBP + /ZCBT = /BCA+ ZCAB

pero por la ecuacion (2.5)
= /TBP+ /CAB = /BCA+ ZCAB

= /TBP = /BCA (2.8)
Analogamente/ ABC = ZQCT. También tenemos que

LPTB+ ZBTC + £CTQ = 180

= 180 — 2/BCA + 180 — 2/CAB + 180 — ZABC — /TQC = 180
= 360 — 2/BCA— 2/CAB — /ABC = /TQC
= 360 — ZBCA — LCAB — (/BCA + /CAB + ZABC) = /TQC
= 360 — ZBCA— /ZCAB — 180 = /TQC
= 180 — ZBCA — LCAB = /TQC
= /TQC = /ABC (2.9)

Luego,APTB, ABTC'y ACT(Q soniséscelesy asPT = BT = CT = QT. Entonced
es punto medio del segmenkx) y con ello la rectadT es mediana del\ APQ. Tomando
las ecuaciones (2.4) y (2.8) se tiene que:

LTBP = /BPT = /ZBCA

9



y por la ecuacion (2.9)
/TQC = LABC

Luego,AABC ~ NAQP
. larectaAT es simediana d& ABC

Definicion 2.3 SeanA, B, C, D puntos sobre una recta como se muestra en la figura 2.8
tales qu%g = —g:g. Entonces diremos que los puntdy D son conjugados armoénicos de
los puntosA y B.

< | 1 1 1 >

A C B D

Figura 2.8: Cuarteta armonica

Definicion 2.4 Sea% una circunferencia yP un punto interior a%’. Se traza porP una
recta que corta & en Ay B. SeaP’ un punto sobre la rectal B, tal que@, A, Py B
son conjugados armonicos. El lugar geométrico de los pufitgsara todas las distintas
posiciones de la rectd B es llamada recta polar del puntB con respecto &’.

Lema 2.3 SeaABC un triangulo inscrito en una circunferenciél. Y seaD un punto en el
arco BC' del lado opuesto al puntd, tal que AD es simediana deh ABC'. Entonces’' B
es simediana d& AC'D.

B

Figura 2.9: Lema 2.3

Demostracion SeaM sobreBC tal queBM = MC. SeaN enAD tal que
/NCA = /DCB (2.10)
ComoAM es mediana deh ABC'y AD simediana del mismo triangulo,

/DAB = /CAM (2.11)

10



Ademas/BDA = /BC A porque subtienden a la misma cuerti. Luego,
NABD ~ NAMC
Como tenemos (2.10), entonce8CA = Z/DCN y
/ABC = ZADC
ya que subtienden la misma cuerd@’. Luego,
NABC ~ ANDC
Por la ecuacion (2.11), se tiene quié/ AB = ZC' AD 'y por la ecuacion (2.13),
NABM ~ NADC
Asi, por la ecuacion (2.12) tenemos que
AB DA BD
AM CA MC

y por la ecuacion (2.14)

AB BC CA
ND DC CN
= AB-DC =BC-ND
ademas, por la ecuacion (2.15),

AB BM MA
AD DC CA
= AB-DC =BM - AD
Al juntar las dos ultimas ecuaciones, tenemos

BC-ND = BM - AD

L wp- BM-AD
BC
pero comal/ es el punto medio dBC, sabemos qué¥ = 1 entonces,
~p - AP
2
. ND - AN —|2— ND
—_ ND AN
ND-—-=2 = 2
= 2 >
_ND _ AN
2 2
= ND = AN

luego,N es punto medio ddD. Y asi,CN es mediana dé&\ AC' D

. CB es simediana de dicho triangulo.

11
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Lema 2.4 Sean% una circunferencia yP un punto fuera de ella, trazamos las tangentes
desdeP hacia? y llamamos)M y N a los puntos de tangencia. Entonces la retfaV es la
polar de P con respecto &'.

Figura 2.10: Lema 2.4

Demostracién Aplicando el Lema 2.2, la rectd P es simediana deh AM N. Asi como,
por el Lema 2.3M N es simediana deh AM B. Tomando el teorema generalizado de la
bisectriz en eNABM, se tiene que:

CB _ MBsind
AC  AMsiné
N AC B AM sin §
CB MBsind
Ademas por la ley de senos eneAN B, se cumple que

(2.16)

sinff  sind
NB AN
sind AN
= R - —
sinf NB
sustituyendo ésta ultima igualdad en la ecuacion (2.16)

AC  AM AN
~CTB MB NB
El AAM Py el AMBP son semejantes, debido a qu&/ AP = /PM B por ser
seminscritos y ambos triangulos comparter 8P M. AnalogamenteANANP ~ ANBP.
Esto implica que

(2.17)

AM MP PA

(2.18)
MB BP PM

AN NP PA
NB BP PN

(2.19)
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Tomando la primera fraccion y la tltima en la ecuacion (2.4@)espejando se obtiene:

pa_ AN-PN
NB

Y tomando también la primera y la ultima fraccion en la eciagR.18) y sustituyendo la
ecuacion anterior, se tiene que:

:>AM_ AN - PN
MB NB-PM

peroPN = PM, entonces:
AM AN
MB NB
lo que al sustituir en la ecuacion (2.17), nos da:

AC AN AN
CB NB NB

luego,
AC  (AN)?
:C = (_) ) (2.20)
CB (NB)?
Ahora,
AP AP NP

BP NP BP
que por la primer igualdad de la ecuacion (2.19) implica:

AP AP AN
BP NP NB

y tomando la primera fraccion y la Ultima de esa misma ecuaaeidemos:

AP AN AN
BP NB NB

AP _ (AN
BP (NB)?
Igualando la ecuacién anterior con la ecuacion (2.20)ategs a:
AP AC
BP CB
AP AC
:> ————
PB CB

Luego, la cuarteta, C, B,y P es armonica.

.. larectaM N es la polar de” con respecto &'.
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Figura 2.11: Lema 2.5

Lema 2.5 SeanX, P puntos, y sus polares con respect@’ax, p. Entonces X esta erp si
y solo siP esta ene.

Demostracion
P € x & EXxistenA, B € ¢, tales queX, A, Py B son conjugados armonicos
AP AX
BP BX

Lema 2.6 Tres puntos son colineales si y solo si sus polares son cmies.

Figura 2.12: Lema 2.6

Demostracién SeanP, (), R puntos colinealesy, ¢, r las polares de cada uno respec®.a
SeaO la interseccion de la recgacon la recta;. Por el lema 2.5, la polar de con respecto
a% debe pasar paP y . Pero comaP, (Q y R son colineales, entonces por el mismo lema,
la rectar pasa po©. Luego las rectag, ¢, » son concurrentes. Seang, r las polares dé,

@ y R concurrentes. Llamamas al punto de concurrenci& € p, aplicando el lema 2.5,
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P € o, dondeo es la polar d& con respecto &. Analogamente) € oy R € o. LuegoP,
Q, R son colineales.

.. p, q, T SON concurrentes siy séloBj (), R son colineales.

Teorema 2.4 (Brianchon) SeaABC D EF un hexagono formado por seis rectas tangentes
a una circunferencia. Entonces, los segmentds BE y C'F' se intersecan en un solo punto
llamado punto de Brianchon.

m

D C

Figura 2.13: Teorema de Brianchon

Demostraciéon Por el lema 2.4, la polar d&/ respecto & es la recta’ A que llamaremos
m. De igual formag = DC,r = ED,s = EF'yn = AB. SeanX, el punto se interseccion
de lasrectasmy ¢, Y el de lasrectagy n, y Z el de las rectas y p. Por el lema 2.5; debe
pasar potM y x debe pasar pap, luego,z = M. Analogamentg = SPy z = NR. Por
el teorema de Pascal, y y z son colineales. Y por el lema 2.6, las rectds), NRy SP
son concurrentes.

[1.1.3 Teorema de Desargues

Durante el Renacimiento y ante la aparicion de nuevos prdsesn la ciencia apli-
cada, surgen, en el siglo XVII varios personajes clave eadageracion de los conocimien-
tos geomeétricos griegos y en los nuevos enfoques que diegan &l nacimiento de la Ge-
ometria Proyectiva. Entre dichos personajes, destacatehmatico francés, Gérard Desar-
gues (1591-1661) quien mas adelante fue considerado comdeulos padres de dicha dis-
ciplina. Aunque la mayor parte de su trabajo fue tedrico aopses disfrutaba mucho con las
posibles aplicaciones de la geometria. Obtuvo resultadgsimportantes en el estudio de
"la perspectiva”, de hecho uno de los teoremas principalesa rama de las matematicas
fue descubierto por él y por supuesto lleva su nombre.
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Figura 2.14: Triangulos perspectivos desde un punto

Definicion 2.5 Decimos que dos triangulod ABC' 'y ADEF son perspectivos desde un
punto, si las rectas\D, BE'y C'F’ concurren.

Definicion 2.6 SeanL, M y N los puntos donde se cortan los pares de rectd$3 f DE),
(BC'y EF)y (AC 'y DF) de dos triangulosAABC' y ADEF dados. Decimos que los
triangulos son perspectivos desde una recta, si los puhbtdg y N son colineales.

Figura 2.15: Triangulos perspectivos desde una recta

Teorema 2.5 (Desarguespi dos triangulos son perspectivos desde un punto entonces s
perspectivos desde una recta.

Figura 2.16: Teorema de Desargues
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Demostraciéon SeanANABC'y ADEF dos triangulos perspectivos desde un puntcomo
se muestra en la figura 2.16. Aplicando el teorema de MeneldosetriangulosAOC A,
ANOCByY AOAB con las rectas que pasan por los pudips'y N; E, FyM;y E,Dy L
respectivamente, se tiene que:

OF CN AD

FC NA DO

OF CM OF

FC MB EBD

0D AL OF _

DA LB EB

Multiplicando las tres igualdades, tenemos que:
OF CN AD FC CM FEB OD
FC NA DO OF MB OE DA
L, ON CM AL _

NA MB LB

.. L, M, N son colineales.

AL OF _
IB EB

Teorema 2.6 (Reciproco del Teorema de Desargue$) dos triangulos son perspectivos des-
de un recta entonces son perspectivos desde una punto.

Demostracién Dados dos triangulo& ABC'y ADEF perspectivos desde una recta, como
se muestra en la figura 2.16, se quiere demostrar que sorepvep desde un punto, es
decir, que sus lados correspondient#®, BE y C'F concurren. Se@ el punto de intersec-
cion de las rectas D y C'F'. Basta probar que la rectaZ pasa poiO, es decir qu&), By

E son colineales. Notemos que los triangules DA 'y AM FC' son perspectivos desde el
puntoN. Asi, aplicando el teorema de Desargues a dichos triangaédgene qué), By FE
son colineales.

[1.1.4 Teorema de Pappus

Pappus de Alejandria vivio entre los siglos Il y IV. Origiade Alejandria, es
conocido como el ultimo de los grandes gedmetras griegosofcimiento que se tiene
sobre su vida es muy limitado. Su obra principal, la Colateciatematica, escrita hacia el
340, reviste una particular importancia desde el punto si& Viistérico porque, ademas de
ser una exposicion completa y sistematica de los conocioseate su época, recoge frag-
mentos, a veces integros, de las obras que constituiamidariientos de la ensefianza de las
matematicas en la ciudad de Alejandria, hoy en gran partidaer. La Coleccion compuesta
por ocho libros, contiene una serie de problemas que int@doociones geométricas impor-
tantes, como el foco de una parabola o la directriz de un@apyios enunciados de muchos
teoremas, entre ellos, el que expresa la superficie y el \@iwte las figuras de revolucion.
Dentro de dicha obra, se encuentra uno de sus teoremas quesgdecado como la base de
diversas demostraciones en geometria proyectiva, el cagtkranemos a continuacion.
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Teorema 2.7 (Pappus)SeanA, By C tres puntos sobre una rectyy D, E'y F' tres puntos
sobre otra rectan. SeanP, (Q y R las intersecciones respectivas de las rectds con BD,
BF conCEy AF conCD. Entonces, los puntaB, @@ y R son colineales.

Figura 2.17: Teorema de Pappus

Demostracién Seal la interseccion de las rectasly y BF', M el punto donde las rectas
BF'y CD concurren yN el punto donde se cortan las rectd® y AE. Ahora, por el teorema
de Menelao en el LM N, con la rectaBD tenemos:

_— === =1

PN DM BL
con larectaC'E: L

LE NC MQ _q

EN CM QL
con la rectaA F: L

LA NE MF _

AN RM FL
con la rectaAC": -

LA NC MB .

AN CM BL
conlarectaD F. L

LE ND MF _




Al multiplicar las tres primeras igualdades, y dividir toplar las dos Ultimas, se tiene:

ND  MB LE NC MQ LA NR MFE
L' E QL AN 'RM ' TL

| &
25

ol
=N

= Lp . NR : MQ =1
PN RM QL
lo que, nuevamente por el teorema de Menelao éxnlel/ N, quiere decir qué’, Q y R son
colineales.

[ ]
I1.1.5 Inversiéon

Existen diversas transformaciones que son muy utilizaddasmatematicas, en
particular en las geometrias. Entre las mas usadas, sengracula rotacion, la reflexion y
la traslacion. La inversién por su parte es un tipo transémion muy importante, debido a
que facilita la demostracion de diversos teoremas. Parerfglicarla, es necesario definir
una circunferenci&’, a la que llamaremos circunferencia de inversion. El radie dicha
circunferencia sera llamado el radio de inversion y su céngbcentro de inversion.

Decimos que dos puntd3y P; son inversos con respectasa(ver figura 2.18) si
ademas de ser colineales adonse cumple que

ﬁ'ﬁlsz

Definida de esta forma, la inversion hace que todo puntopéx@ centro de inver-
sion, tenga un unico punto inverso en el plano con respegtolaps puntos que estén en la
circunferencia de inversion, seran sus propios inversaeMpre que tomemos dos puntos
inversos distintos, uno estara dentro de la circunferaheiaversion y el otro fuera.

Se puede definir la inversa de una figda como la figural/; formada por todos
los inversos de los puntos de la figura

Teorema 2.8 SeanP y P; dos puntos inversos con respect&a LlamemosA y B a los
puntos donde la rect® PP, corta a%. Entonces los puntog, P, By P son conjugados
armonicos.

Demostraciéon ComoP y P, son puntos inversos, tenemos & - OP; = > = OA?, lo
cual nos dice quél, P;, By P son conjugados armoénicos.

Teorema 2.9 El inverso de una linea recta que no pasa por el centro de gigBr es una
circunferencia que si pasa por dicho punto. Reciprocamehisverso de una circunferencia
gue pasa por el centro de inversién, es una recta que no pasaggopunto. Mas que eso,
la linea recta es perpendicular al diametro de la circunfera que pasa por el centro de
inversion.
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Figura 2.18: Puntos inversos

e

Figura 2.19: Teorema 2.9

Demostracién SeaA el pie de la perpendicular desde el centro de inveréiGgobre una
recta dada, Y’ un punto cualquiera en dicha recta. gaen la rectaDP y A; en la recta
OA los inverso deP y A respectivamente. Entonces tenemos que los triangulod y
O A, P, son inversamente semejantes (por definicion de puntossiosierY asi, eO P A,
es recto.

Luego P, esta en la circunferencia de diamenfrd,

De igual forma, siP; es un punto que esta en dicha circunferencia, recorrierslpdeos
anteriores al revés podemos inferir gidesta en la perpendicular al diametoel; que pasa
por el inverso ded.

Teorema 2.10 Cualquier circunferencia que pasa por un par de puntos isgsdistintos, es
Su propia inversa y es ortogonal a la circunferencia de igu@n; e inversamente, cualquier
circunferencia que es ortogonal a la circunferencia de i@ es su propia inversa.

Demostracion SeanP y P; puntos inversos con respecto a la circunferefatide centraD.
SeanAd y A, las intersecciones d€ con larectaP P,. Asi, comoOP - OP, = OA?, Ay A,
son conjugados armoénicos con respectd ywa P;. Es sabido que dada una circunferencia
con diametra/ N, va a ser ortogonal a cualquier circunferencia que pas&pol’, un par
de conjugados armoénicos déy N.

Luego, cualquier circunferencia que pase por P, va a ser ortogonal & .

De forma reciproca, podemos seguir los pasos del razonamaieterior a la inversa,
y obtendremos por completo el resultado buscado.
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Figura 2.20: Teorema 2.10

Teorema 2.11La inversion de una circunferencia que no pasa por el cengringlersion es
una circunferencia.

O B, A AUB

Figura 2.21: Inversa de una circunferencia que no pasa pen#éio de inversion

Demostracion Sea0O el centro de la circunferencia de inversiém gu radio, y se&; una
circunferencia cualquiera que no pasa olLlamemosAB al diametro de&s; que pasa por
O,y seanA; y B, los puntos inversos dé y B respectivamente. Sgaun punto cualquiera
sobre?;, y llamemosP; a su inverso. Sabemos que
OP-OP,=0A-0A, =0B-0B, =1*
:>OP_OBlyOP_OA1
OB OP,” OA OP;

Ademas, comol B es diametro, tenemos que£lPB = 90, y asi,

ZOPB - ZOPA = /Z0BP, — ZOA,P, =90

es decir,
180 — LA B P, — ZOA P, = 90

lo que al despejar, nos da

ZAlBlpl + ZOAlpl == ZAlplB =90
de aqui queP; esta sobre una circunferen&a se diametra4, B;, que sera la inversion de
6.
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Teorema 2.12Las rectas tangentes a dos curvas inversas en dos puntasasué y A;
forma angulos iguales con la recta que une el centro de inderON A y A;.

Figura 2.22: La inversion conserva angulos

Demostracion SeanS'y S, las curvas inversas. Sedny B dos puntos sobr€y seanA; y
By sus puntos inversos respectivamente. Se tiene que

OA-OA;, =0B-0B; =r?

es decir, las rectad B y A; B; forman los mismos angulos con las reatas, y O B, respec-
tivamente.

Si acercamo® haciaA sobre la curvaBB3; se acercad; y las rectasABy A, B; se
transforman en las tangentes pba .S y por A, a S; respectivamente. Entonces, en el limite,
dichas tangentes deben hacer los mismos angulos con lalrdcta

Teorema 2.13 Si dos curvas se cortan formando un cierto angulo, las dogasimversas
se cortaran formando también el mismo angulo.

Demostracién Basta con trazar las tangentes a las dos curvas por el purtorige y las
tangentes a las dos curvas inversas por su punto de cortkcaragb teorema anterior.

Ahora, si dos curvas son tangentes, deben tener un Gnico gartorte, por lo que
las curvas inversas también deben tener un Unico punto tke tiwcual nos lleva a concluir
el siguiente teorema:

Teorema 2.14 Si dos curvas son tangentes, sus curvas inversas tambiéndo.s

Lema 2.7 Dadas una circunferenci@ con centro erO, una rectal que pasa poQ y otra
circunferencias” tangente d enO, la inversa des” con respecto &’ es una recta paralela
al que pasa por los puntos don@éy %" se cortan.
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Figura 2.23: Lema 2.7

Demostracion Se sabe que la inversa de una circunferencia que corta @lefdrencia de
inversiény pasa por su centro es unarecta que pasa por lusglonde ambas se intersectan.
Falta probar que dicha recta es paralela a

SeanP y @ los puntos dond& y ¢ se cortan. Invertimo®” con respecto &. Su
inversa va a ser la recfaQ). Trazamos la perpendicular @or O. SeaS su interseccion con
la rectaP@. ComoOP y OQ son radios d&’, son iguales, y com®, S'y Q son colineales,
ASQO = ASPO. EntoncesS es punto medio d&(Q). Esto con el hecho de queS L PQ
y [ tangente &” nos dicen que

HPQ

11.1.6 Teorema de Ptolomeo

Claudio Ptolomeo es uno de los personajes mas importantaetoria de la As-
tronomia. Astrbnomo, quimico, gedgrafo y matematico,dPbao propuso el sistema geocén-
trico como la base de la mecanica celeste que perdurd por enB40d afos. Sus teorias y
explicaciones astronomicas dominaron el pensamientdiftoenhasta el siglo XVI. Nacié
en Egipto aproximadamente en el afio 85y murié en Alejandri afio 165. Aunque debe
su fama a la exposicion de su sistema ptolomaico, su sabendcho mas alla. Entre sus
diversas aportaciones, esta un teorema presentado adlévgusu nombre, el cual relaciona
los lados de un cuadrilatero inscrito en una circunferecmiasus diagonales.

Definicion 2.7 Decimos que un cuadrilaterd BC' D es ciclico si existe una circunferencia
% que pasa por los cuatro vértices de dicha figura.

Teorema 2.15 (Ptolomeo)SeaABC D un cuadrilatero ciclico. Entonces

AC-BD =AB-CD+ BC-AD
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Figura 2.24: Teorema de Ptolomeo

Demostracion Seak en AC tal queZABK = ZDBC. Los &ngulos/ BAC'y ZBDC son
iguales porque abarcan la cued&’. Luego,ABAK ~ ABDC, por lo cual tenemos que:

BA BD
AK DO
= BA-DC =BD - AK
De igual forma ABCK ~ ABDA, entonces:
BC BD
CK DA
= BC-DA=BD-CK
Sumando ambas igualdades, se tiene que:
BA-DC+ BC-DA=BD-AK+ BD-CK
= BA-CD+BC-DA=BD- (AK + KC)
= AB-CD+ BC-AD = BD - AC

[1.1.7 Generalizando el Teorema de Ptolomeo: Teorema de Casey

John Casey respetado gedmetra irlandés, nace en 1820 y etu&B91. Famoso
por su teorema que generaliza el teorema de Ptolomeo, lmaytircon muchas pruebas y
perspectivas novedosas de la geometria euclidiana. Bl gant Emile Lemoine son conside-
rados como co-fundadores de la geometria moderna delaiaél triangulo.

Lema 2.8 Searfs; y %> dos circunferencias tangentes interiorment€ &ina circunferencia
con centro erO y radior), cada una de las cuales tiene centro@ny O, y radiosr; y ry
respectivamente. Setel punto de tangencia d&; con%’ y B el de%, con%. Entonces la
longitudt de la tangente comun exterior@ y %- es

t:A—B\/(T—Tl)(T—’/’g)

r
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Figura 2.25: Lema 2.8

Demostracién SeanA; y B; los puntos de tangencia &8 y %, cont, respectivamente.
Trazamos una paralela a la rectaB, por O,. SeaP su interseccion con la rect& O;. Por
el teorema de Pitagoras en&D, PO,, tenemos que

t? = (0,0) % — (11 —12) (2.21)
También por la ley de cosenos enVeD O, 0, se tiene:
(0105) 2= (r—r1)?+ (r—r2)>=2(r —r1) (r —ra) cos ¢ (2.22)

dondep = O;00, SeanA y B los puntos de tangencia @g y %> con% respectivamente.
Tomando la ley de cosenos 214 BO se tiene que:

AB? = 2r? (1 — cos ¢) (2.23)
sustituyendo (2.22) en (2.21), tenemos:
t=(r—r)2+(r—r)2=2(r—r)(r—ry)cosp— (r, —ry)?
St2=(r—r)24+(r—r)?=(ri—1m)%=2(r —r)(r —ry)cos¢
que al sustituir la ecuacién (2.23) nos da:

B =) (=)= (=) 22— ) =) (1- G50
== (r—11)2=2(r —71) (r —ro)+(r —12) 2= (r1 = 12) 242 (r — 1) (r — 1) (gi)
A73)2
=St =(—r—(r—r))?=(rn—r)?+2(r =) (r =) (IL;TBZ)
2 (AB)?

= ¢

=(rg—1)% = (r1 —1r2) 2+ (r—r1) (r —13)

(AB)*

72
=>t2=(r—r)(r—ry)
it:@\/(r—rl)(r—m)

r
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Teorema 2.16 (Casey)Sea% una circunferenciay sea#,, %, ¢3 Y %, cuatro circunferen-
cias, que no se cortan entre si, tangentes por dend Benotemos pot;; la longitud de la
tangente exterior comun de los circulgsy ;. Entonces se cumple que:

t1ot3s + taglia = t13tos

Figura 2.26: Teorema de Casey

Demostracion SeanA, B, C'y D los puntos de tangencia de las circunferen@igsss, 3
y %, con% respectivamente. Y, por el lema 2.8, tenemos que:

ty = g\/(r — ) (r— 1)
tyy = @ (r—rs) (r —r2)
by = ?\/(r ) (r—1a)
tys = ? (r—ra) (r—13)

Entonces,

AB .ZCD n AD ~ZBC) \/(7‘—7’1) (r—ro) (r—r3)(r—ry)

r

t1ot3s + t1aloz = ( .

AB-CD+ AD - BC
2

) NI [ Yy

Pero comaA BC' D es un cuadrilatero ciclico, cumple el teorema de Ptolomed. A

= l1at3q + t1alogz = (

e NI G

t1ot3s + t1aloz = ( .
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AC BD
= tiglgs + tiales = <T V(=) (r— 7’3)) : <T V(=) (r— r4))
Lo que nuevamente por el lema 2.8 nos da lo que queriamos ttamos

= tyot3s + tiatoz = t13los

11.1.8 Teorema de Feuerbach

Karl Feuerbach, hermano del famoso filésofo Ludwig Feudrbaacié en Jena,
Alemania, el 30 de mayo de 1800, en una familia protestante.un estudiante brillante
de la Universidad de Erlangen, y después de Friburgo, ol@uee 22 afios su doctorado y
comenzo6 a ensefar matematicas en el Gymnasium de Erlangeemi&mo afio publica en
Nuremberg un librito de 62 paginas de titulo largo y difusaekque presenta y demuestra
analiticamente®. mas bello teorema de geometria elemental descubierto teespeca de
Euclides”, segun el historiador J. L. Coolidge.

En 1824, Feuerbach es detenido y encarcelado durante ujuafmcon 19 estu-
diantes, en Munich, por sus posiciones politicas. Conditkrse responsable de todo, sufre
una depresion e intenta suicidarse en dos ocasiones, heaaaaus comparferos, primero
cortandose las venas y después tirandose por una ventasaulliberacion, vuelve a vivir
con su familia y gracias a una intervencion del rey consigueieevo un puesto de profesor
en Hof, que debera abandonar como consecuencia de una repeeaidn. En 1828, mejora-
da su salud, ensefia de nuevo en Erlangen, hasta el dia eregesyainando una espada en
clase, amenaza con cortar la cabeza de los alumnos que moresplver la ecuacion que ha
escrito en el pizarrén. Abandonando la ensefianza, vivitaid® los seis Ultimos afios de su
corta vida dejandose crecer el pelo, la barba y las ufiagmgténdo las pinturas de su sobri-
no, el pintor Anselmo Feuerbach. Este profesor impulsivergysbado murié en Erlangen,
el 12 de marzo de 1834.

Lema 2.9 SeaABC untriangulo, y sear¢’y ¢” el incirculo y excirculo respectivos del lado
BC del triangulo conP y ) como puntos de tangencia. Entonces

BO=0CP

Demostracion Denotemos por, b y ¢ los ladosBC, CAy AB del AABC. Seas su
semiperimetro, es decif2t<. Se tiene que:

AGl == AG2
BG, = BQ
QC = GyC

—~ AB+BQ=QC +CA=>s
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Figura 2.27: Lema 2.9

= QC=AB+BQ-CA=s—1

También, puesto que L
AC+BP =s

= BP=s—AC=s—1

Luego,
QC = BP

Restandd@) P en ambos lados obtenemos:

QC —QP =DBP—-QP

=~ QC—-QP=BP-QP
= PC = BQ

Lema 2.10 En un tridngulo, los puntos de corte de las bisectrices imiey externa de un
angulo con el lado opuesto y los vértices que forman dicho $h conjugados armonicos.

A

©

Figura 2.28: Lema 2.10
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DemostraciéEeanP y (Q los puntos de corte de las bisectrices interna y externandela
AconelladoBC. Sabemos que L

BP ¢ BQ

CP b COQ
de dondeB, P, C'y (Q son conjugados armoénicos.

Lema 2.11 Dado unAABC, larecta tangente a la circunferencia de los nueve pu@t@or
el punto medio d&C, A’, corta a las rectasiB y AC en Py () respectivamente. Entonces
NAQP ~ NABC

Figura 2.29: Lema 2.11

Demostracion SeanX el punto medio del segmento que une el ortocentrdel AABC
con el vérticeA. SeanH,, H, y H. los pies de las alturas délABC desdeA, By C
respectivamente. Como.X H,A’ es recto y los tres puntos estan@n.X A’ es diametro, y
asi,X A’ 1L PQ (P(Q tangente). Se@ el circuncentro dehNABC'. Es sabido quelO 1L H.H,,.
Y como X es punto medio del arcl, . H,, se tiene qu&X A’ | H.H,,. Luego

H || PQ (2.24)

El cuadrilateroH .H,C' B es ciclico porque los angulasBH.C'y ZBH,C son rectos y
abarcan &C'. Entonces,
LH.BC + £ZCHyH, = 180

Pero también com@’, H, y A son colineales,
/CHyH,+ £ZH .Hy,A = 180

= /H.BC = Z/ZH H,A
Luego,AABC ~ NAH,H,.y finalmente, por (2.24)

ANABC ~ NAQP
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Figura 2.30: Teorema de Feuerbach

Teorema 2.17 (Feuerbach)En un triangulo, la circunferencia de los nueve puntos es tan
gente al incirculo y a los tres excirculos.

Demostracién SeaABC un triangulo, y seafs; y %, el incirculo y el excirculo de dicho
triangulo, correspondiente al ladeC, con centro®); y O respectivamente. Sean también
Py @ sus respectivos puntos de tangencia con la rB¢taSeanM, Dy H 4 los pies de la
mediana, la bisectriz y la altura respectivamente desdérate A.

Se desea demostrar que la circunferencia de los nueve pieitdsABC, € es
tangente &, y %,, entonces invertiremos las figuras de tal forma que se puedaas
claramente la tangencia en las figuras inversas.

Sabemos por el lema 2.9, qi&) = CP lo cual implica queM(@Q = MP. Sea
%, la circunferencia con centro e y radio M P, la cual es ortogonal &, y %5, debido
aquelarectal P1LO;P y larectaMQ_LOgQ. Al invertir sobre%;, ¢, y %> se mantienen
invariantes (teorema 2.10),%, se transforma en una redtaya que dicha circunferencia
pasa por el centro de inversidi (inverso del teorema 2.9). Ahora demostremos que la recta
[ es tangente &, y %5.

Sabemos que las rectB8); y BOg son las bisectrices internay externadel BC,
de donde se tiene que los puntog, D, O; y A son conjugados armonicos (lema 2.10).
Ademas, como las rectds;(Q, O; Py AH 4 son perpendiculares al ladeC, los puntosy),

D, Py H también son conjugados armonicos. Enton@gsH 4 son inversos con respecto a
%;. Luego,l/ pasa potD.

Por el lema 2.7, se tiene que la rettiebe ser paralela a la tangente\éra%’. Sean
X y Y los puntos de corte de dicha recta con las redtBsy AC respectivamente. Sabemos
también por el lema 2.11 que AY X ~ AABC, por lo cual el triangulo formado por las
rectasl, AB y AC también es semejante AlIABC, es decir, el angulo entre las rectag
AC esB. Comol pasa poiD, debe ser la reflexion de la redi’ sobre la bisectrizl D, que
es tangente & y %s.
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Invirtiendo nuevamente sob#g, [ se transforma e#’ y las circunferencia%’ y %>
se invierten sobre ellas mismas, y asi concluimos que lardgcencia de los nueve puntos
es tangente & y a%s.

[1.1.9 Teorema de Thébault

Victor Thébault vivié del afio 1882 al 1960. Fue un matemdtiancés, de quien se
deconoce casi toda su vida. Entre los Unicos datos que satilnél, se encuentran sus tres
problemas propuestos en la geometria, los que le dieromia dae tiene hoy en dia.

Teorema 2.18 (Primer problema de Thébault) Dado un paralelogramel BC D, trazamos
cuadrados sobre sus lad6sD XY, BCX,Y,, ABX3Ysy DAX,Y, con centros ey, Os,
O3y O, respectivamente. Entonces el cuadrilatéxa@),0;0, es un cuadrado.

Y X
0, "
A /\
NN
X, -
0&\D /
Y, 4
X, v,

Figura 2.31: Primer problema de Thébault

Demostracion ComoAD = BC, DAX,Y, = BCX,Y,
Ademas en el cuadradoD X;Y;, tenemos que
DO; = 0,C (2.26)
ComoAD| BC,AD1Y,Dy BCLCX, se tiene qué&’, D||C' X,. Considerando la transversal
DC que las corta, los angulos internos son iguales
2Y,DC = /DCX, (2.27)
Pero/0,DY, =45 = /ZCD0O,y LZ0,C X5 = 45 = ZDC(O; entonces
2Y,DC = /Y,DO,+ £0,DC
= /ZY,DO,+ Z0,DY},
= ZL04DY,+ 2£Y, DO,
Z£04D0O;
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LDCXy; = ZDCO;+ £LO:CX,
= ZDCOy+ £ZDCO,
= Z£0,C0,

Luego, por la ecuacion (2.27) tenemos que:

£0,D0;, = L0O,C0O4 (2.28)
Juntando las ecuaciones (2.25), (2.26) y (2.28), conclsiine

NO1COy = NO1DO;
EntoncesD,0, = 0,0, =dy

£0,0,D = L0,0,C (2.29)
Analogamente(),03; = 050, = d Ademas /DO,C = 90

2040109 = Z£0401D + £D0O;,0,
= Z0,0,C+ £2D0O,0Oy por (229)

= ZDO:,C
= 90
Analogamente,
Z£0105,03 =90
£050304 =90
2030401 =90

.. 0105030, es un cuadrado.
[ ]

Teorema 2.19 (Segundo problema de Thébaultbado un cuadradoABC D, constuimos
sobre dos de sus lados adyacentes triangulos equilatéxos/{£'y A DCF). Entonces el
AFEF B es equilatero.

Demostracion ComoAADE y ADCF son equilateros,F' = DF = DE = C'B. Ademas,

ZBCF = /ZBCD+ £ZDCF
= 90+60
150

ZEDF = 360 —-ZEDA—- ZADC — ZCDF
= 360 — 60 — 90 — 60
150

Luego,AEFD = ABFC'y con éstoEF = B Andlogamentel' B = BE.
. ABEF es equilatero.
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F

Figura 2.32: Segundo problema de Thébault

Figura 2.33: Lema 2.12

Lema 2.12 SeaD un punto en el lada3C de unAABC. Trazamos la rectadD. SeaP
el centro de la circunferenci&?, la cual toca a la rectaDC' y alarectaDAenE y F
respectivamente, y a la circunferencia circunscfitadel AABC en K. Entonces la cuerda
que une los puntos de contadioy F', pasa por el incentro deh ABC.

Demostracién Sean)M y N los puntos de interseccion de las rediaB' y K F' con%, y sea
J el punto de interseccién de las rectéd/ y EF. K E es la bisectriz interna del BKC'
Entonces)M es el punto medio del arcBC' que no contiene &'. Y asi, la rectad M es la
bisectriz interna de¥ ABC'. Luego, la rectad M pasa pot.

Como% y %> son tangentes el se tiene que las rectdsF' y M N son paralelas.
Nos fijamos ers,, A, K, las rectasAJM y KFN y en las rectas paraleldd Ny JF'. Se
puede deducir facilmente que los puntésK, F'y J son conciclicos. Por el teorema de
Miquel aplicado alAAF'J, considerando los puntds en la rectaAF’, E en larectaf'J, y
J en la rectad.J, tenemos que la circunferenci, que pasa poF, J y K, es tangente a
AJ enJ. La circunferenci&s, con centro enV/ y que pasa poB, también pasa paf. Esta
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Figura 2.34: Demostracion del lema 2.12

circunferencia, siendo ortogonala, tam_bién lo es &,. Y tenemos que la rectA EM es
el eje radical d& y 6,. LuegoM B =MJy J =1.

. lacuerdaE F pasa por el incentrd del AABC.

Teorema 2.20 (Tercer problema de Thébault)Por el vértice A de un triAnguloABC, se
traza una linea rectal D, que corta aBC enD. Seal el incentro de dicho triangulo. Sea
el centro de la circunferencia que toca a las recia€’ y a DA en E'y F respectivamente,
y a la circunferencia circunscrita deh ABC'. Sea tambiéid) el centro de un circulo mayor
que toca aDB, DA enG, H respectivamente y a la circunferencia circunscrita ded BC.
EntoncespP, I y () son colineales.

Figura 2.35: Tercer problema de Thébault

34



Demostracion Tenemos que larectaG L BC, BC L PE, entonces, larec@G|| PE. Por el

lema 2.12, las rectaSF'y F'H pasan pot. Los triangulosADFG y AQGF son isésceles
en Dy () respectivamente, entonces se cumplen dos cosas, lalvértn la mediatriz de

GF 'y es la bisectriz interna del angula DF. Andlogamente, la rectA P en la mediatriz

de EH y es la bisectriz interna del anguta® D H. Como los angulog GDF'y ZEDH son
suplementarios, sus bisectrices son perpendicularegol lerectaD(Q L DP. Asi, la recta
GF|DPy larectaDQ| EH. Usando el reciproco del teorema de Pappus en el hexagono
PEIGQD, podemos concluir que, I y Q son colineales.

11.1.10 Teorema de Malfatti

Giovanni Francesco Malfatti, conocido también como GianEesco fue un matemati-
co italiano que vivio del 26 de septiembre de 1731 al 9 de oetdd 1807. Estudio en el cole-
gio de San Francisco Saverio en Bolofia. En el afio de 1754¢ese Vivir a Ferrara, donde
se volvio profesor de la Universidad. Fue uno de los fundzgide la Sociedad Italiana de la
Cienciaen 1782.

Malfatti conjeturd que tres circunferencias tangenteseesit se podian inscribir en
un triangulo, siendo cada una tangente a dos lados del midayoen dia, dichos circulos,
reciben el nombre de circulos de Malfatti debido a su trabajo

Lema 2.13 Sea unAABC, con semiperimetrs, su circunferencia inscrita con centro €n

y radio r, tangente al ladaBC en X. Sea también la circunferencia excrita con centro en
I. y radior,, tangente al laddBC en X.. Llamemos:, by c a los ladosBC, CAy AB del
triangulo. Entonces, el radio de la circunferencia insarite puede calcular como

2 _ (s—a)(s =b)(s = ¢)

r- =
S

Figura 2.36: Lema 2.13
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Demostracién Como podemos observar en la figura 2881 X ~ ABI X,, luego

BX s—
r_BX _s-b (2.30)
Te BX, S

Ademas, la rect&'] es bisectriz interna def BC A y la rectaC'l, es bisectriz externa del
mismo angulo, entonces sabemos gué€’'l/, = 90. Como también:

LXCOX, =4XCI+/Z1CI. + £1.CX, = 180

= /XCI+90+ £I.CX, = 180
= /XCI+ £I.0X, = 90 (2.31)

PeroeneNCX.I,, tenemos que
/X I.C+/C0X 1.+ Z1.CX, = 180

= /X 1.C+90+ £I.CX, =180
= /X J.C+ ZI.CX, =90
lo que junto con la ecuacion (2.31) nos implica que
X J.C=/XCI
Luego,AIXC ~ ACX.I,y asi,

r s—a - -
= @re:w
S—¢C Te T

Sustituyendo este altimo valor en la ecuacion (2.30), tarsdmsiguiente

r s—b

Lema 2.14 Dado un tridngulo inscrito en una circunferencia de diamaino, la medida de
sus lados seré el seno del angulo opuesto a cada uno.
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Figura 2.37: Lema 2.14

Demostracion Sea/A ABC un triangulo inscrito en una circunferenéade diametro uno.
Llamemosy al Angulo emM y a al ladoBC del triangulo. Se& D un didmetro d&’. Tenemos
que/BDC = ZBAC = « porque abarcan la misma cuerB8' y ademas/BCD = 90
entonces por el teorema de Pitagoras eh BIDC, se tiene que
. a
SIN 00 = ——

BD
= sina = a

De forma analoga se obtienen los lados restantes.

Teorema 2.21 (Problema de Malfatti) Dado un AABC, inscribir en él tres circunferen-
cias tangentes entre si y cada una de ellas tangentes a dos ¢k triangulo.

Demostracion Se desea trazar los circulos que Malfatti propone. Para@iemos primero
las condiciones necesarias para su existencia, conclayssidon una construccion que nos
propone Heinrich DAdrrie en su libro

Seana, by clos ladosBC, CAy AB de unAABC dado. Sea su semiperimetro,
es decirs = ¢t Sean??, 2y Z los tres circulos de Malfatti buscados. Denotemos por
P,Qy Rasuscentrosy par, g y r a sus radios respectivos.

Llamemos y V alos puntos de tangencia gdéy 2 con el ladoAB del triangulo,
y t su distancia, es decir= UV . Seanu, v y w la distancia de los vértice$, By C a los
puntos de tangencia d#, 2 y # respectivamente.

Sea ¢ la circunferencia inscrita déh ABC'. Denotemos poy y j su centro y radio
recpectivos. Seai, b; y ¢; sus tangentes desde los vérticesB y C como se muestra en
la figura anterior. Como

b1+01 =
c1+a = b
a1+b1

|
o
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Figura 2.38: Demostracion del problema de Malfatti

C

G

by
a1

b1 B
C

Figura 2.39: Demostracion del problema de Malfatti

tenemos que

ap = S—a
bl = s-—b
ci = S—¢C

Ademas, sabemos quey J estan sobre la bisectriz del &ngulo 4rya queZ? y
_#Z son tangentes a los ladelsB y C'A del AABC, y por triangulos semejantes, tenemos
que

P_Y =Ly (2.32)
J ay ai
Analogamente,
g=2 v (2.33)



B

Figura 2.40: Demostracion del problema de Malfatti

B

Figura 2.41: Demostracion del problema de Malfatti

SeaF enQV tal quePF1QV. Asi, PF = t. Por el teorema de Pitagoras,

PQ? = PF? + FQ?

= (p+q?=t"+(p—q?

= t?=(p+9°—(p—q)?

= *=p*+2pq+q¢" — (p° - 2pq + ¢°)

= =p*+2pq+ ¢ —p°+2pq — ¢

= ?= 4pq

= t=2pq

= t= 2\/<ai1 . u) (bil . v) (sustituyendo las ecuaciones 2.32y 2.33)
j2

= t=2Juvy| — (2.34)
a1b1

Ahora, por el lema 2.13, sabemos que

2 aibicy

S
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lo que al sustituir en la ecuacioén (2.34) nos da

aibici

t = 2v/uv 5

a1 by

=t = 2v/uwv a
\/ s

Pero el ladod B del triangulo esta formado por tres segmentos, entonces:

c = AU+UV+VB
= ut+t+w

= u+v—i—2\/um/ﬂ
s

Siguiendo el mismo camino con los dos lados restanteaddBC', obtenemos:

a = v+w+ 2¢v/vw @
\/ s

b
b = u+w+2vVuw b
s

Para simplificar un poco los calculos, imaginemos que elermetro del\ ABC' es uno.
Entonces obtenemos las siguientes ecuaciones:

a = v+w+2vVowyay (2.35)
= u+w+ 2y/uw\/by (2.36)
c = u+v+2y/uv/cr (2.37)

Ahora, tomando valores adecuados, podemos webac, u, v, w COMo senos cuadrados de
seis &ngulos agudos, u, v, ¥, ¢, X:

a = sin?\
b = sin’y
¢ = sinv
u = sin®)
v = sin?p
w = sin 2X
Ademas, como
ap+a = 1
by +b = 1
c+c =1
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tenemos que

a; = cos’\
by = cos’u
c1 = cosv

Sustituyendo en las ecuaciones (2.35), (2.36) y (2.37)rtese

sin?\ = sin?p 4 sin?y + 2sin @ sin y cos A (2.38)

sin?y = sin?y + sin iy + 2sin ysin cos p1

sinv = sin?y 4 sin%p 4 2sinv sin p cos v
Tomando, por ejemplo, la ecuacion (2.38) obsevamos queleg te cosenos aplicada a un
triangulo, cuyos lados midetin A = sin(180 — \), sin ¢, sin x. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que dicho triangulo esta inscrito en uoantarencia de diametro uno, y
asi, por el lema anterior, tenemos que los angulos de dicidogtlos son80 — A, ¢ y x.
Luego,

p+x=A
Anélogamente, tenemos

X+v=np

v+o=v

Sillamamosr = “—5*” las tres ultimas igualdades se convierten en

v o= o— A
0 = 0— A4 (2.39)
X = o—v

Construccion: Finalmente, y después de muchos calculos, podemos dar nsa co
truccion que nos determina los circulos de Malfatti parari@mgulo dado.

1. Dibujemos tres angulos, 11 y v cuyos senos sean iguales a los lados del triangulo
dado (donde el semiperimetro del triangulo debe ser uno).

2. Dibujemos la semisuma de los angulog y v

A p+v
o=———
2
asi como los tres nuevos angulos
Y o= o— A
= o—p
X = o0—V

3. Tracemos el seno cuadrado de los tres angulgsy y. Estas seran las tangentes
desde los vértices del triangulo a los tres circulos de Malfa
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[1.1.11 Circunferencia de Apolonio

Si entre los matematicos griegos Euclides representa edtroasistematizador, y
Arquimedes el genio investigador, el tercer talento detrieimo, Apolonio de Perga, per-
sonifica el virtuosismo geomeétrico.

Apolonio polariz6 su actividad investigadora en una di@tcasi monotematica
con una sagacidad tan magistral que sus investigaciones sdhicas, donde aparecen sus
bellisimos descubrimientos sobre ejes, centros, diasyetsintotas, focos, rectas maximas y
minimas, etc., le convierten en el primer especialista ggistra la Historia de la Geometria.

La mayor parte de los exiguos datos conocidos sobre la vidgd®nio provienen
de unas pocas noticias que el propio autor resefia en laductiones a algunos de los libros
de su magna obra Las Conicas. Se sabe que nacio hacia el add26en Perga; estudio
en el Museo de Alejandria con los sucesores de Euclidesidigéanto en la propia capital
Alejandrina como en Efeso y Pérgamo, ciudad donde muri@hedioo a.C.

Teorema 2.22 (Circunferencia de Apolonio)Si A, B, son dos puntos fijosgles unarazoén

fija, el lugar geométrico de los puntd3 que satisfacer% = g es una circunferencia con
centro en la rectad B.

Demostracion Sabemos que sobre la rect®? hay exactamente dos puntos del lugar geo-
métrico buscado (% no es 1). PoA y B trazamos segmentos paralel®S, BT conBT = ¢

y RA = AS = p. SeanC'y (' las intersecciones dES y T'R con la rectaAB.

R

©

S

Figura 2.42: Demostracion de la circunferencia de Apolonio

Se tiene queAASC ~ ABTC, entonce% = % = § También se sabe que

NAC'R ~ ABC'T, asi,% = % = § Luego,C' y ' pertenecen al lugar geométrico.

Supoéngase quf es un punto en el lugar geométrico, enton%e,: § = g=g. Conello, la
rectaPC' es la bisectriz interna delAPB, y como también}% = § = %, se tiene que
la rectaPC" es la bisectriz externa del mismo angulo. Y como sabemosaguiisectrices
interna y externa de un angulo forman un angul®@ese tiene que/C' PC’" = 90; lo que
nos garantiza que esta en la circunferencia de diametro”.

Falta probar que si, consideramos un pufRtsobre la circunferencia de diametro
C(C’, P esta en el lugar geométrico. Trazamos paralelas a las rectag PC’ por B y

llamamosE y F' a su interseccion con la recta respectivamente.
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A C B c

Figura 2.43: Demostracion de la circunferencia de Apolonio

E
P

A

Figura 2.44: Demostracion de la circunferencia de Apolonio

Notemos que\AC'P ~ AABE, entonces"%” = 4C _ § Deigual formaAABF ~

e E CB
AAC'P implica quesZ = 25 = 2. Siigualamos ambas, tenemos que
AP AP
PE  PF
1 1
= — — fr—
PE PF
PE = PF

es decir,P es el punto medio d&'F. Ademas, e\ EBF es rectangulo, entonces la circun-

ferencia con centro eRt y radio PE pasa poiB; y asi,PE = PB. Luego,4& = 4% = 2,

<

.. P esta en el lugar geométrico.

11.1.12 Teorema de los siete circulos

Antes de enunciar dicho teorema, demostraremos dos msslltpie nos seran de
fundamental importancia para su demostracion.

Teorema 2.23 (Ceva para cuerdasBSeanA, B, C, D, E y F, seis puntos consecutivos so-
bre una circunferencia. Las cuerdasD, BE'y C'F' concurrensiy sélosiB -CD - EF =
BC-DE-FA
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Figura 2.45: Teorema de Ceva para cuerdas

Demostracion (i) Supdngase qud D, BE y C'F concurren en un punt®. Por semejanza
de triAngulos, obtenemos las siguientes proporciones:

A  PA
EF _ PF
5 " 78
CD  PC
FA  PA
PC  PB
PE  PF

gue al multiplicarlas, tenemos:

AB FEF CD rPC PA PF PC PB
DE BC FA PE PE PB PA PF

AB EF CD rPC  PC
DE BC FA PE PE
N AB EF CD _
DE BC FA
= AB-FF-CD=DE-BC-FA

gue era lo que queriamos probar.
(ii) De forma inversa, supongamos que

AB-EF-CD=DE-BC-TA (2.40)

Si nos fijamos en los arcos de circunferenei&C, CDE y FF A, al menos unos debe ser
menor que el semiciruclo. Sin pérdida de generalidad, ggo0s que es el ara@DE.
SeaP la interseccion de las rectdsFE y C'F. Trazamos la rectal P, y llamamosX a la
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interseccion de la rectdP con la circunferencia (el cual debe caer en el @'¢oL). Por la
parte (i), tenemos que se cumple:

AB-EF-CX=XE-BC-FA

y asi, junto con la ecuacion (2.40) se tiene que:

C

Figura 2.46: Demostracion del teorema de Ceva para cuerdas

Si X no coincide conD, sin perdida de generalidad, podemos decir §uesta en
elarcoDE, asi,CD < CX y DE > X E. Por consecuenci&? < ££ lo que contradice la
igualdad anterior. Luego¥ coincide con el punt®.

Lema 2.15 SeanZ” y 2 dos circunferencias con radigsy ¢ respectivamente, tangentes
externamente, inscritas en una circunferengiale radio R, tangentes a ella en los puntos
Ay B respectivamente. Entonces

f—;: (R]ip) ' (Ri—q)

Demostracion Sea)M el punto de tangencia d¢’ y 2. ExtendemosdiM y BM de tal
forma que corten & en D y E respectivamente. Llamaremés () y C a los centros de las
circunferencias?, 2 y ¢ respectivamente. Trazam69 y C'E. También dibujamo®Q,
segmento que debe pasar par

CA = CD implicaqueZCAD = ZCDA

PA = PM implicaque/PAM = /PMA
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Figura 2.47: Lema 2.15

Luego,/PMA = ZCDAYy asi larectalC’ D||PM. De la misma forma la recta’ F|| QM.
Pero comaP, M y @ son colineales, entonces tambinC'y E lo son. Note también que
/EBA = /ED A porque abarcan la misma cuetild. Asi, tenemos tres pares de triangulos
semejantes:

AMDE ~ AMBA

ABMQ@Q ~ ABEC
ANAMP ~ AADC

Entonces,

AB MA MB
DE ME MD

ComoDE = 2R, tenemos que

AB AB MA MB MA MB PA QB p q
2R 2R ME MD MD ME CP CQ R-p R—q

Teorema 2.24 (De los siete circuloslpados seis circulos, todos tangentes a un séptimo cir-
culo, y cada uno tangente a dos de los otros circulos externite, las tres lineas dibujadas
entre los seis puntos de tangencia con el séptimo circulampaor el mismo punto. Es de-
cir, si lamamosP; al punto de tangencia de la circunferenéa con %, el séptimo circulo,
tenemos que las rectdd P,, P, Ps; y P;FPs son concurrentes.

Demostracion Denotemos por; al radio de la circunferencid;. Seaf(z) = , /-~ . En-
tonces, por el lema 2.15, se tiene que

PP, = 27"7f(7"z‘)f(7"i+1)
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Figura 2.48: Teorema de los siete circulos

Asi,

P1P2 . P3P4 . P5P6 = 87’73f(7’1>f(7’2>f(7’3>f(7’4>f(7’5>f(7’6> = P2P3 . P4P5 . P6P1

Por el teorema de Ceva para cuerdas, se tiene que las f@élas, Ps y P; Ps concurren.
[ |
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lIl. GEOMETRIA HIPERBOLICA: DESCUBRIENDO UN NUEVO
MUNDO

l1l.1. Modelos del plano hiperbdlico

La geometria euclidiana esta construida a partir de cinstufamlos. Cuatro hechos
con mucha estética, cuidado y esmero y un quinto largo y doats, menos intuitivo. Este
es, sin duda, el que mas controversia ha causado a lo largohdstdria. Fueron muchos
los que intentaron deducirlo a partir de los otros cuategidhdo siempre a falsas demostra-
ciones. Creian que al suponer lo contrario del quinto padtyldeberian llegar necesaria-
mente a una contradiccion. Sin embargo, algunos de elloglideon ver las cosas desde otra
perspectiva. Pensaban, ¢ qué pasaria si al suponer loramdebquinto postulado no se lle-
gara a una contradiccion?. Fue asi, como a principios delXl¥, de manera independiente
Nikolai lvanovie Lovachevsky y Jan0s Bolyai sentaron lasdsade una nueva geometria,
la hiperbolica. Obtenida a partir de negar y plurizar el tujpostulado de Euclides: “Son
muchas las paralelas a una recta que pasan por un punto tieta’l Lamentablemente,
las ideas nuevas, radicales y diferentes siempre han sikddstes por la sociedad, tachadas
de locura y excentricismo por parte de sus creadores. mskislice que grandes matemati-
cos, como el propio Gauss tenian resultados en la geomeaidibélica, pero por temor al
descrédito no los hicieron publicos. Sin embargo LobadhgvBolyai estaban convencidos
de su solidez logica, y por tanto de su posible existenciashel resto del mundo. Fueron
necesarias muchas décadas para que fuera reconocida pordaidad matematica. El des-
cubrimiento de modelos analiticos del plano hiperbélisbcamo de modelos basados en la
geometria euclidiana hicieron que dicha tarea se fadilifares sila geometria euclidiana era
consistente, también lo seria la hiperbdlica.

Dar un modelo consiste en definir y describir cuéles serastragepuntos, rec-
tas, circunferencias, angulos, etc., es decir dar el ctmjde conceptos que nos permitiran
ilustrar y entender con mayor facilidad ideas que quiza saanabstractas. Posterior al de-
sarrollo de los cimientos de la geometria hiperbdlica y aceptacion, grandes matematicos
distinguidos, se dieron a la tarea de encontrar un modeldoguara representar el plano
hiperbolico. Hoy en dia, existen diversos de estos modeglasse relacionan unos con otros
mediante proyecciones biyectivas. De hecho, para cadaedekod, existe una funcidon que
nos permite utilizarlos indistintamente. A continuaciérpsesentaran algunos que si bien no
son los unicos, han sido las herramientas mas frecuentetodeln descriptivos y accesibles
que son.

[11.1.1 Modelo proyectivo (Beltrami - Klein)

Eugenio Beltrami (1835 - 1900), fue un matematico italiaaradso por su trabajo en
geometria diferencial y fisica matematica. En 1868 esttihiEnsayo sobre la interpretacion
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de la geometria no euclidiana en el que se presentaba unaramigeometria no euclidiana
bidimensional dentro de la geometria euclidiana tridineers. La base del modelo es la
superficie llamada pseudoesfera. En este modelo se satidéacprimeros cuatro postulados
de Euclides pero no el quinto. El modelo de Beltrami fue cataolo por Félix Klein en
1871.

Félix Klein (1849 - 1925), matematico aleman conocido ppaknente por su tra-
bajo en la teoria de grupos, teoria de funciones, geometréaclidiana y otras conecciones
entre la geometria y la teoria de grupos. Demostré que lasgjeias métricas, euclidianas o
no, constituyen casos particulares de la geometria pliggect

El modelo Klein-Beltrami, representa el plano hiperboli€h como un disco abier-
to 2 en el que las “rectas” son cuerdas euclidianas (segmenieas) cuyos extremos
estan en la frontera d@. A dicha frontera, se le llama “circunferencia al infinitaglgplano
hiperbdlico, y a sus puntos “puntos al infinito”, aunque narsparte como tal del plano
hiperbdlico.

Figura 3.1: Modelo de Klein-Beltrami para la geometria Hydéica

H? = {(z,y) € R¥z* + y* < 1}

Visto de esta manera, por cada par de puntdddeasa una Unica linea recta. Ahora,
en la figura 3.2, las rectdy n no son paralelas debido a que se intersectan. Las regtas
son llamadas asint6ticamente paralelas o simplementke|zar,adebido a que se intersectan
en la frontera de7, la cual por construccion no estd incluida en el modelo. eems y m
reciben el nombre de divergentemente paralelas o ulti@b@sadebido a que su interseccion
estéa por fuera del disc@ y de su frontera.

Tenemos entonces, tres tipos de haces de lineas en el pfarbdiico: los con-
currentes, los paralelos y los ultraparalelos que comsistetomar las rectas hiperbélicas
de haces proyectivos concurrentes; lo que los distingue démrde queda el punto de con-
currencia.

Si Py Q son los dos extremos de la cuerda que pasa por los panip$” en el
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Figura 3.2: Rectas en el modelo de Klein-Beltrami

Figura 3.3: Haces de rectas en el modelo de Klein-Beltrami

disco de Klein-Beltrami, la distancia hiperbdlica enifey Y se calcula mediante

AX.Y) = L (XP)(YQ)

2" 7P x0q)

donde, por ejemplaX P representa la distancia euclidiana entre los puitgsP.
[11.1.2 Modelo hiperboloide

El segundo modelo, se llama modelo del hiperboloide, y seemdbtdel anterior
cuando ubicamos al disc@, en el plano: = 1 y proyectamos desde el origen, los puntos
Q € 2 en puntog)’ de la hoja superior del hiperboloide de dos mantos y? — 2°> = 1
como se muestra en la figura 3.4.

En este plano, las rectas son hipérbolas euclidianas quxtieeen al cortar el manto
superior del hiperboloide con un plano por el origen, deliguenera, si proyectamos desde
el origen las rectas hiperbdlicas del modelo anterior slabi@zuela”“ (como en la figura 3.4,
m se proyecta sobrer’ desde el origen). De esta forma, podemos encontrar unacidyec
entre éste y el modelo proyectivo.

El modelo del hiperboloide, asi como el de Klein-Beltramisuglen ser muy uti-
lizados, debido a que ninguno de ellos son modelos conforesedecir, dadas dos "rectas”
(definidas de diferente manera para cada uno) que se cortangmto, el angulo formado
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Figura 3.4: Modelo del hiperboloide

por las tangentes, no es el angulo correspondiente a la fdenmaedir en el modelo. Sin
embargo en ciertas ocasiones son Utiles para estudiasds/eroblemas.

111.1.3 Modelo del disco de Poincaré

Jules Henri Poincaré (1854 — 1912) fue un prestigioso matemaientifico tedrico
y fildsofo de la ciencia francés. Poincaré es descrito a neooho el Ultimo «universalista»
capaz de entender y contribuir en todos los &mbitos de lgtiiscmatematica. En el campo
de la geometria, entre otras aportaciones, propone un pandelos que representan al plano
hiperbdlico.

El modelo hiperbdlico del disco de Poincaré, consiste emterior de un disco
abiertoZ. Al igual que en el modelo proyectivo, la frontera geno pertenece al modelo.
Conforma la llamada “circunferencia al infinito” del planipérbdlico, y sus puntos nueva-
mente, son llamados “puntos al infinito”. Las “rectas” ag&,representan mediante arcos
euclidianos que se intersectan perpendicularmente coargefa deZ. En la figura 3.5, se

Figura 3.5: Rectas en el modelo del disco de Poincaré

muestran algunas rectas en el modelo de Poincaré. Por ejdiasplectas y m no son pa-
ralelas ya que tienen un punto en comry, m son divergentemente paralelas, ya que no
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se intersectan ni e, ni en su frontera, ni fuera de él. Y por ultimo, las redtasn son
asintéticamente paralelas, debido a que su intersecciénceentra en la frontera de, la
cual por construccidén no esta contenida en el modelo. Enmestielo, el angulo entre dos

B

Figura 3.6: Distancia entre dos puntos en el modelo del dled®oincaré

rectas que se intersectan es el angulo (euclidiano) esttarigentes a los arcos euclidianos
correspondientes. La distancia entre puntos en el moddRoitearé se calcula de la sigu-
iente manera. Seahy () dos puntos e (véase la figura 3.6). Estos dos puntos determinan
una unica recta no euclidiana én que se aproxima a la frontera @ en los dos puntos
euclidianosA y B. Nétese qued y B no son puntos ety pues estan en su frontera. Si nue-
vamente, denotamosXY’, como la distancia euclidiana del puntoal puntoY’, entonces,

la distancia (no euclidiana) de a () se calcula mediante

A(P,Q) = | LAALB),

[11.1.4 Modelo del semiplano superior (Poincaré)

Poincaré no se conform6 con dar un modelo para represenianal hiperbdlico,
propuso un segundo modelo que consiste en el conjunto degpgué se encuentran en un
semiplano abierto, o de forma mas precisa, un semiplana&ra abierto.

El modelo del semiplano superior tiene un origen fisicop&i,ejemplo, se sumerge
una cuchara en un vaso con agua, y se mira a través del vasoeparque la cuchara esta
doblada, lo cual se debe a que la luz no continta viajandonea liecta cuando pasa de
un medio a otro, sino que modifica su trayectoria de acuerddeylde refraccion. De esta
forma, las “lineas” dejan de tener la forma recta que conosemse convierten en curvas.
Por ejemplo, en este modelo, las "rectas” hiperbolicasponden a las semicircunferencias
ortogonales al ej&, asi como las semirrectas con un extremo en dicho eje. Lesediks
tipos de rectas en este modelo, seran vistos con detalleseguiante seccion.

Este serd el modelo que se utilizara de aqui en adelante. thaidio sera la que
Michael Barot ocupa en su libro, el prefijo e- para los objetadidianos y el prefijo h- para
los objetos hiperbdlicos, asi, se tendran los h-puntosg-fmentos, las h-rectas y las e-rectas,
etc.
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P

Q Q
7

A B C

Figura 3.7: Distancia entre dos puntos en el modelo del danusuperior

Para calcular la distancia entre dos h-puntos en este maelmace lo siguiente.
SeanPy () dos h-puntos en el semiplano superior (véase la figura 3.[)hSecta que pasa
por Py () es una semicircunferencia, entonces intersectara & eje dos e-puntod y B.
En este caso, la h-distancia entre los puritos() esta dada por

(PA)/(PB)
(@4)/(@B)

donde nuevament® A representa la e-distancia del puit@l puntoA. Sila h-recta es una
e-semirrecta vertical, entonces intersectara akegm un punta’'. En este caso la h-distancia
sera

d(P,Q) = |In |

PC
[11.2. Conociendo al plano hiperbdlico

Como se menciond anteriormente, el modelo del semiplanerisuple Poincaré
es el que serd utilizado en el presente trabajo para repaesdmplano hiperbélico. Para
familiarizarse un poco mas con la geometria hiperbdlieanas describiendo con detalle en
esta seccion cada uno de los objetos matematicos mas useeleseudio de las geometrias.

[11.2.1 Puntos

Un h-punto esta definido como un e-punto en el semiplano su@drierto. Es decir,
el h-plano se puede escribir coid = {(z,y) € R?|y > 0}.

N\

Figura 3.8: El h-plandi?

54



[11.2.2 Rectas

Las h-rectas pueden tomar dos formas diferentes, e-semméérencias ortogonales
al eje X o0 e-semirrectas perpendiculares al mismo. En la figura&3glctas y n se inter-
sectan, asi que no son paralelas. Las régthg m son divergentemente paralelas, pues no se
intersectan ni en el semiplano ni en su frontera f€)eLas rectas y n son asintéticamente
paralelas, pues se intersectan en la frontera del semiglapor construccién no pertenece
al modelo.

A

m

N

Figura 3.9: h-rectas

111.2.3 Reflexiones

La definicion de la h-distancia no es muy dificil, sin embaegopoco util para
trabajar. Si se tiene un e-circulo, por ejemplo, y se deseartiotro de igual tamafio, no es
necesario conocer la medida de su radio, Unicamente s@tréasa medida de éste con un
compas. Asi, para hacer construcciones no es necesarididangino tener una herramienta
constructiva para manejarla.

Para manejar las h-distancias usamos una herramientauszivst que nos lo per-
mite, la h-reflexién. Denotaremos la imagen de un ohjetomoa,..

Figura 3.10: h-reflexion de un punt®

La h-reflexionp. en una h-recta cumple las siguientes propiedades:
(i) Es una funcion biyectiva.

(i) Es una involucion, es decj?, = 1.

(iif) La imagen de una h-recta es una h-recta.

(iv) La h-rectae se refleja en si misma.
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(v) Intercambia los dos h-semiplanos definidos q@or

(vi) Invierte los h-angulos orientados.

Se desea construir entonces, la imagene un h-puntaP (ver figura 3.10). Por la
proposicion (iv), siP € e ya esta, yP. = P. Ahora bien, siP ¢ e sabemos qué, esta del
otro lado dez que P.

Tomamos dos h-puntos fijosy B ene y llamamos: a la h-recta que pasa péry
por A, de igual forma, la h-rectaes la que pasa pdr y por B. Como los h-puntost y B
estan ere, A, = Ay B, = B. También sabemos por la propiedad (iii) que la imagede
la h-rectaa es otra h-recta. Entonces la reatadebe pasar pad, y por P.. Analogamente,
b, la imagen deé, debe pasar paB = B, y por P..

La propiedad (vi) nos dice que. intersecta a la h-rectaen A por el inverso del
h-angulo en el que intersecta @. Con ésto la h-recta. queda completamente definiday se
puede construir. De igual forma, construimos la h-récta’ asi, el h-punto desead®., es
la interseccion de las h-rectasy b,.

La reflexién es una transformacién muy conocida en la gedanetrclidiana, es la
e-inversidn con respecto a una e-circunfereadiger Seccion 11.1.5).

[11.2.4 Perpendiculares

De igual forma que en la geometria clasica, en la geomefpirthblica se puede
definir perpendicularidad entre dos h-rectas. Veremos guerecta perpendicular por un
h-punto dado, a una h-recta dada es Unica.

Seaa una h-recta yP un h-punto conP ¢ a. Al construir una perpendiculdra a
por P, se quiere qué sea h-ortogonal a la h-rectalo cual implica queb = p,(b). Por lo
tanto,b contiene también &, = p,(P). Es decirp es la h-recta que pasa por los punibg
P,.

A continuacién, se presenta la construcciér dedos la h-recta y el h-puntoP.
Se puede dividir en tres casos, (iusés una e-semicircunferenciaiy/no esta em, (ii) si a
es una e-semicircunferencialyesta eru y (iii) si a €s una e-semirrecta.

En el caso (i) (véase figura 3.11), debemos encotiras p,(P), y trazar la h-recta
que une alos h-puntaddy P.. Dicha h-rectd seré la h-perpendicular buscada a la h-recta

Figura 3.110 h-perpendicular a por P
Para el caso (ii) (véase figura 3.12), primero tomamos eh&ade la e-semicircunferencia
a, ¥ lo llamamosM. Tomamos la e-recta que pasa por los e-pudtby P, llamadaf.
Trazamos la e-perpendicularfgpor P, y la intersectamos coN en el e-puntaR. Se dibu-
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ja b, la e-semicircunferencia con e-centro Bry e-radio RP. De esta forma) sera la h-
perpendicular buscada.

Figura 3.12% h-perpendicular a por P

En el ultimo caso (iii) (véase figura 3.13), en el cual la ta@ces una e-semirrecta
tomamos el punto dondetoca aX, y lo llamamosy). Posteriormente se traza la e-semicircunferencia
con e-centro e y radioQ P. Dicha e-semicircunferencia sera la h-rectaiscada.

A

a

Q

Figura 3.13% h-perpendicular a por P

111.2.5 Mediatrices

Después de haber resuelto el problema de trazar una h-plé@plan a una h-recta,
por un h-punto dado, surge una nueva pregunta, ¢ como potierarsa h-mediatriz de un h-
segmento, es decir dado un h-segménf podremos encontrar una h-recta h-perpendicular
a €l y que pase por su h-punto medio?. Supongamos que ya tetesaucion, que es la
h-rectam y reflejamos todo emn. Ahora, la h-rectaP() queda fija porque corta @ de
forma h-perpendicular. Esto implica qie = p,,(P) y Q, = p.(Q) van a ser elementos
de la h-rectaP@. Si denotamos pof’ la interseccion de las h-rectas y P(), entonces
|PF|, = |QF||n = ||Q-F||» lo que nos dice qué y Q, tienen la misma h-distanciafay
estan del mismo lado de. Luego,P = (... De forma anéloga, tenemos gije= P,.

Asi, nuestro problema se convierte simplemente en constign que nos refleje
P en@ y viceversa. Tendremos entonces dos casos cuando la eH@ciatersecte aX y
cuando no lo haga.

En el primer caso, sila e-rect&) intersecta &', seaH dicha interseccion. Trasladamos
la e-distanciaPH a partir deH con sentido contrario # y seaP’ el e-punto extremo de
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dicho e-segmento como se muestra en la figura 3.14. Llamamake-punto medio del
e-segmenta”’Q). Sea¥ la e-circunferencia con e-centro ény e-radioNQ. Y seah la
e-recta e-perpendicular a la e-re¢tg). Sea tambiéd' la interseccion d&  con h. Por ul-
timo, trazamos la e-circunferencia con e-centro e y e-radio HC. m sera entonces la
h-mediatriz del h-segment8Q).

PI
Figura 3.14m h-mediatriz del h-segment®Q
En el segundo caso (ver figura 3.15) en el que la e-rB@ano intersecta al ej&,

tomamos la e-mediatriz: del e-segmentd(Q, la cual va a intersectar & en un angulo
recto. Luegom define una h-recta. Y asi se deduce ques la h-mediatriz del h-segmento

PQ.
A

m

Figura 3.15m h-mediatriz del h-segment®Q

111.2.6 Bisectrices

De igual forma que en el apartado anterior, aqui construiseshanélogo a una e-
bisectriz. Definamos entonces la h-bisectriz de un angyléP B como la h-recta que pasa
por Py divide el h-angulo/;, AP B en dos partes iguales. Llamemoa la h-recta que pasa
por los h-puntosA y P y llamemosb a la h-recta que pasa péty P. Como el h-angulo
se mide con las e-tangentes a las h-reatgsh en el h-puntoP, basta con construir la e-
bisectrizm de estas e-tangentes y finalmente la h-recta que pageyque tenga a como
e-tangente.

Al igual que en las construcciones anteriores consider@lo®gasos, (i) en el cual
las h-rectas y b son ambas e-semicircunferencias y (ii) en el que una de Eb-tdectas:

y b corresponde a una e-semirrecta. Notese que no podrian &rnbelss ser e-semirrectas
porque entonces no se intersectarian y no exidtiria
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L () Las h-rectas y b son e-semicircunferencias: (Figura 3.16) Sgal e-segmento
AP,y M, sue-punto medio. Se trapgla e-recta e-perpendiculasapor M, . Llamamog’,
a la interseccion dg, con X. Sear, la e-recta que pasa por los e-punfgsy P. Trazamos

la e-perpendiculat, a esta e-recta por el e-puntb A’ sera entonces la interseccion de las
e-rectag, Y p..

C.
Figura 3.16: h-bisectriz del h-angul, AP B

De igual forma (ver figura 3.17) haremos ahora con el h-punt®eas, el e-
segmentaB P, y M, su e-punto medio. Se trazg la e-recta e-perpendicularsg por M,.
LlamamosC), a la interseccion de, con X. Sear; la e-recta que pasa por los e-puntos

Cy y P. Trazamos la e-perpendiculara esta e-recta por el e-puntb B’ sera entonces la
interseccion de las e-rectasy p,.

GCo

Figura 3.17: h-bisectriz del h-angul, AP B

C

Figura 3.18m h-bisectriz del h-angula’;, APB
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Ahora, (ver figura 3.18) selala e-bisectriz del e-Angulg A’PB’. Trazamos la e-
perpendiculap a la e-recta por el e-puntaP. Intersectamos la e-rectecon X para obtener
el e-puntoC. Finalmente dibujamos la e-circunfereneiacon e-centro e’ y e-radioC P.
Luego, la h-rectan es la h-bisectriz del h-anguld, AP B.

(il) Una de las dos h-rectasy b es una e-semirrecta: La construccion es analoga al
caso anterior, tomando el e-purfBbcomo el e-puntds.

I11.2.7 Circulos

Sabemos que un e-circulo esta definido como el conjunto det®gque e-equidistan
a un e-punto fijo, de igual forma en la geometria hiperbdlimdemos imaginarnos que si
trasladamos una h-distancia fija a partir de un h-puvtdijo en varias direcciones obten-
emos un h-circulo.

Esto nos lleva a un primer problema, ¢,como trasportamos-distancia si atin no
podemos medirla de manera formal?. Si existiera un h-cosgrésl cual pudiéramos tomar
nuestra h-distancia y trazarla sobre una h-recta desdgunto-dado en esa h-recta, nuestro
problema estaria resuelto. Veamos entonces, se quierguwons h-puntoC' en la h-recta
P(Q que tenga la misma h-distancia ffeque A de B y que esté mas cerca dg es decir
tenemos que trazar la h-distan¢idB||;, a partir deP en direccion de) (ver figura 3.19).

Figura 3.19: Transportar una h-distancia

Para empezar construimos la h-mediatrizAlgy P (ver figura 3.20). Por la h-
reflexionp,, enm obtenemos una h-rectd= p,,(a) que pasa por los h-punte8 = p,,,(A)
y B' = p,,(B). Comom es la h-mediatriz del h-segmentcP, se tiene queé® = A’, y por
lo tanto||AB||, = ||A'B’||, = ||PB’'||». En el segundo paso construimos la h-bisectriel
h-anguloZ;, B’ P(). Obtenemos el punt®' = p,(B’) en la rectas” = p,(a’) = b. Comon
pasa potP tenemos,,(P) = Py porello||AB||, = ||PB'||n = ||PC||». Y asi, el problema
estéa solucionado.

Figura 3.20: Transportar una h-distancia
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Una vez que ya sabemos coOmo transportar distancias, nanaaee la tarea de
construir h-circulos. Un h-circulo tiene el aspecto de giredlo, pero con diferente h-centro.

Si completamos las h-rectas que pasan por un h-plihtarbitrario a e-circulos,
obtenemos una familia de e-circulos que se intersectan €e-gantos\/ y N. SeaH un
e-punto en la e-rectd N que no esté en el e-segmemthN. Entonces las e-tangentes de
H a cualquiera de estos e-circulos miden todos igual, ya| §ue||. - | H N||. vale siempre
lo mismo (potencia de un e-punto con respecto a una e-cepemtia, ver definicion 2.1).
Denotaremos esta longitud por_uego, el e-circulo con e-centro éhy e-radiot intersecta
a cada e-circulo de esta familia en un e-angulo recto (3.2.7)

Figura 3.21: Familia de e-circulos e-ortogonales a un@ildrdado

Se quiere demostar entonces que un h-circulo es un e-ciyotit@eversa que un
e-circulo contenido en el h-plano es un h-circulo.

Iniciemos primero con la segunda parte. Sea e-circulo en el h-plano y sgaina
h-recta que corta@en( en un e-angulo recto. Trazamip$a e-perpendicular por el e-centro
decaX. Seal la intersecciori cong.

Figura 3.22: h-circulo

Dibujamosh, otra h-recta pof/. LlamemosR a su interseccion can Trazamos la
h-bisectrizb del h-angulo/, QM R. Por la parte anterior (3.2.7) se sabe que cualquier otra
h-recta que pase pdr va a cortar a: en un e-angulo recto, en particular el e-angulo que se
forma entreb y ¢ es recto. Y asi, si h-reflejamesen b, obtendremos nuevamente-.avias
aun, la imagen d& esR. Luego,||MQ||;, = |[MR]|,. Por lo tanto, cualquier e-circulo que
se encuentre sobre el h-plano va a ser un h-circulo.
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Figura 3.23: h-circulo

Regresando ahora, demostraremos la primer parte de npesbisicion, cualquier
h-circulo es en realidad un e-circulo. Tomemos entoncehgustos)M y (). Se quiere
construir el h-circulo con h-centro el y con h-radioM Q. Dibujamosi, una h-recta que
es e-semirrecta por el h-puniid. Transportamos la h-distancidZ/Q||, al a partir deM
en ambas direcciones para obtener los h-puhtgsF’. Tomamos el e-punto medid del
e-segmentd F. Seac el e-circulo con e-centrff que pasa paf). El cual por la primer parte
es un h-circulo.

Unicamente falta verificar que el h-punid es el h-centro de dicho h-circulo.
Trazamos entonces la h-perpendicula( por M. h-Reflejando e, notamos que se con-
serval, luego I es la imagen de&” y viceversa. También la imagen ddgiene que ser un
e-circulod. Perocd tiene que pasar par y por F', y su e-centro debe estar Erasi que no
gueda mas qué seac. Lo cual sélo pasa gi corta ac en un e-angulo recto. Por lo tantd,
es el h-centro de.

Habiendo visto que un h-circulo es un e-circulo en el h-plaabrevés, dados dos
h-puntosM y @, estamos listos para dar una construccion de un h-cikcatm h-centro
M y que pasd&). Seal la e-recta e-perpendicular evi a X por el h-punto}M. Llamemos
D al punto medio del e-segmenid N. SealM E en el e-segmentd/ D tal que||ME||;, =
|MQ]||,. Dibujemos la h-recta h-perpendicul@a la h-recta por el h-puntoM. SeaF la
e-inversion del e-punté’ con respecto al e-circulp SeaH el punto medio del e-segmento
EF.Y finalmente el e-circule con e-centro e/ y e-radioH () sera el h-circulo buscado.

Figura 3.24: h-circulo
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[11.2.8 Triangulos

Una biyeccion del h-plano se llama h-congruencia si coragedas las h-distancias.
Dados dos h-triangulos, ABC'y A\, A’ B'C’ con sus h-lados respectivos iguales (ver figura
3.25), demostraremos que existe una h-congruepajae manda al h-puntd en A’, al
h-puntoB en B’y al h-puntoC' enC"’.

A B

Figura 3.25: h-triangulos

Si A = A’ pondriamosp; = id, la identidad. Si no, trazamos la h-mediatrizdel
h-segmentod A’ (ver figura 3.26), sea; = p,,, la h-reflexion enn. Lo cual implica que
A" = ¢1(A). Llamemos ahor#; = ¢1(B)y C; = ¢1(C).

B

Figura 3.26: h-triangulos

Si By = B’ ponemosy, = id. Si no, trazamos la h-bisectriz del h-angulo
/B A'B' (ver figura 3.27) y hacemog, = p, la h-reflexion erb. En cuyo casod; =
pa(A’") = A’ porqueb pasa pord’. También tenemos que, = ¢, (B;) esta en la h-semirrecta
ﬁ que inicia enA’ y pasa potB’ y que||A’'Bs||, = ||A'Bi||ln = ||[AB||n = ||A’B’||», asi
queB, = B’ porque los dos h-puntos estét_n)a la vez en el h-circulo comtinecd’ y h-radio
||A’B'||, y por otro lado en la h-semirrecti B’. Finalmente, nombramds, = ¢(C}).

Si Cy, = C' entoncesps = id. De no ser asip; = p. dondec es la h-rectad’B’.
Luego,(Cy) = C’. Por lo tanto la h-congruencia que se busca esta dada gor= @5 o
¥2 0 PY1-

En la geometria euclidiana, se tiene una propiedad muy ugilreps da la medida
exacta de la suma de los e-angulos internos de un e-trignt@® A pesar de que en la
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R B'

Figura 3.27: h-triangulos

geometria hiperbdlica no se tiene dicha propiedad, se pded®strar que los h-angulos
internos de un h-tridngulo siempre van a sumar menos de 180

Sea/\,ABC un h-triangulo. Completamos las tres h-rectbB, BC'y C'A por
simetria al otro e-semiplano, es decir, las e-semirectas gerectas y las e-semicircunferencias
se convertiran en e-circulos, a quienes les llamaremés/ ¢ respectivamente (ver figura
3.28). e-Reflejamos los h-puntals B y C' con respecto &, con lo cual obtenemos los e-
puntosA’, B’y C'. Seae un e-circulo con e-centro &if. Aplicando la e-inversiop,. ene,
obtenemosi® = p.(A), B* = p.(B), C* = pc(C), a* = pe(a), b" = pe(b) y ¢* = pe(c).

Si C se encuentra en el exterior deentonces tambié@” lo esta. Por lo tanto la
e-inversion err manda el interior de al interior dec* y el exterior de uno al exterior del otro.
Si C'y por lo tantoC’, estan dentro deentonces la e-inversion ermandaria el interior de
c al exterior de-*, luego el e-punt@'* queda fuera del e-circuls.

Se tiene que™* y b* son e-rectas que se intersectan(ény ¢* es un e-circulo que
intersecta au* en B* y ab* en A* (propiedades de la e-inversion) y ademas, el e-patito
esta en el exterior d& como vimos anteriormente. Debido a que la e-invergidconserva
e-angulos obtenemos que CAB + £,ABC + £, BCA = Z.b*c* + Z.c*a* + Z.a*b* que
evidentemente es menor que 180

En la geometria euclidiana, podemos hablar de que dosertitids son e-semejantes,
donde la e-semejanza esta definida como la composicion deateaa (una e-rotacion y una
posible e-reflexion o e-simetria axial) con una e-homotdfiiela e-rotacion se puede cam-
biar el e-tamafio y la e-orientacién de una figura pero no seaadtu forma. Por lo tanto, dos
e-triangulos son e-semejantes si tienen similar forma.

La posibilidad de aumentar el tamafio de una figura sin mod#igdorma es tan
obvia y natural que durante milenios se pensé que era una@ogscia de los axiomas de
la geometria, y se tratd en vano de demostrarlo desde lagGaetigua. Sin embargo, al
estudiar otras geometrias, los matematicos del siglo X¢Xlisron cuenta que sélo sucedia
en los espacios euclidianos, es decir, sin curvatura. Langsdleva a la afirmacion “en la
geometria hiperbdlica no existe la h-semejanza de figuras”.

De hecho, se mas adelante se verificara, que el teorema deegasea de e-triangulos
(aaa), en realidad define h-triangulos h-congruentes empklro, lo cual es una consecuen-
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Figura 3.28: Suma de los h-angulos internos de un h-triéngul

cia inmediata del hecho de que la suma de los h-angulos asteeun h-triangulo es menor
que 180.
Entonces, en el h-mundo, se tienen los siguientes teoremas:

Teorema 3.1 Dos h-triangulos son h-congruentes si coinciden en algundéod siguientes
puntos:

= (Illl) En los tres h-lados.

(lal) En dos h-lados y el h-angulo intermedio.

(laa) En un h-lado y dos h-angulos.

(LIa) En dos h-lados y un h-angulo no intermedio, si el h-lagmesto al h-Angulo
dado es mayor al otro h-lado.

(aaa) En los tres h-angulos

65



Demostracién Dados dos h-triangulos, ABC' y A\, A’B’'C’, denotaremos los h-lados del
primero comaz, by ¢y sus angulos coma, 5y . De forma anéloga, los h-lados y angulos
del segundo h-triangulo seriah v/, ¢, o/, 'y 7/ respectivamente.

= (lll) Se vio al inicio de esta seccion.

= (lal) Se tiene qué = V', c = ¢y a = . (ver figura 3.27) Podemos suponer que
A = A/, sino es asi, en vez de consideraralABC, se considerara al h-triAngulo
que se obtendra de h-reflejar AL, ABC en la h-mediatriz del h-segmentbAd’. De
igual forma, podemos suponer qiie = B’, porque de no ser asi, consideraremos
en vez delA, ABC, al h-triangulo que se obtiene de h-reflejar/s] ABC en la h-
bisectriz del h-angula/, BAB'. También podriamos suponer que las h-rectasy
A’C" son iguales, porque ambas forman un h-anguéomn la h-rectad B. Si no fuera
asi, solo podria ser porque la h-rect@ fuera el h-reflejo dedC’ en AB, caso en el
cual considerariamos en vez del h-triangtipA BC al h-triangulo que se obtiene de
reflejar alA, ABC en la h-rectaAdB. Y como(C'y C’ se encuentran en la h-semirrecta
que empieza ed y pasa po' a la misma h-distanci@ entonces’ = C".

= (laa) Consideraremos aqui dos subcasos. Primeramentelsidogulos fueran adya-
centes al h-lado dado. Por ejemplo= o/, ¢ = ¢ y 8 = . De igual forma que el el
caso anterior, podemos suponer gue- A’, B = B’y que las h-rectadC' y AC’ son
iguales. Lo que me implicaria que las h-rectss y BC’ también lo son. Por lo tanto
c=cC.
Ahora, tomando el segundo subcaso, en el que uno de los dugulea es opuesto
al h-lado dado. Notemos que en la geometria euclidiana éstenfa un problema, ya
que siempre podemos obtener un tercer e-angulo en un gttttéa partir de los otros
dos; pero en el h-mundo no es asi. Supongamos entonces gueoteun h-triangulo
N,ABC'y que conocemos el h-ladoy los h-angulos? y ~. Veamos que el tercer
anguloa esta univocamente determinado por los otros dos.

Figura 3.29: Dos h-angulos de un h-triangulo determinan aleema Gnica al tercero

Si ésto no ocurriera, existiria otro purttben BC tal quey’ = £/, AC'B = /,ACB =

~y por lo tanto, existiria un h-triangul;, ACC’ cuyos dngulos internos sumapC AC’+
v+ (180°—~") = 180°+ £, C'AC" >, 180° lo cual entra en contradiccion con el hecho
de que la suma de h-angulos internos en un h-triangulo esrmgaa®d80°. Luego, nos
encontramos en la situacion del primer subcaso de (laa).
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= (Lla) Aqui supondremos que=1t' >, ¢ = y 8 = [5'. Nuevamente, igual que en los
casos anteriores, podemos suponerdue A’y B = B’. Asi,C’ esta sobre la h-recta
BC ala misma h-distancia dé que el h-punta@’. Y eso, como en el caso euclidiano
nos obliga a qué’ = C".

= (aaa) Como se menciono anteriormente, este caso es el mésanrite, debido a que
en la geometria euclidiana implica e-semejanza y no e-cengia. Primeramente no-
taremos que dos h-rectasy i’ que intersectan a una misma h-regtan un mismo
h-anguloa son h-paralelas.

>R

Figura 3.30%4 y ’ no son h-rectas h-paralelas

Sino lo fueran se intersectarian en un h-puBitg entonces la suma de los h-angulos
internos del h-triangula\,ABA’ seria mayor dd80°. Supongamos entonces, que
tenemos dos h-triangulos no congruemtgsA BC'y A\, A’ B'C’ pero que coinciden en
sus h-angulos correspondientes (ver figura 3.31).

| B
By

a

B—==.B'

Figura 3.31: h-cuadrilatero

Como siempre podemos suponer gue= C’y queB’ esta en la h-rect&@ By A’ en

la h-rectaC' A. Asi, el h-cuadrilatero determinado por los h-punto$ B’ B tiene una
suma de h-angulos internos igua@°®, con contradiccion. Luego los h-triangulos con
h-congruentes.
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IV. DE LO EUCLIDIANO A LO HIPERBOLICO: TODA UNA
ODISEA

En el primer capitulo se estudiaron una serie de teoremasaguieindamentales en
la geometria euclidiana, ademas de que poseen una elegdratiaza inigualable. Después
de haber conocido un poco al h-plano, en el capitulo anigramtemos darnos el lujo de
probar el analogo en la geometria hiperbdlica de algunosts éeoremas, y dar también
ciertas propiedades que caracterizan al h-plano.

IV.1. Teoremas de Ceva y Menelao
Consideremos al h-plano en el modelo proyectivo de KleinmEgica que utilizare-

mos es (1 (5.9))
11— €,y
dp(x,y) =
) = T a2 - (0D
donde(zx,y) = =131 + 2y, €S el producto escalar en el e-plano.

L o) < WP P = PP + (9)° — 2(2,9)
’ (1= [=[P)(1 = [ly]?)

El modelo de Klein de la geometria hiperbdlica suele ser el ocwdveniente para probar
propiedades de incidencia, debido a que aqui las geodésicasctas, son representadas
como e-segmentos dentro del circulo unitario.

Teorema 4.1 SeanA’, B’y C’ en los h-lados (o0 en sus prolongacioné®)’, AC'y AB de
un h-trianguloA, ABC'. Entonces las tres h-rectasA’, BB’y C'C’ concurren siy so6lo si
dp(A',B) dyp(B',C) dn(C', A)
dp (A", C) dn(B',A) dn(C', B)

—1 (4.1)

Demostracién Consideremos un triangulo geodésico con vértices, éry ¢ en el modelo
proyectivo. Aqui las geodésicas coinciden con e-segmeiitosl ladobc tomemos un punto

a’ = (b+ Asc+ \3), donde); = ”Z,‘_a;“ es la razén de longitudes euclidianas. Calculemos

o
dh, (bval)
dh, (070/)

. Usando

_ 0P 4 Iyl = =Pyl + (2, 9) — 2(2, y)
(1= [lzl%) (1 = 1lyl[?)

y después de algunas transformaciones, tenemos

dh(xv y)

DI+ lell® = Nielllell® + (b, ¢)* — 2(b, )
(1= [Il2)((1 + Ag)2 = [Ib+ Ascl[?)

dh(bv CI,/) = )\23

69



B el = [[o2flell® + (b, ¢)* — 2(b, ¢)
dh(cu a ) - 2 2 2
(L= [lellP)((L + A3)2 = [Ib+ Ascl[?)
dn(b,a’) _ 22, (1 — el
dn(c, ) (1 —1[lel?)
Relaciones anélogas pueden ser escritas con los otros lddesdel h-triangulo. Multi-
plicandolas, obtenemos la ecuacion (4.1), con la ayudadegmna clasico de Ceva.

Podemos hablar también de un teorema andalogo al teorema weldde que se
expone a continuacion

Teorema 4.2 SeanA’, B’y C’ en los h-lados (o0 en sus prolongacioné®)’, AC'y AB de

un h-trianguloA, ABC'. Entonces los tres h-puntaes, B’ y C’ son h-colineales siy solo si
dp(A',B) dp(B',C) dn(C', A)
dn(A,C) dp(B',A) dn(C', B)

—1 (4.2)

aungue no se expone la demostracion, se piensa que debesimiéar a la demostracion
anterior.

IV.2. Circulo de los nueve puntos

Antes de estudiar el Teorema de Feuerbach, consideraremgrigtos en los lados
de un trianguloA ABC dado, en los cuales se intersecta la circunferencia de Elddos
nueve puntos). Tres de estas intersecciones, sad,eni/, y M.; puntos sobre los ladas
bycdel ANABC tales que las cevianas\l,, BM, y C'M, bisectan el area del triangulo. En
la geometria euclidiana estas lineas suelen ser llamaddiamas, asi que en adelante nos
referiremos a ellas como h-medianas. En la geometria ipeabal dividir un tridngulo con
una h-mediana, se obtienen dos triAngulos cuya suma deodnggila misma. De acuerdo
con esto, es natural formular una definicion para las eaatde un e-triAangulo en términos
de dichos angulos y generalizar la definicion para la gedanleijperbolica.

SeaH, el pie de la e-altura desde el e-vérti¢eal e-ladoBC (ver figura??). En-
tonces tenemos que:

/AH,B — (/H,AB+ /ABH,) = /AH,C —(/H,AC+ ZACH,)
1
= §(w— (LA+ 4B+ £C)) =0

Llamaremos h-alturas a las cevianas con una propiedadasiemlla geometria hiperbolica.
Verifiguemos entonces la existencia de h-alturas.

Denotemos potixY Z el valorde/, XY Z — £, ZXY — Z,Y ZX, donde los an-
gulos son dirigidos/, XY Z > 0 si y solo si la rotacién alrededor déa lo largo del arco
mas corto deX a Z es contra las manecillas del reloj (ver fig@3.

Consideremos e\, ABC' (véase figur&?), en el cual el orden de los vértices
By C es contra las manecillas del reloj. Usando la regla anteg®posible verificar que
cuando movemos un punfo en la h-rectaBC en direccion de3 a C, el valor de<, BX A
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es continuamente decreciente, mientras que el valer,deX C' es continuamente creciente.
Entonces<;, BXA — <;,AXC > 0 cuandoX se aleja sobre el h-ray0B y <, BXA —
<, AXC < 0 cuandoX se aleja sobre el h-rayBC'. Por lo tanto debe existir un puntd,
para el cuak, BX A = <, AXC. Dicho h-punto seréa el pie de la h-altura de] A BC' desde
el h-vérticeA.

SeanH, y H, los pies de las h-alturas en las h-reatad y AB respectivamente.
Se necesita que,CH,B = <,BH,Ay <,AH.C = <, CH_.B. Un poco mas adelante
probaremos que el circulo de Euler pasa por estos tres puntos

IV.3. Teorema de Feuerbach

La seccion anterior es de vital importancia para el dedardd ésta. Pero ain no
podemos dar una demostracion formal del Teorema de Felherbiachaber mencionado
antes el siguiente teorema.

Teorema 4.3 (Teorema del segmentolpadas dos lineas y b, cada una tangente a un cir-
culo dadow, sea una tercera linea tangente av y que intersecta a y aben Ay B
respectivamente. Sea un circulo porA y por B, tal que el angulo central del arcd B
es¢. Entonces existen dos circunferencias que son cada unaméegav., aay aby que
permanecen fijas aun cuandbvaria mucho.

Si se quiere ver la prueba de este importante teorema, se perdrir a (). Consid-
eremos el teorema de Feuerbach en el modelo del disco deaRgidesde un punto de vista
euclidiano. Ignorando los pies de las h-medianas, las €umlese necesitan, consideremos
sélo las h-alturagl A’, BB’y C'C" del h-trianguloA, ABC'. Tendremos entonces el siguiente
teorema.

Teorema 4.4 Dados dos h-triangulog\,ABC y N\, A’B'C’, tales que los cuadrilateros
ABB'A’, ACC'A'y BCC'B son ciclicos. Entonces, existen cuatro circulos que son tan
gentes a los circuncirculos de los h-triangulé8C’, AB'C, AABC'y A’B'C".

Demostracién Haciendo una e-inversion con centro #ntenemos que los circulos circun-
scritos aABC"y AB'C' se transforman en lineas, y el resto de los circulos se mantien
circulos. Asi, dos de los cuatro circulos ahora son rectas.

Supongamos entonces la siguiente construccion. Los pihtBs ¢’y C son con-
ciclicos. Las recta® B’, C'C’ se intersectan eA’. Necesitamos probar que hay cuatro circu-
los tangentes a las line&8C', C' B y también a los circuncirculos de los triangui$3C' y
A'B'C.

SeaP el otro punto donde se intersectan la liig# y el circuloA’B'C’. De igual
formaq es el otro punto de interseccion de la liieéB’ y el circuloBC' A’. Entonces usando
el teorema del &ngulo inscrito, tenemos

/B'PB=/B'AC' =/B'QB

/PB'A"=/PC'A' = /BB'Q
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Vemos que el cuadrilaterB’ PB() es un deltoide (cometa), y dos de sus lados son cuerdas
de los circuncirculos dd’BC'y A’ B'C’. Notemos entonces que

/PC'B'= /BCB’

Esto es, los angulos centrales de los aié®$y Q) B de los circuncirculos dé’C’ B’
y A’BC son iguales. Y entonces, por el teorema 4.3 para las lin&ay C'B’, hay cuatro
circulos que son tangentes a las linB&s' y ¢’ B y también a los circulod’ BC'y A'B'C".

IV.4. Circulo de Apolonio

Aln no sabemos si el circulo que Apolonio propone en el plartickano sigue
manteniendo su forma al pasar al plano hiperbdlico, por ®auadelante nos referiremos
a €l como “la curva de Apolonio”. A continuacion se probaré dicha curva es analitica y
cerrada.

Teorema 4.5 SeanA y B dos h-puntos arbitrarios, y sea= AB > 0 la distancia entre

ellos. Para todak > 1, el conjuntol’ = {M € ]Hﬂ% = k es una curva analitica cerrada.

La curval encierra un conjunto estrictamente convexdi&ngue contiene al h-puntd.

Demostracion Sin pérdida de generalidad, posemos suponer que el platiene curvatura
k = 1. Aplicando la formula de cosenos para el h-plano () en eldmgulo A, ABM,
obtenemos una ecuacién de la curvan coordenadas polarey ¢:

cosh kr = cosh a cosh r 4 sinh a sinh r cos ¢

a a 1 _ a o .
donde;f; < r < ;%4. Sir = 45 entoncesp = , el cual corresponde al punfd. Si

r = %5 entoncesp = 0, el cual corresponde al puntg. Sea
®(r, ) = cosh kr — cosh a coshr — sinh asinhr cos ¢

Para verificar que la curva dada por la ecuaciéf(r, ) = 0 es analitica basta con probar
gue para cualquier punto dese tiene que

o0

5, =0
0 que

0P

75 ="

. Como la curvd” es simétrica con respectodd3, podemos suponer que< ¢ < 7, para lo
cual tenemos
0P

— =sinhasinhrsing > 0

ofte
Considerando también los dos puntos restagtes,r y ¢ = 0, tenemos que cuando= 7w

_a
yr= k+17

0P ka a ka
— = ksinh —— +sinh | a — = (k+ 1) sinh
e sin k+1+sm (a k;—i—l) (k4 1)sin k+1>0
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Ysip=0yr =%, setiene que

ka

1>O

0P k
90 = ksinh k: _al — sinh <a—i— %) = (k— 1)sinhk

Con esto probamos que la cuivas analitica. En particular, tiene una linea tangente
en cualquiera de sus puntos.

IV.5. Propiedades que caracterizan el plano hiperbdlico

En este apartado, se dara una caracterizacion de la geamigieirbolica entre la
geometria de Hilbert por la propiedad de que las tres h-madian cualquier h-triangulo
concurren.

Comenzaremos definiendo la geometria de Hilbert en un can@bierto convexo.
SeaK un conjunto convexo, abierto, acotado y no vacioRnn > 2. La distancia de
Hilbert d; en K esta definida de la siguiente forma. Para cualquier purgok” definimos
dig(z,xz) =0.

Figura 4.1: Distancia de Hilbert

Para cualesquiera dos puntos distintpg € K, llamemosa y b a los puntos de
interseccion de la frontera d€, 9K con la recta que pasa pory y como se muestra en la
figura 4.1. Estando los puntos en ese orden, se tiene quelacazada esta definida como:

ly —all =z — bl
(a,x,y,b) = '
lz = all - [ly = bl
donde|| - || denota la norma euclidiana d&'. Definimos entonces la distancia de Hilbert

como: ]
dK(xv y) = 5 ln(av z,Y, b)

Definido de esta forma, el espacio métrids, dx) es llamado una geometria de Hilbert.
CuandoK coincide con la bola unitaria abiedéz, ..., z,) € R"| Y., z% < 1}, (K, dk)

se convierte en el modelo de Klein del h-plano. Ademas, camadn cruzada es invariante
bajo cualquier mapeo proyective, entonces K, dx) y (P(K), dpx)) Son isométricas a la
geometria de Hilbert. En el caso particular en el gues un elipsoide abierto (elipse en
el cason = 2), {(z1,...,z,) € R"[> ", “’55 < 1} cona; € R, se tiene quéK, di) es
isométrica a la geometria hiperbalica. Z
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Se quiere caracterizar a la geometria hiperbélica entredegtria de Hilbert, pero
por la parte anterior notamos que es equivalente a camataiipsoides entre conjuntos
convexos abiertos. El hecho de que las medianas de cuatgaregulo concurren, es bien
sabido para la geometria de curvatura seccional constaarte Feng Luo conjeturd que esta
propiedad caracteriza a la geometria hiperbdlica entredangtria de Hilbert, y posterior-
mente Ren Guo () la demuestro.

Para la demostracion, es necesario conocer antes dosadesuiinportantes, si se
desea estudiarlos mas a fondo, o ver sus demostracionasede gecurrir a la bibliografia
mencionada en cada uno.

Lema 4.1 () Cualquier conjunto convexo, abierto y acotaélo € R? contiene una Unica
elipse abierta”’ con e-area maximal. Mas aud < () OF contiene al menos tres puntos.

Lema 4.2 () Sea un conjunto abierto convexo y no vagio= R”. Dado unr fijo, 2 < r <
n — 1, si todo “plano” r-dimensional que atraviesa & por P, un punto fijo enk, lo corta
en un elipsoide (elipse si= 2), K por si mismo es un elipsoide.

Finalmente, estamos listos para demostrar el siguienterteo

Teorema 4.6 Seak’ un conjunto convexo, abierto, acotado y no vacid&rcon una distan-
cia de Hilbertdk. Si las tres medianas de cualquier triangulo(én dx ) concurren (llamada
propiedad M), entonce&” es un elipsoide abierto.

Demostraciéon Demostrando por reduccién al absurdo, se niega la conolysse desea
llegar a la negacion de la hipétesis. Primero consideraseghoasar = 2. Si K ho es una
elipse, trataremos de encontrar un tridngulo que no curagieobiedad M. Consideremos la
elipsel’ € K con e-area maximal. Si el nimero de puntos de contacto &ngria frontera
de K es3 04, extendemos un poco la elipgepara obtener la elipsgé’ (ver figura 4.2).

K

/

A A

Figura 4.2: Extension de la elipgeen £’

De manera un tanto més formal, tenemos qué ssta definida por

.I'z .TZQ

1
2 Tz <1
a= a=2

entoncedy’ estara definida como

.1321 2

o)
T+T<1+E
a“sq a9
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dondes > 0 es suficientemente pequefio. Dado dlies de area maximad,E’ debe inter-
sectar @K en 6 u 8 puntos. Por lo tanto, siempre podemos encontrar ijpsa éhun llamada
F) tal que el nimero de puntos @& (0K es al menos 5.

Supongamos entonces gqieno es una elipse, entonces existe un conjunto abierto
U C K — E. Seampy, ps2, p3, p+ Y ps Cinco puntos en el orden como se muestra en la figura
4.3, cada tres de ellos no alineadosgén() 0E. Tomamos un punta € U, entrep; Y p;.

Figura 4.3: Construccion del triangutdABC

SeaA = pip3 [\ p2ps- Si el segmentpsu pasa pord, podemos elegir otro puntoe
U. Asi, podemos decir que el segmepia no pasa porl. Sean entonceB = psu (| pips Y
C = psu () p2ps- Se afirma que el ABC no cumple la propiedad M. Dado que&IABC
también esta e(F, dr) que corresponde a una geometria hiperbdlica, se tiene guéaba
distanciadg, las tres medianas concurren. Llamem®BsB’ y C” a los tres puntos medios
(bajo dg) de los ladosBC, AC'y AB respectivamente. Los puntos medios de los lados
BC, AC'y AB del AABC, bajody, serian entonced”, B’y C’ respectivamente. Faltaria
Unicamente probar qué” # A’ para finalizar la demostracion. Y combd’, BB’y CC’
concurren, entonce$A”, BB’y C'C’ no deberian hacerlo para que eso fuera cierto.

Prolongamos el segmenigu hasta que corte a£' 'y a 90K enq y ¢ respectiva-
mente (ver figur&?). Como se menciono anteriormente, la razén cruzada esant@ibajo
cualquier mapeo proyectivo, asi que podemos considergirogaccionP del segmentpsu
a larecta reaR, tal queP(p;) = 0, P(C) = 1, P(B) = b, P(Q) = zy P(¢) = 2’ (ver
figura??).

Notemos quer < z/. Ademas, sean = P(A’) (m’ = P(A”) respectivamente) el
punto medio del segmento que valdab. Tomando los puntas, 1, m y x, tenemos que

1
dg(1l,m) = §ln(0,1,m,x)
Lm0 J1-a
2 l1=0f |flm—z
L ome 1=
2 |m—z
_ Lyyme=l) (4.3)
2 rT—m

75



Figura 4.4: Mapeo proyectivB

Tomando también los punt@sm, by x se tiene que

dig(m,b) = =1In(0,m,b,z)

[b—0l  [lm — |
[m =0 [|b— |
b flm — x|

m |[b—z
b(x —m)
m(z —1b)

5

N = N~ N~ DN -
—_
=

=)

Comom era el punto medio del segmento que va @&, se tiene que
y sustituyendo las ecuaciones (4.3) y (4.4) tenemos

I, mz—-1) 1 bx—m)

ke r—m _ilnm(x—b)
m(x—l)_b(x—m)
r—m m(z — b)
= m?(x — 1)(x — b) = b(x — m)?
m? b
T a—m? m-DE—b)
= mo_ \/E
r—m (e -1)(z—b)
Vo(z —m)
Viz =1z -0

(4.4)



L Vbx B Vbm
Ve Db Je-Da b
D R
DR
NG Uk
jm<y+¢@—n@—w>_ CESCED)

:>m<\/(x—1)(x—b)+\/g>: Vbx

V(e —1)(z—10) V(e —1)(z—0)
Vbz
o — (z—1)(z—D)
\(z=1D)(z—b)+Vb
(z—1)(z—D)

Vo y/(e =) =)
V== (Vo= -0 + Vo)

Ve B
V=1 —0) + Vb
Definimos am como una funcionf(z) (de igual formam’ = f(z')). Como la derivada
f'(z) < 0, lafuncionf(x) es monotona decreciente erEntoncesyn = f(x) > f(2') = m/

y por lo tanto,A’ # A”. Para el caso general (> 2) se tiene que, si todo triangulo én
tiene la propiedad M, por el caso= 2, la interseccion dé con un 2-plano es una elipse.

Entonces, por el lema 4.&; es un elipsoide.

=>m =

- f(x)

=m=
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