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RESUMEN 
El objetivo de este trabajo es implementar en el programa FEMLAB ecuaciones matemáticas 

que encontramos en biología, en especial las que se conocen como ecuaciones de Turing o de 

reacción difusión, que son ecuaciones diferenciales parciales no lineales que describen un 

mecanismo de formación de patrones semejantes a los que podemos observar en la naturaleza. 

Primeramente se presentan los aspectos básicos de la teoría de las ecuaciones de Turing, 

incluyendo el análisis lineal de estabilidad asintótica de las ecuaciones para obtener los diferentes 

parámetros que dan lugar a la formación de un patrón. 

En segundo lugar implementarnos y resolvemos algunas de estas ecuaciones con el programa 

FEMLAB, el cual esta diseñado para modelar y simular fenómenos físicos fácilmente; nos 

permite introducir ecuaciones diferenciales parciales de manera independiente y personalizada o el 

uso de modelos ya determinados. Una gran ventaja que observaremos es que con el uso de este 

programa podemos utilizar diferentes geometrías en el dominio, combinarlas en los sistemas y 

utilizar distintas dimensiones del espacio en el mismo problema. 

Finalmente, exploramos soluciones de algunas ecuaciones de Turing en dominios complejos. 
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Capítulo 1 

INTRODUCCIÓN 

1.1. GENERALIDADES 

En todo nuestro alrededor podemos observar una diversidad de formas y patrones 

biológicos, sin embargo, saber como toma forma la materia viva es una de las grandes 

interrogantes de la biología. Cuando una célula es fertilizada y da lugar a un embrión 

en vías de desarrollo, el problema crucial es cómo la masa homogénea de las células es 

espacialmente organizada a fin de que el proceso de desarrollo progrese. Es importante 

también el hecho de que cada conjunto de células tienen una función ya determinada, 

es decir, cada una va a formar una parte del individuo, si bien los genes juegan un 

papel importante, un estudio de genética no es suficiente para ayudarnos a entender 

cómo las características fisicoquímicas del material embrionario interactuan, formando 

complejos patrones espacio-temporales. En biología el hecho de saber como toma forma 

y se desarrolla la materia viva, es un fenomeno que se le conoce como morfogenesis, 

En un intento de establecer una teoría de la morfogénesis, los biólogos desarrollaron 

la idea de que un embrión estaba sujeto a un «;ampo embriológico"que dictaba el 

patrón al que tenía que evolucionar, sin embargo no se específica el origen de ese 

campo. El matemático ingles Alan M. Turíng, fue quien en 1952, propuso que el 

origen de este campo embriológico se encontraba en una variación de concentraciones 

químicas. Turing propuso un sistema de dos ecuaciones de reacción-difusión no lineales, 

para modelar el movimiento espacio-temporal de la concentración de dos diferentes 

sustancias químicas, a las cuales se les denomina morfógenos. Turing mostró que el 

equilibrio estable de un sistema puede ser perturbado con difusión, a este proceso se le 

conoce como inestabilidad controlada por difusión. En este caso uno de los morfógenos 

juega el papel de activador, mientras el otro juega el papel de inhibidor y lo que sucede 

es que cuando el activador incrementa, el ínhibidor se difunde más rápidamente que 

1 
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el activador. Esto crea regiones de concentración del inhibidor en medio de una región 

donde la concentración del activador es más alta. Para entender mejor este mecanismo, 

Murray(l8) nos da un ejemplo: Un campo seco que se esta quemando, pero que además 

contiene saltamontes. En este modelo, los saltamontes sudan en la presencia de calor, 

y a la vez con el sudor de los saltamontes el campo se humedece. El fuego representa . el 

actívador"y los saltamontes .el inhibidor" . Si se prende fuego aleatoriamente en varias 

partes el campo seco y este se desplaza por el campo, los saltamontes se moverán 

más rápidamente que el fuego e inhibirán pequeñas regiones donde el fuego no pueda 

quemar debido a su sudor, que mojó el pasto. Por consiguiente el resultado será un 

campo donde habra de manera inhomogenea manchas donde el fuego no quemó. 

Para ilustrar este suceso tenemos la siguiente figura 

1":"1' 
' ; . ¡ _,_.,... 

~~- ¡ ,' 

Figura 1 

El problema de la morfogenesis es muy complejo y de largo alcance, a pesar de esto, 

las ecuaciones de Thring o ecuaciones de reacción-difusión constituyen un importante 

avance en el estudio de dicho problema, ya que describen por primera vez un mecanismo 

capaz de generar patrones espaciales. 

1.2. ECUACIONES DE TURING 

Uno de los patrones espaciales mas complicados, puede ser el que resulta de la 

interacción de dos químicos. Thring, mostro que las reacciones químicas, especialmente 

estando combinadas con difusión, pueden producir patrones espacio-temporales muy 

complejos. El estudio de formación de un patrón en los sistemas de reacción-difusión se 

basan en estudios analíticos o numéricos de modelos matemáticos y sistemas químicos 

experimentales. Estos modelos son expresados en terminos de ecuaciones diferenciales 

parciales. 

De manera general, el modelo de Thring que describe la variación de dos concentra

ciones químicas U y V, debido a un mecanismo de reacción-difusión, tiene la siguiente 

forma 
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8U 
8t 
8V 
8t 

Du'V2U + f(U, V) 

= Dv 'V2V + g(U, V) 

3 

{1.1) 

donde U(x, t) y V(x, t) son dos concentraciones de sustancias químicas, llamadas mor

fogenos, en la posición espacial x y en el tiempo t. Du, Dv son los coeficientes de 

difusión para U y V respectivamente. f y g definen la cinética de la reaccion, que es 

no lineal. 

El estado estacionario uniforme es aquel en el que para Uo y Vo tenemos f(Uo, Vo) = 

g(Uo, Vo) =O y que Uo, Vo cumplan las condiciones de frontera. Turing mostró que, en 

ausencia de difussion, es decir cuando Du = Dv = O, el estado estacionario uniforme 

tiende a ser linealmente estable bajo ciertas condiciones, y se vuelve inestable en 

presencia de difusión. En los sistemas de Turing, la formación de patrones se debe a la 

perturbacion del estado estacionario por la difusión y a esto se le llama inestabilidad 

controlada por difusión. 

Para poder modelar este tipo de ecuaciones, vamos a considerar nuestro dominio n, 
condiciones de frontera de flujo cero y condiciones iniciales aleatorias. Las condiciones 

de frontera son de flujo cero, para evitar que la formación del patrón sea impuesta por 

estas condiciones. 

1.2.1. EJEMPLOS DE ECUACIONES DE TURlNG 

Los términos f y g en (1,1) definen la cinética química del proceso y se han 

propuesto diferentes modelos para la forma no lineal de estas funciones . Algunos de 

ellos son: 

l. Modelo de Bruselator 

Fue desarrollado por Ilya Prigogine[10], en los años sesenta en la universidad de 

Brusselas y esta dado por las siguientes ecuaciones: 

(1.2) 

donde A denota el valor de la fuente y B es el parámetro de la bifurcación. U y V son 

las sustancias químicas involucradas, U es el activador y V es el inhibidor, Du, Dv son 

los coeficientes de difusión, y Dv. < Dv . 
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2. Modelo de Gray-Scott 

Este modelo fue desarrollado por P. Gray y S. K.(10), en la Universidad de Leeds 

en los años ochenta. El modelo fue de mucha importancia dado que describe una 

reacción auto-catalítica en un flujo continuo isotérmico de un tanque y lo describen 

las siguientes ecuaciones 

Ut = D v. '\12U + - UV2 + F(1 - U) 

Vi = Dv'\12V + U2V- (F + K)V (1.3) 

donde U y V son los productos químicos, Dv. y Dv son los coeficientes de difusión de 

U y V respectivamente F y K son los parámetros de reacción. 

3. Modelo de Lengyel-Epstein 

Después de la primera observación experimental de un patrón Turing en 1989 

en la reacción química CIMA (chlorite-iodide malonic acid), lstvan Lengyel e Irving 

Epstein(10} mostraron que el fenómeno de formación de patrón en el sistema CIMA 

podrían ser aproximado por sólo dos ecuaciones normalizadas de movimiento y son 

(1.4) 

donde a, b, d y s son parámetros, los cuales pueden ser ajustados, basándose en la 

reacción experimental. U es la concentración normalizada del ión iodide y V es la 

concentración normalizada del ión chlorite, es decir, son las sustancias ivolucradas en 

la reacción. 

1.3. OTROS SISTEMAS DE ECUACIONES QUE FOR
MAN PATRONES 

l. Modelos fenomenológicos 

En este tipo de modelos, los términos cinéticos son tomados tal que uno de los 

químicos es un activador y el otro un inhibidor. Un ejemplo es el modelo de Gierer

Meinhardt(14), cuyo sistema de reacción difusión esta dado por: 
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ou 
Ot 
ov 
Ot = d\72v + ')'(u2

- v), 

5 

(1.5) 

donde u(x, y, t) es la concentracion de el activador y v(x, y, t) es la concentración del 

inhibidor, a, b, d y 'Y, son parámetros positivos y k es la medida de saturación de las 

concentraciones. 

2 . Modelos hipoteticos 

Se derivan de una propuesta hipotética de series de reacciones químicas. Por ejem

plo, Schnakenberg[14] propuso una serie de reacciones autocataliticas trimoleculares 

envolviendo dos químicos. 

Usando las leyes de acción de masa y denotando a las concentraciones de X, Y, A 

y B por u, v, a y b, respectivamente, tenemos 

f(u,v) 
g(u,v) 

k2a - k1u+k4u2v 

k3b - k4u2v, 

donde k1, .. . k4 son constantes. Asumiendo que hay una abundancia de A y B, a y b 

pueden ser consideradas aproximadamente constantes. 

En una dimensión la forma de este sistema es: 

ou 
Ot 
ov 
Ot 

donde a, b, d y ')' son parámet ros positivos. 

3 . Modelos Empíricos 

a). Modelo de Thomas 

(1.6) 
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Esta basado en un mecanismo de inhibicion-sustracción,involucrando la reacción 

de ácido urico (concentración u) con oxígeno (concentración v), los cuales reacionan 

en la presencia de la enzima Uricase, con proporción empírica Vmuv u2 • Las cinéticas 
Km +u+K• 

que se proponen son: 

VmUV 
f(u,v) a(uo-u)- 2 

Km+u+ K. 
VmUV 

g(u,v) = f3(vo-v)- u2, 
Km+u+ K . 

donde a, [3, Vm, Km y K 8 son constantes positivas. 

Podemos escribir este sistema en una dimensión como: 

au 
8t 
au 
8t 

V'2u+-y (a -u+ 1 +::Ku2) 

= dV'2u + ')' ( ab - av - 1 + ::K u2) ' 

donde a, b, d, ')',a, p y K son parámetros positivos[14] . 

b ). Modelo BVAM 

(1.7) 

El modelo Barrio-Varea-Aragón-Maini (BVAM)[lO], es un modelo de Turing, pero 

no esta basado en reacciones químicas, y tiene la sigiente forma: 

a u 

8t 
av 
8t 

2 ar1 
= 8V' v + [3v(l + Tuv) +u(')'+ r2v), (1.8) 

donde a, /3, -y, son parámetros, 8 es el radio entre los coeficientes de difusión r 1 , r 2 , 

corresponden al término cúbico y cuadrático. En el capítulo 2 estudiaremos en detalle 

este modelo. 

4. Modelos de movimientos celulares 

Estos modelos involucran reaccion y difusion, e incluyen un término advectivo 

introducido por la Quimotaxis. El modelo típico tiene esta forma: 

8n 
8t 
a u 
8t 

= Dn Y'2n - V' · (X(u)nV'u) + f(n, u) 

(1.9) 
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donde n(x, t), u(x, t) denotan la densidad celular y la concentracion de la reacción 

química respectivamente en la posicion x y el tiempo t . Dn, Du son coeficientes de 

difusión f y g son terminos que incorporan la produccion y degradacion Y X (u) es la 

sensibilidad quimotactica. 

5. Agregación de las células en moldes de cal 

Se basa en el modelo continuo de HMer[14] . El modelo no dimensionalizado toma 

la siguiente forma 

8n 
{)t 

Ou 
{)t 

8v 
{)t 

V'. (¡.tV'n- x(v)nV'u) 

= A [</>(n)f¡(u, v) - (</>(n) + ó)h(u)] + V'2u 

= -g¡(u)v + 92(u)(1- v) (1.10) 

donde n, u y v denotan la densidad celular, la concentracion extracelular CAMP y la 

fraccion de los receptores activos de CAMP respectivamente. 

6. Sistema de reacción difusión acoplado a un movimiento celular 

A diferencia de los patrones en la piel de los mamíferos, los cuales simplemente 

aumentan con el crecimiento del cuerpo, los patrones de ciertos peces cambia cualita

tivamente con el crecimiento del dominio, un claro ejemplo de esto es el patrón en las 

rayas del pez Angel (Pomacanthus Imperator). Ya que conforme el pez crece, las rayas 

se separan, hasta que llegan a estar dos veces mas separadas que cuando son jóvenes. 

Sin embargo, aparecen nuevas rayas entre las existentes, de tal manera que se restaura 

el espaciamiento original del interrayado. Las nuevas rayas son más delgadas que las 

rayas existentes pero ellas gradualmente se ensanchan. 

Kondo y Asai (1995) consideraron un modelo de reacción difusión sobre un do

minio de crecimiento unidimensinal, y mostraron que este exhibía un modo-doble de 

comportamiento similar al que observaron en el Pomacanthus, pero hubo un pequeño 

inconveniente: este modelo predecía que las rayas que surgen para que la separación 

entre las rayas se conserve tenían la misma anchura que las que ya existían. 

Recientemente, Painter (1999), consideró un modelo de Thring generalizado para 

este fenómeno sobre un dominio de dos dimensiones el cual representa la superficie del 
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pez. En este modelo, el patrón de pigmentación se asume al surgimiento del movimiento 

celular. Se considera un típico sistema de reacción difusión acoplado a un movimiento 

celular, cuya ecuación es de la siguiente forma: 

on + '\7 . nv = Dn '\72n- '\7 · [x,.(u )n'\7u + Xv(v)n'\7v] + n(rx + ry) 
8t . 

(1.11) 

donde v = (rxxi+ryyj)) (i,j vectores canónicos) es el campo de velocidades uniforme 

generado por el crecimiento, rx y ry son los rangos de crecimiento en la dirección x 

y y respectivamente, u y v son las concentraciones de los químicos en el sistema de 

reacción difusión, n es la densidad de pigmentación de las celula y x,.(u) y Xv(v) son 

la sensibilidad quimotactica. 

Este sistema puede producir el modo doble observado en el pomacanthus, con las 

rayas insertadas mas estrechas que las ya existentes. 

1.4. ANALISIS LINEAL DE LAS ECUACIONES DE 

TURING 

Como ya se mencionó anteriormente, las ecuaciones de Thring son sistemas de 

reacción-difusión. Se dice que estos sistemas t ienen inestabilidad controlada por di

fusión, o también llamada inestabilidad de Thring, si el estado estacionario homoge

neo es estable a pequeñas perturbaciones en ausencia de difusión, pero inestable a 

pequeñas perturbaciones espaciales en presencia de difusión. 

La inestabilidad de Thring es lo que, de manera espontánea, da origen a los patrones 

estacionarios, teniendo una condición inicial aleatoria. Un rasgo notable de los sistemas 

de Turing es que las características de los patrones resultantes no dependen de factores 

externos. 

Ahora bien, el analísis lineal se realiza debido a que las ecuaciones de Turing no 

se pueden resolver de manera exacta, por lo que necesitamos encontrar las condiciones 

necesarias y suficientes para que se de la inestabilidad controlada por difusión de el 

estado estacionario, y así podamos obtener nuestro modelo. 

Para plantear el problema, consideramos un dominio O, condiciones de frontera de 

flujo cero(condiciones de Neumann) y condiciones iniciales dadas. Así el problema lo 

escribimos como: 

Ut Du'\72u+ "Y f(U,V) 

Vt = Dv '\72u + "'fg(U, V) 
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(n· v)(~) =o (1.12) 

U(r, O)yV(r, O) dadas; r E 8B, 

donde 8B es cerrada y acotada, Bes el dominio de reacción-difusión, y n es el vector 

normal a la frontera. 

La razón de tomar condiciones de frontera de flujo cero es, principalmente, que 

estamos interesados en auto-organización de patrones; las condiciones de cero flujo 

permite que no haya influencia externa. Si nosot ros impusieramos condiciones de fron

tera fijas sobre U y V el patrón espacial podría ser una consecuencia directa de las 

condiciones de frontera. 

1.4.1. CONDICIONES DE ESTABILIDAD LINEAL 

Dado que hablamos de inestabilidad controlada por difusión, nos interesa la in

estabilidad lineal del estado estacionario que es solamente espacialmente dependiente. 

En ausencia de cualquier variacion espacial el estado estacionario homogeneo debe ser 

linealmente estable, y encontraremos las condiciones para que esto suceda. 

Sin variación espacial tenemos que (1,12) toma la siguiente forma. 

Ut = 'Y f(U, V) 

vt = "{g(U, V). 

Ahora tomamos (Uo, Vo) como el estado estacionario, entonces 

y definimos 

f(Uo, Vo) O 

g(Uo, Vo) = O, 

J-L U - Uo 

V = V - Vo. 

Con esto la función f en(1,13) puede escribirse como: 

f(U, V) = f(J-L + Uo, v + Vo). 

Usando el teorema de Taylor para tener una aproximación de primer orden: 

(1.13) 

(1.14) 

(1 .15) 
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!(J.L + Uo,v + Vo) 
2 8 

f(Uo, Vo) + L hi 8x.f(Uo, Vo) + Rt [(Uo, Vo), (J.L, v)] 
i=l • 

8! 8! 
= f(Uo, Vo) + J.L 8J.L lcuo,Vo} + v 8J.L lcuo,Vo} + R¡ [(Uo, Vo), (J.L, v)], 

se tiene que 

8! 8! 
f(U, V) = J.L 

8
J.L lcuo,Vo} + v 

8
J.L lcuo,Vo} + R¡ [(Uo, Vo), (J.L, v)]. (1.16) 

De la misma manera para la función gen (1,13) : 

8g 8g 
g(U, V) = J.L 8J.L lcuo,Vo} +V 8)cuo,Vo) + R¡ [(Uo, Vo), (J.L, v)]. (1.17) 

Ahora calculamos Ut y Vi : 

8U 8( J.L+ Uo) 8J.L 
m = --..:....;_---=m--'- m 
8V 8( v + Vo) 8v 
m m = m· (1.18) Vi = 

Sustituyendo (1,16), (1,17) y (1,18) en (1,13) se obtiene el sistema linealizado 

8v 
m 

( 8!1 8!1 ) / J.L - +v-
8J.L (Uo,Vo) 8J.L (Uo,Vo) 

( 8gl 8gl ) / J.L- +v-
8J.L (u.o,vo) 8J.L (u.o,vo) ' 

que, en forma matricial, queda como 

(Wi) = (u 
éJv ' l!JL &t 8¡.¿ 

Sean ahora 

w = (~) 
y 

(
~ 

A= ¡ 
Entonces (1,20) se puede escribir como 

~) 8¡.¿ 
8 . 

lf}¡ (u.o,vo) 

(1.19) 

(1.20) 
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aw 
7ft = ')'Aw. (1.21) 

La solución de esta ecuación es de la forma a eAt , es decir 

w = a eAt , (1.22) 

donde A es el eigenvalor de la matrtiz A. 

Si separamos a A en su parte real y en su parte imaginaria tenemos 

w = ae(R.e .H i lmA)t = a[e (R.eA)tei(lmA)t¡ 

é (Im A)t es un término oscilatorio, entonces, para que el estado estacionario, w = (~) , 
sea linealmente estable necesitamos que Re A < O, para que cuando t --+ oo w --+ O. 

Como sabemos por (1 ,22) que w = a eAt , entonces 

Al sustituir (1 ,22) y (1 ,23) en (1 ,21) nos queda 

por lo tanto 

Los eigenvalores A son soluciones de 

1M - 1AI = 1 ( ~ ~ ) - ( ~~: ~~: ) 1 

1 

A- 'YfJJ - 'Yfv 1 

- ')'gJJ A - 'Y9v 

= ..\2 - A"(gv- 1/p.A + T2 fJ.'gV --y2 fv9J.t = O. 

Resolviendo 

A = 'Y(9v + fJJ) ± V'Y2(9v + fl-') 2 - 4')'2(/JJgV - fvg¡J) 
2 

(1.23) 

(1.24) 

(1.25) 
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Para tener estabilidad lineal concluimos arriba que Re .A < O, entonces 9v + !Jl < O 

Y fp9v- f v9p > O. 

Por lo tanto, tenemos que las condiciones para estabilidad lineal son 

tr A = 9v + fJl < O Y IAI = fp9v - fv9p > O. (1.26) 

1.4.2. CONDICIONES DE INESTABILIDAD 

Ya vimos que cuando no existe dependencia espacial tenemos la estabilidad. Ahora 

vamos a considerar el sistema completo de reacción difusión 

{1.27) 

linealizando alrededor del estado estacionario 

=(u -Uo) 
w V - Vo ' 

tenemos 

{1.28) 

con D = ( Du 
0 

) . 
O Dv 

Para resolver este sistema de ecuaciones, usamos separación de variables. Primero 

definimos W(r) como la solucion independediente del tiempo del eigenvalor, problema 

conocido como la ecuación de Helmholtz. 

{ 
V 2W + k2W = O, r E 0 

(n · V)W = O, r E 00 
(1.29) 

donde k es el eigenvalor y representa el número de onda para el dominio n. La solución 

para la parte que depede del tiempo de la ecuación de primer orden es e>.t. 

Por lo tanto, buscamos soluciones para el sistema (1 ,28) de la forma 

w(r, t) = L cke>.twk(r), 
k 

(1.30) 

donde Wk(r ) es la eigenfunción correspondiente al número de onda k, y cada eigenfun

ción Wk satisface las condiciones de flujo cero. Cada ck es determinada por la expansión 
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de Fourier de las condiciones iniciales en terminos de Wk(r). A es el eigenvalor el cual 

determina el crecimiento temporal. 

Sustituyendo (1 ,30) en (1,28) tenemos que 

= 'YA L ckeAtwk + D'\12 L ckeAtwk 
k k 

= 'YAWk + D'\12Wk. 

La cual, por (1,29), la escribimos como 

(1.31) 

Las soluciones no triviales de (1,31) ocurren solo si 

(1.32) 

Sustituyendo A y D tenemos: 

Por lo tanto 

Sea ahora 

sutituyendo en (1,33) tenemos: 

(1.34) 

Resolviendo para A, obtenemos que 

- [k2 (Du + Dv) - 'Y(9v + !p)] ± J[k2(Du + Dv) - 'YC9v + !p)]2 - 4h(k2) 
At,2 = 2 . 

(1.35) 

Entonces, para que el estado estacionario se vuelva inestable al momento de que 

tenemos perturbaciones espaciales necesitamos que 
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Re.A(k) >O 

para k :f. O y esto sucede si el coeficiente de .A es negativo, o si h(k2 ) < O. Pero sabemos 

que 

k2 (Du + Dv) >O, para todo k "1- O, 

y de las condiciones de estabilidad tenemos que 9v +!,_.<O, por lo que 

Entonces, de (1,30) vemos que para tener inestabilidad, necesitamos que Re.A(k) >O. 

Para esto, h( k2 ) debe ser negativo. Ahora, se t iene que 

Sabemos, por condiciones de estabilidad que IAI > O y, dado que, k4 Du Dv es positivo, 

la única posibilidad para que h(k2 ) < O es que ¡(f,_.Dv + Du9v)k2 sea positivo. Es 

decir la condición buscada es 

/,_.Dv + Du9v > O. (1.36) 

Pero /,_. + 9v < O, lo que implica que Dv o Du :f. l. Además/,_. y 9v deben ser de 

signos opuestos. 

Ahora la condición (1,36) es necesaria pero no suficiente, porque t ambién debemos 

pedir que el mínimo de h(k2 ), el cual denotaremos como hmín sea negativo, es decir 

que hmín <O. 

Para obtener el mínimo, derivamos h con respecto a k2 y obtenemos: 

2 [IAI- ~ (f,_.Dv + Dugv)
2

] 1 4 DuDv ' 

¡(f,_.Dv + Dugv) _ k2 
2DuDv - mín• 

entonces la condicion para que h(k2 ) <O es 

IAI < ~ (Dv !,_. + Dugv)
2 

4 Du Dv 
(1.37) 

En conclusión, para que el estado estacionario se vuelva inestable a pequeñas per

turbaciones se deben cunplir las siguientes condiciones. 
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/11-Dv + Du9v > O, 

! (Dv /11- + Dugv)2 

4 DuDv 
> IAI. 

15 

Tambien podemos obtener una estimación del número de onda más inestable y el 

valor critico del parametro de bifurcacón considerando hmín = O. 

Como consecuencia, el número de onda crítico esta dado por[10] : 

k2 = (Dv ! .. + Dugv) = . / fugv - fvgu 
e "! 2DuDv 1 V DuDv ' 

y la longitud de onda del patrón está definida por 

211" 
w=- . 

k e 

1.5 RESUMEN DEL ANÁLISIS 

(1.38) 

(1.39) 

Después de haber realizado un analisis de estabilidad lineal estándar, mostramos 

que la inestabilidad controlada por difusión de un estado estacionario uniforme del 

sistema (1 ,12) ocurre si las siguientes condiciones se cumplen: 

9v + /11- <O, (I) 

(11) 

/11-Dv + Dugv >O, (III) 

! (Dv !11- + Dugv)
2 IAI 

4 DuDv > ' (IV) 

donde las derivadas parciales son evaluadas en el estado estacionario (Uo, V0 ). Las 

desigualdades I - IV definen un dominio de parámetros, que llamamos espacio de 

Turing. 

En este espacio se busca el valor de los parámetros que vamos a utilizar para la 

simulación de pat rones. 
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1.5. PARÁMETROS DE LOS EJEMPLOS DE LA SEC

CION 1.2.1 

En seguida damos los parámetros que satisfacen las condiciones de inestabilidad 

controlada por difusión de algunos ejemplos de ecuaciones de reacción-difusión. Para 

mayores detalles en la deducción, consultar Ref(10]. 

l. Modelo de Bruselator 

El estado estacionario de este modelo es dada por (Uo, Vó) = (A,~). el valor 

crítico para la bifurcación de Turing esta dado por B'[ = [ 1 + A~] 
2 

y el 

numero de onda, para que halla inestabilidad es k'; = ~. 
VUu U v 

2. Modelo de Gray-Scott 

El estado estacionario del modelo esta dado por (U o, Vo) = ( l±yl- 4<{+K)
2

/ F, F~_;~o)) . 

3. Modelo de Lengyel -Epstein 

El estado estacionario esta dado por (Uo , Vo) = ( g, 1 + ~:) . 



Capítulo 2 

LA ECUACIÓN DE BVAM 

En esta sección nos concretaremos a describir el modelo Barrio-Varea-Aragón

Maini (BVAM)[13], que no esta basado en reacciones quúnicas. Fue introducido como 

un modelo general, para imitar la formación de patrones en la piel de varias especies 

de peces. 

El modelo BVAM, se obtiene del modelo general 

a U 
8t 
8V 
8t 

= Du'V2U + f(U, V), 

Dv'V2V + g(U, V), (2.1) 

mediante una expansión de las funciones f y gen series de Taylor, alrededor del estado 

estacionario, despreciando los términos de orden mayor al cúbico. El modelo tiene la 

siguiente forma: 

au 
8t 
av 
8t 

(2.2) 

donde u= U -Uo y v = v- Vo, siendo (Uo, Vo) el estado estacionario; 8 es el radio entre 

los coeficienres de difusión de los dos químicos; a:,f3,'Y son parámetros controlados por 

las reacciones entre los quúnicos; r¡ y r2 corresponden al término cúbico y cuadrático, 

los cuales favorecen la formación de franjas en el caso cúbico y puntos en el caso 

cuadrático[25). Como u es el activador y v es el inhibidor, debemos de tener que 

D =F 1, para que la inestabilidad de Turing ocurra[ll) 

17 



2. LA ECUACIÓN DE BVAM 18 

2.1. ANALISIS LINEAL 

Primeramente vamos a encontrar el estado estacionario (Uo , Vo), que se obtiene de: 

De (2,2) tenemos que 

f(uo,vo) 

g(uo,vo) 

o, 
o. 

auo(l - r¡v5) + vo(l - r2uo) = O, 
ar1 

.Bvo(l + Tuovo) + uo('Y + r2vo) = O. 

(2.3) 

Resolviendo el sistema, obtenemos tres estados estacionarios, los cuales listamos 

en seguida: 

Uo O, 

Vo = O. 

r2 + .Br2 + ~ J ri + .Bri + 4a2 ¡3r¡ - 4a')'r¡ 
2a2r 1 + 2a')'r¡ 

U o 

r2 + .Br2 + ~ J ri + .Bri + 4a2 ¡3r¡ - 4a')'r¡ 
- 2ar¡ - 2a¡3r1 

Vo 

r2 + .Br2 -~ J ri + .Bri + 4a2 ¡3r¡ - 4a')'r¡ 
2a2r1 + 2a')'r1 

U o 

r2 + .Br2 -~ J ri + .Bri + 4a2 ¡3r¡ - 4a')'r¡ 
- 2ar1 - 2a¡3r1 

Vo = 

Por simplicidad, vamos a considerar el estado estacionario (U0 , Vo) = (O, 0). 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

Como segundo paso, vamos a obtener las condiciones que satifagan las cuatro 

condiciones de inestabilidad de Turing, que tenemos en la sección 1,5, es decir, las 

ecuaciones de (I)-(IV). 

Condición 1: gv +fu< O. 

Como 

se debe cumplir que: 
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donde, ya evaluando en el estado estacionario (Uo, Vo) = (O, 0), nos queda: 

/3 +a< O. 

Por lo tanto 

/3 <-a. (2.9) 

Condición 11 : fugv - !v9u > O. 

Tenemos que 

fugv - fvgu = (a-ar¡v2-r2v)(/3+2ar¡uv+r2u)-(2aur¡v+1-r2u)(ar¡v2+')'+r2v), 

luego se debe cumplir que: 

(a- ar¡v2 - r2v)(/3 + 2ar¡uv + r2u) - (2aur1v + 1- r2u)(ar¡v2 + ')' + r2v) >O, 

evaluando en el estado estacionario (Uo, Vo ) = (O, O) tenemos 

a/3- 'Y> O, 

entonces 

a/3 <'Y· 

Condición 111 : fuDv+Dugv >O. 

Sustituyendo 

fuDv + Dugv =(a- ar¡v2 - r2v)ó + (/3 + 2ar1uv + r2u )Dó. 

Entonces 

(a- ar1v2 - r2v)ó + (/3 + 2ar¡uv + r2u)Dó > O, 

que, evaluado en (Uo, Vo) = (O, 0) , es: 

ó(a +/3D) > O. 

Si 6 > O, entonces: 

a+ /3D > O. 

Por lo tanto: 

(2.10) 
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Condicion IV : 

Tenemos que: 

1 (Dv fu + Dugv )2 

4 DuDv 

/3D> - a. 

! (Dv fu+Dugv )2 > fugv - fvgu . 
4 DuDv 

1 [8(a- ar1v2 - r2v) + D8(/3 + 2ar1uv + r2u))
2 

= 
4 D82 

20 

(2.11) 

fuuv- fvgu = (a- ar1v2 - r2v)(f3 + 2ar1uv + r2u) - (2aur1v + 1- r2u)(ar¡v2 + "( + r2v). 

Evaluando en (Uo, Vo) = (O, O) obtenemos: 

1 (Dv fu + Duuv )2 1 (a8 + f3D8) 2 

4 DuDv 4 D82 

fugv- fvgu a/3 -"(. 

Por tanto: 

(2.12) 

En resumen, las ecuaciones (2,9), (2,10), (2,11) y (2,12) nos dan las condiciones 

para la inestabilidad de Turing, para el estado estacionario (0, O) del modelo de BVAM. 

Aquí presentamos dos conjuntos de parámetros que satisfacen estas cuatro condi

ciones. 

D 

D 

0,516, a = 0,899, /3 = - 0,91, 8 = 2. 

0,122, a = 0,398, /3 = - 0,4, 8 = 2. 

2.2. ACOPLAMIENTO DE ECUACIONES 

Si bien es cierto que un modelo de Turing simple, que involucra unicamente dos 

morfógenos, como en (2,2), nos genera patrones de rayas o puntos. En la realidad 

encontramos estructuras más complicadas, por lo que es necesario involucrar mode

los diferentes, ya sea con mas morfogenos o con distintas interacciones. Para tratar 

de simular adecuadamente, algunas de estas estructuras complejas, surge la idea de 

acoplar dos sistemas de Turing. 
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Un ejemplo se obtiene acoplando el modelo de BVAM[2] y en este caso tiene la 

siguiente forma: 

OU¡ 
= 

&t 
Ov¡ 

= 
&t 

2 a¡r¡ 2 
c5¡ V' V¡+ ,Bv¡(l + Ttu¡v¡) + u¡(¡1 + r2v1) - q2v2u1 - q3v1u2, 

ou2 
= 

&t 
D2c52 V'2u2 + a2u2(l- r¡v~) + v2(l- r2w.¡) , 

8v2 
&t 

2 a2rl 
c52V' v2 + .B2v2(l + 73;u2v2) + u2(¡2 + r2v2) . 

Este sistema ha permitido obtener una mayor variedad de patrones de pigmentación 

que se comparan notablemente con una gran variedad de peces marinos. 

Sin embargo, no es el único modelo acoplado que existe, ya que se puede aplicar 

a otras dinamicas como las del modelo del Bruselador, el modelo de Oregonator o 

el modelo de Lengyel-Epstein[lO]. Como resultado de estos acoplamientos podemos 

obtener puntos con rayas, puntos y rayas de diferentes longitudes, en general variedad 

de patrones complejos. 



Capítulo 3 

EL PROGRAMA FEMLAB 

En esta sección se presentan los aspectos generales del programa FEMLAB, con 

la idea de que el lector tenga una perspectiva completa de las capacidades y la 

metodología del programa. 

FEMLAB, es un paquete para modelar y simular cualquier proceso físico que pueda 

describirse mediante ecuaciones diferenciales parciales(PDEs), es aplicable en cualquier 

área de la ciencia y la ingeniería. Para resolver las ecuaciones FEMLAB, utiliza el 

Método del Elemento Finito(FEM). 

FEMLAB, nos permite modelar a través del uso de ecuaciones ya predefinidas o 

con la aplicación de módulos, los cuales podemos modificar para casos específicos, así 

como trabajar con sistemas de fenómenos físicos acoplados. También podemos elegir 

el dominio ya sea en una, dos o tres dimensiones, definir el tipo de mallado, además de 

que tiene herramientas para visualizar posteriormente el proceso, lo cual lo convierte 

en un ambiente gráfico flexible, rápido y versátil para el modelado multiffsico. 

3.1. 1\tlÉTODO DEL ELEMENTO FINITO 

El método del elemento finito es un método numérico para la resolución de ecua

ciones diferenciales. Se basa en dividir el dominio, de la ecuacion diferencial que car

acterizan el comportamiento físico del problema en una serie de subdominios ajenos 

denominados elementos finitos . El método del elemento finito transforma la realidad 

de la naturaleza continua en un modelo discreto aproximado. Los pasos básicos del 

FEM, son: 

l. Formulación débil o variacional 

2. Construir una malla de elementos finitos 

3. Definir puntos nodales 

3. Construir las funciones base 

22 
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4. Construir la solución aproximada por el método de Galerkin. 

3.1.1. FORMA DÉBIL O VARlACIONAL 

El FEM resuelve, de forma aproximada, la formulación débil o variacional de la 

ecuación diferencial. Para poder dar una formulaición debil de problemas con valores 

en el contorno necesitamos algunos conocimientos previos. 

Definición: El conjunto C 00 (f!) esta conformadopor las funciones infinitamente 

diferenciables. 

Definición: La norma de Sobolev se define como: 

Definición: Una función <P definida en n e !Rn, se llama función de prueba si <P 

tiene soporte compacto y </J E C 00 (f!).Al conjuto de todas las funciones de prueba se 

denota por 

D (f!) = C3"(f!) 

Definición: Un espacio de Sobolev wm,p es un espacio vectorial con la norma de 

Sobolev ll ·llm,p definido como 

Para cualquier entero positivo m y 1 ::; p ::; oo, donde Do: es la derivada parcial 

débil.[4) 

Definición : Los espacios Hm(n) , son los espacios de Sobolev con p = 2, m ~ O, 

es decir 

También es útil definir H0 (f!) , que tiene la propiedad de que sus derivadas, hasta 

orden m - 1, valen cero en la frontera, es decir contiene funciones tales que algunas de 

sus derivadas se anulan en la frontera. 

Los espacios de Sobolev Hm(n), son los más importantes para ecuaciones diferen

ciales parciales. Los que más frecuentemente aparecen en EDP's son los H0 (f!), de

bido a que los miembros de este espacio, junto con sus derivadas (hasta orden m -1), 
valen cero en la frontera, y esto se relaciona con condiciones de Dirichlet homogéneas. 

Puede probarse que cualquier condición no homogénea puede transformarse en una 

homogénea mediante un cambio de variable. Es importante señalar que H0 (f!) es la 

compleción de C8"(f!), y es un espacio de Hilbert. 
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Como en esta tesis estamos trabajando con ecuaciones de reacción-difusión, ilus

traremos el proceso de hallar la formulación débil con este problema. 

Consideremos entonces la ecuación: 

ou 
8t 

(n· V)u = O. 

donde u=(~), D = (g~), F = (~~) . 

en n 
(3.1) 

Primeramente suponemos que u es una solución clásica de (3,1) y </> E D (O). 

Multiplicando ambos lados de la ecuación por</> e integramos sobre todo el dominio 

tenemos: 

(3.2) 

integrando por partes, y aplicando la identidad de Green, tenemos: 

k e:;; </>dA = D loo (<J>\lu · n)ds - D k (\/u· \7</>- F</>)dA. (3.3) 

Como una aproximación, podemos remplazar, </> E D(O), por una función v E 

Hé{' (O), porque Hé{'(O) es la compleción de D(O), con lo que el problema débil es: 

Hallar u E Hé{'(n), tal que 

k e:;;vdA = D loo (v\lu · n)ds- D k (\/u· \lv - Fv)dA 't/v E H()(0)(3.4) 

El hecho de que una solución u, satisfaga la ecuación (3,4), para toda v E Hm(n), 

significa que u resuelve el problema excepto por un conjunto de medida cero. 

En este caso nuestro espacio de funciones admisibles es 

V= {~(n) !satisface las condiciones esenciales de frontera } 
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3.1.2. MALLA DE ELEMENTOS FINITOS 

Dividimos el dominio en un número finito E de subdominios f!1. S12, .. . , OE llama

dos elementos finitos, tales que 

e=l 

El resultado es una malla que debe tener las siguientes propiedades 

a). Cada ne es un poliedro con n i=- e/> 

b). ne n n f = el> si m -1- n 

e). Si F = n e n n1 y e i=- J, entonces Fes una cara en común( en 3D), un lado en 

común(en 2D) o un vértice en común (en 1D) de n e y 0¡. 

Para ilustrar lo anterior tenemos en la figura 3,1 un mallado que satisface las 

propiedades anteriores, por lo que se denomina mallado admisible. 

Figura 3.1 

En 1D, el elemento nees un intervalo, en 2D, los elementos más comunes son 

triángulos o cuadriláteros, en 3D, tetraedros o hexaedros. 

3.1.3. NODOS O PUNTOS NODALES. 

Dentro de cada elemento ne, existen ciertos puntos que se llaman nodos, y se 

localizan al menos en los vértices del elemento, pero para mejorar la aproximación, 

pueden añadirse nodos en otras posiciones. En cualquier caso, hay un total de G 

nodos, numerados como 1, 2, ... , G con vectores de posición x1. x2, ... , xc. 
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Mínimo de nodos Mejor aproximacion 

figura 3.2 

3.1.4. FUNCIONES BASE 

Una vez const uida la malla de elementos finitos, se procede a construir las funciones 

base, usando los siguientes criterios: 

l. Las funciones base se generan usando funciones simples definidas a trozos, ele

mento por elemento, sobre toda la malla de elementos finitos. Por este criterio 

inferimos que las funciones base 'Pi de n se obtienen pegando funciones base 

locales definidas sobre cada elemento. La restricción de 'Pi al elemento ne se 

denota por r.p~e) y se le llama función base local. 

2. Las funciones base deben ser lo suficientemente suaves como para pertenecer a 

H 1(f2) (para problemas con m= 1). La función más trivial es: 

k2:1 

donde Pk es el espacio de polinomios de grado mayor o igual a uno. 

3. Las funciones base se eligen de tal manera que los coeficientes Ci de la solución 

aproximada 
N 

1-Lh = LCi'Pi 
i=l 

sean precisamente los valores de 1-Lh(x) en los puntos nodales. Entonces para cada 

nodo Xj 

() 
{

1 sii=j 
'Pi Xj = 

O en otro caso 

donde cada i y j recorren todos los nodos de la malla. La función r.p~e), también 

cumple ésta propiedad. 
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3.1.5. SOLUCIÓN APROXIMADA DEL PROBLEMA DÉBIL 

Después de que ya se tienen las funciones base, el método del elemento finito, utiliza 

el método de Galerkin para dar una solución aproximada. Es decir, el FEM, ofrece un 

mecanismo sistemático para encontrar las funciones base { <P1 , <foz, •.. , <P N} 

El método de Galerkin parte de la formulación débil del problema. Hallar ¡.t E V 

tal que 

B(¡.t, v) = (l, v) V vE V. (3.5) 

donde B( , ) es una forma bilineal. 

Consideremos un subespacio Vh e V, dím(Vh) 

gen { </J¡' <foz, ••. , <P N}. 

N y supongamos que Vh 

Ahora planteamos el siguiente problema: 

Halla llh E Vh tal que 

v vE vh. (3.6) 

Esto es lo escencial de el método de Galerkin, con lo que podemos establecer un 

método de solución. 

Sea Jlh,vh E Vh 
N N 

llh = ¿: Ci<Pi y vh = ¿: dj<Pj . (3. 7) 
i=l j=l 

Sustituyendo (3,7) en (3,6) obtenemos el conjunto de ecuaciones lineales 

N 

LKijCi = Fj j = 1,2, ... ,N, 
i=l 

que en forma matricial es 

donde Kij = B(<Pi, <Pj), Jfj = (l, <PJ). 
El problema del método de Galerkin es que no hay un mecanismo sistemático para 

proponer las funciones base {<fo1,</Jz, ... ,</JN}, El FEM resuelve este problema. 

En el contexto del método del Elemento Finito llc se llama Matriz de rigidez y 

Jf se llama vector de carga 

Entoces la matriz de rigidez $ y el vector de carga Jf puede expresarse como: 

E 

Jf = Lp(e) 
e=l 

Así la evaluación de $ y Jf se reduce a evaluar K(e) y p(e) para cada elemento de 

la malla y después sumar sobre todos los elementos. A este proceso se le conoce como 

ensamble. 
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El proceso de ensamble se simplifica por el hecho de que 'Pi = O en todos los 

elementos que no comparten el nodo i, de manera queKí~) = O si i y j no pertenecen 

al elemento ne. 

3.2. PASOS PARA RESOLVER UNA ECUACIÓN EN 

FEMLAB. 

l. Especificar la dimensón del espacio en el que se desea trabajar. (lD, 2D, 3D) 

2. Elegir el Módulo. (ecuaciones para procesos específicos o módulos especializados) 

3. Crear la geometría de nuestro dominio. 

4. Definir los parámetros físicos del problema 

5. Inicializar el mallado de elementos finitos . 

6. Resolver la ecuación. 

7. Mostrar resultados 

3.2.1. DIMENSION DEL ESPACIO 

Al inicio el programa nos muestra la siguiente ventana: 

n 

Figura 3.3 

donde especificamos el espacio en que deseamos trabajar, El cual puede ser, en una, 

dos o tres dimensiones. 
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3.2.2. TIPO DE MÓDULOS 

El programa FEMLAB, cuenta con las siguientes librerias: 

Modulo de ingeniería química 

Modulo de electromagnetica 

Modulo de mecanismos estructurales 

Acustica 

Difusión 

Electromagnética 

Dinámica de fluidos 

Transferencia de calor 

Mecanismos estructurales 

Modo PDE. 

Figura 3.4 

.,.~,. ...... ~ ... :!O iblolr8•• 

-.J r__.•_:EI 

-· 
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Las primeras nueve librerías, sirven para procesos específicos. La opción de modos 

especializados(PDE Modes), se divide en: ecuaciones clásicas, forma de coeficiente, 

forma general y forma débil, como se muestra en la figura 3,5 
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., -. .... ~- .. , ..... ,....rt .. 
--~• ......,,r ... :r.,... • ., 
_,~ ...... ~ #> zc.-.......... 

Figura 3.5 

En Ecuaciones Clásicas(Clasical PDEs), encontramos las siguientes ecuaciones: 

de convección-difusión, de calor, de onda, de Laplace, de Poisson, de Helmholtz, de 

SchrOdinger, etc. Esto se aprecia en la figura 3,6: 

C""'Wl:t~tl'14.;rE".M*' 

cló>i~~~::=t~r-"'·-
lAocl&K'I!'~~ 

llool,S(In~~ 

• S<h'~;J!tli"""lilt'l 

y··~ 

---·~ 

Figura 3.6 

"' t'lo::c.t"4'1'M :beo .,...., ~ltWOI.V.-.e 
1-Sfd·~-- !tlrlf_--S 
~~-,~~lr'I;.(J(t- ~ 

S'i""'O!Ir!'"""Xl 

Si la ecuación que nos interesa no es una de estas ya predeterminadas, el progra

ma proporciona otras tres formas para personalizar las ecuaciones de acuerdo a las 
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necesidades del usuario. Estas se muestran en la figura 3, 7 

. ~ ....... {. ... , ' 

• '¡a-\.o) .. ..,¡ .... . . ... 

- ~t- ... 
o.-.o:.-rtC, 
• c-~~ r11-

· ~..: ... ~ 
. ..... f ........ --·-··t-·-
~ (~"' I'IO.oe-H..-

r-~------~--L--4--~~~~~~-

Figura 3.7 

-.'¡1:1>--)~ ..... ..., ...... ...-_1 
""'"""'..__ ... ,x,_ ..... 
~·-"' 
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La Forma de Coeficiente, permite solucionar PDEs que usan problemas lineales 

o casi lineales. Al elegir esta opción, la ecuación de manera general es: 

a u 
da &t + V · ( -cVu- o:u +-y) + f3 · Vu + o:u = f . 

y la ventana que nos muestra el programa es la siguiente: 

· ~ .... . -• tn. .. f...--,www .... -w-. u N>>eo' V...,O•~•!te!o<'>Qf~ O><Yt 

• tor~• 'IIIU!II'Nit~ '"'~t-~do!>t~<JntotoMf'O)~ 

Figura 3.8 

Debemos de especificar sí es un problema estacionario, dependiente del tiempo 

o de valores propios, además de definir nuestras variables dependientes las cuales se 

escriben separadas por un espacio. 

Un ejemplo de como implementar una ecuación utilizando esta forma sedara en 

el siguiente capítulo. 
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La Forma General, Provee un armazón computacional especializado para los 

problemas altamente no lineales, y la ecuación general es 

8u 
d -+V'-r= F a&t 

Cuando elegimos esta forma tenemos la siguiente ventana 

fonna pnoral 

---• iii DY.t.;"' (f< } 

n-so~--=· 
.z. .,.. h .,uta 
· ill~r ... a~~toY'C., 

f't(M>fiM 

• • fCl Cotrrbtft f.An 
H --• '«: Vfn!pflllrtm' 

· 7~.,. .... , . 
• T~.~~•.,..•~·"" ... ~eoe-t:-> 
• fíY-!'" ... ..e~,'!i) 

Figura 3.9 

t u " _.,. r 1· 
-J t t 

--M"""""'i'""""""O'""""t<'"""• 
j ~;::::.(01);\)rt'{'f~...,...,.., 

Debemos especificar si es un problema estacionario, dependiente del tiempo o de valores 

propios, además de la variable o las variables dependientes, las cuales van separadas 

por un espacio. 

LaForma débil: Permite introducir directamente la forma débil, ahorrando un 

paso. Su forma general es: 

y el programa nos muestra la ventana de la figura 3,10 
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Fonna débil • \"JNorgrn.~ 

• o:r.,_.""'..,..,.~ . , ... ~., .,.,..... 

Figura 3.10 
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1 d.~':' ,,_ 

1 f 

~~nf>; • •.,t .... Cf .... Oft'WF .. tw"ll .. 

ll~eff)!II NU eon~8 !'0'n 

Debemos especificar si es un problema estacionario, dependiente del tiempo o de 

valores propios, además de las variable o variables dependientes, si son más de una, 

estas se escriben separadas por un espacio. 

3.2.3. CREAR LA GEOMETRÍA 

Una vez que hemos definido completamente el problema, ya sea definiendo la PDE 

o adoptando un modelo particular, procedemos a establecer el dominio del problema. 

La geometría se define de acuerdo al tipo de dominio que requerimos para resolver 

nuestro problema, puede ser en una, dos o tres dimensiones. Una de las ventajas de 

este programa es que tiene una interfaz muy eficiente para crear un dominio; podemos 

unir, restar e intersectar diferentes geometrías, así como tambien importarlas de otros 

programas, lo que nos permite tener una variedad de dominios, tan sencillos o com

plejos como sea necesario. 

Si elegimos trabajar en lD, nuestro domio pueden ser lineas rectas o curvas y 

puntos, si elegimos 2D, tenemos la opción de cuadrado, rectángulo, circulo, elipse. 

En general, cuenta con la opción de curvas de Bezier para definir un dominio arbi

trario. Para poder realizar este tipo de dominios FEMLAB cuenta con una barra de 
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herramientas, que mostramos en la figura 3,11 

o 
0 "-.,_ -·· ·-·- -- --·-0 "-..., ~~ lol•• •• ~ A .t. •4- lr •II ~ W._ , •• •• • ~ 

0 ~~ _,. . ... 

/ !~ r : 
H ~ 
DO r 
oc 

Figura 3.11 

Además cuenta con la barra, para poder unir, intersecar y restar dominios, con lo 

que obtenemos más variedad de dominios como los que se muestran en la figura 3,12 

D · 
C. · , . 
IEJ 
r -

• ... 
• 
" ~~u.--.•~'*''· 
.-..~le •e~~ AeU ·u· . 
-...,_.u_ . ..... .-~ •a•. 
0.-llt fiiiiDIIIILIIIl. ..... 

.... ·-··--·-----:; JI W• ,., . ~.' .l. ·4- lr . ,. ,..,,. ,., , ,. . .. 1 

figura 3.12 

También existen diversas opciones cuando trabajamos en 3D, como las que podemos 
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apreciar en la figura 3,13 

... 
<JI> . 

aa · 
~ 
& · 

¡· ·--- -----., _, . , • • • • ... . 11 . ,. ,. • • 1 ... ... . ' 
· ~ · .. .. .. . . 

----...-... -··· -· ·
- ·· ---- 4 

Figura 3.13 
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. 1 

Al igual que en 2D podemos combinar estas posibilidades para obtener una gran 

variedad de dominios como los que mostramos en la figura 3,14 

--. -
- ftl • , • • •• • • 4•• . , ,. • • , .. .. . . •.. ... 
;: . . 

" o .. . 
• 

• • 

·--·- - -· ,. ·-·- .... ---.. ·-· ... - . 
Figura 3.14 

3.2.4. DEFINIR LOS PARÁMETROS FÍSICOS 

• 

1 

Una vez definido el problema y el dominio, el siguiente paso consiste en establecer 

los parámetros físicos del problema y las condiciones de frontera. 

Cuando realizamos este paso, tenemos acceso a todo lo necesario para poner las 

propiedades del material y las condiciones de frontera. Las expresiones que podemos 
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utilizar son: valores númericos, variables que indiquen coordenadas, tiempo y las vari

ables dependientes. La forma. en que se introducen las ecuaciones depende del módulo 

elegido, sin embargo, existen tres pasos básicos. 

l. Definir los parámetros físicos de la ecuación. Los pasos se muestran en la 

figura 3,15 

1). De la bura de ...,..., e!ezjr la opción de Pllpics 

~ ... ---~ · + 
o .. --: 
: 
D 
o ,. 
:'! 

.... .. 
_,.,. ....... _.._ ...... _,.,,,. .. - v ... •-• ""' 
-·· · -~- .. ..... ... . 

figura 3.15 

Si elegimos la forma de coeficiente tendremos la figura 3,16: 

Fonna general de la ecuación 

Coeficientes de la fonna general. Son. en 
general matrices si hay más de una 
variable dependiente 

init, en este campo se indican las 

condiciones iniciales de nuestra ecuación 

figura 3.16 

2. Definir las condiciones de frontera. Tenemos dos tipos de condiciones de 

frontera: de Neumann y Dirichlet, las cuales tienen una forma general que de

pende del módulo elegido: 
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a) Forma de coeficiente 

n· (cVu + au - -y)+ qu 

n· (cVu + au - -y)+ qu 

g - hT p (Dirichlet) 

g (Neumann) 

b) Forma General 

- n·r G+ ({)R)T 
ou 1-' 

(Dirichlet) 

- n·r = G (Neumann) 

e) Forma débil 

8u 
n · (cVu + au - -y)+ dq 8t + qu= g - h T/-L (Dirichlet) 

{)u 
n · (cVu + au - -y)+ dq 8t + qu= g (Neumann) 

Los pasos para fijar las condiciones de frontera los ilustramos en la figura 3,17 

1 ). De la barra de me•ás, elegir la opción de Physics 

-.. ·- ..... --
~;w· • ••.· !; ... ~·!;..!.:..,...~-.- iÍI: "~J ,''".,N._._ .. _' __:_-~~--... ·' . . . . .... ..... ~ ... .. 
. .. 
. 
o 
o 

~ 

-... -- . -c..-. • -- 1 

:, . ; ~ . . . ., '. ~ 

Figura 3.17 
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Si elegimos la forma de coeficiente tendremos la figura 3,18 

Coeficientes de la 
forma general 

o -by~...., o--
figura 3.18 
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3. Definir constantes. Las constantes son globales, es decir, son las mismas para 

todas las geometrías y subdominios. Las constantes pueden depender de otras 

constantes y pueden contener cualquier función matemática. Para definir las con

stantes elegimos de la barra de menus Options, después Constants y las definimos. 

Este procedimiento lo podemos ver en la figura 3,19: 

e Options ) 

. 
~ .. 
" D 
D 

Íl 
r 

··----- ...... -~-~,..... . ?J » I>JP lf•4Q nG OI T -"-IIJIUon~V.W.. • 
~~.., .... 
l'\ndlofw .•. 
~,....,... .. 
Mlbrtlllllr..,. .. , 

~Uw.,. ... 

----Pret ........ 

iWIIU.I ...... o UQa.- ·»,..• 
-··• ., , ,, _ _ .. •-• u• . -..... _ .... , .•.. . ,,. 

Figura 3.19 

Con estos pasos queda definida la PDE de acuerdo a las necesidades del usuario. 
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3.2.5. INICIALIZAR EL MALLADO DE ELEMENTOS FINITOS 

FEMLAB genera de forma automatica una malla de elementos finitos triangulares, 

aunque también t iene la opción de generar mallas rectangulares. Además tenemos la 

opción de refinar la malla si así lo deseamos. Para generar el mallado( mesh), elegimos 

en la barra de menús Mesh después Initialize Mesh(inicializar malla). Si requerimos 

un mallado más fino Refine Mesh(refinar malla) . Esto lo ilustramos en la figura 3,20 

Refinar 
malla . . .. . 

-.u •• -. ...... ~ .... . ........... ,, __ ... ·-· .. . 
........ .- ..... , .hl •fl • 

Figura 3.20 

3.2.6. RESOLVER LA ECUACIÓN 

.... . 

Inicializar malla o 
refinar malla 

El tipo de análisis varia de acuerdo al modelo qu elegimos, es decir, dependiente 

del tiempo, estacionario, o problema de valores propios. En el caso de un problema 

dependiente del tiempo, antes de resolver la PDE o las PDEs, necesitamos definir el 

tiempo al cual queremos la solución, por lo que de la barra de menús elegimos Solve, 

después Solver Parameters y especificamos el tiempo. Este proceso se ilustra en la 
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figura 3,21 

Figura 3.21 

Después de especificar el tiempo, resolvemos el problema. De la barra de menús 

elegimos Solve, después Solve Problem. Podemos ver este paso en la figura 3,22 

Solve 

- .- ... . .. '!> 

Figura 3.22 



3. EL PROGRAMA FEMLAB 41 

3.2.7. RESULTADOS Y VISUALIZACIÓN 

Las diferentes formas en que podemos visualizar el resultado son; gráfica de la su

perficie en 2D o 3D(Surface Plot) , gráfica por secciones( Slice Plots), gráfica del con

torno( Con tour Plot) , gráfica de las fronteras(Boundary Plot), gráfica de líneas aerod

inámicas(Streamline Plot) , gráfica del campo vectorial(Arrow Plot) y animación del 

proceso(Animate). Para esto utilizamos las herramientas con las que cuenta Femlab, 

las cuales describimos en la figura 3,23 

Grafica de la 

...... 

Figura 3.23 



Capítulo 4 

IMPLEMENTACIÓN 

Después de dar una breve introducción del programa FEMLAB, y de haber obtenido 

los valores de los parámetros con los cuales tenemos inestabilidad de Turing en la 

ecuación BVAM y en el sistema acoplado, implementamos estos modelos en el progra

ma FEMLAB de dos maneras: forma de coeficiente y Forma débil. 

4.1. ECUACIÓN DE BVAM EN FORMA DE COEFI

CIENTE 

El procedimiento para resolver las PDEs, en particular la del modelo de BVAM 

son: 

l. Elegir el espacio, como lo mostramos en el capitulo 3, sección 3,2,1, figura 3,2. 

los espacios que utilizamos son: 2D y 3D. 

2. Elegir el módulo forma de coeficiente, de la manera que se mostró en el capitulo 

3, sección 3,2,2, figura 3,7. Especificar que se trata de un problema dependiente 

del tiempo y definir las variables dependientes, que son: u1 y u2 . 

3. Crear la geometría del dominio, capitulo 3, sección 3,2,3, figura 3,10, 3,11, 3,12. 

Sobre este punto, usaremos dominios que describiremos en detalle en el siguiente 

capítulo. Por ahora, sólo queremos ilustrar como vamos a definir las PDEs. 

4. Definir los paramétros físicos y las condiciones de frontera. El modelo BVAM es 

un sistema de ecuaciones de la forma: 

(4.1) 

42 
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y de manera general la forma de coeficiente nos muestra la ecuación en forma 

matricial 

o u 
da Ot +V' · ( - cV'u- au +-y)+ {3 · V'u + au = f. (4.2) 

Los coeficientes son: 

1 d.n, d.,, ... d.,. 1 
da= 

da21 da22 · · · da2n 
paran = 1, 2, .. . 

danl dan2 dann 

1 q¡, 

C¡2, 

C¡n 1 C21 C22 C2n 
e= . para n = 1, 2, ... 

Cnl Cn2 Cnn 

1 am 1 1 am 1 1 frlnl 1 an2 0122 Otn2 

aun Ot2n Otnn 

a= para n = 1,2, ... 

1 ~n 1 1 a~¡ 1 1 ~nl 1 On12 On22 Onn2 

Onln On2n Onnn 
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1 >n 1 'Y12 

Tln 

"'( = para n = 1, 2, ... 

. 1 ~: 1 
T2n 

1 Pm 1 1 Plnl 1 f3nz f3tn2 

f3nn f3tnn 

/3 = para n = 1, 2, ... 

1 Pnn 1 1 Pnnl 1 f3nt2 f3nn2 

f3ntn f3nnn 

1 au, a 12, · · · 
a¡n 1 az¡ azz . .. azn 

a = . . para n = 1, 2, ... 

a nl anz ann 

f 
= 1 f~:.n~ 1 paran = 1, 2, ... 

Para ilustrar un poco más la forma de la ecuación general (4,2), vamos a re

stringirnos al caso de un sistema de dos ecuaciones diferenciales. En este caso u = 
(u¡,uz), V' = (fx , /y) y 
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[ 
en 

cVu= 
C21 

(4.4) 

V · ( cVu) es entonces 

(4.5) 

si los coeficientes Cij son constantes. 

Para materiales anisotrópicos, cada una de las componentes Cij pueden ser matrices. 

En este caso tenemos: 

cVu = [ :~ :: ] [ ~= ] = 

cun c1112 

CU21 CU22 

C2111 C2112 

C2121 C2122 

~ 1 

= 

Cnn CU12 

cu21 cu22 

C2111 C2112 

C2121 C2122 

cuu C1112 

cu21 cu22 

C2111 C2112 

\i'u¡+ 

Vu¡+ 

c1211 c1212 

C1221 C1222 

C2211 C2212 

C2221 C2222 

~ c1211 c1212 
8x + 
~ 
&y C1221 c1222 

~ C2211 C2212 
+ 

C2121 C2122 ~ C2221 C2222 

c1121 ~ + c1122 ~ + C1221 ~ + C1222 ~ 

1 
[ cun ~ + cu12~ + c1211 ~ + c1212~ l 
[ 

C2111 ~ + C2112 ~ + C2211 ~ + C2212 ~ l 
C2121 ~ + C2122 ~ + C2221 ~ + c2222 ~ 

entonces 

c1211 c1212 

C1221 C1222 

C2211 C2212 

Czz21 C2222 
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V · (cVu) 

Ahora tenemos: 

~] (4.7) 
U2 

ou = 

0121 :] 0122 

0221 

0222 

(4.8) 

(4.9) 

f31n1 j· Vu
2 1 f31n2 

!3nn1 • Vu2 
/3nn2 

(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 
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Ahora el modelo BVAM, en forma matricial es: 

de donde se infiere que: 

U = [: l 
da = [~~] 
c=[D;ó ~] 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 

a = [~~] 

47 

5. Definimos las condiciones de frontera, para resolver la ecuación BVAM ocupamos 

condiciones de Neumann, ya que nuestro sistema requiere condiciones de flujo 

cero, para que nuestro patrón no tenga perturbaciones externas.(ver ecuación 

3.1) 
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Entonces, cuando elegimos esta opción el programa nos muestra la siguiente ecuación: 

n·(cV'u + au- -y)+ qu = g (4.14) 

dondes n es el vector normal, q y g, son matrices den x n es decir: 

qu, q¡2, q¡n 

q21 q22 q2n 

q = 

qnl qn2 qnn 

g¡ 

g2 

g = 

gn 

Para mayor detalle consideremos un sistema de dos ecuaciones. En este caso n = (n,, ny) 

y 

0 [ cu c12 ] [ V'u¡ l n·cvu= n· 
C21 c22 V'u2 

= [ n · (cu V'u¡ + c12V'u2) l 
n · (c21 V'u¡ + c22V'u2) 

como ya conocemos au de ( 4, 7) entonces 

n au ~ n 1 
a¡u 

U¡+ 
a121 

1: ¡ au1 
U¡+ 

a121 

~ 1 au2 a¡22 au2 a122 

a2u 
U¡+ 

a221 a211 
U¡+ 

a221 
U2 

a212 a222 a212 a222 

n F D 1 ~ f~ il 1 :V~ ! 1 
[ qu qu = 

q21 

q12 ] [ U¡ l = [ qll U¡ + q¡2U2 ] 
q22 U2 q21 U¡ + q22U2 

g =[:~ ]· 

(4.15) 

~l 
U2 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 
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En particular para el modelo BVAM las matrices son: 

q =[~ ~] 

g = [ ~ l 

49 

y lo escribimos en la ventana que se muestra en el capitulo 3, sección 3,2,4, figura 3,17 

6. Los valores de los parámetros del sistema los introduciremos, siguiendo los pasos 

del capítulo 3, sección 3,2,4, figura 3,18. En este caso, estos parámetros son: a, 

/3, 6, -y, D , r¡ y r2 . 

4.2. ECUACIÓN DE BVAM ACOPLADA EN FORMA 

DE COEFICIENTE 

Aquí mostraremos cómo implementar el sistema acoplado que discutimos en la 

sección 2,2. La única diferencia con la ecuación de BVAM, que mostramos en la sección 

4,1 es que en el modelo de BVAM acoplado tenemos un sistema de cuatro ecuaciones, 

por lo que nuestras variables dependientes las definiremos como u¡ U2 ua u4, y es de 

la forma: 

8u¡ 

&t 
8u2 

&t 
8ua 
&t 

8u4 
&t 

2 ( a¡r¡ ) ( ) 2 Ó¡ V' U2 + /3 1U2 1 + Ttu1u2 +u¡ ')'1 + r2u2 - q2u4u1 - qau2ua 

= D2ó2V'2ua + a2ua(1 - r¡u~) + u4(1 - r2ua) 

Para esté caso, entonces, n = 4, y las matrices son: 

u = 1 :~ 
u a 

u a 

~~~~~~~] 
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Dtót o o o 
o Ó¡ o o 

e = o o D2ó2 o 
o o o Ó2 

o o o o 
o o o o 
o o o o 
o o o o 

a = o o o o 
o o o o 
o o o o 
o o o o 

o o o 

~ 1 
o o o 

'"'( = o o o 
o o o 

o o o o 
o o o o 
o o o o 

/3 = 
o o o o 
o o o o 
o o o o 
o o o o 
o o o o 

a ~ 1 ~ 
o o 

~ 1 
o o 
o o 
o o 

Al igual que en el modelo de BVAM, las condiciones de frontera para la ecuación 

de BVAM acoplada son Neumann, solo que las matrices son: 
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q ~ [ ~ 
o o o 
o o o 
o o o 
o o o 

g = m 
y lo escribimos en la ventana que se muestra en el capítulo 3, sección 3,2,4, figura 3,17. 

También definimos las constantes que necesitamos, siguiendo los pasos del capitulo 

3, sección 3,2,4, figura 3,18. Estas son: a¡, {31, 8¡, 'h, D¡, az, {32 , 8z, 'Yz, Dz, q¡, qz, q3, 

r¡ y rz. 

4.3. ECUACIÓN DE BVAM EN FORMA DÉBIL 

Discutimos en la sección 3,2,2 que FEMLAB permite introducir directamente la 

forma débil, lo que resulta muy ventajoso. Los pasos para introducir el modelo BVAM 

en forma débil (Ec. 3,4) son: 

l. Elegimos el espacio, como lo mostramos en el capitulo 3, sección 3,2,1, figura 3,2. 

El espacio con que trabajamos son: 2D y 3D. 

2. Elegimos el módulo, forma débil, de la manera que se mostró en el capítulo 3, 

sección 3,2,2, figura 3,9. Especificamos que se trata de un problema dependiente 

del tiempo y definimos las variables dependientes u¡ y uz. 

3. Creamos la geometría del dominio, como se mostro en el capitulo 3, sección 3,2,3, 

figura 3,10. 

4. Para definir los parametros físicos de la ecuación de BVAM, utilizando forma 

débil, tenemos del capítulo 3, sección 3,1,1 que la forma débil de la ecuación de 

reacción difusión tiene la forma general 

. . . (U¡ ) (V¡ ) Como la ecuactón BVAM es un slStema de dos ecuaciOnes u = Uz , v = vz 

( 
au¡(1- r¡~) + uz(1 - rzu¡) ) 

y F = . Los Campos que hay que llenar 
f3uz(1 + Tu¡uz) +u¡ ('Y+ rzuz) 
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son: weak, dweak, constr, init, esto lo apreciamos la figura 4,3 

Subdomotn Setltngs Wcdk f orm . Su bdomotn (w ) (8] 

-----' ------==----= =-----' 

Figura 4.3 

Entonces tenemos: 

a) weak: En este campo escribimos el integrando de - D j 0 ('v'u·Vv- Fv)dA. 

Es decir: auav auav 
(Vu·Vv) - Fv= --+-- - Fv. 

ax ax ay ay 

De acuerdo a la notación de FEMLAB ~ = ux, ~ = ux_test, ~ = uy, 

~ = uy _test, v = u _ test, entonces lo que introducimos en este campo es: 

ux * ux _test+ uy * uy_test - F * u _ test. 

Sustituyendo los valores de u, v y F para el caso particular de la ecuación 

de BVAM, tenemos 

-D * delta(u1x * u1x_test + u1y * u1y_test - ((alpha * u 1 (1 - r1~) + U2(1- r 2u 1)) *u 
alpha * r 1 -delta(u2x * u2x test + u2y * u2y test- ((beta* u2(l + u1u2) + u1(gama + · 

- beta 

b) dweak: Aquí se introduce el integrando de fn éJ;tvdA. De acuerdo a la no

tacion de FEMLAB v = u_ test, ~ = u_ time , entonces la entrada de 

este campo es; en general 

u time * u test 

En particular para la ecuación BVAM tenemos: 

u¡ _ time * u1 _ test 

u2_time * U2_test 
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e) constr: Aquí se introduce el término restante, es decir el integrando de 

D J80(v(Vu · n))ds. Que, dada la notación del programa es: 

D * (u_test * (ux * n¡ + uy * n2)) 

En particular para la ecuación BVAM, en este campo llenamos con ceros, 

debido a que ocupamos condiciones de frontera de flujo cero. 

5. Los campos que debemos llenar son: weak, dweak, constr. En este caso las 

condiciones de frontera son esenciales, es decir ya estan incluidas en al espacio 

HJ(O). De manera que completaremos los campos con ceros, como se muestra 

en la figura 4,4 

Uoundary Setflne,s Wedk f o rm , Suhdomdln (w) [gJ 

D 
O s.ctbvgro--

lo 
lo 

_j 

Figura 4.4 

como utilizamos condiciones de frontera de flujo cero debemos llenar los tres 

campos con ceros. 

6. En seguida definimos las constantes que necesitamos, siguiendo los pasos del 

capitulo 3, sección 3,2,4, figura 3,18, las cuales son: a, /3, 8, '""f, D, r 1 y r2 • 

7. Ya que definimos nuestros parámetros físicos y constantes inicializamos el mal

lado, como se muestra en el capítulo 3, sección 3,2,5, figura 3,19. 

8. Como nuestro problema es dependiente del tiempo, especificamos el tiempo al 

cual queremos la solución siguiendo los pasos que dimos en el capítulo 3, sección 

3,2,6 y como último paso resolvemos la ecuación. 

4.4. CONDICIONES INICIALES 

El papel que juegan las condiciones iniciales es muy importante, ya que es la forma 

de perturbar el estado estacionario, lo que da lugar a la formación del patrón. Dichas 
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condiciones deben ser aleatorias, y precisamente uno de los problemas a los que nos 

enfrentamos cuando decidimos utilizar el programa FEMLAB, fue como hacer que 

las condiciones iniciales fueran aleatorias, ya que este programa no cuenta con esta 

posibilidad. Para resolver este problema optamos por utilizar la función coseno, ya 

que es una función oscilatoria y al calcular el coseno de números grandes la oscilación 

es mayor, ahora para que este número no sea fijo utilizamos la variable espacial x, que 

depende del dominio en que estemos trabajando, con este procedimiento simulamos 

tener condiciones aleatorias. 

En el programa FEMLAB, cuando definimimos los parámetros físicos de la ecuación, 

ya sea en forma débil o de coeficiente, hay un campo en donde se especifican las condi

ciones iniciales, en particular para la ecuación BVAM escribimos 

cos(lOOOOOO * x). 

Utilizando esta expresión obtuvimos los resultados que mostramos en el siguiente capí

tulo. 



Capítulo 5 

RESULTADOS 

En esté capítulo, se muestran los resultados obtenidos al implementar en el progra

ma FEMLAB, los sistemas de ecuaciones del modelo de BVAM y del modelo de BVAM 

acoplado. Consideramos diferentes dominios, para lo cual utilizamos los conjuntos de 

parámetros que obtuvimos al realizar el análisis lineal (capítulo 2) de estos sistemas de 

ecuaciones. En todos los casos corresponden a un numero de onda k = 0,42 y k = 0,84, 

por lo que tienen una longitud de onda >. = 14. 96 y >. = 7. 48. 

Los parámetros que controlan si el patrón es de puntos o de rayas son r 1 y r2, que 

se discutio en el capítulo 2, nosotros utilizamos valores tanto para rayas como para 

puntos. 

En todos los casos se asignó una aproximación de Lagrange y un mallado de ele

mentos triangulares. 

Para mostrar nuestros resultados los dividimos de acuerdo al tipo de dominio. 

5.1. DOMINIOS SENCILLOS 

1.- MODELO BVAM EN DOMINIOS CUADRADOS: 

Las siguientes figuras muestran los patrones en dominios cuadrados, que se obtu

vieron al implementar el modelo de BVAM en el programa FEMLAB, calculadas con 

los parámetros que se indican al pié de cada una de ellas. 

En la figura 1 consideramos un dominio de 100 x 100m. Los valores de r¡ y r2 los 

tomamos para obtener patrones de líneas. En ambos casos usamos un mallado de 978 

elementos. El tiempo en el que se logró un patrón estacionario fué de 3000 8 en (a) y 

de , 7000 8 en (b) 

55 
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(a) (b) 

Figura 1 

Paraámetros: (a) D=0.516 , <5=2, a= 0.899, ')'=-0899, .B=-0.91,r¡ =3.5, r2=0, 

(b) D=0.122,Ó=2, a=0.398, -y=-0.398, ,8=-0.4, r¡ =3.5,r2=0. 

56 

En la figura 2 consideramos un dominio de 100 x 100 m, y tomamos r 1 y r2 de 

manera que obtuvieramos patrones de puntos. Se considero un mallado triangular de 

960 elementos. El tiempo necesaario para que el patron se estabilizara fué de 800 s, 

en ambos casos. 

"' - J -.1 "' 
o () (1 o (' 

i , 
<¡ , 

o o o o C' 

~ 1 , 
o " e 

o 
<1 o t,) o o o e ) o l o o ,.. .... -

(a) (b) 

Figura 2 

Parámetros: (a) D=0.516, <5=2, a=0.899, ')'=-0899, .8=-0.91, r¡ =0.02, r2=0.2, 

(b) D=0.122, <5=2, a=0.398, ')'=-0.398, .8=-0.4, r¡ =0.02, r2=0.2 
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En la Figura 3 se muestran dos patrones que obtuvimos con conjuntos diferentes de 

parámetros, que tambien satisfacen las condiciones de estabilidad, En (a) tomamos un 

dominio de 30 x 30 m, un mallado de 960 elementos. El patrón de puntos estacionario 

se obtuvo a los 500 s. A (b) le corresponde un dominio de 100 x 100m, y un maUlado 

de 984 elementos. Como se observa, el patrón es mixto: de puntos y de rayas, desde 

800s,este patrón ya era estacionario, como se verificó extendiendo el t iempo hasta los 

7000s, sin observar cambio alguno. 

(a) (b) 

Figura 3 

Parámetros D=0.182, 8=2,a=0.5, .8=-0.578;-y=-0.5, r¡ =0.5, r2=0.47. 

(b) D=0.5, 8=2,a=0.9, .B=-l;y=-0.95, r¡ =0.2, r2=0.2 . 

2.-MODELO DE BVAM EN UN DISCO: 

Las siguientes figuras muestran los resultados en dominios circulares, que se obtu

vieron al implementar el modelo de BVAM en el programa FEMLAB, calculadas con 

los parámetros que se indican al pié de cada una de ellas. 

En la figura 4 se muestran los patrones obtenidos con los conjuntos de parámetros 

de la sección 2,1; con 8 = 0,01011, en lugar de 8 = 2,(este parámetro sólo controla 

el tamño del sistema). Utilizamos valores de r 1 y r2 para obtener patrónes de pun

tos. Tomando un dominio de radio lm, un mallado triangular de 732 elementos, se 

consiguierón patrones estacionarios en un tiempo de 200s en (a) y de 800s en (b). 
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(a) (b) 

Figura 4 

Parámetros: (a) D=0.51, 8=0.01011, o=0.899, -r=-0899, .8=-0.9l ,r¡=0.2, r2=0.2. 

(b) D=0.122, 8=0.01011, 0=0.398, -y=-0.398, .8=-0.4, r¡=0.2, r2=0.2 
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En la figura 5 ocupamos los paramétros de la sección 2,1, que corresponden a 

k = 0,42 y k = 0,84, con 8 = 0,0075 en lugar de 8 = 2. Para ambos casos tomamos 

un dominio de lm de radio, un mallado triangular de 732 elementos, en un tiempo de 

200s para (a) y lODOs en (b), para obtener un patrón estacionario. 

(a) (b) 

Figura 5 

Parámetos: (a) D=0.516, 8=0.0075, o=0.899, -r=-0899, .8=-0.9l,r¡ =0.2, r2=0.2. 

(b) D=0.122, 8=0.0075, o=0.398, -r=-0.398, .8=-0.4, r¡ =0.2, r2=0.2 
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En la figura 6 resolvimos con los parámetros de la sección 2,1, con 8 = 0,0065 

en lugar de 8 = 2, y utilizamos valores de r 1 y rz para obtener patrones de puntos. 

Tomamos un dominio de 1m de radio, un mallado triangular de 732 elementos, con un 

tiempo de 200s para (a) y de 1000s en (b) para obtener un patrón estacionario. 

(a) (b) 

Figura 6 

Parámetros: (a) D=0.516, 8=0.0065, a=0.899, ')'=-0899, ,B=-0.9l,r¡ =0.2, rz= 0,2. 

(b) los valores D=0.122, 8=0.0065, a=0.398, ')'=-0.398, ,B=-0.4,r¡ =0.2, rz=0.2. 

En la figura 7 se muestran los patrones obtenidos con uno de los conjuntos de 

parámetros de la sección 2,1. Modificamos el valor de 8 como sigue: en (a) 8 = 0,010111, 

en (b) 8 = 0,0075 y en (e) 8 = 0,0065 . Consideramos un dominio de radio 4m, un 

mallado de 738 elementos y utilizamos valores de r 1 y rz para obtener patrones de 

rayas con un tiempo de 20000s se lograrón patrones estacionarios. 
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(a) (b) (e) 

Figura 7 

Parámetros en los tres casos: D=0.516, Ó=0.01011, a=0.899, 'j'=-0899, ,8=-0.91, r¡=3.5,rz=O. 

Los valores de t5 son: (a) t5 = 0,010111, en (b) t5 = 0,0075 y en (e) t5 = 0,006. 

3.-MODELO BVAM ACOPLADO EN UN CUADRADO 
En las siguientes figuras podemos apreciar los patrones que resultan de implementar 

en el programa FEMLAB, el modelo de BVAM acoplado( discutido en la sección 2,2), 

en dominios cuadrados. Los parámetros se indican al pié de cada una de ellas. 

Para este sistema de cuatro ecuaciones utilizamos los dos conjuntos de parámetros 

de la sección 2,1, tomamos para el sistema (u, v) los correspondientes a k = 0,42 y 

para el sistema (u',v') los de k= 0,84. A diferencia del modelo BVAM, tenemos un 

término qí para i = 1, 2, 3, al cual le asignamos un valor de 0,55 ó O. 

En la figura 8 consideramos q¡ = 0,55 y qz = q3 = O. En (a) consideramos un 

dominio de 60 x 60m, con un mallado de 972 elementos. Los valores de r 1 y rz se 

escogierón de manera que se obtuvieran patrones de rayas. En un tiempo de 3500s se 

consiguió un patrón estacionario. En (b) el dominio es de 100 x 100m, con un mallado 

de 978 elementos. Los parámetros r 1 y rz se escogierón de manera que obtuvieramos 

patrones de puntos, que llevó un tiempo de lODOs. 
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(a) (b) 

Figura 8 

Parámetros para ambos casos: D1 =0.516, a1 =0.899, ,81 =-0.91, 1 1 =-0.899, 81 =2, 

D2=0.122, a2=0.398, ,82=-0.4, 1 2 =-0.398, 82=2, q1 =0.55, q2=0, CJa=O. 

Los valores de r1 y r2 son: rl=3.5, r2=0 en (a) y r1=0.02, r2=0.2 en (b). 
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En la figura 9 consideramos q2 = 0,55 y q1 = q3 = O. En (a) consideramos un 

dominio de 60 x 60m, con un mallado de 972 elementos. Utilizamos r1 y r2 de manera 

que se obtuvieran patrones de rayas, y en un tiempo de 2000s se consiguió un patrón 

estacionario. En (b) el dominio es de 100 x 100m, con un mallado de 978 elementos. 

r 1 y rz se escogierón de manera que obtuvieramos patrones de puntos y un tiempo de 

1000s . 

(a) (b) 

Figura 9 

Parámetros para ambos casos: D1 =0.516, a1 =0.899, ,81 =-0.91, 1 1 =-0.899, 81 =2, 

D2=0.122, a2=0.398, ,82=-0.4, Dz =-0.398, 8z=2, q1 =0, q2=0.55, CJa=O. 

Los valores de r1 y r2 son: r1 =3.5,r2=0. en (a) y r1 =0.02, r2=0.2 
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En la figura 10 usamos q3 = 0,55 y q¡ = q2 = O. En (a) consideramos un dominio 

de 60 x 60m, con un mallado de 972 elementos. Utilizamos r¡ y r2 de manera que se 

obtuviera un patrón de rayas. En un tiempo de 3500s se consiguió un patrón esta

cionario. En (b) el dominio es de 100 x 100m, con un mallado de 978 elementos, r¡ y 

r2 se escogierón de manera que obtuvieramos un patrón de puntos. En un tiempo de 

lODOs se obtuvo un patrón estacionario. 

(a) (b) 

Figura 10 

Parámetros D¡ =0.516, a¡ =0.899, ,81 =-0.91, 'Yl =-0.899, 6¡ =2 D2=0.122, 

02=0.398, .82=-0.4, -y2 =-0.398, 62=2, q1 = 0, q2=0, ~=0.55 . Los valores 

de r¡ y r2usados fuerón: (a) r¡ =3.5, r2=0 y (b) r1 =0.02, r2=0.2. 
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4.-MODELO BVAM ACOPLADO EN UN CffiCULO 

En las siguientes figuras podemos apreciar los patrones resultantes, después de 

implementar en el programa FEMLAB, el modelo de BVAM acoplado, en dominios 

circulares. Los parámetros se indican al pié de cada una de ellas. 

Para este sistema de cuatro ecuaciones utilizamos los dos conjuntos de parámetros 

de la sección 2,1, tomando para el sistema (u,v) los correspondientes a k = 0,42 y 

para el sistema (u', v') los de k = 0,84. Al término qí para i = 1, 2, 3, les asignamos un 

valor de 0,55 ó O 

En la figura 11 consideramos un dominio circular de 30m de radio con un mallado 

de 768 elementos, con r¡ y rz de manera que se genere un patrón de rayas. En (a) 

q¡ = 0,55, qz = q3 = O, en (b) qz = 0,55, q¡ = q3 =O y en (e) q3 = 0,55 y q¡ = qz = O, 

con un tiempo de 10 OOOs para obtener un patrón estacionario. 

(a) (a) (a) 

Figura 11 

Parámetros para los tres casos: D¡ =0.516, a¡ =0.899, {31 =-0.91, -y1 =-0.899, 81 =2, 

Dz=0.122, az=0.398, {32=-0.4, -y2 =-0.398, 8z=2, r1 =3.5, r2=0. 

Ahora: q1=0.55, qz=O, ~=0, (b) q1=0, q2=0.55, ~=0 y (e) q1=0, q2=0, ~=0.55 . 
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5.2. DO:MINIOS COMPLEJOS 

1.- MODELO BVAM EN UNA ESFERA: 

En las siguientes figuras se muestran los resultados obtenidos, al implementar el 

modelo de BVAM en el programa FEMLAB, tomando como dominio la superficie de 

una esfera. Los parámetros se indican al pie de página de cada figura. 

En la figura 12, Consideramos los conjuntos de parámetros de la sección 2,1; con 

ó = 0,01011, en lugar de 6 = 2. Utilizamos valores de r 1 y rz para obtener patrones de 

puntos. Tomando un dominio esférico de radio 1m, con un mallado de 9349 elementos. 

En un tiempo de 2000s se consiguierón patrones estacionarios. 

-1 

(a) (b} 

Figura 12 

Parámetros: (a) D=0,516,a=0.899, .8=-0.91, 6=0.01011, -y=-0.899, r1 =0.2, 

r¡ =0.2. (b) D=0,122,a=0.398, .8=-0.4, 6=0.01011, -y=-0.398, r1 =0.2, r1 =0.2. 

En la figura 13, Consideramos los parámetros que obtuvimos en la sección 2,1, con 

6 = 0,0075 en lugar de ó = 2. Utilizamos r¡ y rz para obtener un patrones de puntos. 

Tomando un dominio esférico de radio 1m, con un mallado de 9349 elementos. En un 

tiempo de 2000s se consiguierón patrones estacionarios. 
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(a) (b) 

Figura 13 

Parámetros: (a) D=0,516,a=0.899, ,8=-0.91, 8=0.0075, -y=-0.899, r1 =0.2, 

r¡=0.2. (b) D= 0,122,a=0.398,,8=-0.4, 8=0.0075, ')'=-0.398, r1 =0.2, r1=0.2. 
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En la figura 14, Consideramos un dominio esférico de radio 1m, un mallado de 9349 

elementos . Utilizamos los parámetros que obtuvimos en la sección 2,1, con 8 = 0,0065, 

en lugar de 8 = 2 y r1 y r2 de manera que los pat rones fueran de puntos. En un tiempo 

de 2000s se obtuvo un patrón estacionario. 

(a) (b) 

Figura 14 

Parámetros: (a) D= 0,516,a=0.899, .8=-0.91, 8=0.0065,-y=-0.899, r1 =0.2, 

r1 = 0.2. (b) D= 0,122,a=0.398, .8=-0.4, 8= 0.0065, ')'=-0.398, r1 =0.2, r1 =0.2. 

En la figura 15,Consideramos un dominio esférico de radio 1m,un mallado de 

9349 elementos. Tomando los parámetros que obtuvimos en la sección 2,1, con 8 = 
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0,010ll,en lugar de 8 = 2. Los valores r 1 y r2 para obtener patrones de rayas. En un 

tiempo de 2000s se consiguió un patrón estacionario. 

(a) (b) 

Figura 15 

Parámetros: (a) D= 0,516,a=0.899, ,8=-0.91, 8=0.01011,-y=-0.899, r1 =3.5, 

r¡ =0. (b) D= 0,122,a=0.398, ,8=-0.4, 8=0.01011,-y=-0.398, r1 = 3.5, r1 = 0. 

En la figura 16, Utilizamos los parámetros que obtuvimos en la sección 2,1, con 

8 = 0,0075 en lugar de 8 = 2. Consideramos un dominio esférico de radio 1m, un 

mallado de 9349 elementos. Los valores r¡ y r2 de manera que el patrón fuera de de 

rayas. En un tiempo de 5000s se consiguió un patrón estacionario. 

(a) (b) 

Figura 16 

Parámetros: (a) D= 0,516,a=0.899, ,8=-0.91 , 8=0.0075, '}'=-0.899, r1 =3.5, 

r¡ =0. D= 0,122,a = 0.398, ,8=-0.4, 8=0.0075, '}'=-0.398, r1 =3.5, r1 =0. 

En la figura 17, resolvimos con los parámetros de la sección 2,1, con 8 = 0,0065 

en lugar de 8 = 2, y utilizamos valores de r 1 y r 2 para obtener patrones de rayas. 
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Tomamos un dominio esférico de radio lm, un mallado de 9349 elementos. En un 

tiempo de 3500s se consiguió un patrón estacionario. 

(a) (b) 

Figura 17 

Parámetros: (a) D=0,516,a=0.899, .8=-0.91, 6=0.0065,-y=-0.899, r1 =3.5, 

r¡ =0. (b) D=0,122,a=0.398, .8=-0.4, 6=0.0065,-y=-0.398, r¡ =3.5, r¡ =0. 

La posibilidad de resolver ecuaciones de la biología matemática en la superficie 

de una esfera ha sido de interés porque es la forma de varios sistemas biológicos co

mo virus, radiolarias, granos de polen, membranas de células, etc ... [24]. Un estudio 

sistemático de las diferentes simetrías de patrones que se obtienen en la esfera es 

muy factible y razonablemente simple usando FEMLAB, aunque esto sale del objetivo 

de este trabajo. Aparte de los problemas de origen biológico, existen muchos otros 

problemas de interés que se han resuelto en la superficie de una esfera, son el prob

lema de Saffman-Taylor ( miscibilidad de fluidos viscosos) [20] y el auto-ensamble de 

copolimeros [12]. 

2.- MODELO BVAM EN UN CUBO: 

Es muy poco lo que se ha hecho con respecto a la obtención de patrones de Turing 

en tres dimensiones, debido a las complicaciones de la programación y el tiempo de 

cómputo requerido. Con el programa FEMLAB es muy sencillo plantear el problema 

tridimensional aunque no se resuelve el problema del tiempo de cómputo, que sigue 

siendo costoso. Aquí mostraremos un ejemplo muy simple, un cubo, que muestra las 

características generales de los patrones tridimensionales. 

En la figura 18 observamos los resuntados obtenidos al implementar el modelo 

de BVAM en el programa FEMLAB. Utilizamos los parámetros de la sección 2,1. 

Consideramos un cubo de 30m x 30m x 30m, un mallado de 177 44 elementos. Tomando 

valores de r¡ y r2 para obtener patrones de puntos. En un tiempo de lOOOs logramos 
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un patrón estacionario. En (a) mostramos el resultado sobre la superficie del cubo y 

en (b) sobre la isosuperficie del cubo. 

(a) (b) 

figura 18 

Parámetros: 0=0.516, 8=2, o:=0.899, -r=-0899, .8=-0.91, r1 =0.02, r2=0.2 

3.- MODELO BVAM EN UN PENTÁGONO 

La forma del dominio y las condiciones de frontera son de gran importancia, ya 

que los sistemas biológicos, tales como los patrones observados en la piel de algunos 

peces marinos tienen formas muy complejas(23). Aquí consideraremos un dominio más 

complejo, que asemeja la concha de un erizo de mar. 

En las siguientes figuras se muestran los resultados obtenido, al implementar el 

modelo de BVAM en el programa FEMLAB. 

En la figura 19 consideramos los parámetros de la sección 2,1 que se indican al pie 

de página. Tomando como dominio un pentágono con las esquinas curvas. Utilizamos 

un mallado de 960 elementos. En (a) los valores de r 1 y r2 se asignaron para obtener 

un patrón de puntos y en (b) para obtener un patrón de rayas. En ambos casos el 
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tiempo que llevo conseguir un patrón estacionario fue de 3000s. 

(a) (b) 

Figura 19 

Parámetros: 0=0.516, 8=2, a=0.899, ')'=-0899, .8=-0.91. 

Ahora (a) r¡=0.2, r2=0.2, y (b) r¡=3.5, r2=0. 

En la figura 20 consideramos los parámetros de la sección 2,1 que se indican al pie 

de página. Tomando como dominio un pentágono con las esquinas curvas y un hueco 

en el centro. Utilizamos un mallado de 960 elementos. En (a) los valores de r¡ y r2 se 

asignaron para obtener un patrón de puntos y en (b) para obtener un patrón de rayas. 

En ambos casos el t iempo que llevo conseguir un patrón estacionario fue de 5000s. 

(a) (b) 

Figura 20 

Parámetros: 0=0.516, 8=2, a=0.899, ')'=-0899, .8=-0.91. 

Ahora (a) r¡=0.2, r2=0.2, y (b) r¡=3.5, r2=0. 

4.-MODELO BVAM EN DOMINIOS COMBINADOS 
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En las siguientes figuras se muestran los resultados obtenidos al implementar el 

modelo de BVAM en el programa FEMLAB, consideramos dominios mixtos. Uti

lizamos los dos conjuntos de parámetros, uno en cada dominio, los cuales se especifican 

al pie de pagina de cada una de ellas. 

En la Figura 21 Consideramos dos dominios: primero un cuadrado de 60 x 60 m, 

segundo un círculo de radio 10m. Un mallado de 1004 elementos. En (a) los parámetros 

r 1 y r2 de manera que obtuvieramos un patrón de rayas y en (b) para obtener un patrón 

de puntos. En ambos casos el tiempo en que se logró un patrón estacionario fué de 

lODOs 

(a) (b) 

figura 21 

Parámetros en el dominio circular: D¡ =0.516, c5=2, a¡ =0.899, /¡ =-0899, ,81 =-0.91. 

Parámetros en el dominio cuadrado D2=0.122, c5=2, a2=0.398, 12=-0.398, .82=-0.4. 

En ambos casos r¡ =3.5, r2=0. 

Una observación importante que resulta de este ejemplo, al combinar dos dominios 

con diferente coeficiente de difusión, es que las lineas en el dominio exterior se alinean 

a la forma del dominio interior. Este es un resultado interesante porque las líneas de 

los patrones de Turing, al resultar de un fenómeno no lineal, no tienen una alineación 

preferencial. Esto no se observa, sin embargo, en la naturaleza; las rayas en la piel de 

muchos animales , por ejemplo, son horizontales o verticales. Se han formulado varias 

posibilidades para generar una orientación preferencial de las líneas de los patrones. 

Por ejemplo, la existencia de fuentes de morfógenos en ciertas regiones(23) o la modi

ficación de las ecuaciones para generar una dirección de crecimiento [16). El resultado 

que obtenemos aquí ofrece otra explicación, biológicamente plausible, que puede ser 
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explorada con más profundidad. Enseguida mostramos más ejemplos, considerando 

dominios más complejos. 

En la Figura 22 Consideramos dos dominios: El primero un pentágono con vértices 

curvos, el segundo un círculo de 5 m de radio, Un mallado de 883 elementos. En {a) 

utilizamos r 1 y r 2 para obtener un patrón de rayas. y en {b) para obtener un patrón 

de puntos. El tiempo que tomó obtener un patrón estacionario, en ambos casos fué de 

3000s. 

(a) (b) 

figura 22 

En el dominio circular consideramos D¡ =0.516, 8=2, a¡ =0.899, -y1 =-0899, ,81 =-0.91. 

En el dominio pentagonal consideramos D2=0.122, Ó=2, 0:2=0.398, -y2=-0.398, ,82=-0.4 

Y en ambos casos r¡ =3.5, r2=0. 

En la Figura 23 Consideramos dos dominio pentagonales: un grande y un pequeño 

como centro. Un mallado de 1068 elementos y el tiempo al que se consiguió un patrón 

estacionario fué de lOOOOs. En (a) utilizamos los parámetros r¡ y r2 para obtener un 
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patrón de rayas y en (b) para obtener un patrón de puntos 

(a) (b) 

figura 23 

Parámetros en el pentagono pequeño: D1 =0.516, 8=2, a¡ =0.899, ')'¡ =-0899, ,81 =-0.91. 

Parámetros en el pentagono grande: D2=0.122, 8=2, a2=0.398, -y2=-0.398, .82=-0.4. 

(a) r¡=3.5, r2=0 en ambos pentágonos. (b) r¡=0.02, r2=0.2 en ambos pentagonos. 
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Capítulo 6 

CONCLUSIONES 

En este trabajo de tesis mostramos que las ecuaciones de reacción-difusión, o de 

Thring, de la biología matemática pueden ser implementadas y resueltas con el pro

grama FEMLAB{ahora COMSOL), obteniendo varias ventajas. Además de que la 

implementación es relativamente simple, además este programa ofrece herramientas 

para construir dominios tan complejos como se requieran, lo cual resulta muy compli

cado cuando se trabaja con un programa en algún lenguaje (FORTRAN oC), debido 

a que el cambio de dominio implica modificar el código fuente. 
Podemos mencionar también aportaciones de este trabajo que van más allá de la 

implementación misma de las ecuaciones. En el capítulo 4, por ejemplo, se discute 
con mucho detalle la notación que usa FEMLAB para entender la forma general de 
las ecuaciones diferenciales que el programa puede resolver. La exposición se lleva 
hasta desarrollar con mucho detalle las expresiones, y lo que resulta puede ser útil a 
cualquier interesado en implementar en FEMLAB alguna ecuación poco convencional. 
Estos detalles están ausentes en los manuales del programa y no son fáciles de de
ducir dada la arbitrariedad, desde el punto de vista matemático, que se usa en los 
manuales. También se analiza la opción de introducir una ecuación diferencial parcial 
en forma débil, con lo cual opt imizamos el tiempo, que se tarda el programa en re
solver una ecuación, debido a que el primer paso que realiza es llevar la ecuación a 
su fprma débil. Ot ro punto importante es también que los resultados obtenidos en el 
Capítulo 5 abren nuevas posibilidades de estudio para trabajos posteriores que salen 
del objetivo de esta tesis. Por ejemplo, la facilidad para resolver problemas en dominios 
tridimensionales puede permitir atacar problemas sobre lo que se ha hecho poco dada 
la complejidad de programar la solución de las ecuaciones en dominios tridimension
ales (podemos mencionar, por ejemplo, el problema de la inestabilidad muscular en la 
superficie del corazón durante los infartos, para lo que existen modelos). En este mismo 
sentido, podemos mencionar también el resultado obtenido en la Figura 21, al mezclar 
dos dominios con diferente coeficiente de difusión, que nos produjo una orientación 
preferencial de las líneas del patrón. Para este problema hay varias hipótesis y, como 
resultado de nuestros experimentos numéricos, encontramos otra más que requerirá un 
estudio más detallado. 
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