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Introduccion

El presente trabajo es una investigacidon enfocada al estudio de algunas propie-
dades de los conjuntos convexos, aqui se busca encontrar alguna relacién entre
el 3-ancho de un conjunto convexo y el ancho del mismo. Para determinar esta
relacién usaremos el ndmero A\3(K) (K es un conjunto convexo), que no es mas
que el cociente del ancho de la figura, sobre el 3-ancho de la misma. Como podra
notarse, esta es solo la versidn particular de un problema mas general que trata de
determinar la relacién entre el ancho de una figura con el n-ancho de la misma.
Este ejercicio fue propuesto por el matematico griego G. Tsintsifas hace varias
décadas, el problema original trata de encontrar cudl es el nimero mas grande
tal que el ancho de un poligono convexo multiplicado por dicho nlimero es menor
que el n-ancho del poligono. Esto se puede interpretar como la blsqueda de una

cota superior del ancho en términos del n-ancho, en otras palabras, la bisqueda
de )\3(K)

Varios investigadores han desarrollado soluciones particulares del problema y han
conjeturado algunas proposiciones al respecto, pero siendo honestos los resulta-
dos encontrados le exigen demasiadas caracteristicas al conjunto K y algunos no
proporcionan una buena cota para el nimero A\, (K). Es cierto que varias de las
conjeturas establecidas por otros autores ya han sido demostradas o descartadas,
pero todavia quedan varias por analizar y nos quedan muchas cosas por conocer
en este tema.

El interés para trabajar en esta area surge de lo gratificante que resulta resolver
un problema del que se conocen muy pocos resultados, ademds es un problema
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que parece ser muy simple, pero no lo es. Lo complejo de este asunto se le
atribuye a lo complicado que resulta el calculo del n-ancho de cualquier figura
convexa, no es un nimero que se pueda predecir con facilidad y no existen los
teoremas suficientes para poder calcularlo.

Nuestra investigacion tiene como objetivo atacar este problema y encontrar una
soluciéon mas general, aportando nuevas ideas y herramientas para desarrollar un
mejor analisis en cada familia de figuras con las que trabajemos. Esto se pretende
realizar adicionando herramientas computacionales para aproximarnos al n-ancho
de una figura convexa. Como se menciono anteriormente este ejercicio es muy
extenso y por ello nos limitaremos al caso n = 3, es decir, estudiaremos el nimero
A3(K) a través del célculo del 3-ancho de K.
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Capitulo 1

Nociones basicas de geometria y
convexidad

1.1. Conceptos basicos de conjuntos convexos

Comenzaremos estableciendo algunos conceptos y teoremas necesarios para nues-
tra investigacion, del mismo modo, introduciremos cierta notacién que hard mas
cémoda la explicacién.

Definicion 1.1.1. Decimos que un conjunto de puntos K C R? es una figura,
si K es un conjunto compacto y tiene interior no vacio. Ademas, decimos que
K es una figura convexa o conjunto convexo si para cualesquiera x,y € K
y cualquier A € [0, 1], se cumple que (1 — N)x + Ay € K.

La definicién anterior se puede interpretar de esta manera: decimos que K es una
figura convexa si al tomar A, B € K, arbitrarios, el segmento AB esta contenido
en K.
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Figura 1.1: Figura convexa Figura 1.2: Figura no convexa

En la figura 1.1 tenemos un ejemplo de un conjunto convexo, ya que cualquier
par de puntos contenidos en este conjunto contiene al segmento que los une. Por
otro lado, en la figura 1.2 los puntos X y Y pertenecen a K, pero el segmento
XY contiene puntos en el exterior de K. Para este caso el conjunto K no cumple
la definiciéon de convexidad.

Definicién 1.1.2. Un poligono convexo es una figura convexa cuya frontera
consiste tnicamente de segmentos de linea (lados del poligono). Los puntos
donde se intersectan dos segmentos se llaman vértices.

La familia de poligonos regulares cumple con la definicién de poligono convexo,
mientras que en la figura 1.2 tenemos un ejemplo de un poligono que no es
convexo. Por otro lado, el conjunto que contiene un tnico punto en el plano
cumple la definicién de convexidad, a este tipo de conjuntos se les conoce como
conjuntos convexos 0-dimensional. Algunas curvas (rectas, semirectas y segmen-
tos) también cumplen esta definicién, y a esta familia de conjuntos se les conoce
como conjuntos convexos 1-dimensionales; el resto de conjuntos convexos en el
plano son Ilamados conjuntos convexos 2-dimensionales o simplemente figuras
convexas.

Si K es una figura convexa, entonces K divide al plano en tres conjuntos:
1. Puntos exteriores a K: Aquellos para los que es posible dibujar una circun-
ferencia que esté contenida en el complemento de K.
2. Puntos pertenecientes a K. Se dividen en:

a) Puntos interiores de K: Aquellos para los cuales es posible dibujar
una circunferencia que esté contenida en K.
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b) Puntos frontera de K: Aquellos para los cuales cualquier circunferen-
cia con centro en estos, contiene puntos interiores y puntos exteriores
de K.

»
7@

Figura 1.3: Punto interior (A), frontera (B) y exterior (C)

Definicién 1.1.3. E/ conjunto de puntos interiores de una figura convexa es
llamado interior de K, denotado por int(K), el conjunto de puntos frontera de
K es llamado frontera de K, denotado por F'r(K), y el conjunto de puntos
exteriores de K es llamado exterior de K, denotado por Ext(K).

Estos tres conjuntos son disjuntos. La frontera de un conjunto convexo 2-dimensional
es una curva cerrada v llamada curva convexa (figura 1.3).

1.2. Lineas soporte

Ahora, supongamos que tenemos una linea [ y un conjunto convexo K, entonces
se cumple alguno de estos casos (figura 1.4):

1. Lalinea [ y el conjunto K no tienen puntos en comun (linea ).

2. Lalinea l y el conjunto K sélo tienen un punto en comdin (linea ls).
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3. La interseccion de [y K es un segmento compuesto Unicamente de puntos
frontera (linea [3).

4. La interseccion de [ y K es un segmento compuesto tinicamente de puntos
interiores, a excepcién de los puntos extremos del segmento (linea )

l2

51

Figura 1.4: Lineas soporte

Recordemos que una linea [ divide al plano en dos semiplanos. Utilizando esta
nocién y el resultado de los casos anteriores, surge la siguiente definicion.

Definicion 1.2.1. Una linea | es una linea soporte para un conjunto convexo
K si:

i) El conjunto K estd contenido en alguno de los semiplanos determinados
por [.

ii) La interseccion de | con el conjunto K es no vacia.

En la figura 1.4, las lineas [y y I3 son lineas soporte de K. La linea [; cumple la
primera condicién pero su interseccidon con K es vacia, mientras que la linea /4
cumple la segunda condicién (I, N K # (), pero no cumple la primera.

Ahora consideremos un punto M moviéndose a través de la frontera v de una
figura convexa K. Es posible establecer dos direcciones de movimiento para M
a lo largo de v, el movimiento en direccién contraria a las manecillas del reloj
se conoce como direccién positiva de la curva convexa v, y el movimiento en
direccién opuesta es llamado direcciéon negativa. Sea O € int(K), el segmento
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OM cambia de direccién dependiendo del movimiento de M. Cuando M se mue-
ve en direccién positiva a través de v, el segmento O M gira en direccién opuesta
a las manecillas alrededor de O. Cuando M se mueve en direccién negativa, el
segmento gira como las manecillas del reloj.

Figura 1.5: Direccién positiva (izquierda) y negativa (derecha) de

También para las lineas soporte podemos establecer una direccén positiva y ne-
gativa, de la siguiente manera: Si K es una figura convexa y [ es una linea
soporte de ésta, la direccién positiva de [ sera establecida de manera que K se
encuentre en el semiplano izquierdo determinado por [. Bajo esta nocién, las dos
rectas soportes paralelas, [ y I, de K mostradas en la figura 1.6 tienen la misma
direcciéon. Ademads, si un punto se mueve a través de la curva convexa y en di-
reccién positiva, cruzard cualquier linea soporte en la misma direccién (direccién
positiva).

Para hacer mas facil todas las explicaciones consideremos lo siguiente: Sean A, B
y C' tres puntos no colineales y sean [ y I, dos lineas paralelas. Denotamos como
|A, 11| a la distancia del punto A a la recta l;, y como |l1, 5| a la distancia entre
l1 y l5. La distancia entre el punto C'y la linea que contiene al segmento AB se
denotard por |C, AB|, y la longitud del segmento AB serd denotada por |AB].

Teorema 1.2.1. Sea K una figura convexa. Si |l es una linea soporte de K,
entonces existe una tnica linea soporte I' de K tal que l || ', con la misma
direccion que [.
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» ~

~

Figura 1.6: Direccién de las linea soporte paralelas

Demostracion. Supongamos que [ es una linea soporte de K, sea A € K tal que
|Al| > |X,1], VX € K. Trazamos una linea I’ | [ que pase por el punto Ay
cuya direccién sea contraria a [. Claramente I' N K # (), ya que esta interseccién
contiene al menos al punto A. Supongamos que K no estd contenido en el
semiplano ubicado a la izquierda de !’. Entonces existe A’ € K tal que A’ estd
en el semiplano derecho de I’. Entonces | A, | < |A’,I| lo cual contradice nuestra
hipétesis sobre el punto A (|A4,1| > |X,[|, VX € K). Entonces I’ es una linea
soporte de K. Sea [; una linea soporte paralela a I. Si |l,1;] > |[,1'|, como [; es
linea soporte de K, entonces cualquier punto del conjunto K N pertenece al
semiplano izquierdo de [; pero no pertenece al semiplano izquierdo de I, lo cual es
una contradiccién ya que I’ es una linea soporte. Andlogamente, si |l, 11| < [, 1],
entonces cualquier punto del conjunto K NI’ no pertenece al semiplano izquierdo
de [1, lo cual contradice al hecho de que [; es linea soporte de K. Por tricotomia
tenemos que |l1,1| = |I',1]. Por lo tanto [; = I'.

0

1.3. Ancho de una figura convexa

Una vez establecido el concepto de linea soporte de una figura convexa nos
encontramos en condiciones para presentar algunos de los conceptos de mayor
utilidad en nuestra investigacion.
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Figura 1.7: Lineas soporte paralelas

Definicién 1.3.1. E/ ancho de una figura convexa K en direccién de una linea
p es la distancia entre las dos lineas soporte de K perpendiculares a p.

El ancho en la direccién p es un valor tnico ya que solo existen dos lineas soporte
paralelas que son perpendiculares a p. Podemos extender esta nocién para la
familia de conjuntos formados por una coleccién finita de puntos.

Definicion 1.3.2. Sea A una coleccion finita de puntos en el plano. El ancho
de A en la direccion p, es el ancho de la envolvente convexa de A en direccion
de p.

La linea p no tiene alguna restriccién, puede tratarse de una linea que ni siquiera
intersecta al conjunto. Mas adelante probaremos que para cualquier figura con-
vexa existe una direccién de mayor y menor ancho, no necesariamente diferentes.
Por ejemplo, en un rectangulo la direccién de las diagonales es la direccién de
mayor ancho, y la direccién del lado mas corto es la direcciéon del menor ancho.
En una elipse, las direcciones del eje mayor y eje menor son las direcciones del
mayor y menor ancho, respectivamente (figura 1.8).

Hablaremos ahora de algunas de las propiedades que caracterizan al ancho en una
direccién. Sea h el ancho mayor de una figura convexa K, es decir, la distancia
mas grande entre todas las lineas soporte de K paralelas. Sean ¢ y ¢’ un par de
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hmin

hmu.z

hmam hmz’n

Figura 1.8:

lineas soporte paralelas, tal que su distancia es igual a h. Entonces se cumplen
las siguientes propiedades:

Propiedad 1.3.1. La distancia entre cualquier par de lineas paralelas s y s’ que
intersectan K no es mayor que h.

Demostracién. Sean r,r’ lineas soporte paralelasa sy s, entonces |s, s'| < |r, 7],
pero |r, 7’| < h. Por lo tanto |s, s'| < h. ]

Propiedad 1.3.2. La distancia entre cualquier par de puntos A,B € K no es
mayor que h.

Demostracién. Sean ry r' lineas paralelas a través de los puntos A y B, respec-
tivamente. Por la propiedad 1.3.1 |AB| = |r, | < h. O

Propiedad 1.3.3. Sean A € ¢qNK y B € ¢ K. Entonces AB es perpendicular
aqyq.

Demostracion. Como A € qy B € ¢, tenemos |AB| > |p,p'| = h. Por otro
lado, por la propiedad 1.3.2, |AB| < h. Entonces |AB| = h, esto sélo sucede si
AB es perpendicular apy p'. O

Propiedad 1.3.4. Cada una de las lineas soporte q y ¢' tiene sélo un punto en
comtun con K.
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Demostracion. Supongamos que la linea ¢ tiene al menos dos puntos en comin
con K, Ay A’. Si B es un punto comun entre K y ¢, entonces por la propiedad
1.3.3, AB y A’B son segmentos perpendiculares a ¢’. Entonces tenemos dos
segmentos perpendiculares desde un punto B a la linea ¢ lo cual es una con-
tradiccién. Andlogamente, se prueba que ¢’ tiene un sélo punto en comiin con
K. O

Con estas propiedades ya tenemos herramientas suficientes para establecer el
siguiente concepto que nos servira para desarrollar nuevas propiedades.

Definiciéon 1.3.3. E/ diametro de K, denotado por (K ), es el supremo de las
distancias entre dos puntos de K. Si K es una coleccién finita de puntos en el
plano, el diametro de K se define como el diametro de su envolvente convexa.

Propiedad 1.3.5. E/ diametro de K es igual a h.

Demostracion. Por la propiedad 1.3.2 sabemos que la distancia entre dos puntos
de K es menor o igual que h. Por otro lado la propiedad 1.3.3 dice que la distancia
entre los puntos de interseccién de las rectas ¢ y ¢’ con K, es igual a h. Por lo
tanto el didmetro se obtiene con dichos puntos y es igual a |p, p'| = h. O

Propiedad 1.3.6. Sean A, B € K tal que |AB| = 0(K) = h, entonces A y B
pertenecen a lineas soporte r y r’ perpendiculares al segmento AB.

Demostracién. Trazamos lineas r y r’ perpendiculares al segmento AB a través
de los puntos A y B respectivamente. Claramente r N K # (). Considerando
la direccién positiva de la linea r, supongamos que K no estd completamente
contenida en el semiplano ubicado a la izquierda de r. Entonces existe X € K tal
que X estd en el semiplano ubicado a la derecha de r. Entonces | X B| > |AB|
lo cual es una contradiccién ya que |[AB| = 6(K). Por lo tanto r es una linea
soporte de K. Andlogamente probamos que 7’ es una linea soporte de K. O

En un poligono convexo es muy facil encontrar el didmetro, ya que con la ayuda
de estas propiedades sabemos que las lineas soporte del diametro pasan por los
vértices mas alejados del poligono.

Ahora analizaremos la menor distancia entre dos lineas soporte paralelas de Ky
veremos cuales son sus propiedades, este es uno de los dos conceptos fundamen-
tales de nuestra investigacion.
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Definicion 1.3.4. Sea K una figura convexa, el ancho minimo o ancho de
K, denotado por w(K), es el infimo de las distancias entre dos lineas soporte
paralelas de K. Si K es una coleccion finita de puntos en el plano, el ancho de
K es el ancho de su envolvente convexa.

Existen figuras convexas en las cuales el didmetro y el ancho coinciden, un ejemplo
lo encontramos en las figuras convexas donde la distancia entre cualquier par
de lineas soporte paralelas es constante (como en la circunferencia). A estos
conjuntos se les conoce como figuras de ancho constante.

Ahora, supongamos que h es el ancho de K, y p,p’ son lineas soporte paralelas
de K, tales que |p, p'| = h. Sea AypA; el segmento de la interseccién de py K, y
sea By B el segmento de la interseccién de p'y K (AgA; o ByB; puede contener
un sélo punto). Por dltimo sea CyC la proyeccién de AgA; en p’ (figura 1.9).
Con esta construccidn se tiene lo siguiente.

Figura 1.9:

Teorema 1.3.1. Los segmentos CyC'y y ByB; tienen puntos en comdn.

Demostracién. Supongamos lo contrario, que CoC, N ByB; = (). Entonces es
posible dibujar un segmento DFE, con D € py E € p/, perpendicular a las lineas
py p, tal que los segmentos CyC; y ByB; se encuentren en lados opuestos del



1.4 EIl n-ancho de figuras convexas 11

segmento DE. Por construccién |DE| = h. Sean p,, y p., lineas soporte de K
que forman un 4ngulo o con py p/, respectivamente.

Llamamos A, y B, a los puntos de interseccién de p y p’ con las lineas p, y
pl,, respectivamente. Cuando « tiende a 0, A, se aproxima al punto A; y B,
se aproxima a Bj. Entonces, para alglin « suficientemente pequeno, A, y B,
se encuentran en lados opuesto respecto al segmento DFE. Mas aln, para algtn
a > 0 tenemos que p, y p., intersectan a DE en D, y FEj, respectivamente.
Tenemos entonces que | D1 Ey| < |DE| = h.

Por dltimo sea Ey € p!, tal que Dy E, es perpendicular a p,. Entonces h, =
|D1Ey| < |DyE,|. De estas dos desigualdades tenemos que h, < h. Lo cual
contradice que h es el ancho de K. Por lo tanto, CoC; N BBy # 0. ]

Este teorema se utiliza para demostrar que existe una direccién del ancho para
cualquier conjunto convexo.

Teorema 1.3.2. 5/ K es una figura convexa, entonces existen dos segmentos
AB y A'B’, con extremos en la frontera de K, tales que AB es la direccion del
diametro, y A’ B’ es la direccion del ancho.

Demostracion. Sean A, B los puntos con los que se obtiene el didmetro de K,
claramente A, B € Fr(K) y el segmento AB tiene longitud §(K), entonces AB
es la direccion del didmetro. Sean p y p’ las lineas soporte de K cuya distancia
sea minima, y sean A, = pN Ky B, = p' N K. Por el teorema anterior existe
una linea [, tal que IN A, #0DyiNB, #0. Sean A’ =1NA,y B =1NB,.
Claramente A', B’ € Fr(K) y |A'B'| = w(K). Por lo tanto, el segmento A'B’
es la direccién del ancho minimo de K. O

Ahora sabemos que siempre existen una direcciéon del ancho minimo, y una di-
reccion del didmetro, no necesariamente diferentes. Estos resultados se aplican
de igual manera a los conjuntos formados por una coleccién finita de puntos.

1.4. El n-ancho de figuras convexas

Podemos extender la nocién de ancho de un conjunto convexo de la siguiente
manera: Si K es un conjunto convexo o un conjunto finito de m > n puntos,



12 Nociones basicas de geometria y convexidad

entonces para n > 3 el n-ancho de K, denotado por w,(K), es el ancho mas
grande que se puede obtener de los n-dgonos inscritos en K. En otras palabras:

wn(K) = méx{w(T) : T es un n-agono con vértices en K}
Nuestro interés esta en el caso particular de n = 3. El 3-ancho de K es el ancho

mads grande que se puede obtener de los tridngulos inscritos en K.

Definicion 1.4.1. Sea K una figura convexa o un conjunto finito de 3 o mds
puntos, el nimero \3(K) se define como:

w(K)
A (K) = )
3( ) Ldg(K)
En general, para n > 3 tenemos:
w(K)
M(K) = )

Este nimero esta bien definido ya que w,,(K) > 0, ademas el conjunto K es no
vacio y acotado.

Ahora conocemos todos los conceptos que serdn necesarios en esta investigacion.



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Cota superior para curvas convexas.

En este capitulo hablaremos del enfoque principal de nuestro estudio y mostra-
remos algunos resultados relacionados con esta linea de investigacion.

Supongamos que tenemos una curva convexa <y de un conjunto convexo K en el
plano. Para este conjunto podemos calcular el cociente

w(K)
A3 (K) = .
ws(K)

Anteriormente, vimos que el nimero w3(K) representa el ancho mds grande
que se puede obtener de entre todos los triangulos inscritos en K. Encontrar
este niimero es bastante complicado ya que tenemos una infinidad de tridngulos
inscritos en K. Si encontramos una aproximacién de ws(K'), obtendremos una
cota superior para el nimero A\3(K), que serd de gran ayuda. Veamos el caso de
la circunferencia:
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Teorema 2.1.1. Si K es una circunferencia en el plano, entonces \3(K) = 4/3.

Demostracion. Supongamos que K es una circunferencia de radio 1, sea AABC
un tridngulo inscrito en K. Si AABC' no es equildtero y los dangulos son o >
B > 6, entonces a > 60°. Podemos suponer que BC' es el lado mds grande
(opuesto al dngulo «), y sea M el punto medio de dicho segmento. Trazamos la
mediatriz de BC'y llamamos 7T al punto de interseccién de esta linea con Fr(K)
(que es el mas cercano al punto A).

Figura 2.1: 3-ancho de la circunferencia unitaria

Se sigue que la altura menor del tridngulo es h < |T'M|, donde |TM| =
|TC| sin(#) < |T'C|sin60°. Como AABC es arbitrario, entonces w(AABC') <
w(ATBC). Pero la longitud del segmento T'C' es menor que la longitud del lado
del tridangulo equilatero inscrito en K (+/3). Entonces |T'C| sin 60° < \/§§ =3
Esto implica que

w(K)

Xl = S < 7=3

Esta igualdad solo se cumple cuando AABC' es un tridngulo equildtero. Por lo

tanto, A\3(K) = 3 O
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Sin embargo, la cota superior % es valida para toda curva convexa con centro de
simetria, como fué provado por Lassak y Gritzman en [7]

Teorema 2.1.2. Si K es una curva convexa con centro de simetria. Entonces
A3(K) < 3.

Demostracion. Sea O el centro de simetria de K. Sea @) la circunferencia con
centro en O y didmetro igual a w(K). Entonces Q C Ky Fr(K)N(Q contiene
un par de puntos A, D tal que |AD| = w(K) con AD perpendicular a las lineas
soporte con las que se obtiene el ancho (figura 2.2).

A

Figura 2.2:

Ahora sea AABC el tridngulo equilatero inscrito en (. Notemos que BC' 1. AD,
trazamos las rectas que pasan por ABy AC, y sean B’ y C’ la interseccién de
dichas rectas con K. Notemos que AAB'C” es un triangulo inscrito en K. Por
dltimo sean E = ADNBCy F=AD N B'C’, como K es simétrico, entonces
BC' || B'C". Esto implica que w(AABC) < w(AAB'C"). Por el teorema anterior

sabemos que % = %, por lo tanto
A3(K) = [AD| _ _[ADI __|AD| _ 4

w3(K) — w(AAB'C") — w(AABC) 3
U

Mds adelante probaremos que la igualdad solamente se alcanza cuando K es una
circunferencia.
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Sin la hipétesis de simetria central sobre K, se tiene la cota A\3(K) < 1.715,
demostrada por Lassak y Gritzman en [8]. Este nimero se obtiene mediante el
pentdgono de Reuleaux y el tridngulo equildtero contenido en éste (figura 2.3).
Este triangulo se forma con un vértice en comdn con el pentdgono (punto A) y
los otros dos vértices (puntos D y E) tales que L{BAD = LEAC = 24°.

Figura 2.3: Pentdgono de Reuleaux

Con este mismo conjunto se obtiene una cota del nimero A3 para los conjuntos
que tienen ancho constante, esta demostracién se encuentra en [7].

2.2. Cotas superiores para conjuntos finitos de
puntos.

El problema es atin mas dificil si en lugar de tomar curvas convexas consideramos
conjuntos finitos de puntos.

El siguiente problema fue propuesto por G. Tsintsifas en [16].
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Problema 1. Sea G = {A;, Ay, -, A} un conjunto finito de puntos. Pruebe
que si w3(G) < d, entonces w(G) < 2d. Encuentre también el nimero minimo
k € R, tal que cualquier conjunto G cumple que w(G) < kd.

El mejor resultado de esta cota se puede encontrar en [12]. En [13] tenemos una
solucion de la primera parte de este problema. A continuacidén daremos un boceto
de esta prueba.

Solucién. Como G es una coleccidn finita, entonces existe un tridngulo de area
maxima, de entre todos los tridngulos que se pueden formar con vértices en G,
digamos AA;A;As. Ademds, podemos suponer que |Ay, AyAs| < 1. Conside-
remos el tridngulo A BBy B3 homotético al triangulo A; A5 A3, con centro de
homotecia en el centroide de A;A;Aj3, y coeficiente de homotecia igual a —2
(figura 2.4).

B

Figura 2.4: Resultado de Eckoff

El tridngulo AB;B,B3 contiene a G. De no ser asi, existiria un punto X € G
en el semiplano derecho que determina la recta que contiene al segmento B, B3,
entonces el tridngulo AX A5 A3 tendria drea mayor que el drea de AA;AAs.
Ademas, para todo punto X € G se cumple que | X, A3 As| < 1. Por lo tanto
w(G) <w(ABy1ByB3) < 2.

En [3] tenemos algunos casos particulares que son (dtiles para encontrar el nimero
k buscado en el problema 1. Consideremos los conjuntos de vértices que forman n-
agonos regulares como en la figura 2.5. Supongamos también que estos conjuntos
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tienen 3-ancho igual a d, es decir w3(G) = d, y que el ancho del conjunto es igual
a kd, donde k es un niimero real que depende del nimero de vértices del conjunto.
Para cada conjunto el valor de k es diferente. Por ejemplo, en los vértices del

N A
N d 7
N /
N /
N7 kd
AN
AN
AN
AN
\ 4
E=+v2=~1.414

Figura 2.5: n-adgonos regulares

cuadrado k = v/2 ~ 1.414. En el hexdagono tenemos que k = 2/\/5 ~ 1.1547,
mientras que en el pentdgono el valor es k = (/5 + 1)/2 ~ 1.618. Conforme
aumenta el niimero de vértices el conjunto se aproxima a una circunferencia, para
la cual el nimero k fué determinado anteriormente como k = %. Por consiguiente,
para todos los conjuntos considerados, el valor k = (v/5+1)/2 ~ 1.618 bastaria
para decir que el conjunto tiene ancho menor o igual que kd.

Ahora, sea F una coleccién finita de puntos, si w3(F) < 1, entonces se cumple
que A3(F) < 1.79. Este resultado fué demostrado en [8]. Sin embargo, existe
una conjetura que afirma que A\3(F) < % ~ 1.6180, dice ademas que este
ndmero no se puede mejorar, como se observa en el siguiente ejemplo:

Sea P el conjunto de vértices de un pentdgono regular con longitud de lado igual
a (sin72°)7!. Es fécil ver que w3(P) < 1. El ancho m3s grande que se puede
obtener de todos posibles tridngulos con vértices en P es igual a 1, es decir,
w3(P) = 1. Por otro lado, w(P) = % Por lo tanto

w(P) :14—\/3

)\3(7)) B w3(P) 2

Ahora, suponiendo que w3(F) < 1, y agregando las hipdtesis de que F tiene
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Figura 2.6: Pentagono regular

centro de simetria y la distancia entre cualesquiera dos puntos de F es mayor
o igual que 1, se sabe que \3(F) < /2 (ver [10]). En este caso se cumple la
igualdad cuando F consiste en los vértices de un cuadrado de lado v/2.

Por dltimo, si en lugar de fijarnos en el 3-ancho consideramos un conjunto F
tal que wy(F) < 1, entonces podemos decir que w(F) < ”—2*/5 como fué
demostrado en [11]. Ademds, en esta investigacidn se afirma que la cota no se

puede disminuir, esto se puede observar en el ejemplo pentagonal (figura 2.6).

2.3. Algunos casos particulares

Se conocen algunos resultados particulares en este campo. La siguiente proposi-
cién aparece como teorema en [13] y se da la siguiente demostracion:

Proposiciéon 1. Sea H = {A, B,C, D} un conjunto con cuatro puntos en el
plano, tal que w3(H) < 1. Entonces w(H) < /2. Mds aiin si w(H) = V/2,
entonces H es el conjunto de vértices de un cuadrado de lado /2.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que H es el conjun-
to de vértices de un cuadrildtero convexo, como se muestra en la figura 2.7, con
| AB| siendo el didmetro del conjunto, [MC| > [MD|y 0 < a < 7, donde M es
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la interseccién de AB con CDy o = ZBMC'. De las suposiciones anteriores se
obtiene que |C, AB| < 1, |D, AB| < 1y |AC| > |AD|. También, se cumple que
las proyecciones ortogonales de C'y D sobre la linea AB estdn en el segmento
AB.

Figura 2.7:

Distinguimos tres casos dependiendo de cual lado del triangulo ABCD tiene
mayor longitud.

Caso 1: |BC| > |BD|,|CD|.

Entonces |DX| < 1, donde X es la proyeccién ortogonal de D sobre BC.
Definimos los puntos B’ sobre M By N sobre C'B’ de manera que |CB'| = |C'D|
y |CN| = |CM]|, y sea Y la proyeccién ortogonal de C' sobre DN (ver figura
2.8). Dado que el tridngulo AC'DN es simétrico al tridngulo AC' B’ M, tenemos
que |CY| = |C,MB| y entonces |CY| < 1, y por el teorema de Pitdgoras en
el tridngulo ACDX, obtenemos que |CD| < /2. Esto implica que la banda
acotada por las lineas paralelas a AB a través de C' y D, tienen ancho menor o
igual que v/2 y contienen a .

Ahora, de entre los angulos formados por las lineas AC', BC', AD y BD con
respecto a la linea AB, consideremos el menor de éstos. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que tal angulo es L ABD. En tal caso, tenemos que |C, BD| <
/2 : ademds, la banda acotada por la linea BD y su paralela a través de C' tiene
ancho menor que v/2 y contiene a .

Caso 2: |BD| > |BC|, |CD|.
En este caso |C, BD| < 1. Escogemos el punto A’ sobre la linea AB de tal mane-
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Figura 2.8:

ra que A'C'y BD sean paralelas. Si A € A’ M, entonces las lineas que contienen
a los segmentos A'C'y BD son lineas soporte paralelas de H y su distancia es a
lo més 1. Si A no pertenece al segmento A’M, entonces |[AC| > |A'C'| ; ademas
como los tridngulos ACA'M y ADBM son semejantes y |CM| > |[MD], te-
nemos que |A'C| > |BD| > |CD| (ver la figura 2.9). Se sigue entonces que
AC es el lado mayor en el tridngulo AAC'D (recordemos que |[AC| > |AD]). Se
sigue que |D, AC| < 1. Asi, la linea que contiene al segmento AC'y su paralela
a través de D son lineas soporte de H y la distancia entre ellas es menor o igual
al.

Figura 2.9:

Caso 3: |CD| > |BC|,|BD|.

Entonces |CP| < 1y |BQ| < 1, donde Py @ son las proyecciones ortogo-
nales de C' sobre AB y B sobre C'D, respectivamente (ver figura 2.10). Como
a < m/2, tenemos que el segmento B(Q) intersecta al segmento C'P, es decir,
se cumple que £LQCB > ALPCB, lo que a su vez implica que |BP| < |BQ)|.
Se sigue que |BP| < |BQ| < 1, y por el teorema de Pitdgoras en el tridngulo
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ABCP, obtenemos que |BC| < /2

Figura 2.10:

Si CD es también el lado mas grande del triangulo AACD, entonces tene-
mos que |AS| < |AR| < 1, con Sy R las proyecciones de Dy A sobre AM
y MD, respectivamente (ver figura 2.11). Como |DS| < 1, tenemos enton-
ces, por el teorema de Pitdgoras en el triangulo AASD, que |[AD| < /2. Si
|D, AC| > |B, AC|, entonces la linea que contiene al segmento AC'y su paralela
a través de D son lineas soporte de H y se encuentran a una distancia menor o
igual a v/2. Si | B, AC| > |D, AC/, entonces la linea que contiene a AC'y su pa-
ralela a través de BB son lineas soporte de # y su distancia es menor o igual a /2.

Figura 2.11:

Si ahora tenemos que AC' es el lado mas grande del triangulo AAC D, entonces
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|D, AC| < 1. Definimos el punto A’ como en el caso 2. Si A € A’M, entonces
las lineas que contienen a los segmentos A'C' y BD son lineas soporte paralelas
de H y se encuentran a distancia menor o igual que v/2. Si A no pertenece al
segmento A’M, entonces la linea que contiene a AC' y su paralela a través de
D son lineas soporte de H y estdn a una distancia no mayor que 1, como en el
caso 2.

Ahora, supongamos que w(#) = v/2. Entonces estamos en el Caso 3 y debemos
tener que |BC| = |AD| = /2. Tenemos que |BC| = /2 implica que |BP| =
|CP| = 1y entonces |BQ| = 1. En particular, « = 7/2y P = Q = M. De
manera similar, |[AD| = /2 implica que |[AM| = |DM| = 1. Por lo tanto,
A, B,C'y D forman un cuadrado de lado v/2. O

Esta proposicién da una cota del nimero A3 cuando hablamos de cuadrilderos
cuyo 3-ancho no es mayor que 1, en [13] podemos encontrar dos diferentes de-
mostraciones de este resultado.

En la siguiente proposicion tenemos un resultado para los conjuntos de cardina-
lidad 5 y 3-ancho no mayor a 1, esta proposicién aparece como lema en [10] y a
continuacién se da la demostracién del mismo.

Proposicién 2. Sea F un conjunto de cinco puntos tal que ws(F) < 1. Entonces

w(F) < (sinZ)~"

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que F = {A;}?_, son
los vértices de un pentdgono convexo, ubicados como en la figura 2.12. Trazamos
las diagonales del pentdgono, y sea «; el angulo formado con las diagonales y el
vértice A; (ver Figura 2.12).

5
Entonces Z a; = m, lo que implica que 3 kK € Z, 1 < k < 5 tal que
i=1

(077 Z % == 3_60.
Sea j € Z, tal que LA;ALA; 1 = oy, y sea h = |Ag, AjA;11]. Supongamos
que h > —L— entonces |AA;|,|ArA ;11| > =L (ver figura 2.13). Ademas

sin 36° ! sin 36°

1
h = ‘AJAH - sin a; > m -8in36° = 1.
Andlogamente, " = |A; 1 Ax| - sina; > 1 (figura 2.13).
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Figura 2.13:

Como h,h',h"” > 1 tenemos que w(AA;ArAj11) > 1, lo cual es una contra-
diccién ya que w3(H) < 1. Entonces h < —L—. Por lo tanto, w(H) < h =

sin 36°

(sin 36°) ! O

Ahora toca revisar el caso de los conjuntos de 6 puntos, en la siguiente proposicion
tenemos que agregar una hipdtesis adicional a todas las anteriores. Este es un
resultado obtenido en [10].
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Proposicion 3. Si H = {A,B,C,D,E,F'} es el conjunto de vértices de un
hexdgono en donde cualquier par de lados opuestos son paralelos, y w3(H) < 1.
Entonces w(H) < V2.

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que los puntos se en-
cuentran como en la figura 2.14. Si |AC|, |CE| o | EA| es menor o igual que v/2,
entonces el teorema queda demostrado.

Asumimos, sin pérdida de generalidad, que |AE| > |AC| > |CE| > v/2. Como
w3(H) < 1, se cumple que w(AACE) < 1y |C,AE| < |E,AC| < |A,CE|,
entonces tenemos que la linea que contiene al segmento AE'y su paralela a través
de C son lineas soporte de AACE. Ademas, como |AE| > |AC| > |CE| > /2,
entonces tenemos que ZACE > /2

Sin pérdida de generalidad suponemos que o = ZFCE > ZACF y por consi-
guiente o > /4. Ahora, si |C, EF| > /2 entonces |F,CE| = |FC|sin(a) >
V2sin7/4 > 1, y similarmente tenemos que |E, CF| > 1. De aqui se sigue que
W(ACEF) > 1, lo cual contradice que ws(H) < 1. Entonces |C, EF| < /2,
por lo tanto w(H) < V2. O

D

E

Figura 2.14:

Para los conjuntos de cardinalidad 8 también es necesario agregar una condicién
adicional (hasta el momento). Al igual que los ultimos resultados, este es un lema
propuesto en [10].
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Proposicién 4. Sea F = {A;}?_, el conjunto de vértices de un octdgono cen-
tralmente simétrico tal que w3(F) < 1. Si la distancia entre cualquier par de
puntos es al menos 1, entonces w(F) < V2.

Demostracion. Supongamos que los vértices se encuentran como en la figura
2.15. Es facil ver que un 2n-agono centralmente simétrico convexo, n > 3, tiene
a lo mas un par de dngulos no obtusos opuestos. Luego, podemos asumir, sin
pérdida de generalidad, que LAgA Ay, LAsA3Ay, LALASAg, LAgA7Ag > /2.
Como la distancia entre cualquier par de puntos es al menos 1, tenemos que
|AsAy| = |AgAs| > V2 y |A4Ag| = |AgAs| > /2. También podemos asumir
que |AgAy| > V2, |A1As| > V2, |AyAg| > V2 y |A3A;| > /2, de lo con-
trario el lema queda demostrado. Se sigue que la distancia entre cualquier par
de puntos del conjunto {Ay, Ay, Ag, Ag} es mayor que v/2. Usando la hipéte-
sis de que w3(F) < 1 es facil probar que uno de los dngulos del tridngulo
A;, A Ay, para todo {A;, A, Ay} C {As, Ay, Ag, As} es un angulo obtuso.
Supongamos que £ AgAgAs > £ AgArA, y considérese el tridngulo A AgAgAj.
Sabiendo que L AgAgA, < /2, tenemos que o el dngulo L AgAgAy > /2 o el
angulo LAgA4 A > /2 (figura 2.15).

Figura 2.15:
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Caso 1: Angulo L AgAgAy > /2. Se sigue que |Ag, AgA4| < 1,y entonces te-
nemos que las linea que contienen a los segmentos AgAs y AgAy4 se encuentran
a una distancia no mayor a 1 y son lineas soporte del paralelogramo A; A4 AgAs.
Considérese el tridngulo AAyAsAg. Si |A3As| < +/2, entonces la banda aco-
tada por las lineas A A, y AgAs tiene ancho a lo més v/2. Similarmente, si
|AgAs| < V/2, entonces las lineas paralelas que contienen a los segmentos A; Ag
y A4A5 se encuentran a distancia a lo mas v/2. Entonces, podemos asumir lo
contrario que |AyAs| > v/2 y |AgAs| > /2. Como £ AgAyAs < /2, tenemos
dos casos:

Caso 1(a). £LAsA5;Ay > 7/2. Asimase que LA A5 A > m/4; entonces debe-
mos tener que |As, A;Ay| < /2, de otra forma w(AA;AyAs) (ver el dltimo
parrafo del teorema anterior). El caso en el que £LAgAsA; > 7/4 es andlogo.

Caso 1(b): £AyAsA; > m/2. El caso en el que el dngulo LA5AsAy > /4
es andlogo a los dos sub-casos del caso 1(a). Ahora, supongamos que o =
KA AgAs > /4, y definamos 3 = L A1 AgA,. También, sea h = |Ay, AgAs] y
B = |Ay4, AgA1|. Se tiene que:

, .
h,<£:sm(a+6)< 1 <3

~ h sina  ~ sina T
Entonces, las lineas que contienen a los segmentos A; Ag y A4A5 se encuentran
a distancia no mayor a V2.

Caso 2 L AgA,Ag > /2. Este caso es completamente andlogo al caso 1.
Concluimos que w(F) < v/2. O
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Capitulo 3

Cotas superiores para algunas
clases de figuras convexas

3.1. Curvas con centro de simetria

En el capitulo anterior pudimos observar los resultados obtenidos para figuras
con centro de simetria, ahora presentaremos los resultados obtenidos en esta
investigacion para esta familia de figuras. Comencemos por probar lo siguiente.

Teorema 3.1.1. Si K es una curva convexa con centro de simetria, entonces
A3(K) < 4/3 con la igualdad si y sélo si K es una circunferencia.

Demostracion. Ya se probd la desigualdad para curvas con centro de simetria,
también probamos que si K es una circunferencia entonces \3(K) = 4/3. Ahora
supongamos que A3(K) = 4/3, probaremos entonces que K es una circunferen-
cia. Sea @) la circunferencia con centro en el centro de simetria de K y didmetro
igual a w(K). Supongamos que F'r(K) no coincide con F'r(()), entonces existe
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un punto X € Fr(K) que estd en el exterior de (). Sea A el punto donde el
segmento OX intersecta a F'r(()). Consideremos el tridngulo equildtero inscrito
en () que tiene un vértice en A, digamos AABC. Como AXBC' contiene a

Figura 3.1:

AABC, tenemos que w(AABC) < w(AXBC'). Entonces tenemos que

~ w(K) w(K) wK) 4
MUK) = D) S SIAXBO) ~ w(AABO) 3

Esto contradice la hipdtesis de que A3(K) = 3. Por lo tanto Fr(K) = Fr(Q),
es decir, K es una circunferencia. O

Este teorema nos da una cota minima para el niimero A3 para la familia de curvas
convexas con centro de simetria.

3.2. Paralelogramos

Aunque para el caso de figuras sin centro de simetria no se sabe la cota minima
superior, se pueden analizar ciertas familias de figuras y obtener una buena cota
superior. Tal es el caso de la familia de paralelogramos.

Teorema 3.2.1. Sea P un paralelogramo en el plano. Entonces

2 cos 15°
M(P) < 252220 <1115
V3

con la igualdad si y sélo si P es un cuadrado.
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Antes de demostrar este teorema es necesario probar que en el caso de los cua-
drados el teorema es cieto.

Lema 3.2.1. Sea K un cuadrado en el plano. Entonces \(K) = %

1.1153.

Demostracion. Para facilitar la demostracion y sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que el cuadrado tiene lado 1. Sean A, B, C, D los vértices del cuadrado,
y sea AMNP C K tal que w3(K) = w(AMNP). Para el triangulo AMNP
tenemos los siguientes casos:

1. Ningtn vértice de AM NP es vértice de K.
2. Al menos un vértice de AM NP es vértice de K.

a) Exactamente un vértice de AM NP es vértice de K
b) Dos o mas vértices de AM NP son vértices de K

Caso 1. Supongamos que ningin vértice de AM NP es vértice de K. En este
caso los vértices de AM NP se pueden ubicar de dos maneras diferentes, la
primera es cuando todos los vértices se encuentran en lados diferentes, y la
segunda es cuando dos vértices se encuentran en un mismo lado.

A P D A D

P/

P

B M N C B M N C
Figura 3.2:

Si dos vértices de AM NP estan en un mismo segmento, no importa cual, el
tercero se puede encontrar en un lado adyacente u opuesto al primero (figura
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3.2). En ambos casos es posible encontrar un tridngulo que contiene a AM NP,
y que a su vez tiene ancho mayor que w(AMNP).

Supongamos ahora que los tres vértices de AM N P se encuentran en segmentos
diferentes, como en la figura 3.3. Sea M’ € M B, trazamos una recta paralela al
segmento M N desde M’, tomamos el punto de interseccidén de la recta con el
segmento C'D y llamamos a ese punto N'. Entonces M N || M'N'.

A P D A ) D

M

Figura 3.3:

Claramente |P, M N| < |P, M'N’|. Sean ()1 y Q2 las proyecciones de N en M Py
N’ en M'P, respectivamente (figura 3.3). Se cumple que ZQ1NM > ZQsN'M’
por construccién, ademds |MN| = |M'N’| lo que implica que |[NQ:| < |[N'Q2],
es decir, [N, PM| < |N', PM’|. Andlogamente |M, NP| < |M’', N'P|. Entonces
W(AM'N'P) > w(AMNP).

Luego este caso en el que AMNP no tiene algln vértice en comin con K,
podemos encontrar un tridngulo con ancho mayor que w(AMNP) lo cual es
una contradicciéon. Esto implica que este caso no es posible.

Caso 2.a. Supongamos ahora que existe exactamente un vértice de AMNP
que coincide con un vértice de K, entonces tomaremos los otros dos vértices en
lados no adyacentes (si algtin vértice es adyacente, es ficil encontrar un tridngulo
con ancho mayor).

Construimos un tridngulo equilatero AMyNyF, inscrito en K tal que My = B
Yy KCM()NO = AP(]M(]A = 15°.

Sea hy = w(AMyNoP,) = =3 ~ 0.8965. Por hipStesis, AMNP tiene al

2 cos 15°
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A 130 D

My C

Figura 3.4: Equildtero inscrito en un cuadrado

menos un vértice en comin con K. Para fines practicos tomemos M = M. Para
los puntos N, P tenemos distintos casos que analizar. Supongamos que alguno
de estos puntos coincide con otro de los vértices de AMyNyFy. Sin pérdida de ge-
neralidad tomamos P = F,, entonces para N tenemos dos opciones, N € DN,
o N € CNy. Si N € DN, (figura 3.5), entonces hy = |P, MN| < hy. Aho-
ra, si N € CNj (figura 3.6), entonces hy = |M, NP| < hy. En ambos casos
W(AMNP) < w(AMyNyF) lo cual es una condradiccén. Como el conjunto K

A ]_70 D A 1:0 D
hot Y, i ho.” -
: Vo “ha Vo
v
Mo C Mo C
Figura 3.5: Figura 3.6:

es simétrico el caso N = N, es el mismo que el caso P = F,. Si los puntos N
y P coinciden con los puntos Ny y Py, entonces w(AMNP) = hy

Si P # Pyy N # Ny, entonces nos encontraremos con tres posibilidades. La
primera es cuando N € DNy y P € DP, (figura 3.7), la segunda es cuando
N € CNyy P € AP, (figura 3.8), y la tercera cuando N € DNy y P € AP,
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(figura 3.9). Este dltimo caso es simétrico al caso N € CNyy P € DF,.

En el primer caso, hy = |P, MN| < hg. En el segundo, hy = |M, NP| < h,.
Para el tercer caso el analisis es mds complejo. Sea M el punto medio de M P

A PP D A PR D
\ }13
hoy
o N
Ve Ve
. N
Mo C Mo C
Figura 3.7: Figura 3.8:

y trazamos la mediatriz del segmento, tomamos el punto de interseccidn de esta
mediatriz con el lado C'D y lo llamamos N; (figura 3.9).

A P B D A P R
s N )
T V1
Ve \ Ve
Mo c Mo c
Figura 3.9: Figura 3.10:

Por construccién AM NP es isésceles, es decir h = | P, MyNy| = | My, PNy|.
Notemos también que w(AMyN,P) < h, y el nimero h se puede determinar
mediante sencillos cdlculos (usando geometria analitica).

Tomamos como origen el punto My y sea t = |AP]|, entonces P = (t,1), la
ecuacién de la recta que pasa por Myy Pesly :y = %x La recta [ L [
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que pasa por M, tiene ecuacién Iy 1 y = —tx + % La interseccién de [ con
el segmento C'D es el punto N; y tiene coordenadas N; = (1, tQ;’l —t). La
recta [3 que pasa por My y N; tiene ecuacién 3 : y = @x Notemos que
h = |P, MoN;| = | P, l3|. Calculamos esta distancia y tenemos:
t(t —1)* — 2|
=D ¥4

Como t = |AP)|, entonces este nimero estd definido en el intervalo (0, |AF|).
Esto implica que |t(t —1)? —2| = 2 —t(t — 1)%. Es evidente que la atura h es un
nimero que depende tnicamente del valor de ¢, donde 0 < t < |AFPy| = tan 15°,
entonces podemos establecer una funcién h(t) : (0, tan 15°) — R, definida como:

2 —t(t—1)?

(t—1)*+4 (3.1)

h(t) =

Evidentemente ¢t # 0 ya que estamos suponiendo que ninguin otro vértice de
AMN P ademds de M coincide con un vértice de K, de igual manera t # tan 15°
ya que eso implicaria que P = Py y Ny = Ny. Es facil ver que h(t) es diferenciable
en (0,tan 15° y que

=ttt 66 — 142 + 10t — 1
(12 —4t+5)\/(t—1)*+4

B (t) (3.2)

La funcién h' es continua en R, en particular en el intervalo definido para t.
Ademds 1/(t) = 0 si y solo si el término —t* + 6> — 14t + 10t — 1 = 0.
Este polinomio tiene dos raices reales, una de ellas es en t; = 1 y la otra es en
fy = i/—64+6\/ﬁ+3§/—64—6\/M+5

~ (0.1187. Utilizando el criterio de la segunda
derivada sabemos que el punto h(tg) es un minimo local y el punto h(t;) es
un maximo local de la funcién h(t) en el intervalo [0, 1].La funcién R/(t) es
negativa en el intervalo (0,ty) y positiva en el intervalo (to, ), esto nos dice
que h es decreciente en (0,ty) y creciente en (%o, ) (figura 3.2). De lo anterior

. - ) _ oy « .
tenemos que dnix h(t) = h(0) y 0 BEX h(t) = h(tan15°) < h(t;), ademds

méx{h(to), h(tan 15°)} = h(tan 15°). En resumen:

h(t) < h(tan15°) = hg 0 <t < tan 15°,
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%-

h decreciente

h creciente

h decreciente

+ + + +
—0.5 —0.25 0 0 tan15° 0.5 0.75 t

Figura 3.11: Gréfica de la funcién h(t)

Entonces para cualquier puntot = |AP| € (0, tan 15°) se cumple que w(AMyN, P) <
h(t) < h(tan15°) = ho.

A P I D
o\
gV]
NG

Mo C

Figura 3.12:

Ahora, el punto N tiene tres posibilidades: la primera de ellas es que N = Ny,
esto implica que W(AMNP) = w(AMyN,P) < hy. La segunda es que N €
DN; — {D, N}, esto implica que w(AMNP) < |P,MN| < w(AMN,P) <
|P, M Ny| < hg. La tercera opcién es que N € NyN; — { Ny, N1}, lo que implica
que W(AMNP) < |[M,NP| < w(AMN,P) < |M, N, P| < h.
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En cualquier caso w(AMNP) < w(AMN,P) < w(AMyNyPy) = hg, pero esto
contradice nuestra suposicién sobre la relacién de estos anchos (w(AMyNyFp) <
w(AMNP)). Esta contradiccién implica que

Caso 2.b Ahora supongamos que AM N P tiene dos vértices en comun con K
(M y N). Aqui se tienen dos casos, cuando los vértices son cruzados (figura
3.13) y cuando los vértices son adyacentes (figura 3.14).

A P N ‘\‘] 2 P

M C Y

Figura 3.13: Figura 3.14:

En el primer caso (figura 3.13), sin importar donde se encuentre el tercer vértice,

WAMNP) <w(AAMC) = L < hg
V2
En el segundo caso (figura 3.14), si el tercer vértice pertenece a uno de los la-
dos adyacentes, se tiene la misma cota W(AMNP) < w(AAMC). Si el tercer
vértice estd en el lado opuesto, consideramos el punto medio M, de este la-
do. Entonces |N, M P| > |N,MyM| 6 |M,NP| > |M, NM,| pero no ambas.
Gracias a esta disyuncién exclusiva tenemos que w(AMNP) < w(AMNMs,).
Haciendo algunos célculos obtenemos w(AMNM;) = % y esto implica que

w(AMNP) < w(AMN;) ~ 0.8944 < hg ~ 0.8965.
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Para todos los casos w(AMNP) < hg, pero estamos suponiendo que ws(K) =
W(AMNP). De esta manera podemos afirmar que K no tiene dos vértices en
comun con K.

La hipdtesis de que AM N P tiene todos sus vértices en comin con K también
es falsa, ya que

w(AMNP) = % < he.

Entonces podemos afirmar que AM N P tiene un solo vértice en comun con K,
y ademds w(AMNP) = w(AMyNyFy). Por lo tanto
w(K) 1 1 2cosl5°

AE) = wy(K)  w(AMNP)  hy /3

0

Ahora tenemos todo lo necesario para demostrar el teorema principal de este
capitulo. Lo enunciaremos nuevamente y haremos la prueba.

Teorema. Sea K un paralelogramo en el plano. Entonces A\(K) < % ~
1.115. Con la igualdad si y solo si /K es un cuadrado.

Demostracion. Para fines practicos supondremos que w(K) = 1. Si K es un cua-
drado, por el Lema 3.2.1 se afirma que A\(K) = % en este caso se cumple
la igualdad. Ahora supongamos que K es un rectangulo, con vértices A, B, C, D,
también podemos suponer (sin pérdida de generalidad) que los vértices se en-
cuentran como en la figura 3.15. Sea b = |AB|, como w(K) = 1 entonces la

altura de K esigualaly b > 1.

Sea M el punto medio de CD. Si b > % entonces b? > 2 lo que implica que

b>/1+ % = |AM], esto significa que |AB| > |AM| = |BM|, entonces el
lado mas grande de AABM es AB, y como la altura minima es perpendicular
al lado mds grande, tenemos que w(AABM) = 1. Lo que implica que w3(K) >
w(AABM) = 1. Entonces w3(K) > hg y por tanto

1 I 2cosl5°

ws(K) “he /3
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D M C
P
w(P) = 1
- sy
< b |-
Figura 3.15:
En este caso si b = 13 tenemos que |AB| = |AM| = |BM]|, en este caso el

tridngulo AABM es equildtero y su ancho es igual a 1.

Ahora analicemos el caso en el que 1 < b < % Tomamos los punto £ € AB y
F € CD tal que |AE| = |DF| = 1. Construimos el tridngulo equildtero AAN P
inscrito en el cuadrado AEF' D y trazamos la mediatriz del segmento AP, exten-
demos esta recta hasta su punto de interseccién con la frontera del rectdngulo
ABCD, llamamos a ese punto H (figura 3.16). Esta mediatriz intersecta al
segmento BC ya que |AB| < % < ¥

Figura 3.16:
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Evidentemente se cumple que W(AAMH) > w(AAMN) = hyg, lo que implica

que
1 1 1 B 2 cos 15°

M) = R S0 eAP ST 3

Ahora supongamos que K es un paralelogramo con vértices A, B,C'y D. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que los vértices se encuentran como en
la figura 3.17, sean a = |AD| y b = |AB| y supongamos, de igual forma, que
a < b. Ahora, si &« = LC DA se tienen los siguientes casos para este angulo:

Figura 3.17:

El primer caso es cuando o < 60°, entonces tenemos que ZACD < o < ZLDAC,
entonces |DC| > |AD|, |AC], esto implica que ws(K) > w(AADC) =1 < hy.
Consecuentemente

1 1 1 B 2 cos 15°

n(K) = W(AADC) “he 3

El segundo caso es cuando 60° < a < 75°, aqui tenemos dos posibilidades, que
la mediatriz de AD intersecte a DC o que intersecte a BC.

Cuando la mediatriz de AD intersecta al segmento DC' (figura 3.18), tenemos
que |[DX| = |AX| > |AD|, entonces w(AADX) = 1. Siguiendo el razonamien-
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w(K)=1

Figura 3.18:

to anterior tenemos que
2cos 15°

V3

Cuando la mediatriz de AD intersecta al segmento BC' (figura 3.19), tomamos
un punto M en la mediatriz de AD, tal que |AD| = |DM| = |AM|. Como
ZDCX > 90°, tenemos que |DX| > |DC|y como |DC| > |AD|, se sigue
que |DX| > |DM| = |AD|, esto significa que M € int(K). Por otro lado
|AD| = =~y como o < 75°, entonces |AD| = —— > —— = d;, donde d,

es la longitud del lado del triangulo AMyNyF, del lema anterior.

A3(K) <

Figura 3.19:
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Entonces w(AADX) > w(AADM) > w(AMyNoFy) = ho y en consecuencia

1 < 1 - i _ 2cos15°
w3(K) ~ w(AADX) ~hy /3

)\3(K) =

El tercer caso es cuando o > 75°. Tomamos la recta que pasa por D y forma
un angulo de 75° con el lado DC, claramente esta linea intersecta al lado AB
en un punto M. Trazamos la mediatriz de DM y donde intersecta al segmento
BC llamamos a ese punto X, tomamos el punto N en dicha mediatriz, tal que
|DM| = |DN| = |MN]|.

Figura 3.20:

Entonces w(ADMX) > w(ADMN) = hy. Siguiendo el razonamiento del caso

anterior tenemos que
2 cos 15°

V3

Habiendo considerado todos los casos para el paralelogramo K queda demostrada
la desigualdad. O

A3(K) <

Como pudo observarse la demostracion de estos teoremas es bastante extensa
ya que involucra revisar muchos posibles casos. Este andlisis se elabord gracias
a la ayuda de un sistema de cémputo, mediante el cual pudimos obtener una
aproximcién al nimero A3(K), y a su vez pudimos observar el comportamiento
del tridangulo con el cual obtenemos w3(K), y pudimos conjeturar lo que ya se
demostrd.
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3.3. Poligonos regulares

En este espacio presentaremos los resultados obtenidos para la familia de poligo-
nos regulares, para la cual sera necesario probar el siguiente lema.

Lema 3.3.1. Sean A, B y C los vértices de un triangulo equildtero en el plano
ysean A", B" y C' los vértices de un triangulo semejante a ANABC'. Sean M, N
y P puntos en los segmentos AA', BB' y C'C’, respectivamente. Si los puntos
M, N, P se encuentran a la misma proporcion en sus segmentos, entonces el
triangulo AM N P es equilatero.

Demostracion. Supongamos que M, N y P estan a una proporciéon «. Deno-
taremos al niumero complejo correspondiente al punto A como a, asi mismo lo
haremos para los puntos restantes. Sea A\ = ¢'5, entonces ¢ = a + A(b—a) y
d=d+ A\l —d)

Figura 3.21:

Como M, N y P estdn en proporcién « en los segmentos AA', BBy CC’,
respectivamente, entonces tenemos m = aa +a'(1 — ), n=ab+ (1 — )y
p=ac+d(1 —a). Tenemos que

n—m=ab—a)+(1-a)l) —d)
Por otro lado, tenemos
p—m=a(c—a)+(1—a)(d—d)

si sustituimos ¢ por a + A(b—a) y ¢ por @’ + A(b' — a’) en la ecuacién anterior,
tenemos
p—m=XANab—a)+(1—a)t/ —d))=An—m)
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Entonces p = m+A(n—m), por lo tanto el tridngulo AM N P es equildtero. O

Gracias a este lema podemos encontrar una muy buena cota para el nimero
A3(K), cuando K es un poligono regular. Veamoslo en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.3.1. Supongamos que tenemos un pentagono regular K de ancho
1, cuyo conjunto de vértices es {A, B,C, D, E}, y sin pérdida de generalidad
supongamos que se encuentran como en la figura 3.22. Trazamos la bisectriz g del
angulo / BAFE, y trazamos los rayos g1 y g, a través del punto A, que forman un
dngulo con la recta g de 30°, en sentido anti-horario y horario, respectivamente.

Figura 3.22:

Sean P, y Q), los puntos de interseccion de g, y go con F'r(K), respectivamente,
y sea h = w(AP,Q,). Consecuentemente, el triangulo ANAP,Q), es equildtero.
Ahora hacemos la misma construccion desde el vértice C' y tenemos el triangulo
equilatero ACP.Q). (figura 3.23).

SiXeAQ.,Y € CP, y Z € P.QQ, estan en la misma proporcion, aplicamos
el lema 3.3.1 sobre los triangulos NAP,Q, y ACP.QQ. y podemos afirmar que
AXY Z es equilatero. Observemos que |AQ.| = |CP,|, por simetria de la figura.
Ademas, | XY | < |AP,|, lo que implica que w(AXY Z) < w(AAP,Q,). Ahora
supongamos que tenemos un punto X en el segmento AQ). y escogemos los
puntosY € CP, y Z € P.(Q, de manera que se encuentren a la misma propor-
cion en sus respectivos segmentos. De esta manera se puede encontrar cualquier
triangulo equilatero (inscrito en K) que tenga un vértice en el segmento AQ., y
ademas esos triangulos tienen ancho menor o igual a hs.
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A QcZPe B A PeY B

Figura 3.23: Figura 3.24: Figura 3.25:

Ahora hagamos la misma construccion desde el vértice E para formar el triangu-
lo equildtero AEP.Q. (figura 3.24). Aplicando el lema 3.3.1 a los tridngulos
ACP.Q.y ANEP.Q. y se infiere, andlogamente, que cualquier triangulo equilate-
ro (inscrito en K ) con un vértice en el segmento Q).P, tiene ancho menor o igual
a hs =w(CP.Q.).

Repetimos la construccion desde el vértice B para obtener el triangulo equilatero
ABP,Qy (figura 3.25). Andlogamente podemos decir que cualquier tridngulo
equilatero (inscrito en K ) con un vértice en el segmento P.B tiene ancho menor o
igual a hs = w(BP,Qy). En conjunto tenemos que cualquier tridngulo equilatero
inscrito en K con un vértices en AB tiene ancho menor o igual que hs, pero como
K es simétrico, entonces afirmamos que cualquier triangulo equildtero inscrito
en K tiene ancho menor o igual que hs. Gracias a esta afirmacion tenemos que:
w(K) 1 sin 48°

< - = ~ 1.3884.
~ hs  /3sin 108° cot 72°

Ejemplo 3.3.2. Ahora supongamos que K es un hexdgono regular de ancho
1, cuyo conjunto de vértices es {A, B,C, D, E, F'}. Podemos suponer que los
vértices se encuentran como en la figura 3.26. Al repetir la construccion anterior
del triangulo equilatero, desde cualquier vértice, se observa que dicho triangulo
comparte todos sus vértices con el hexagono. Esto sucede con cualquier poligono
regular cuya cantidad de vértices sea miultiplo de 3.

Aplicamos el lema 3.3.1 usando los triangulos NACE y ABDF, y de esta ma-
nera afirmamos que cualquier triangulo equilatero con un vértice en el segmento
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Figura 3.26: Ejemplo Hexagonal

AB tiene ancho menor o igual que hg = wW(AACE). Por simetria de K conclui-
mos que cualquier triangulo equilatero inscrito en K tiene ancho menor o igual
que hg. Entonces:

A QuX B

Figura 3.27: Figura 3.28: Figura 3.29:

Ejemplo 3.3.3. Supongamos que ahora tenemos un heptagono regular K de
ancho 1 y su conjunto de vértices es {A, B,C, D, E, F,G}. Podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que los vértices de K se encuentran como en la figura
3.27. Al repetir la construccion del triangulo equildtero sobre los vértices a y F
obtenemos los tridngulos NAP,Q, y AFP;Qy (figura 3.27), sobre los cuales
podemos aplicar el lema 3.3.1. Asi se afirma que cualquier triangulo equilatero
(inscrito en K ) con un vértice en el segmento APy tiene ancho menor o igual a
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h: = w(AAP,Q,). Repetimos la construccion desde el vértice D para obtener el
triangulo equilatero ADP,;Qy (figura 3.28). Aplicamos el lema 3.3.1 usando los
triangulos AFP;Q; y ADFP;Qq, y tenemos que cualquier triangulo equildtero
(inscrito en K') con un vértice en el segmento P¢Q), tiene ancho menor o igual
que hy. Del mismo modo construimos el tridngulo equilatero ABP,Q,, (figura
3.29). Analogamente podemos decir que cualquier triangulo equilatero (inscrito
en K) con un vértice en el segmento QuB tiene ancho menor o igual que h.
Recapitulando, tenemos que cualquier triangulo equilatero con un vértice en el
segmento AB tiene ancho menor o igual que h;, pero como K es una figura
simétrica, esto implica que cualquier triangulo rectangulo inscrito en K tiene
ancho menor o igual a h;. Entonces:

Aa(K) < 1 ~ tan(540/7)sin(480/7)

~ w(AAPQ.) 243 cos(180/7) sin(720/7) = 15403

Como podemos apreciar el método utilizado para encontrar el equilatero de lon-
gitud de lado mas grande inscrito en estas tres figuras se puede generalizar para
poder encontrar el triangulo equilatero de longitud de lado mds grande inscrito
en cualquier poligono regular. Cabe destacar que tenemos una fuerte creencia de
que en cada uno de estos casos se cumple la igualdad, es decir, el 3-ancho de
cualquier poligono regular se obtiene con el equilatero de longitud de lado mas
grande inscrito en este.
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Capitulo 4

Algoritmo para estimar \;

Como mencionamos anteriormente, encontrar el valor de ws no es una tarea facil,
pero tampoco es imposible. Utilizaremos este espacio para explicar una manera
sencilla de aproximarnos a este niimero, utilizando herramientas computacionales.
A continuacién explicaremos la idea intuitiva del algoritmo; después daremos un
pseudocddigo; calcularemos la eficacia del algoritmo, es decir, que tanto nos
aproxima al valor de ws. Para fines practicos nos limitaremos a calcular w3 de
cuadrilateros convexos.

Supongamos que tenemos un cuadrilatero convexo K, dividimos cada segmento
de K en n partes iguales, asi obtenemos 4n puntos en la frontera de K. Con este
conjunto de puntos podemos formar a lo mas (') —4(n—1) tridngulos diferentes,
entonces tenemos un conjunto discreto de puntos para el cual es posible calcular
su ws. Es evidente que a medida que n crece el conjunto de puntos se aproxima
a la frontera de K, pero a su vez la cantidad de posibles tridngulos aumenta en
gran medida. Por ejemplo, si dividimos cada segmento de K en 10 partes iguales
tendriamos un total de 40 puntos frontera de K, con los cuales se pueden formar
a lo mas 9844 triangulos diferentes, pero si dividimos cada segmento en 100
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tendridmos que revisar mds de 10 millones de tridngulos para encontrar ws. Esto
significa que para tener una buena aproximacién de w3(K) este algoritmo no
es (til, entonces procederemos a hacer algunos cambios en nuestro método,
comenzando por remover muchos de estos tridngulos. Si un tridngulo AABC
inscrito en K tiene dos vértices en un mismo segmento del cuadrilatero, entonces
el tridngulo cuyos vértices son los extremos de dicho segmento y el vértice restante
de AABC (figura 4.1), tiene ancho mayor o igual a w(AABC), esto se debe a
que dicho triangulo contiene a AABC.

Figura 4.1:

Sabiendo esto podemos reducir la cantidad de tridngulos por analizar. Si tenemos
un total de 4n puntos y descartamos los tridngulos contenidos en otros casos,
tenemos que el ndmero total de tridngulos diferentes es a lo m3s 4n(n*—2n+2).

Ahora, si el conjunto en cuestién tiene centro de simetria, entonces tenemos
muchos menos casos que analizar y esto le da mayor fuerza a nuestro algoritmo.
Si consideramos ambas condiciones a la hora de programar, el cédigo serd opti-
mizado y dara mejores resultados.

En la tabla 4.1 podemos ver una comparacién de la cantidad de tridngulos que
analiza cada método, es evidente que el segundo método es mas eficiente ya que
obtiene el mismo resultado y solamente analiza un tercio de todos los trangulos
que analiza el primero.

Ahora, a pesar de que hemos modificado el algoritmo seguimos teniendo una
gran cantidad de tridngulos para calcular w3, pero si queremos analizar todos



51

| N° de Partes | Método 1 | Método 2 |

2 52 16

10 0844 3280

20 82084 28960

50 1313204 | 480400
100 10586404 | 3920800
200 85012804 | 31681600

Cuadro 4.1: Comparacién de métodos.

los posibles tridngulos usando este algoritmo, entonces no tenemos alternativa.
Aunque parezca que este método no es una buena opcidn, al programarlo nos
daremos cuenta que el método sélo realiza operaciones basicas para calcular el
ancho de cada tridngulo, evidentemente son millones de operaciones basicas, pero
una computadora convencional las puede ejecutar en un tiempo corto.

Entonces el pseudo-cédigo de nuestro programa tiene la siguiente estructura.

© o N o A W N =

[ T S T T S SV g
N B O © ® N o O &~ @ N = O

/4 Estimacion de Omega3 */
Punto P[4xn];

AcomodarPuntos(P);

Triangulo Auxiliar ,Mayor;

double ancho_aux = O0;

double ancho_max = 0;

for(int i=0; i < 2xn;i++)
for(int j =n; j < 3%n; j++)
for(int k = 2xn; k < 4xn; k++ )
if (RevisarPuntos(P[i] ,P[j].,P[k]))
continue;
else

Auxiliar (P[i],P[j].P[k]);

ancho_aux = CalcularAncho(Auxiliar);
if (ancho_aux > ancho_max)

ancho_max = ancho_aux;

Mayor = Auxiliar;

}

Imprime (ancho_max);
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La funcién RevisarPuntos()" se encarga de verificar si dos puntos pertenecen a un
mismo segmento, si ademds de cumplirse esto los puntos en cuestién no son los
puntos extremos de dicho segmento, entonces este caso no es revisado en este
método.

Al poner en marcha nuestro algoritmo sobre cualquier cuadrildtero K obtenemos
resultados que nos aproximan al valor de ws(K). En la tabla 4.2 tenemos los
resultados obtenidos para un cuadrado K.

‘ Valor de n ‘ Aproximacién de A3 ‘ Figura ‘
n=1 () ~ 1.414214 K
n=2 As(K) ~ 1.118034 g
n =10 () ~ 1.118034 g
n =30 No(K) ~ 1.116484 E
n =100 As(K) = 1.117257 m

Cuadro 4.2: Estimacién del 3-ancho del Cuadrado

Estos resultados solo nos sirven para tener una idea de cual puede ser el posible
valor de \3(K), pero esto no vale como una demostracién.Cabe destacar que
estos resultados fueron los que nos acercaron a la demostracién del teorema
3.1.1. En la tabla 4.3 podemos apreciar algunos resultados obtenidos para cinco
cuadrildteros diferentes, recordemos que esta es una aproximacion de A3(K).

A simple vista se puede apreciar que el tridngulo con el que se obtiene la apro-
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Valorden | Aproximacién de \; | Figura |
n =100 As(K) ~ 1071038 g
n =100 A () ~ 1.028332 P
///
n = 100 As(K) =1 m
n =100 s (K) & 1.023592 />
n =100 As(K) =1 »

Cuadro 4.3: Estimaciéon de A3 para cuadrilateros

ximacién de A3(K) tiene al menos un vértice en comiin con K, y ademas este
vérice también pertenece a una de las lineas soporte con las que se obtiene el
ancho de K. Por otro lado, podemos observar que a medida que n crece, el
tridngulo con el que se obtiene w3(K') se aproxima a un triangulo equilatero.
Estas observaciones son conjeturas que en esta investigacién no pudimos probar.

Nuestro algoritmo, a pesar de no ser muy preciso, funciona con todo tipo de
figuras convexas sin importar la cantidad de lados que tenga y se puede usar
como herramienta para desarrollar una demostracion.
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Algoritmo para estimar )3




Capitulo 5

Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo era encontrar una mejor cota para A3 en
el caso de las figuras convexas centralmente simétricas y encontrar una solucién
mds general al problema 1 presentado en el capitulo 2. Asi mismo nos propusimos
echar mano de las herramientas computacionales para dar una aproximacion del
valor A3. A continuacién presentamos los resultados obtenidos para los conjuntos
observados.

5.1. Curvas convexas

En el capitulo 3 propusimos el teorema 3.1.1 que sefiala que el nimero 4/3 sirve
como cota superior de A3(K) cuando K es una curva centralmente simétrica,
y la cota se alcanza si y solo si K es una circunferencia. A pesar de que ya se
conocia la cota 4/3 para los centralmente simétricos, no se habia establecido que
figuras cumplian la igualdad. Se conjetura en esta investigacién que el 3-ancho
de las curvas centralmente simétricas se obtiene con el tridngulo equildtero mas
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grande inscrito en el conjunto.

5.2. Cuadrilateros

El teorema 3.2.1 nos da una mejor cota de A\3(K), si K es un paralelogramo.
Esta cota es mejor que las cotas de investigaciones anteriores ya que es menor y
resume mejor la informacién del conjunto K. Este teorema también nos dice para
que figuras se cumple la igualdad. Por otro lado, el algoritmo que programamos
y usamos para obtener aproximaciones de A\3(K) nos da informacién acerca de
como tiene que ser el tridngulo con el que se obtiene el 3-ancho de K. Conjetu-
ramos que para la familia de cuadrilateros, el caso critico es el caso del cuadrado,
es decir, A\3(Q)) < A\3(K), donde ) es un cuadrado y K un cuadrilatero. También
se conjetura en esta investigacion que el 3-ancho de un cuadrlatero se obtiene
con el tridngulo equildtero mas grande inscrito en este.

5.3. Poligonos Regulares

Para esta clase de figuras se establecié un método para encontrar el equildtero
mds grande que se puede inscribir en las figuras. Este método proporciona una
muy buena cota de A\3(K') (cuando K es un n-dgono regular) y se puede hacer una
generalizacién para encontrar dicha cota dependiendo del nimero de vértices de
K. Concluimos conjeturando que si K es un poligono convexo, el 3-ancho de K
se obtiene con el tridngulo equildtero mas grande inscrito en K. De cumplirse esto
tendriamos el valor exacto de )3 para toda esta familia de figuras y podriamos
establecer una cota para poligonos convexos en general.
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