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ALGUNAS PALABRAS PRELIMINARES 

Los campos f' i ni tes juegan un papel i mpor t.ant.e en algunas de 

las ramas de las Mat.emát.icas, como por ejemplo: la Teoria de 

Números, la Geomet.ria Proyect.iva, la Teoria Algebráica de los 

números, et.c. ; los ejemplos más familiares que t.enemos de ellos 

son los ent.eros módulo p, con p un número primo, aunque ést.os no -

son t.odos los campos finit.os. 

En est.e t.rabajo clasificamos de una manera complet.a a los 

campos finit.os y hacemos una díscusión sobre su est.ruct.ura 

int.erna. Se est.udian t.ambién las raices de un polinomio con coefi

cient.es en algunos de est.os campos, asi como la relación que ést.as 

guardan con las ext.ensiones finit.as de dichos campos f'init.os. 

Por ot.ro lado se int.ent.a que est.e t.rabajo, por su f'orma, sea 

accesible a un lect.or que haya t.omado un primer curso de Algebra 

~bst.ract.a, pret.endiendo además que dicho lect.or encuent.re en est.a 

obra el mat.erial y apoyo necesarios para la comprensión de 

aquellos t.emas que requieren los concept.os y en general la Teoria 

de los campos finit.os. 
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CAPITULO l. 

ANTECEDENTES 

CAMPOS. 

Comenzaremos recordando los cancepLos de operación binaria y -

campo. -

DEFINICION. Una operación binaria en un conjunLo no vacio A es 

una f'unción de dominio· A2 y codominio A. 

GeneralmenLe se usan simbolos Lales como *,#,X,+,•,o, eLe., para

denoLar operaciones binarias, de esLa f'orma podriamos represenLar 

a una de ellas asi: 

NOTACION: Si A 2 -~A es una operación binaria y si: 

(Ca,b),c) E* 

de acuet~do a la noLación de !'unciones esLo lo_,.podemos escribir asi 

* Ca,b)~c, pero usualmenLe pref'et'imos escribirlo como: a*b=c. 
+ 

Asi por ejemplo en +:Zz~z a (C3,2),5) E+, o bien (3,2)~5. lo e§. 

cribiremos como es usual: 3+2=5. 

DEFINICION. Un campo es una esLrucLura que consisLe en un con

junLo A .y dos operaciones binarias en A, denoLadas como + y •. 11ª

madas suma y producLo respecLivamenLe, para las cuales se cumplen 

las siguienLes propiedades: 

Ca+b)+c=a+Cb+c) y Ca•b)•c=a•Cb•c), V a,b,c E A 

a+b=b+a y a•b=b•a V a,b E A. 

ExisLen elemenLos disLinlos o y 1 en A Lales que o+a=a+o=a y -

V a,b E A con b;:t!o exisLen elemenLos e y d E A Lales que a+c=o 

y b•d=i. 
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Los elementos ·a+b y a•b se llaman suma y producto de a y b respec

tivamente. 

Los elementos o y t se llaman idéntico aditivo e idéntico multipli 

cativo respectivamente. 

Los elementos e y d mencionados en la cuarta propiedad se llaman -

inverso aditivo de a e inverso multiplicativo de b respectivamente 

Algunos ejemplos de campos son los siguientes: 

El conjunto de números racionales con las operaciones de suma 

y producto de~inidas en ~orma usual. 

Este campo lo denotamos como Cc.t:!, +, •). 

El conjunto de números reales con las operaciones de suma y 

producto de~inidas en ~orma usual. 

Este campo lo denotamos como (~,+,•). 

El conjunto de números reales de la ~orma a+bi2l donde a,b E c.t:! 

con la suma y producto como en (~,+,•). 

Este campo lo denotamos como Cc.t:!CY2f),+. •). 

El conjunto de números complejos cuyos elementos son de la ~OL 

ma a+bi donde a,b estan en ~. con la suma y el producto de~in~ 

das como sigue: 

Ca +bi) +Ce +di) =Ca +e) +C b+d) i 

Ca+bi)(c+di) = Cac-bd)+Cad+bc)i 

y donde 

a+bi=c+di ~ a=c. y b=d. 

Este campo lo deno~amos como CC,+,•). 

El conjun~o cuyos elemen~os sean los en~eros módulo p, con p 

un número primo, con las operaciones de suma y produc~o módulo 

p usuales. 

Este campo lo deno~amos como C~p,+,•). 

Por mencionar alguno: C~z,+, •) donde ~z={o,t} y o+o=o, 

o+t=t+o=t, t+t=o, o•o=o, o•t=t•o=o y t•t=t. 

DEFINICION. Un Campo Fini~o es un Campo que ~iene un número ~~ 

ni~o de elemen~os. 

NOTACION. En el presen~e ~rabajo deno~aremos un campo CK,+,•) 

simplemente como K. 

2 



EL ANILLO K[ xl DE POLINOMIOS SOBRE UN CAMPO ~ 

Dado un campo K consideremos el conjun~o : 

K[xl={s:m U{o)~ Kjsen)=o para casi ~oda n e m U<o>} 

En es~e conjun~o de~inimos dos operaciones como sigue 

DEFINICION 1. Si s , s e K[ xl en~onces s +s :m U{ o)~ K es 
1 2 1 2 

~al que: 

e S +s ) e n) =s en) +s e n) 
1 2 1 2 

s +s se llama la suma de s y s . 
1 2 1 2 

DEFINICION 2. Si s ,s e K[xl en~onces s •s : m U{o)~ K es ~al 
1 2 1 2 

que 

es •s )Cn)= E s ei)s ej) 
1 2 . . 1 2 

l.+J=n 

s •s· se llama produc~o de s y s . 
1 2 1 2 

Es fácil ver que s +s E K[xl, por lo que sólo se demos~rará el s!_ 
1 2 

guien~e lema. 

LEMA. Si s E K[xJ y s E K[xJ entonces s s E K[xJ. 
1 2 1 2 

Denwstración. Ya que S E K[x] entonces existe n E m U{o) tal que 
1 1 

si N>n en~onces S eN)=o. Análogamente existe n E m U{o) tal 
1 1 2 

que 

si N>n entonces s eN)=o. Sea N>n +n y supongamos que i+j=N. Si 
2 2 1 2 

i>n 
1 

entonces s ei)=O por lo que s Ci)s Cj)=o. Si i~n 
1 
en~onces 

j)n 
2 

1 1 2 

por lo que s ej)=O y entonces s ei)s ej)=o. 
2 . 1 2 

Por lo 

es s ) e N) = E s e i) s e p =O 
1 2 . . N :1. 2 

l.+J= 

V N>n +n y por lo tan(o: 
1 2 

NOTA: • 
S S E K[x] .• 

1 2 

quiere decir que la demostración ha terminado. 

PROPOSICION. CK[ xl, +, •) es un dominio entero con :1.. 

~anto 

Es fácil probar que es un anillo conmutativo con 1, por lo que se 

demostrará aqui solamente que no tiene divisores de cero. 

Demostración. Sean s ,s E K[x] tales que s ~o, s ~o en~onces exi~ 
1 2 :1. 2 

ten n,m E ~ U{o) tales que s en)~o y s eN)=o V N>n y s em)~o con -
1 1 2 

s CN)=o V N>m, entonces : 
2 
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-. 
Cs s )Cn+m)= E s Ci)s Cj) 

1 2 . . 1 2 I.+J=n+m 

. 
pero si i<n entonces j)m, de dondes Ci)s (j)=o y si i>n entonces 

1 2 

s Ci)s (j)=o y si i=n entonces j=m y s Cn)s (m)~o por lo tanto 
1 2 1 2 

Cs s )(n+m)=s Cn)s (m)~o. por lo que s s ~o. • 12. 1 2 12 

NOTACION. Al dominio entero Ck[x], +, •) se le acostrurnba llamar 

Anillo.de Polinomios en la indeterminada x con coe~icientes en K y 

se denota simplemente como K[xJ. 

De~inimos a continuación una ~unción que va del Campo K en el Ani

llo K[xJ. 

DEFINICION. Sea ~:K~ K[xJ tal que 4Ka):~ U<o>~ K y tal que

(~a) )e o) =a y (</>(a) )en) =o V n E ~-

Si al elemento s E K[xJ tal que seo)=a y sen)=o V n~o lo deno~amos 

como : 

e a , o , o , o , . . . ) =o 
Podemos ver que ~ es un monomor~ismo de anillos ya que: 

~a +b) =e a +b, o , o , ... ) =e a, o , o , ... ) +e b, o , o , ... ) =~a) +<;t>C b) 

y además 

i>(. ab) =e a:b , o , o , . . . ) =e a , o , o , . . . ) e b , o , o , . . . ) =i>(. a) 4>C b) 

y además si 

<;f>Ca)=o=Co,o, ... ) en~onces a=o. • 

Esto nos permi~e iden~i~icar a K como un subcampo del Anillo k(xJ. 

Asi, las sucesiones de la ~orma 

Ca,o,'o, ... ) 

las iden~i~icamos con a. 

Se dará a continuación una de~inición que nos permi~irá, por un 1ª 

do aclarar el signi~icado de la ~rase " la inde~erminada x ", y 

por o~ro lado nos permi~irá recuperar la ~orma que generalmente se 

les dá a los polinomios. 

DEFINICION. Al elemen~o eo,1,o,o, ... ) E KCxJ se le llama x, es 

decir: 

e o • 1 ' o ' o ' ... ) =x. 

Se puede probar por inducción que si n>o y 
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1 para j=n 
s(j) = 

o para j;o!n 

entonces s=x" y en consecuencia se puede probar que todo elemento 

de K(xJ se puede escribir como 

~Cx)=a +a x+ .. +a x" 
o 1 n 

con a. E K, para i=1,2, ... ,n. 
1. 

A los elementos de K[xJ les llamaremos como es usual, polinomios 

en la indeterminada x, y a los que estan en la imagen de K bajo ~ 

les llamaremos polinomios constantes. 

DEFINICION. Supongamos que ~Cx)=a +a x+ ... +a x" con a ;o!o enton 
O 1 n n -

ces el grado de ~Cx) es n y lo denotamos como grd(~Cx))=n, grdCo)= 

-oo y de~i ni mos n+C -oo) =C -oo) +n=C -oo) +C -oo) =nC -oo) =C -oo) n=-oo y -oo< n -

V n E [N U{ o} o e -oo) 

Las siguientes proposiociones son consecuencia de lo visto ante--

riormente. 

PROPOSICIONES. 

grdC~+g)~maxCgrdC~),grdCg)) 

grdC~g)=grdC~)+grdCg) 

grdC~")=n grd(~). V n E !N. 

DEFINICION. Se llaman unidades de un anillo a todos aquellos -

elementos del anillo que tienen inverso multiplicativo. 

COROLARIO. Las unidades de K[xJ son los elementos de K·=K-{o}. 

Demostración. Como el grdCt)=o se tiene que si ~(x) es unidad en-

tonces existe gCx) E K[xJ tal que ~(x)gCx)=1 entonces el grdC~(x)) 

+grdCgCx))~o por lo•que el grd(~(x))=o y por lo tanto f(x)=ctej;l!o y 

si ~C x) =aj;l!o entonces existe t/a tal que a • :l/a=t y :l./a E K[ xJ por 

lo que a es unidad. • 
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ALGORITMO DE LA DI VI SI ON. 

Sean f'(x), gC x) E K( xl con gC x) ~o ent.onces exi st.en úni ces 

q(x). r(x) E KC xl t.ales que f'C x) =gC x) qC x:> +re x) con 

grdCrCx))( grdC g(x)). 

Demostración.Se probará la exist.encia 

grdCf'C x)). 

por inducción sobre 

Si grd(f)=-oo ent.onces f'Cx)=o y o=gCx)o + o y -oo<grdCgCx)), supongá 

moslo ciert.o para k<n=grdCf'Cx)) con n~o. como el grdCf'(x))=n~o en-

t.onces f'Cx)~o. Supongamos que 

f'( x) =a +a x+ ... +a X" 
O :f. n 

con a ~o. Si n<grdCgCx)) ent.onces fCx)=gCx)o+fCx) y el 
n 

grdCf(x)) < 

grdCgCx)). Si n~grdCgCx))=m, sea gCx)=b +b x+ ... +b X" con b ;:E!o en-o :f. · m m 

t.onces f (x)=f(x)-gCx)[ ~"x"-m] es t.al que grdCCf' (x))<grd(f'(x)) y 
:f. bm :f. 

por hipó~esis de inducción f (x) =q( x)q ex) +r(x) con 
:f. - :f. 

9f'dCrCx))<grdCgCx)) en~onces f'Cx)=gCx)[ q Cx)+a."x"-m] +r(x) 
:f. bm 

grdCrC x))< grdCgCx)) 

Para probar la unicidad supóngase que 

y 

f'Cx)=gCx)q (x)+r (x)=gCx)q(x)+rCx) con grdCr(x))<grdCgCx)) y 
:f. :f. 

grdCr (x))<grdCgCx)) en~onces gCx)[qCx)-q (x)] =r Cx)-r(x) est.o im-
i. . :f. :f. 

plica que grdCgCx))+grdCqCx)-q Cx))=grd[ gCx)CqCx)-q (x))] = 
i :f. 

grdCr (x)-r(x))~maxCgrdCr (x) ,grdCrCx))<grdCgCx)) es~o implica que 
i i 

grdCq(x)-q (x))=-oo por lo que qCx)=q (x) y rCx)=r (x). • 
:f. i i 

Y se ~iene que K[xJ es un Anillo Euclidiano. 

OBSERVACION. Dado t·Cx) e K(xJ sus asociados son de la forma 

afC x) con a;:E!o. 

DEFINICION. Un polinomio f(x)~o es mónico si es de la forma -

f(x)=a +a x+ ... +a x"- 1 +x". 
O :f. n-i 

PROPOSICION. Dado un f(x);:E!o, exis~e un único polinomio mónico 

asociado él. 

Demostración. Si f(x)=a +a x+ ... +a x" con a ;:E!o en~onces t/a. f(x) 
o i n n n 

6 



es un mónfco asociado a fC x:> y 1 a unicidad se sigue de 1 a 

observación anterior. 

DEFINICION. Un polinomio f(x) e K(x] se llama polinomio primo 

si no puede ser factorizado en polinomios de grado menor que él en 
\ 

K(x] salvo asociados. 

A los polinomios primos les llamamos también irreducibles. 

Por ser K(x] anillo euclidiano es anillo de factorización única, 

entonces se tiene que si f(x)~o entonces f(x) se puede expresar CQ 

mo una unidad por el producto de mónicos irreducibles y est-a 

descomposición es única salvo por el orden. 

PROPOSICION. Todo polinomio de grado :1 es irreducible. 

Demostración. Sea fCx)=ax+b con a~o entonces si f(x)=gCx)q(x) se 

tiene que t=grdCf(x))=grdCgCx))+grdCqCx)) entonces si grdCgCx))=1 

entonces el grdCqCx))=o entonces qCx) es unidad por lo que gCx) -

es asociado, o bien,si grdCg(x))=o entonces gCx)=ct.e . • 
Como dos m.c.d. de f(x) y gCx) son asociados ent-onces denot-amos 

(fCx),gCx)) al m.c.d. mónico de f(x) y gCx) si alguno es dist-int-o 

de cero, y Co,o)=o, Y, cuando hablemos del m.c.d. de f(x) y gCx) 

nos referimos a éste. 

LEMA. Sean fC x) , gC x) e K[ xJ con gC x) ~o y supóngase que 

f(x) =gCx)q(x) +rCx) ent-onces CfCx), gCx)) =CgCx), r(x)). 
Dcmostración~Si hlf y hlg ent-onces hlf-gq est-o implica que hlr, y 

si hlg y hlr ent-onces hlgq+r de donde hlf y el lema se sigue. • 

ALGORITMO DE EUCLIDES. sean f(x),g(x) e K[xJ con gCx)~o supón-

gase que 

fCx)=gCx)q (x)+r Cx) con -oo<grdCr Cx))<grdCgCx)) 
1 1 1 

gC x) =r Cx) q Cx) +r Cx) con -oo<grdC~ (x))<grdCr C x)) 
1 2 2 2 1 

r Cx) =r C x)q Cx) +r C x:> con -oo< grdCr Cx))<grdCr C x:>) 
n-2 n-1 n n n n-1 

r =r Cx)q Cx) 
n-:1 n n-1 
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Entonces el mónico asociado a r (x) es el m. c. d. de f'Cx) y gCxY. 
n 

Demostración. Por el lema an~erior se ~iene que 

C f', g) =C g, r ) =C r , r ) = ... =C r , r ) =C r , o). 
i i 2 n-i n n 

Es claro que dados f',g E K[xJ con gCx)~o en~onces se puede repe~ir 

i~eradamen~e el algori~mo de la división' a los residuos y es~e 

proceso ~ermina como se supuso en el agori~mo de Euclides pues~o 

que grdCg)>grdCr )) ... >grdCr ). • 
i n 

Sean K,E campos,y sea K un subcampo de E. Para cada a E E -

definiremos una !'unción ~ del anillo K[xJ en el campo E, que será 
01 

un homomorf'ismo de anillos y que llamaremos homomorfismo de evalua 

ci ón en 01. 

DEFINICION. sean K un subcampo de E y a E E, sea ~ :K[xJ--.E 01 
~al que~ Ca +a x+ ... +a x")=a +a 01+ ... +a 01". 01 O :l n O :l n 

Observemos por ejemplo que ~ Ca ) =a y que ~ (x) =01. 01 o o 01 
La función asi definida es un homomorfismo pues~o que si f(x)= 

a +a x+ ... +a x", gCx)=b +b x+ ... +b xm, y hCx)=f'Cx)+gCx)=c +ex+ 
O :l n O 1 m O 1 

... +e xr en~onces ~ ChCx))=c +e 01+ ... +e 01r mien~ras que ~ Cf(x))+ 
r 01 o 1 r 01 

~ CgCx))=Ca +a 01+ ... +a a")+Cb +b 01+ ... +b 01m) como por definición-01 O :l n o 1 m 
de suma c.=a.+b. ~enemos que~ CfCx)+g(x))=~ Cf(x))+~ Cg(x)). 

--· l. l. l. 'f"OI 'f"OI 'f"OI 

Por o~ro lado si f(x)g(x)=d +d x+ ... +d x 9 en~onces ~ CfCx)g(x))= 
.. o 1 e 01 

e 
d +d 01+ ... +d 01 mien~ras que~ (f(x))~ CgCx))=Ca +a 01+ ... +a 01")Cb 

o 1 e a a o :l n o 
+b 01+ ... +b Olm), como por definición de mul~iplicación d = ~ a b i k ~ . . m .. . k\. J 

\.+J= 
vemos que ~ Cf'Cx)g(x)) =~ Cf(x))~ Cg(x)) y asi ~ es un 01 01 01 01 homorfismo 

de anillos, que se llama el homomorf'ismo de evaluación en 01. 

NOTACION. A~ Cf(x)) la deno~aremos como f(Ot), es decir 01 
~ C f'C x)) =f'C 01) =a +a 01+ ... +a 01". 01 o 1 n 

DEFINICION. Si_K es un subcampo de E y 01 E E en~onces decimos 

que 01 es una raiz o cero de f(x) si ~ Cf'Cx))=f'COt)=o. 01 

TEOREMA DEL FACTOR. Un elemen~o 01 E K es una raiz de 

f(x) E K[x] 

si y sólo si x-01 es fac~or de f(x). 
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Demostración. Supongamos que a E K y que fCoO=o. Por el algoritmo 

de la división existen polinomios únicos qCx) , rCx) E K[xJ tales 

que f(x)=Cx-oOqCx)+rCx) donde grdCrCx)< i y por lo tanto r(x)=r E K 

de modo que f(x)=Cx-oOqCx)+r. Aplicando el homomorfismo de evalua

ción~ :K[xJ~K vemos que fCoO=Ca-oOqCoO+r=r de modo que r=o y e~ 
a 

tonces f(x)=Cx-oOqCx) es decir x-a es factor de f(x). 

Recfprocamente si x-a es factor de f(x) E K(x] donde a E K enton--

ces, aplicando nuevamente el homomorfismo de evaluación a f(x)= 

Cx-cüqCx) tenemos que f(a)=(a-cüqCcü=o es decir a es una raiz de -

f(x) .• 

COROLARIO. Un polinomio distinto de cero f(x) E K[xJ de grado 

n puede tener a lo más n rafees en el campo K. 

Demostración. De acuerdo al teorema anterior, una rafz a E K de i 

f(x) resultará en la factorización f(x)=Cx-a )q (x) donde i i 

grdCq Cx))=n-i. Una raiz a E K de q Cx) resultará en la 
i 2 i 

factorización f(x)=Cx-a )(x-a )q Cx) donde claramente grdCq (x))= 
i 2 2 2 

n-2. Continuando este proceso, por inducción, llegamos a que f(x)= 

Cx-a )(x-a) ... ex-a )q Cx), donde q Cx) no tiene más rafees en K, 
i 2 r r r 

obviamente rsn. además. si (5~a. para i.=t,2, ... ,r y (5 E K entonces 
. ~ 

f(~)=C~-a )((5-a ) ... C(5-a )q C(5)~o. Puesto que K no tiene divisores 
i 2 r r 

de cero y por construcción ninguno 

De aquf que las 

fCx) E Krxt. 

de los (5-a. o q C(5) son 
~ r 

cero. 

son todas las rafees de 
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CAPITULO 11 

TEORI A DE CAMPOS 

CARACTERI STI CA DE CAMPOS. 

DEFINICION. Sea K un campo, ent.onces, en part.icular es un 

anillo. Si 1 es el idént.ico de K, decimos, para n E ~ 

n•1= 1 1+1+ ...... +1 1 ..,; . 
n-veces 

C -n) 1 =-C n • 1) y o • 1 =o. 

La ~unción ~:Z-4K dada por ~n)=n•1 es un homomor~ismo de anillos 

pues: 
~m+n) =Cm+n) • 1 =C m• 1) +Cn• 1) =~m) +~n) 

y 

~Cm• n) =C m• n) • 1 =Cm• 1)Cn • 1) =~m)~ n). 

·El núcleo de~ es un ideal de~ y t.odos los ideales de~ son de la 

~orma mZ para algún m en ~. 

siguien~es dos casos. 

luego ent.onces consideremos los 

1.- Si m=o en~onces Ker~=o~={o} y por lo t.ant.o ~ es un 

monomor~ismo, iden~i~icamos a~ con su imagen bajo~ que_,es ~~), 
es decir K~~- Como K~~. K~ que es el campo de cocien~es de ~. 

Cuando est.o es asi, decimos que la carac~ei~is~ica del campo K es 

cero. 
2.- Si ~o en~onces Ker~=mZ y por el t.eorema ~undamen~al de horno 

mor~ismos ~Z)~/Ker~=~/mZ~m luego en~onces K~m, es decir Zm no 

~iene divisores de cero, o sea que, m es primo, y escribimos: m=p 

y K~~p. 

Cuando est.o es asi, decimos que la caract.eris~ica de K es p. 

DEFINICION. Si n E ~ y a E K entonces n•a= 1a+a+ ...... +a 1 • ..,; . 
n-veces 

TEOREMA. Para n E ~. n•a=o V a E K si y sólo si n•1=o. 

Demostración. Si n•a=o V a E K, en par~icular n•1=o. 

Reciprocamen~e. Supóngase que n E~ ~al que n•1=o en~onces V a E K 
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n•a= 1a+a+ ...... +a 1 =aC 1 1+1+ ..... ,+1 1)=aCn•1)=a•o=o. • 
.... .... 

n-veces n-veces 
En consecuencia si la caract.erist.ica de K es p ent.onces p··a=o 

V a e K. 

EXTENSION DE CAMPOS. 

DEFINICION. Si K y E son campos y K es un subcampo de E ent.on

ces dec"imos que E es una ext.ensión de K. 

PROPOSICION. Si E es una ext.ensión de K ent.onces E es un espa

cio vect.orial sobre K con la operación •:KXE~E t.al que 

Ca,b)~ab. 

DEFINICION. Sea E una ext.ensión de K ent.onces el grado de la 

ext.ensión de E sobre K es la dimensión de E como espacio vect.orial 

sobre K y lo denot.amos por [E: K] . 

Para nosot.ros es de part.icular int.erés el caso en que [E:K] es f~ 

nit.o. Est.a sit.uación se describe diciendo que E es una 

fi ni t.a de K. 

ext.ensión 

TEOREMA. Si E es una:· ext.ensión fini t.a de K y K es una 

ext.ensión finit.a de F ent.onces E es una ext.ensiónfinit.a de F y 

además [E: F] =[E: K] [K: F] . 

Demostración. Supongamos que [E:K] =m y que [K:F]=n. sea v~,v2 , •.•• 

vm una base de E sobre K y w
1

,w
2

, ... ,wn una base de K sobre F. 

Sea t. un element.o cualquiera de E, como t.odo element.o de E es una 

combinación lineal de v ,v , ... ,v con coeficient.es en K, el ele--
~ 2 m 

ment.o t. debe ser en part.i e ul ar de esa forma. Luego 

t.=k v +k v + ... +k v , donde 1 os el ement.os k , ... , k est.an t.odos en 
ii 22 mm i m 

K. Pero t.odo element.o de K es una combinación lineal de w , ... ,w i n 

con coeficient.es en F. Luego k =f w + ... +f w •...• k.=f. w + ... + 
i ii i. in n \. l.i. i. 

f. w •... ,k =f w + ... +f w. 
\. n n m mi. i. mn n 

donde t.odas 1 as f. . est.an en F. 
\. J 

Sust.it.uyendo por est.as expresiones a k , .. 
1. 

k v obt.enemos t.=Cf w + ... +f w )v +. 
m m 1.1. 1. i.n n i 

,k en t.=k v +kv+ ... + 
m i i 2 2 

. . +( f W + ... +f W ) V • 
mi. i mn n m 

Efect.uando las operaciones indicadas, llegamos finalment.e a 
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t=f v w + ... +f v w + ... +f .. v.w.+ ... +f v w. Como los f .. estan 
11 1 1 1 n 1 n 1. J 1. J mn m n 1. J 

en F, hemos expresado t como combinación lineal sobre F de los el~ 

mento:; v. w .. 
\. J 

Por tanto, los elementos v.w. generan ciertamente a E 
\. J 

sobre F y por tanto, satisfacen la primera propiedad que se 

requiere para una base. 

Debemos probar que los elementos v.w. 
\. J 

son linealmente 

independientes sobre F. 

Supongamos que f v w + ... +f v w + ... +f . . v. w . + ... +f v w =o 1 1 1 1 1 n 1 n 1. J 1. J mn m n 
donde 

los f .. E F. Reagrupando la expresión anterior se tiene que: 
l. J 

Cf w + ... +f w )v + ... +Cf w + ... +f w )v + ... +Cf w + ... +f w) 
11 1 1 n n 1 i. 1 1 i. n n i. mi 1 mn n 

v =o com las w estan en K y como K~F. todos los elementos k.= 
m i. \. 

f. w + ... +f. w estan en K. Y tenemos que kv+ ... +kv =o con k , 1 1 n m 1 
por hipotesis v , ... ,v forman una base de E sobre 

1 m 

1.1 1 1.n n 

... , k E K. Pero 
K, luego, en particular, deben ser linealmente independientes so-

bre K. Por lo tanto k =k= ... =k =o. Usando los valores expl~citos 
1 2 m 

de k. tenemos que f. w + ... +f. w =o para i.=1,2, ... ,m. 
\. \.1 1 \. n n 

Pero si recordamos el hecho de que las w. son linealmente indepen
\. 

dientes sobre F, llegamos a la conclusión de que todas las f \. J 

han de ser nulas. 
Hemos probado que las v.w. son linealmente independientes sobre f 

\. J 

y de esta forma satisfacen la otra propiedad requerida por una 

base. 
Hemos logrado probar que los mn elementos v. w. forman una base de 

\. J 

E sobre F. Luego [E: F] =mn, como m=[ E: K] y n= [K: F] , hemos obtenido 

~1 resultado buscado que es [ E: F] =[E: K] [K: F] • 

Supongamos que E,K,F son tres campos en la relación E~K~F y supon

gamos que [E: F] es finito. Es el aro que cualesquiera elementos so

bre E linealmente independientes sobre K son también linealmente -

independientes sobre F. Luego, la hipotesis de que [E:F] es finito 

fuerza la conclución de que [E: K] es también fir"iito. Además, como 

K 12s un subespacio de E, [K: F] es finito. Por el teorema [E: F] = 

[E: K] [K: F] , de donde [K: F] 1 [ E: F] . Hemos probado el sigui ente 

COROLARIO. Si E es una extensión finita de F y K es un subcam-

po de E que contiene a F entonces [K: F] 1 [E: F] Asi, por ejemplo, 

si [E: F] es un múmero primo, no puede haber ningún campo 

12 



propiamente entre F y E. 

DEFINICION. Sea una extensión de K, un elemento a e E se dice 

que es algebráico sobre K si existe un polinomio f(x) e K[xJ 

distinto del polinomio cero, tal que fCoú=o. 

En caso contrario se dice que a es trascendente sobre K, es decir, 

que si fC Ot) =o para algún fC x) E K( x] ent.onces fC x) =o. 

DEFINICION. Una ext.ención E sobre un campo K se llama 

algebráica si todos los elementos de E son algebráicos sobre K. 

En caso cont.rario se dice que la extensión es t.rascendent.e. 

TEOREMA DE KRONECKER. Sea K un campo y f(x) E K(x] con f(x)~o 

ent.onces exist.e un campo E extensión de K en el que f(x) tiene una 

raiz ce 

Demostración. El polinomio f(x) se puede fact.orizar en K(xJ en 

polinomios que son irreducibles sobre K. Sea pC x) un pol i nomi o 

irreducible en dicha fact.orización, asi, el ideal <pCx)) de K(x] 

generado por pCx) es maximal y por lo tanto K[xl/<pCx)) es un 

campo. El campo K puede ser identificado con un subcampo de 

K[x]/(p(x)) de manera natural mediante la transformación 

~:K-4k[xJ/<pCx)> 

dada por ~a)=a+<pCx)) para a E K. Esta transformación es inyecti

va, pues si a+<pCx))=b+<pCx)> para algunos a,b E K entonces a-b E 

<pCx)>, y est.o puede suceder sólo a cuenta de que a-b=o, es decir, 

que a=b. Además, si sumamos y multiplicamos escogiendo cualesquie

ra represent.ant.es, como por ejemplo, a E Ca+(p(x))), vemos que~

es un monomorfismo de K en K[xJ/<pCx)>. Hacemos la ident.ificación 

de K con {a+<pCx)>/a E K} mediant.e dicho monomorfismo, de est.e mo

do podemos considerar a k[xJ/<pCx)> como una extensión de K. 

Ahora hagamos a Ot=x+<pCx)) de modo que Ol E E con E=K[xJ/<pCx)>. 

Consideremos a la vez el homomorfismo de evaluación usual 

1> : K(x]-4E. Si p(x)=a +a x+ ... +a x" es un elemento de k[x], ent.on-
Ol o 1 n 

ces 1> Cp(x))=pCOl)=a +a Ot+ ... +a Ot"=a +a [x+<pCx))]+ ... +a [x+<pCx))J" 
Ol o 1 n o 1 n 
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de donde pCoO=Ca +a x+ ... +a x" )+<pCx)>=pCx)+<pCx)>=<pCx)>=o en 
o 1 n 

K[ xl /<pCx)>. 
Hemos encon~rado asi, un elemen~o ~E E =K[xl/<pCx)> de manera que 

pCoO=o y por lo ~an~o fCoO=o. • 

COROLARIO. Sea K un campo y f(x) E K[ x], en~onces exis~e un 

campo E e~ensi6n de K en el que fCx) ~iene ~odas sus rafees. 

Dem.ostraci6n. De acuerdo al ~eorema en~erior, exis~e una e~ensi6n 

E de K en el que f(x) ~iene una rafz ~. asi, en E (x], f(x) se--
o o 
fac~oriza como fCx)=Cx-cúqCx), donde q(x) es de grado n-1, con~i--

nuando es~e proceso, vemos, por inducci6n, que exis~e una 

e~ensi6n E de E en el que qCx) ~iene n-1 rafees. Como 
o 

raiz de f(x) es~ o una raiz de qCx), ob~enemos asi, en 

las rafees de f(x) . • 

cualquier 

E, ~odas 

PROPOSICION. Sean K y E campos con E ex~ensi6n de K, sea ~ E E 

y~ :K(x]~E el homomorfismo de evaluaci6n usual. Consideremos los 
01. 

siguien~es dos casos. 

1.- ~ algebráico sobre K. 

En~onces el núcleo de ~Ot es ideal maximal (f(x)) de K[x] dou 

de ~ es la raiz del polinomio f(x) irreducible sobre K. Es~o 
implica que K[x]/(f(x)) es un campo isomorfo a la ima-

gen de ~ Ck(x)) en E, es~e campo ~ CkCx)) subcampo de E, es 
a 01. 

claramen~e elmenor subcampo de E que con~iene a K y a a. 

Deno~amos es~e campo como KCOÓ. 

2.- a ~rascenden~e sobre K. 

En~onces ~ es un monomorfismo que ~ransforma K[x] en E, 
a 

pero en es~e caso, ~ CK[x]) no es un campo, sino un dominio 
a 

entero que denotamos por K[a]. por ser K[~] dominio entero E 

con~iene al campo de cocientes de K[a], el cual es, el menor 

subcampo de E que contiene a K y a ~- Como en el 

denotamos a es~e campo por KC~). 

caso 1, 

DEFINICION. Un campo E extensi6n de un campo K se llama 

extensi6n simple de K si E=KCcú para algun a e E. 
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TEOREMA. Sea E=KCoO con Ol algebráico sobre K, y fCx)=irrCK,oO 

el polinomio mónico de grado n e irreducible sobre K del cual Ol es 

raiz, en~onces ~odo elemen~o ~ e KCoO puede expresa:se de manera 

única en la forma ~=b +bOl+ ... +b Ol"- 1 donde toda b. e K. 
O i n-i \. 

Demostración. Para el homomorfismo de evaluación ~ todo elemento Ol 
de~ CK[xJ)=KCoO es de la forma~ CgCx))=gCoO es decir, tiene la 

Ol Ol 
forma ·de un polinomio formal en Ol con coeficientes en K. 

Supongamos que ~(x)=a +a x+ ... +a x"- 1 +x"=irrCK,o0. entonces por-
o i n-i 

hipótesis ~CoO=o 

que esta en KCOl) 

de modo que Ol"=-a Ol"- 1
- ••• -a. Esta evaluación 

n-i O 

se puede usar para expresar cualquier monomio Ol~ 

para m~n en términos de potencias de Ol que son menores que n, por 

ejemplo Ol".'=OlOl"=-a Ol"-a Ol"-'-... -a Ot=-a C-a Ol"-'- ... -a)-
n-:t n-2 O n-:l n-:l O 

a Oln- 1
- ••• -a Ol. 

n-2 O 
Asi pues, si ~ e KCOl) entonces ~=g(Ol) para algún 

g(x) e K[ xJ, como t. odas de donde ~=e +e Ol+ ... +e Ol~. 
O :l m 

y 

potencias de Ol mayores que n-i se pueden expresar en términos 

las 

de 

potencias de Ol menores que n. se tiene que ~=b +bOl+ ... +b Ol"- 1
• 

O :l n-i 

Ahora bien si b +b Ol+ ... +b Ol"- 1 =b'+b'Ol+ ... +b' Ol"- 1 con 
O i n-i O :l n-:l 

b. ,b~ e K, entonces Cb -b •)+(b -b')x+ ... +Cb -b' )x"- '=gCx) 
1. 1. o o :l :l n- :l n- :l 

con gCx) e K[xJ. gCOl)=o y grdCg(x))<n. debemos tener que gCx)=o y 

por lo tanto b.-b~=o es decir b =b~. Lo que demuestra la unicidad. 
l. l. i l. 

En esta forma no sólo demostramos que~ e KCOl) puede expresarse de 

manera única en la forma ~=b +bOl+ ... +b Ol"- 1 

O i n- :l 

cier~amente, probamos el resul~ado más preciso y que 

realmen~e el corazón del ~eorema, que es: [KCOl) :K] =n, 

una base de KCoO sobre K es: 

{ n-1} i,Ol, ... ,Ol .• 

sino que 

cons~i~uye 

y además 

TEOREMA. Si E es una ext.ensión finita del campo K entonces E -

es algebráico sobre K. 

Demostración. Supongamos que Ol e E y que E es una extensión finit.a 

de K de grado m , [E: K] =m, entonces todos los elementos :t,Ol, ... ,Ol~ 

estan en E. y son Estos element.os son linealment-e 

dependientes sobre K, por tanto, hay elementos a ,a , ... ,a e K, -o :l m 

no t.odos cero, tales que a :t+a Ol+ ... +a Olm=o. 
o :l m 

Luego entonces, Ol es 
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algebráico sobre K . • 
TEOREMA. Si a,b E E y son algebráicos sobre el campo K, enton

ces, a±b,ab,a/b Csi b~o) son algebráicos sobre K. 

Demostración. Supongamos que a,b son algebráicos sobre K de grado 

m y n respectivamente. Por el teorema anterior tenemos que KCa) es 

un subcampo de E de grado m y a fortiori b es algebráico de grado 

cunto más n sobre KCa)=F. Como [E: K] =[E:F] [F:K] tenemos que 

[E:K]~mn, E es por tanto una extensión finita de K. Como a,b E E, 

tenemos que a±b,ab,a/b Csi b~o) estan en E, y como la extensión es 

finita, estos elementos son algebráicos sobre K. En otras palabras 

si E es extensión de K entonces {~E E/~ es algebráico sobre K} es 

un subcampo de E que contiene a K . • 
DEFINICION. Sea f(x) E K[x]. Una extensión finita E del campo 

K se dice que es un campo de descomposición de 

fCx) puede ser descompuesto en un producto de 

sobre E pero no en ningún subcampo propio de E. 

ISOMORFISMO DE CAMPOS. 

fCx) sobre K si 

factores lineales 

DEFINICION. Un isomorfismo entre campos es un homomorfismo bi

yectivo entre dichos campos. 

Si K y K' son dos campos y Tes un isomorfismo de K sobre K', 

denotamos TCoü=~· si ~ E K. Para un polinomio arbitrario 

f(x)=a +a x+ ... +a x" E K[x], definimos T•CfCx))=~·+~'t+ ... +~'t" en 
o :t n o :t n 

K' [ tJ. 

LEMA. T. define un isomorfismo de K[x] sobre K'[t) con la pro

piedad de que T·C~=~· V ~ E K. 

Si fCx) E K[x] escribimos T•CfCx)) como f'Ct). Las consecuencias 

inmediatas de este lema son que las factorizaciones de f(x) E K[x] 

van a dar a factorizaciones análogas de f'Ct) E K'[t] y viceversa, 

en particular f(x) es irreducible en K[x] si y sólo si f'Ct) es 

irreducible en K'[t). 
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LEMA. Hay un isomorfismo T•• de K[xJ/<fCx)> 

K•[tJ/<f•(t)> con la propiedad de que V~ e K, T••coü=~·. 

sobre 

TEOREMA. Si pCx) es irreducible en K(x] y si v es una raiz de 

pCx) entonces KCv) es isomorfo a K•Cw), donde w es una raiz de 

p'Ct). Demás , este isomorfismo o puede escogerse de modo que 

o< v) =w y o< oü =ot • V ot e K. 

Demostración. Sea v una raiz del polinomio pCx) con ve E y E una 

extensión de K. Sea M={fCx) e K[xJ/fCv)=o}. M es un ideal de K(x], 

M~K[x], como pex) E M y es irreducible, tenemos que M=<pex)>. 

Transformemos K(x] en Kev)cE con la aplicación ~ definida por 

y,J(qCx))=qev) para t.oda qCx) E K[x]. El núcleo de VJ es precisament.e 

M, luego debe ser <pex)>. Según el t.eorema fundament.al de 

homomorfismos de anillos, hay un isomomorfismo VJ• de K[xJ/<pex)> -

sobre KCv) que deja t.odos los element.os de K fijos y con la 

propiedad de que y=~·[x+<pCx)>]. Como pCx) es irreducible en K[x], 

p'Ct.) es irreducible en K'[t.] y por t.ant.o hay un ismorfismo ~· de 

K'[t.J/<p'Ct.)) sobre KCw), donde w es una raiz de p'et.) t.al que ~ 

deja fijos todos los element.os de K' y t.al que ~·[t.+<p'Ct.)>] =w. 

De acuerdo con el lema ant.erior hay un isomorfismo 

K[xJ/<pCx)) sobre K'[t.Jj<p'et.)) que coincide con T 

T de 

sobre K 

lleva ~+<pCx)) sobre t.+<p'Ct.)). Consideremos la aplicación 

o=~ • ( T • • e ~ •) - 1 
] 

definida por : 

.. 

y 

KeY) e~·)-
1 

KCxJ /<pex)> 

de KCv) sobre K'Cw). 

T K' [t. Jf<p•et.)> K• e w) 

Es un isomorfismo de KCY) sobre K'Cw) ya que 

aplicaciones ~· ,T·• y~· son isomo¡~fismos. Además como 

w=~·[ x+<pCx))] ent.onces 

todas 

oC y)=~ • T • • [ e~ •) - 1 e y) ] =~ • [ T • • ex+< pC x) >) ] =~ • [ t.+< p • e t.)>] =w. 

Además para ot E K 
o( ot) =~ • T • • ( ( ~ • ) - 1 e ot) ] =~ • ( T • • e oU ] =~ • e ot' ) =ot' . 

que es lo que queríamos demost.rar . • 
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.• ... 
COROLARIO. si pCx) e K[xl es irreducible y a,b son dos rafees 

de p(x) en~onces KCa), k(b) son isomor~os, con un isomor~ismo que 

lleva a en b y que deja ~ijos ~odos los elemen~os de K. 

TEOREMA. Cualesquiera dos campos de descomposición Ey E' de -

los polinomios ~Cx) E K[x] y~·(~) E K'[~] respec~ivos, son isomoL 

ros, con un isomor~ismo ~ con la propiedad de que ~o0=~· V ~ E K. 

Demostración. Si [E: K]=~ en~onces E=K, de donde ~Cx) se descompone 

en un produc~o de ~ac~ores lineales sobre el mismo K. ~·(~) ~am-

bién se descompone sobre K' en un produc~o de ~ac~ores lineales, 

de donde E'=K'. Pero en~onces ~=T nos proporciona el isomor~ismo 

de E sobre E' que coincide con T sobre K. 

Supongamos ahora que el resul~ado es cier~o para cualquier campo -

K y cualquier polinomio rCx) E K [ x] 
o o 

con ~al de que el grado de 

algún campo de descomposición E de ~Cx) sea menor que n sobre K , 
o o 

es decir, [E :K ]<n. Supongamos que [E:K] =n>~. donde E es un cam
o o 

po de descomposición de ~Cx) sobre K. Como n>1, ~(x) ~iene un 

~ac~or irreducible pCx) de grado r>~. Sea p'C~) el correspondien~e 

~ac~or irreducible de ~·e~). Como E descompone a ~Cx). Un juego 

comple~o de rafees de rCx)_ y por ~an~o, de rafees de pCx), 

en E. De es~a manera, hay un v E E ~al que pCv)=o y en~onces 

[ KC v) : K] =r . 

es~an 

Análogamen~e hay una w E E' ~al que p'Cw)=o y en~onces hay un iso-

morf"ismo o de KCv) sobre K'Cw) con la propiedad de que O'Co0=~· 

V ~ e K. Como [ KCv): K] =r> ~, [E: KCv)] =[E: K]/[ KCv): K] =n./r<n. 

Arirmamos que E es un campo de descomposición de rcx) considerado 

como un polinomio de K =KCv), 
o 

pues ningún subcampo de E con~enien-

do a K 
o 

y por ~an~o a K puede descomponer a ~Cx) ya que E se supo-

ne es un campo de descomposición de ~(x) sobre K. 

Análogamen~e E' es un campo de descomposición de ~ '(~) sobre -

K' =K' Cw). Por nuest.ra hipót.esis de inducción hay un isomorf"ismo ~ o 
de E sobre E' ~al que ~a) =oC a) V a E K Pero para cada Ol E K, 

o 
oC o0 =a.' , de donde Ol E K e K , ~( ci) =oC a.) = C! • , es t. o prueba el ~eorema. • o 
Para ver la par~e "en part.icular ... ", sea K=K' y sea T la aplica-

ción idén~ica T(a.)=a. V a. E K. Supongamos que E y E son dos cam--
~ 2 
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pos de descomposición de f(X) E K[x] considerando E =E~K y E =E'~K 
' i 2 

y aplicando el teorema que acabamos de probar tenemos que Ei Y E2 

son isomorfos con un isomorfismo que deja fijos todos los elemen--

tos de K . • 
Un campo puede tener un isomorfismo no trivial sobre si mismo, di

chas transformaciones serán de la mayor importancia en lo que sige. 

AUTOMORFISMO DE CAMPOS. 

En la seccón precedente se examinó el concepto de isomorfismo 

de un campo en otro. El caso especial en el que el isomorfismo 

transforma un campo dado en si mismo se examina en esta parte. 

DEFINICION. Un isomorfismo a de un campo K sobre si mismo se -

llama au~omorfismo de campos. 

DEFINICION. 
Si a es un automorfismo de un campo K entonces un -

elemen~o a E K queda fijo bajo o si GCa)=a. 

Un au~omorfismo a de K deja fijo un subcampo F de K 

si cada a E F queda fija bajo a. 

Una colección S={a./i E I} de au~omorfísmos de K 
\. 

deja fijo a un subcampo F de K si cada a E F queda 

fija bajo ~oda G, 
\. 

E S. 

TEOREMA. Si S={o./i. E I} es una colección de automorfismos de 
\. 

un campo K en~onces el conjunto F de todos los elementos a E K que 

quedan fijos bajo toda a. E S forman un subcampo de K. 
\. 

Demostración. Si a.Ca)=a y a.Cb)=b Vi E I en~onces a.Ca±b)=a.Ca)± 
\. \. \. \. 

a.Cb)=a±b, o.Cab)=a.Ca)o.Cb)=ab y o Ca/b)=o.Ca)/a.Cb)=a/b sí b~o. 
\. 'l. - \. \. 'l. \. \. 

Como ~odas las a son au~omorfismos, ~enemos que o.Co)=o y o.Ct)=t 
i \. 'l. 

V ie.I. O sea que 0,1 E F y por lo ~an~o Fes un subcampo de K . • 
DEFINICION. El campo F del ~eorema an~erior se llama el campo 
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fijo de la colección de automorfismos o. de K. 
l. 

con un solo automorfismo o, diremos que F es el campo fijo del au-

t.omorfismo o de I(,:; 

TEOREMA. El conj un t. o S={o. /iei} de t.odos 1 os aut.omor f i smos de 
l. 

un campo K es un grupo bajo la composición de funciones. 

Demostración. Siendo la composición de funciones el product.o de -

automorfismos, sabemos que dicho producto es asociat.ivo. El aut.o-

morfismo ident.iodad Ik:K~K tal que IkCa)=a V a E K es obviamente 

un automorfismo de K. Si o es aut.omorfismo ent.onces o-
1 t.ambién lo 

es. De est.a forma demostramos lo afirmado en el t.eorema . • 
TEOREMA. Si K es un campo y F es un subcampo de K ent.onces el 

conjunto G(K/F) de aquellos aut.omorfismos de K que dejan fijo a F 

es un subgrupo del grupo de t.odos los automorfismos de K. 

Demostración. Para o ,o E G(K/F) y V a E F t.enemos que Co oo )(a) 
:1. 2 2 :1. 

=o (o Ca))=o Ca)=a, de manera que o oo E G(K/F). Es claro que el 
2 :1. 2 2 :1. 

automorfismo identidad Ik E G(K/F). Además, si oCa)=a V a E F en--

tonces a=o- 1 Ca), es decir, si o E G(K/F) entonces o- 1 
E G(K/F), 

asi, vemos que G(K/F) es un subgrupo del grupo de todos los auto--

morfi smos de K . • 
DEFINICION. El grupo G(K/F) se llama el grupo de automorfismos 

de K que dejan fijo a F. 

AUTOMORFISMO DE FROBENIUS. Si K es un campo finit.o de caract~ 

ristica p entonces la transformación o :K~K tal que o Ca)=aP 
p p 

V a E K es un automorfismo Se le llama el automorfismo de Frobe-

nius. Además el campo fijo de este automorfismo es isomorfo a ~p. 

Demostración. Sean a,b E K entonces a+b E K y o Ca+b)=Ca+b)P pero 
p-:1. p 

Ca+b)P=aP+bP+ E (P)anbp-n si i~n~p-1, el coeficiente binomial 
n 

n=:l 

(P) es divisible por p y todos los términos de la sumatoria son e~ 
n 

ro, por lo tanto Ca+b)P=ap+bp y en consecuencia o Ca+b)=o Ca)+o (b) p p p 
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Luego en~onces o es un homomorfismo, 
p 

asi mismo o Cab)=o Ca)o Cb). 
p p p 

además si o Ca)=o en~onces aP=o, y 
p 

en consecuencia a=o de ~al 

forma, el Kero ={o} y por lo ~an~o o es un monomorfismo. 
p p 

Como K 

es fini~o. o es suprayec~iva, es decir o es un epimorfismo, y es 
p . p 

por ~an~o un isomorfismo y en consecuencia un au~omorfismo. 

Por o~ro lado ZP es~a con~enida en K pues~o que K es de carac~eri~ 

~ica p. Por el ~eorema de Ferma~. para a E Z , ~enemas que o Ca)= 
p p 

aP=a, por lo ~an~o a E K{o }' de es~a manera, el polinomio xP-x 
p 

~iene p ralees en K, a saber, los elemen~os de Z Como un polino
P 

mio d~ grado n sobre un campo K ~íene a lo más n ralees en ese cam 

po, y como los elemen~os fijos bajo o son precísamen~e las ralees 
p 

en K de xP-x, vemos que ZP=K{o }' • 
p 
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CAPITULO III. 

CAMPOS FINITOS 

DEFINICION. El orden de un campo K es el número de elementos -

de K. 

TEOREMA. Sea K un campo de orden p y E un campo rinito exten-

sión de K entonces E es extensión de K de grado n y el orden de E 

es pn para algún n E ~-

Denwstraci6n. E es un espacio vec~o~ial sob~e K, como E es rini~o. 

es ciertamen~e de dimensión fini~a como espacio vectorial sobre K. 

Supongamos que [E: K] =n en~onces E ~iene una base den elemen~os SQ 

bre K, sea v~,v 2 , ... ,vn una base de' E sobre K, en~onces todo 

elemento de E ~iene una representación única en la rorma. 

ot V +ot V +. . . +ot V 
~ ~ 2 2 n n 

donde 01 , 01 , • • • , a 
~ 2 n 

son todos elementos de K, asi pues, el número 

de elementos de E es el número de combinaciones lineales que se 

forman cuando las a ,a, ... ,a van ~amando valores sobre K. Como 
~ 2 n 

cada coeficiente puede tomar p valores, E debe ~ener pn elementos• 

De esta manera nos damos cuenta que no existen campos con, por 

ejemplo, ó, ~o, ~2. ~"'• ~!5, ~e. 20, etc. elementos. 

Nótese aqui el contraste con la ~eoria de grupos en donde exi~ 

ten grupos de cualquier orden, ~ambién existen grupos qu~ son del 

mismo orden pero no son isomo~fos. Esto último no puede suceder en 

los campos finitos como se verá a con~inuación. 

n 

TEOREMA. Sea K un campo de orden pn en~onces V a E K ap =a. 

Demostración. Si a=o la afi~mación es cla~a. Si a~o. los elemen~os 

distin~os de ce~o de K ro~man un grupo bajo la multiplicación, el 
n ~ 

orden de es~e g~upo es pn-1 y por consiguien~e ap - =t V a E K con 

a~o. Multiplicando esta expresión por a ob~enemos apn=a. • 

DEFINICION. a es una raiz de mul~iplicidad m de rcx:> si 
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DEFINICION. Si f(x)=a +a x+ ... +a x" E K[xl en~onces 
o :t ro 

f•(x)=a +2a x+ ... +na x"- 1 es la derivada de f(x). 
:t 2 ro 

Las siguien~es igualdades son consecuencia inmedia~a de la 

definición an~erior: (f+g) ·ex) =f ·ex) +g ·ex). e fg) ·ex) =f-e x) gc x) + 

fCx)g'Cx), y Cf")'(x)=n(f"- 1 Cx))f'Cx). 

TEOREMA. Un polinomio fCx) E K(x] ~iene una raiz mul~iple si y 

sólo si f(x) y f'Cx) ~ienen un fac~or común de grado posi~ivo. 

Demostración. ~) supongamos que las rafees de f(x) se encuen~ran -

~odas en K. Si f(x) ~iene una raiz mul~iple en~onces 

fC x) =C x-oü mqc x) donde m> 1 , y asi , f' C x) =C x-oü mq • C x) +mC x-a) m- 1 qC x) = 

C x-oü [ C x-Ot) m - 1 q • C x) +mC x-oü m -
2 qC x) ] =C x-Ot) r C x) , ya que m> 1 . Pero es

~o nos dice que f(x) y f'Cx) ~ienen a Cx-oü como fac~or común. 

~ si f(x) es mónico y no ~iene ninguna raiz mul~iple, lo podemos 

expresar como f(x) =Cx-Ot ) ... Cx-a ) , donde las Ot. son ~odas dis~in-
1 r, ~ 

ro 

~as. Pero entonces f•(x)= E Cx-Ot ) ... Cx-Ot.) ... ex-a) donde:------
:t ~ ro 

i. =:t 

indica el término que se ha suprimido. Afirmamos que niguna raiz 

de fCx) es raiz de f'Cx) ya que f' <Ot >= n Ca -a )~o ya que las 
i. ~- i. j 

J ~ -

ralees son todas distintas. Por o~ro lado si f(x) y f•(x) ~ubieran 

un factor común no trivial, tendrian una raiz común, a saber, 

r.u:=~lquiera· de las rafees de est.e fac~or común, cosa que no puede -· 

suceder y por lo tanto f(x) y f'Cx) no tienen fac~ores comunes no 

~ri vi al es . • 
TEOREMA. si f(x) es irreducible sobre K entonces 

1.- Si la carac~eristica de K es cero en~onces f(x) no 

tiene ralees multiples. 

2.- Si la caracteris~ica de K es p entonces f(x) tiene 

una raiz mul~iple sólo si es de la forma fCx)=gCxP). 

Demostración. Como f(x) es irreducible, sus únicos fac~ores en 

K(x] son :t y f(x). Si fCx) tiene una raiz mult.iple en~onces f(x) y 
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f'Cx) tienen un factor común no trivial, de donde fCx)/f'(x), pero 

como el grado de f'Cx) es menor que el de f(x), la única forma de 

que esto suceda es que f'Cx)=o, en caracteristic~ cero, esto 

implica que f(x) es constante, y por tanto que no tiene ninguna 

raiz. En caracteristica p esto obliga a que fCx)=gCxP). • 

TEOREMA. Si K es un campo de caracteristica p entonces el 
n 

polinomio xP -x tiene p" raices distintas. 

p" n p"-1 
Demostración. La derivada de x -x es p x -1=-1 ya que K es de 

n 

caracteristica p. Por lo tanto el polinomio xp -x y su derivada 
n 

son primos relativos, esto implica que xp -x no tiene raices 

multiples . • 
TEOREMA. Sea K un campo con p" elementos entonces el polinomio 

n 

xp -x E K[xJ se ~actoriza en K(x] como: 

xp" -x = n Cx-oD. 
OtEK 

n 

Demostración. xP -x tiene cuanto más n 
p raices, las p" raices -

de ~p"-x son todas elementos de K. Y por lo tanto xp"-x= n Cx-oD .• 
OtEK 

TEOREMA. Sea K un campo con p" elementos entonces K es el 
n 

campo de descomposición del polinomio xp -x. 

Demos trae i ón. xp"-x se descompone en K, pero no puede descompone~ 

se en un campo más peque~o porque ese campo tendria que tener to--

das las raices de este polinomio y por tanto tendria que tener 
n 

p 

..:.·1..:.-mentos. De esta. ma.ner a. K ¿;::; Bl campo de dBscomposi ci ór1 dBl pQ 

linomio xp"-x • 
COROLARIO. Dos campos ~!nitos de igual orden son isomor~os. 

TEOREMA. Para todo número primo p y todo entero positivo n -

existe un único campp de orden p". 
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n 

Demostración. Consideremos el polinomio xp -x E Z [xJ. ·Sea K el p . n 

campo de descomposición de es~e polinomio y sea F={a E K/aP =a} . ... 
Los elementos de F son las rafees de xP -x, que son ~odas 

dis~intas, lo que implica que F ~iene 
n p F es un elementos. 

n n 

y a P bP =ab E F. 
n n 

Ade-campo, pues si a,b e F en~onces a=ap , b=pp 

más, como la caracteristica del campo es p Ca±b)p"=a±b E F Y

Ca/b)p"=a/b Csi b~o). Por ~an~o Fes un subcampo de K y por lo ~a~ 

~o F=K.- Este campo es único, (salvo isomorfismos). • 

DEFINICION. Sea G un grupo y a E G. Al menor en~ero positivo n 

con la propiedad de que a"=1 se le conoce como el orden de a. Si 

no existe dicho en~ero positivo n, 

infinito. 

decimos que a es de orden 

DEFINICION. El exponente eCG) de un grupo finito G es el 

minimo común múltiplo de los órdenes de los elementos de G. 

Se puede observar que eCG) divide al orden de G. En general, G no 

necesita tener un lemento de orden eCG), por ejemplo, si G=S en--a 

tonces eCG)=6, pero S no tiene ningún elementos de orden 6. 
a 

Los grupos abelianos se comportan mejor a este respecto como vere-

mos a continuación. 

TEOREMA. Todo grupo abeliano G contiene un elemen~o de orden -

eCG). 

Demos trae i ón. 

tin~os y ot. ~1. 
l. 

Sea e=eCG)= pot 1 pot 2 ••• pot" donde las p son primos di~ 
1 2 n \. 

Por la definición de e(G), G debe poseer elemen~os 

Ol. 
g. cuyos ordenes sean divisibles por p. "• 

l. l. 

entonces una po~encia 

ot. 
apropiada a. de g. tiene orden p."· Definamos g=a a ... a , y supon 

1 2 n -
l. l. l. 

gamos que gm=1,donde ~1, en~onces am=a-ma-m a·m a·m a·m y-
\. 1 2 .. · \.-1 \.+1' · · n ' 

- O( 1 0!. .2 0!. . O( . 0!. asi q-p
1 

p
2 

... pi.~iip\.;11 ... pnn, y entonces a:q=i, pero q es primo 

con ¡-especto al orden de a., asi que pOI.\. divide a m, luego. e=eCG) 
l. l. 

divide a m, pero claramente ge=1, entonces g tiene orden e=e(G), 

que es lo que deseabamos . • 
TEOREMA. Si G es un subgrupo finito del grupo multiplicativo 
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de un campo K entonces G es ciclico. 

Demostración. Puesto que la multiplicacign en K es conmutativa, G 

es un grupo abeliano. 
e 

Sea e=eCG), entonces V x E G tenemos que x =t. De tal modo que x 
e es una raiz del polinomio x -1 sobre el campo K. Hay a lo m~s e 

raices de este polinomio, por lo que o(G)~e. Pero e~o(G), por tan

to e=eeG)=oCG), y por el teorema anterior G es ciclico. • 

COROLARIO. El grupo multiplicativo de un campo finito es 

ciclico. 

DEFI~ICION. Sea E una extensión de un campo K. Un elemento 

a E E que es algebráico sobre K se dice que es separable sobre K 

si es una raiz simple de irreK,cú. 

La extensión E se dice que es separable sobre K si es algebráica -

sobre K y si cada uno de sus elementos es separable sobre K. Tam--

bién decimos que E/K es separable. 

Si E/K es algebráica pero no separable decimos que E es una exten-

sión inseparable de K. 

DEFINICION. Un campo K se llama perfecto si no tiene 

extensiones inseparables. 

Sea KP={ap/a E K}. Notemos que si K es finito de 

caracteristica p, a E K entonces a tiene a lo más una raiz 

p-ésima. 
Tenemos que a e KP si y sólo si a tiene una raiz p-ésima en K. 

TEOREMA. Un campo dado K es perfecto si y sólo si la caracte-

ristica de K es cero o la caracteristica de K es p y KP=K. 

Demostración. Supongamos que la caracteristica de K es cero. Sea E 

una extensión algebráica de K, a e E y pCx)=irrCK,a) entonces 

p • ex) ~o , p • ex) es de grado menor que pC X:) , de modo que pC x) no pu~ 

de dividir a p'Cx), por lo tanto p'<a)~O. Lo que indica que a es

separable sobre K y por lo tanto E/K es separable. 
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Ahora supongamos que la caracteristica de K es p, y sean E.a.pCx) 

como se dijo arriba. Supóngase que KP=K y que a no es separable 

sobre K. Como p• <a> =o y como el grdcp•Cx))<grd(p(x)) se sigue que 

p•cx:>=o. Y por el cuarto teorema de esta sección se tiene que 
n r 

pCx:>= E a xP 
r 

r=O 
como KP=K. cada a tiene una única raiz p-ésima en K. 

r 
n r ( n JP 

para r=o,i, ... ,n. Entonces pCx)= r~Ob~xp = r~Obrxr • 

tradice el hecho de que p(x) es irreducible en K[xJ. 

debe ser separable y se sigue que K es perfecto. 

Sea bP=a 
r r 

lo que con--

Entonces E/K 

Reciprocamente. Supoongamos que la caracteristica de K es p y que 

K es perfecto. Sea a E K y consideremos el polinomio xP-a E KP. 

Si este polinomio tiene una raiz b en K entonces a=bp E KP. 

Supongamos que no tiene raiz en K, y sea pCx) uno de sus factores 

no constantes mónico e irreducible en K[x]. Consideremos la exten

sión KCb) donde p<b>=o. En KCb)[xJ tenemos que xP-a=xP-bP=Cx-b)P. 
m 

Y como pCx:> divide a este polinomio tenemos que pCx)=Cx-b) para -

algún m. Si m=i entonces Cx-b) E K[xJ y asi b E K. lo cual no 

cierto, entonces m>1. Luego b no es una raiz simple de pCx), y 

como pCx)=irrCK,b), KCb) no es separable sobre K. Esto contradice 

el hecho de que K es perfecto, por lo tanto debemos tener 

a E KP-V E K. esto es: KP=K. • 

COROLARIO. Todo campo finito es perfecto. 

que -

Demostración. Consideremos ahora un campo finito K de caracterist~ 
el automorfismo de Frobenius dado por a <a>=ap implica que -

p ca P• 

K=KP. 
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