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Resumen

La modelacion matemaética de la transferencia de calor en medios no homogéneos es fundamental
en diversas disciplinas. Este trabajo aborda la aplicacién del método de Series de Potencias de
Parametro Espectral (SPPS) para simular la transferencia de calor en materiales multicapa asociada
al modelo fotoacustico. El modelo considera la absorcién de un haz laser modulado, cuya variacién
térmica se propaga a través de las capas del sistema. El proceso se modela mediante la ecuacién de
calor y se formula como un problema de Sturm Liouville, obteniendo soluciones analitico-numéricas
para la distribucién de temperatura en cada capa. Dado que las transformadas integrales son dificiles
de invertir en multiples capas o las diferencias finitas dependen de la malla, el método SPPS
permite manejar coeficientes variables de forma analitico-numérica con bajo costo computacional,
resolviendo problemas de valor inicial, frontera y espectrales. La investigacion escala desde modelos
de dos hasta configuraciones de cinco muestras de material, evaluando el impacto de parametros
como difusividad, conductividad y capacidad calorifica. La validacién numérica mediante algoritmos
en Python demuestra excelente concordancia con Diferencias Finitas (precisiones de 1077) y un
enfoque semianalitico, alcanzando precisiones del orden de 10!, Finalmente, los resultados validan
la viabilidad del SPPS para resolver problemas de transferencia de calor en areas que impliquen
fuentes fotoactsticas como caracterizacién de materiales, ademés de su flexibilidad para el estudio
de sistemas de difusién con coeficientes variables.

Palabras clave: Problema de Sturm-Liouville, Series de Potencias de Pardametro Espectral,
Valores Propios, Fotoacustica, Transferencia de Calor en Medios Multicapa.
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Abstract

Mathematical modeling of heat transfer in non-homogeneous media is fundamental across various
disciplines. This work addresses the application of the Spectral Parameter Power Series (SPPS)
method to simulate heat transfer in multilayer materials associated with the photoacoustic model.
The model considers the absorption of a modulated laser beam, generating a thermal variation
that propagates through the system’s layers. The process is modeled using the heat equation and
formulated as a Sturm-Liouville problem, obtaining analytic-numerical solutions for the tempera-
ture distribution in each layer. Given that integral transforms are difficult to invert across multiple
layers and finite difference methods are mesh-dependent, the SPPS method allows for handling va-
riable coefficients in an analytic-numerical manner with low computational cost, successfully solving
initial value, boundary value, and spectral problems. The research scales from two-layer models to
configurations of five material samples, evaluating the impact of parameters such as thermal dif-
fusivity, thermal conductivity, and heat capacity. Numerical validation through Python algorithms
demonstrates excellent agreement with Finite Differences (accuracies of 10~7) and a semi-analytical
approach, achieving accuracies on the order of 107!, Finally, the results validate the feasibility of
the SPPS method for solving heat transfer problems in fields involving photoacoustic sources, such
as material characterization, as well as its flexibility for studying diffusion systems with variable
coefficients.

Keywords: Sturm-Liouville Problem, Spectral Parameter Power Series, Eigenvalues, Photoa-
coustics, Heat Transfer in Multilayer Media.
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Introduccion

La presente tesis se encuentra organizada en siete capitulos que detallan el desarrollo, imple-
mentacion y validacion del modelo propuesto:

En el Capitulo I: Antecedentes, se realiza una revision del estado del arte sobre el método SPPS,
técnicas de simulacién en medios multicapa y aplicaciones en fotoacustica. Asimismo, se presentan
la justificacién, la hipétesis y los objetivos de esta investigacion.

En el Capitulo II: Fundamentacién Tedrica, se detallan las herramientas matemaéticas y fisicas
esenciales, abordando el problema de Sturm-Liouville y el modelo de Rosencwaig-Gersho (RG).
Asimismo, se introduce el método de Series de Potencias de Pardmetro Espectral (SPPS) y el
soporte algoritmico necesario para la integracién numeérica y la bisqueda de raices.

En el Capitulo III: Metodologia, se describe el proceso de implementacién computacional en
Python. Se detalla la seleccién de variables y el proceso de programacién para aplicar el método
SPPS inicialmente a modelos de dos capas de muestra, permitiendo una primera comparacién de
resultados con otros enfoque de referencia.

En el Capitulo IV: Método SPPS y el modelo de n capas, se desarrolla la formulacion para siste-
mas estratificados permitiendo la descomposicién de la solucién térmica u(z,t) en sus componentes
transitoria, estacionaria (DC) y oscilante (AC).

En el Capitulo V: Enfoques de referencia para el problema de Sturm-Liouville, se presentan los
métodos utilizados para la validacién del modelo. Esto incluye el enfoque semianalitico matricial
para el caso homogéneo y la discretizacion mediante Diferencias Finitas Centradas (FD), asi como
la definicion de propiedades térmicas variables.

En el Capitulo VI: Resultados, se presenta la validacién exhaustiva del modelo mediante simu-
laciones numéricas. Se analizan los valores y funciones propias, la precision frente a los enfoques
de referencia y el comportamiento de la amplitud y fase de la senal fotoacustica en sistemas con
propiedades térmicas variables y términos no homogéneos f(z,t).

Finalmente, en el Capitulo VII: Conclusiones, se presentan las reflexiones finales del trabajo,
destacando la precision alcanzada por el método SPPS, la eficiencia en la supresién de modos altos
y sugiriendo lineas de investigacion futuras.

En los apéndices, se encuentran los scripts fuente en Python utilizados para la implementacién
del método SPPS, cédlculo de valores propios y generacién de las simulaciones presentadas.

El proposito central es desarrollar simulaciones numéricas mediante el método SPPS con el
proposito de analizar la transferencia de calor en materiales multicapa dentro del modelo foto-
acustico. Al integrar el andlisis fasorial y un marco de validaciéon numérica, este trabajo consolida
una herramienta robusta y de libre acceso, para resolver problemas de difusiéon con coeficientes
variables y multiples discontinuidades.



CAPITULO 1

Antecedentes

En la tabla 1.1 se presenta una recopilacién de tesis en las que se ha utilizado el método SPPS
para resolver problemas en contextos como telecomunicaciones, fibras dpticas y propagacién de
ondas electromagnéticas.

Tabla 1.1: Resumen de Tesis sobre el método SPPS y desarrollo de sistema fotoacistico.

Espectral

Ref. | Titulo Autor Ano | Institucién Grado Descripcion
Analisis de” Proble@as N. R. Ca- ESIME ) A{lahsls de fibras 6pticas de dlsp(.er-
de Propagacién en Fibra . Maestria sién plana. Calculo de modos guia-
[1] . - rreén Guz- | 2018 | Zacatenco L . .
de Dispersion Plana Me- man (IPN) en Ciencias | dos, con tiempo de computo de alre-
diante el Método SPPS dedor de 0.68 minutos.
Se analiza método SPPS para es-
Andlisis de medios no ho- tudlfir la propagac,lon de ondas en
) L ESIME . medios no homogéneos. Se compa-
mogéneos para el diseno | S. Estevez Maestria L . . .
2] P 2018 | Zacatenco L ran disenos sinusoidales y apodiza-
de filtros 6pticos usando | Valdez en Ciencias . L, p
. (IPN) dos, la implementacién numérica re-
el método SPPS A .
quirié tiempos computacionales en el
rango de 9 a 35 segundos.
Se estudia la dispersién cromética e
Método SPPS para el intermodal en fibras 6pticas con per-
analisis de problemas de | I. 1. ESIME . files parabdlicos. El método SPPS
.. Maestria iz . . .
[3] propagacién de ondas en | Alonzo 2017 | Zacatenco en Cliencias permitié analizar perfiles arbitraria-
fibra éptica de compensa- | Hernandez (IPN) mente modificados de fibras desta-
cién de dispersién candose por su precisién y tiempos
de cémputo.
Se utiliza el método SPPS aplicado
Anélisis de Dispersién de a ecuaciones de Bessel perturbadas,
Guia de Onda en Fibras ESIME , evaluando perfiles de indice de refrac-
. - L. Cano Maestria ., . .
[4] de dispersién Desplazada Osornio 2016 | Zacatenco en Ciencias | cion tanto continuos como con dis-
no Nula Usando el Méto- (IPN) continuidades. Se obtuvieron errores
do de SPPS absolutos menores a 106 en valores
propios calculados.
. . .. Se analiza la ecuacién de Schrédinger
Ecuacién de Dispersién . . R .
Universidad con masa dependiente de la posicion.
para el Operador de . . s
L . . Auténo- , El método SPPS permitié calcular
Sturm-Liouville Median- | E.  Ortiz Maestria . [
5] . . 2014 | ma de . eigenvalores con alta precisién, con
te el Método de Series de | Caballero . en Ciencias . : 1o
R ) Querétaro errores absolutos inferiores a 10 R
Potencias del Pardmetro .
(UAQ) comparado con soluciones exactas y

otras reportadas en la literatura.

La tabla 1.2 recopila articulos publicados en los ultimos 10 anos sobre la implementacion del
método SPPS, técnicas de simulacién numérica en medios multicapa y aplicaciones basadas en el
modelo fotoacustico.




Tabla 1.2: Resumen de Articulos sobre Estado del arte.

l Ref. [ Autores [ Ano [ Método Utilizado [ Aplicacién [ Contribucién
Solucién a la ecuacién de Reafirman los retos de la in-
S. M. Barma- Método de Fou- calor multicapa con coefi versién numérica en las trans-
[6] gambetov, U. K. | 2025 | rier (Separacién de ) b . formadas y el enfoque analitico
. . cientes constantes discon-
Koilyshov variables) tinuos conduce a un problema espec-
) tral de Sturm-Liouville.
R. Castillo Perez, Comparacién de SPPS | Anélisis modal en fibras Error relativo <5 % vs méto-
J. R. Ek Ek, C. E. P . . do exacto. Menor costo compu-
7 ~ 2023 | con Modos Exactos y | 6pticas micro/nano céni- . .
Jacome Penaherre- FEM cas tacional que el método FEM pa-
ra, et al. ra radios > 2 pum a 1550 nm.
. (s . Uso potencial de la imagen foto-
W.-Y. Tsai, S. Andlisis de imagen fo- L . P . )
. L. Prediccién de pardmetros | acustica en para medir parame-
8] Breimann, T.-W. | 2023 | toacusticay espectros- L L
Shen. et al copia de absorcién bioquimicos en sangre tros bioquimicos con correla-
’ ) cién de R? > 80.
R. Vega, V. Rabi- Propagacién de ondas de ?;gzr?;naglgiogee;?;i?ézz diz
9] novitch Likhtman, | 2022 | SPPS radio en medios estratifi- . 9
. ., con precisiéon de 10 frente a
R. Castillo-Pérez cados <. (s
solucién analitica.
M. Farkas, B. De- Transformada Unifica- Resolucién de ecuacion de | Valores propios con 4 decima-
[10] coninck 2022 da de Fokas (UTM) calor con conductividad | les exactos y error absoluto de
térmica variable 10-3
. i . Al . . . Impl i6 imulacio-
L Sturm-Liouville sistemas sélido-sélido p p
bricht de valores propios.
L. Zhow. M. Parhi- Series de Fourier y ex- | Célculo de temperatura | Desarrollo de un modelo que
[12] ziA A Ja7in ’ 2021 | pansién en funciones | en sistemas multicapa con | considera coeficiente convectivo
T propias. flujo de calor variable variable en cuerpos multicapa.
Aplicacién de un método de
M. Akel, H. M. . e, P transformada integral para pro-
[13] | Elshehabey, R. Ah- | 2021 Transfo.rmada integral leusmn _termlca eM e plemas problemas de difusién
generalizada dios multicapa . .
med no homogéneos en medios mul-
ticapa.
Al i do i | Mo 0 Fel S o
N. G. March, E. J. Método de volumenes | fusién multicapa con dife- v, ap .
[14] 2019 . e - de interfaz generales; validado
Carr finitos rentes condiciones de in- .. .
torfaz con pruebas numéricas precisas
con errores del orden de 1072,
J. A. Lépez Tole- Modelado de reflexién y Valores probios con errores ab
[15] | do, H. Oviedo Gal- | 2018 | SPPS transmisién en medios es- prop 7 _8
deano tratificados solutos entre 10~ " y 107°.
P . Muestran que métodos clasicos
Difusién  multicapa con de transformadas fallan al in-
E. J. Carr, N. G. Método semianalitico | condiciones de frontera | ° .
[16] 2018 ) : . tentar combinar fronteras de-
March (Capas homogéneas) dependientes del tiempo e . .
intorfaces senerales pendientes del tiempo y un alto
& ' nimero de capas heterogéneas.
M. Isaiev, G. Mus- SSSVISQZ? de(;ejg 16?5;2: Evaluacién de propiedades | Revision de los principios de
[17] | sabek, P. Lishchuk, | 2022 - . térmicas y elasticas de na- | medicién y diseno de sistemas
acustico en caracteri- . L
et al. -, - nomateriales fotoacusticos.
zacién de materiales
B. Abad, D.A. Bor- Téenicas fototérmicas Caracterizacién de nano- | Medicién sin contacto en na-
. (TDTR, FDTR, ra- . . . .
[18] | ca Tasciuc, and M. | 2017 . ’ P materiales para energias | noescala con incertidumbre de
. diometria, fotoactsti-
S. Martin Gonzalez ca) renovables (~10 %)
Exploracién del uso de la espec-
. Espectroscopia foto- | Aplicaciones en sdélidos, | troscopia fotoacustica en cien-
(19] M. W. Sigrist 2017 acustica (PAS) liquidos y gases. cia, medicina y medio ambien-
te.
Imagen biomédica (vascu- | Revisién exhaustiva del desa-
[20] S. Manohar, D. Ra- 2016 Revisién histérica del | latura, retina, tumores), | rrollo histérico, técnico y clini-
zansky efecto fotoactstico espectroscopia, monitoreo | co del método fotoacustico a
ambiental. través de los anos.




Propuesta de un método semi-
E. I Carr. I W Transformada de La- | Modelado de difusién en | analitico eficiente para resolver
[21] Tilrn.er T " | 2016 | place y expansiéon en | medios compuestos con | la ecuacién de difusién multi-
funciones ortogonales multiples capas capa con errores del orden de
10-6.

Desarrollo de un método basa-
M. R. Rodrigo, A Transformada de La- | Solucién analitica de difu- | do en transformadasde Laplace
[22] L .W(;rthy 77| 2016 | place aplicada a difu- | sién multicapa sin expan- | para muiltiples capas con condi-
’ sién multicapa sién en series ciones no homogéneas y funcio-

nes arbitrarias en el tiempo

Entre los trabajos revisados, [17], destaca la aplicacién del enfoque fotoactstico para caracterizar
nanomateriales, demostrando su capacidad para medir propiedades térmicas, épticas y mecanicas
de forma no destructiva. Por su parte, el método SPPS se ha validado como una alternativa eficiente
frente a enfoques tales como modos exactos y el método de elementos finitos (FEM, por sus siglas
en inglés), particularmente en el andlisis modal de fibras 6pticas [7]; en dichos estudios, se han
obtenido resultados numéricos con una precisién del orden de 10™? en comparacién con soluciones
analiticas [9]. Finalmente en [6] se establece que el problema de valores iniciales para la ecuacién
de calor con coeficientes discontinuos se reduce a un problema espectral de Sturm-Liouville.

En contraste, esquemas de volimenes finitos [14] muestran limitaciones de estabilidad al resolver
la ecuacién de difusién en medios multicapa, ya que las condiciones de interfaz pueden restringir su
aplicabilidad en simulaciones rapidas para sistemas con multiples estratos. Asimismo, los enfoques
basados en la transformada de Laplace [21,22] reconocen la dificultad asociada a su inversién, lo
cual puede resultar costoso en términos de tiempo computacional. De manera similar, en [13] se
propone una solucién que depende de la transformada M), ,,,, cuya inversiéon puede volverse compleja
ante funciones arbitrarias.

Otros estudios, como el de [10], logran resolver la ecuacién de calor con conductividad variable
mediante la transformada de Fokas; o bien, analizan soluciones analiticas y numéricas para la
transferencia de calor en interfaces sélido-sélido [11], aunque sin incorporar los mecanismos de
generacién térmica propios del modelo fotoactstico.

El antecedente fundamental de esta investigacién es el enfoque desarrollado por Khmelnytskaya
y Serroukh [23], quienes establecieron las bases para aplicar el método SPPS a la simulacién de la
transferencia de calor dentro del modelo fotoacustico. En dicho trabajo, se resolvié rigurosamente
el problema de conduccion térmica para una configuracién base, demostrando tedricamente que,
sin pérdida de generalidad, el método puede extenderse para modelar materiales de naturaleza no
homogénea y con caracteristicas discontinuas.

Tomando como base este desarrollo tedrico, la presente investigacion extiende dicha fundamen-
tacion hacia la implementacién computacional de sistemas con un mayor nimero de capas. La
contribucién principal de esta tesis radica en la implementacién, en un entorno de cédigo abierto
(Python), de un algoritmo para multiples estratos (de 2 a 5 capas de muestra), integrando un
enfoque fasorial para el estudio de los componentes oscilantes en el dominio de la frecuencia.

Aunado a ello, se establece un marco de validaciéon cruzada mediante la discretizacion por
Diferencias Finitas Centradas (FD) y un enfoques semianalitico. El resultado es una herramienta
computacional eficiente y de libre acceso que facilita el andlisis térmico de materiales multicapa
considerando fuentes fotoacusticas.



1.1. Justificacion

La transferencia de calor en materiales multicapa es relevante en diversas areas de la ciencia
y la ingenierfa [11,22]. Aplicaciones tales como medicién de propiedades termofisicas en la piel y
distribucién de farmacos [24,25]; analisis de fenémenos de contaminaciéon de medios porosos [26],
caracterizacién de nanomateriales [18], materiales semiconductores [17] y la transferencia de calor
en envolventes en edificaciones [27]. Dichos fenémenos se modelan mediante la ecuacién de calor,
cuya resolucién permite comprender el comportamiento térmico en estas estructuras [13,14, 28].

Este trabajo adopta el modelo fotoacustico como escenario de estudio, fundamentdndose en
el marco tedrico establecido por [23], quienes a partir del modelo clasico de [51], demuestran la
viabilidad de aplicar el método SPPS en materiales no homogéneos. Las técnicas basadas en este
modelo son relevantes en ciencia e ingenieria, al proporcionar métodos sin contacto que permiten
caracterizar materiales de forma no destructiva, lo cual es 1til en aplicaciones donde se requieren
propiedades térmicas especificas [17,18,29,30]. Este modelo permite analizar la respuesta térmica
mediante la absorcion de luz modulada; debido a la interdependencia entre las propiedades épticas
y térmicas, se ha estudiado mediante la resolucién de las ecuaciones de difusién de calor [18,29].

Esto permite el desarrollo de nuevas metodologias matematicas para describir el proceso fisico
de manera eficiente. La importancia de esta investigacién radica, por tanto, en crear herramientas de
validacion para simular la transferencia de calor en sistemas estratificados, donde el método SPPS
ofrece una opcién robusta para estudiar sistemas con coeficientes variables. El desarrollo integro
en Python asegura que el algoritmo sea accesible y verificable. Adicionalmente, el uso de librerias
cientificas de libre acceso garantiza que la metodologia pueda ser reproducida y ampliada en futuros
desarrollos académicos, superando las barreras asociadas al software de licencia comercial.

1.2. Descripcion del problema

La resoluciéon de problemas de difusién de calor en medios multicapa se ha abordado tradi-
cionalmente mediante la separacién de variables y las transformadas integrales. Sin embargo, la
separacién de variables suele limitarse a condiciones de frontera homogéneas, mientras que las
transformadas integrales presentan una alta complejidad en su inversién numeérica, especialmente
en sistemas de multiples capas [22,31,32]. Emplear separacién de variables conduce inherentemente
a un problema de Sturm-Liouville con coeficientes variables o discontinuos [6]. Por lo cual, es de
gran interés contar con un método para obtener una solucién préctica ante estos escenarios [28,33].

Entre los enfoques numéricos que aproximan soluciones a Problemas de Valor de Frontera (PVF)
de segundo orden, métodos como el de Disparo y Diferencias Finitas pueden presentar limitaciones,
ya sea por requerir multiples calculos para alcanzar una exactitud especifica o por su sensibilidad
numérica sujeta a la eleccién del paso h en las derivadas y de la necesidad del refinamiento en las
transiciones entre materiales [13,28, 34-36].

Ante estas restricciones, surge el problema de encontrar un método que combine la precisién de
una solucién cuasi-analitica con la eficiencia computacional de un algoritmo numérico. Dado que
los problemas espectrales de Sturm-Liouville implican la obtencién de valores propios A, el método
SPPS se propone para superar estas barreras, permitiendo el cdlculo de valores propios A, y funcio-
nes propias [37,38]. Su implementacién en simulaciones numéricas permite analizar la distribucién
de temperatura en sistemas con fuentes fotoactusticas y establecer un marco analitico-numérico que
sirva como base tedrica para la validacién de modelos con discontinuidades y coeficientes variables.



1.3. Hipdtesis

Mediante la aplicacién del método SPPS en la simulaciéon de la transferencia de calor en ma-
teriales multicapa asociada al modelo fotoacustico, es posible obtener valores propios A, con un
error absoluto menor a 107>, comparados con soluciones analiticas o con métodos numéricos de
referencia.

1.4. Objetivo general

Desarrollar simulaciones numéricas de la distribucion de temperatura mediante el método SPPS,
para estimar los valores propios del sistema asociado y analizar la transferencia de calor en mate-
riales multicapa dentro del modelo fotoacustico.

1.5. Objetivos particulares
= Determinar las variables utilizadas para la implementacién numérica del método SPPS.
= Programar e implementar el método SPPS al modelo de dos capas.
= Generar resultados para materiales con dos capas.
= Generar resultados para materiales de hasta 5 capas.

= Comparar los resultados obtenidos con resultados de otros métodos.



CAPITULO 2

Fundamentacion Teorica

En esta seccién se definen los conceptos tedricos fundamentales que sustentan la metodologia
empleada en esta tesis.

2.1. Ecuacién diferencial parcial lineal de segundo orden

Sea u = wu(x,y) una funcién de dos variables independientes x e y. La forma general de una
ecuacién diferencial en derivadas parciales lineal de segundo orden (EDP) con dos variables inde-
pendientes, se expresa como:

0%u 0%u 0%u ou ou
A@+Ba$ay+Ca—y2+D%+Ea—y+Fu—G (2.1)
donde los coeficientes y el término fuente G pueden ser constantes o funciones de las variables z e
y. Si G(z,y) = 0 la ecuacién es homogénea; de lo contrario, es no homogénea [31,32,39,40].

La clasificacién de una EDP lineal de segundo orden puede realizarse mediante el discriminante

B% — 4AC:

» Parabélica: B2 — 4AC = 0: Modela procesos de flujo y difusién del calor.

= Hiperbélica: B> — 4AC > 0: Modela fenémenos vibratorios y ondulatorios.

= Elipticas: B? — 4AC < 0: Modela fenémenos en estado estacionario.

Para simplificar la escritura, se suele utilizar la notaciéon con subindices para representar las deri-
vadas parciales:

ou ou 0u
Uy = — Uy = — U = —
Yoo Y oy Y Oxoy
permitiendo escribir la ecuacién (2.1) como:
Aty + Bugy + Cuyy + Dug + Fuy + Fu = G. (2.2)
De esta forma, es posible definir el operador lineal diferencial L asociado como:
0? 0? 0? 0 0
L=A—+B—/—+C-—+D—+E—+F (2.3)

Ox? 0xdy Oy? Ox oy
de modo que la ecuacién (2.1) puede reescribirse de forma compacta como:

Lu| =G (2.4)
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2.2. Espacio L?(a,b)

Para introducir correctamente los conceptos de producto interno, norma y ortogonalidad, es
necesario especificar el espacio funcional sobre el cual se definen. En este trabajo se considera el
espacio L2(a,b).

Este espacio se define como el conjunto de funciones reales o complejas definidas en el intervalo
(a,b), que son cuadrado-integrables con respecto a una funcién peso (x) > 0. Es decir, son aquellas
funciones f para las cuales se cumple que:

L2(a,b) = {f la,b] = C /ab |f(2)2r(z)ds < oo} . (2.5)

Sir(z) es una funcién continua en (a, b), se define el producto interno de dos funciones f, g € C(a,b)
con respecto a la funcién peso por:

b PR
mm:/fwwmwm, (2.6)

el cual induce una norma asociada dada por:

Hﬂr:(Lﬂﬂ@PM@MQU% (27

El intervalo (a, b) puede ser finito o infinito, tal que ||f||, < co. El espacio L?(a,b) es por definicién,
un espacio con producto interno, y contiene como caso particular al espacio L?(a,b) cuando la
funcién peso es constante, es decir, cuando r(x) = 1.

Por otro lado, dos funciones f y g en L%(a, b) se dicen ortogonales si su producto interno es
cero:

(f,9)r = 0. (2.8)

Cuando ademds se cumple que ||f]|, = ||g||» = 1, las funciones se consideran ortonormales [41-43].

2.3. Principio de superposicion lineal

El principio de superposiciéon es una propiedad fundamental de las ecuaciones diferenciales
lineales. Establece que si el operador L es lineal, entonces cualquier suma de soluciones individuales
también es una soluciéon. En particular, si ui,us ..., u, son soluciones de la ecuacién homogénea
L[u] = 0, entonces cualquier combinacién lineal

u(x) = cruy(x) + coug(z) + ... + cpup(z), (2.9)

con constantes arbitrarias ¢y, co,...,c; € C, también es una solucion.
Este resultado puede extenderse al caso de series infinitas, bajo ciertas condiciones de regu-
laridad. Si existe un conjunto infinito de soluciones {ug(x)}72, de la ecuacién L[u] = 0, y los

coeficientes ¢ son constantes, es posible construir una solucién mediante la serie:

u(z) = epup(x). (2.10)
k

=1
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Esta expresién representa una combinacién lineal infinita de soluciones particulares y se conoce
como el principio de superposicién generalizado.

Para que dicha serie defina una solucién vélida para el operador L, se requiere que converja
adecuadamente, lo cual implica que:

» La serie > 7, cyug(x) debe converger uniformemente en el intervalo I C C de interés.

» Ademsds, las series obtenidas al derivar término a término (hasta el orden requerido por el
operador L) también deben ser uniformemente convergentes.

Estas condiciones analizadas con mayor detalle en [33], garantizan que la funcién definida por la
serie como sus derivadas existan y sean continuas. Bajo estas premisas, es valido aplicar el operador
término a término:

oo [e.9]
L E crug(z) | = E cx L{ug(x)]. (2.11)

k=1 k=1
Asimismo, si v1,vs, ..., v, son soluciones particulares de una ecuaciéon no homogénea L{v;] = G},
y Wi, w3 ..., wy, son soluciones de la ecuacién homogénea asociada L[w;] = 0, entonces al definir

u; = vj + wj, se cumple que:
n
u(z) = uj(x) (2.12)
j=1

es solucién de la ecuacién

Ly = zn: G;. (2.13)
j=1

El principio de superposicién lineal constituye una herramienta esencial para la resolucion de
ecuaciones diferenciales parciales, particularmente mediante el método de separacion de varia-
bles [32,39,43].

2.4. Meétodo de separacion de variables

Este método consiste que la soluciéon de una EDP puede expresarse como el producto de funcio-
nes que dependen de una sola variable independiente. Esta suposicién permite transformar la EDP
original en un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), cada una acompanada de sus
respectivas condiciones de frontera. En el caso de la ecuacién de conduccién de calor unidimensional
para la temperatura u(x,t), se propone:

u(z,t) = X (2)T(t). (2.14)

Al sustituir esta expresién en la EDP, se obtiene una igualdad vinculada por una constante de
separacion —A\:
X"x) 1T'(t)
X(x) aT@®)

Y (2.15)

Esta relacién reduce el problema original a dos ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs):

= Componente temporal: T7(t) + aAT'(t) =0



» Componente espacial: X" (z) + AX(z) =0

La solucién general se obtiene mediante una combinacién lineal de las funciones resultantes,
fundamentada en el principio de superposicién. Este enfoque es ampliamente utilizado para resolver
problemas con valores en la frontera (PVF), siendo particularmente 1til cuando el problema es
lineal y homogéneo [31,32,43]. La estructura de este proceso analitico requiere que el operador
diferencial posea propiedades especificas para garantizar la existencia de soluciones ortogonales y
valores propios reales..

2.5. Operador diferencial autoadjunto

En algebra lineal, un operador lineal A : X — X definido en un espacio vectorial X sobre un
cuerpo [ se dice autoadjunto si existe un operador adjunto A* tal que

(Az,y) = (x, A%y), Vz,ye X,

y se cumple que A = A*. Esta propiedad garantiza que los valores propios de A sean reales, y que
los vectores propios distintos sean ortogonales entre si. En este trabajo se adopta directamente la
forma autoadjunta del operador diferencial de segundo orden:

L= (no) ) +at@ (2.16)

el cual acttia sobre funciones u € C%(I) N L2(I), donde r(x) es una funcién peso positiva y continua
en el intervalo I C R. Este operador es formalmente autoadjunto con respecto al producto interno
de L2(I), siempre que se cumplan condiciones de frontera adecuadas que satisfagan [42,43]:

(Lf,g)r = (f,Lg)r, Yf,g€C*I)NLI).

2.6. Problema de Sturm-Liouville

Los conjuntos ortogonales completos de funciones en el espacio L?(a,b), surgen de manera
natural como soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con condiciones
de frontera apropiadas, conocidas como problemas de Sturm-Liouville (SL).

Sea L un operador formalmente autoadjunto definido como en la ecuacién (2.16), el problema
SL se plantea mediante la ecuacién de valores propios:

Liu] + Ar(zx)u =0, z € (a,b), (2.17)
sujeta a condiciones de frontera homogéneas separadas:

aru(a) + agu'(a) = 0, |ag| + |ae| > 0, (2.18)

Bru(b) + Bou'(b) = 0, [B1] + [Ba| > 0, (2.19)

donde «;, 5; € R. En este contexto, p, ¢ y r pueden ser funciones complejo-valuadas de la variable
x, donde r(z) se denomina funcién peso y la constante arbitraria A € C es el pardmetro espectral.

Los valores de \ para los cuales el sistema posee una solucién no trivial se denominan valores
propios, mientras que las soluciones correspondientes se llaman funciones propias [32,43].
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2.6.1. Problema regular de Sturm-Liouville

El problema de Sturm-Liouville definido por las ecuaciones (2.17)-(2.19) se denomina problema
SL regular si se cumplen las siguiente condiciones:

» El intervalo [a, b] es acotado,

= p(z) es real y continuamente diferenciable (C[a, b]),

» ¢(z) y r(z) son reales y continuas (C°[a, b]) para todo = € [a, b],

» p(x) >0y r(x) >0 para todo = € [a, b,

» Las condiciones de frontera son homogéneas y separadas como en (2.18) y (2.19).

De acuerdo con el Teorema 2.14 de [42], si el operador L es formalmente autoadjunto y se
satisfacen las condiciones de regularidad (p € C?(a,b), ¢ € C(a,b) y 7 € C(a,b) con p(z) > 0,
r(x) > 0), entonces L es autoadjunto. En tal caso, los valores propios de la ecuacién (2.17) son
reales y las funciones propias correspondientes a valores propios distintos son ortogonales en el
espacio L2(a,b) [39,42,43).

2.7. Serie de Fourier Generalizada

En esta seccién se presenta la representacién de funciones mediante combinaciones lineales
infinitas de funciones ortogonales, conocidas como series de Fourier generalizadas.

Expansién de funciones propias

Sea ¢(z) una funcién real definida en el intervalo I C R, cuadrado-integrable con respecto a
una funcién peso r(z) > 0. Es decir, cumple con la condicién:

/Igb2(x)r(:v)dx < 0. (2.20)

Si {¢n(x) o2 es un conjunto ortogonal de funciones cuadrado-integrables y f(z) es una funcién
que puede representarse como una combinacién lineal de estas, se tiene la expansién:

f@)=>" catn(x). (2.21)
n=1

Al multiplicar ambos lados de la ecuacién (2.21) por ¢,,,(z)r(x) e integrar sobre el intervalo I, se
obtiene:

/[ F(@)bm(2)r(2)dz = nzlcn /1 b (2) b (2)r () (2.22)

Por la propiedad de ortogonalidad, todos los términos de la suma se anulan salvo cuando n = m,
por lo tanto:

/f(:c)d)m(x)r(a:)dx:cn/gﬁ%l(x)r(x)dx. (2.23)
I I
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De aqui se despejan los coeficientes de Fourier Generalizados:

o = I; f(@)pn(x)r(x)dx
" f[ o2 (z)r(z)dx

n=123,.. (2.24)

En términos del producto interno y la norma definida previamente, esta expansion puede escribirse

de forma compacta como:
(o]

f(x)=:j£:%?;iﬁér¢n(x) (2.25)

n=1

donde (f, ¢n)r = [} f(@)pn(2)r(x)dx y ||¢nll? = [;¢2(x)r(x)dx. A partir de lo anterior, se
establece la siguiente definicion:

Definicion 2.7.1. Si f puede representarse mediante una serie que converge uniformemente en
un intervalo I C R, es decir,

f(.’L') = Z Cn ¢n(w)7 (2.26)
n=1

donde {¢n(x)} es un conjunto ortogonal de funciones cuadrado-integrables respecto a una funcion
peso r(x) > 0, entonces los coeficientes ¢, vienen dados por:

P f[ f(x) on(x)r(x) dx
" R r(e)de

(2.27)

La expansion (2.21), cuyos coeficientes se determinan mediante la ecuacién (2.24), se denomina
serie de Fourier generalizada. Su validez se fundamenta en el siguiente teorema de convergencia

39,40, 43):

Teorema 2.7.1. Sea {¢,(z)} un conjunto ortogonal de funciones propias de un problema regular
de Sturm-Liouville sobre el intervalo [a,b], con funcion peso r(x) > 0. Entonces se cumple que:

1. Convergencia en norma: Si f € L?(a,b), la serie de Fourier generalizada converge a f en la
norma de L?(a,b), es decir,

lim

b
N—oo J,

N 2
(f(:v) - Z Cn%@)) r(z)dx = 0.

2. Convergencia uniforme: Si f € C?[a,b] y satisface las condiciones de frontera del problema,
entonces la serie anterior converge uniformemente a f(x) en todo [a,b].

3. Convergencia puntual: Si f es continua por partes en [a,b] y cumple las condiciones de fron-

tera, la serie converge puntualmente a f(x) en los puntos de continuidad, y al promedio de
los limites laterales en los puntos de discontinuidad.
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2.8. Ecuacion de Calor

Un sistema se define como una porcién delimitada de materia o una regién especifica seleccionada
para su andlisis. La masa o regién situada fuera de este se conoce como alrededores, mientras que
la superficie que separa al sistema de sus alrededores recibe el nombre de frontera, tal y como se
ilustra en la Figura 2.1 [28,44].

Alrededores

Frontera

Figura 2.1: Representacién esquematica de un sistema, su frontera y sus alrededores.

Fisicamente, el calor es la transferencia de energia térmica entre sistemas debido a una diferencia
de temperatura. La temperatura, por su parte, se considera una propiedad que determina si un
objeto estd en equilibrio térmico con otros; se dice que dos sistemas estan en equilibrio térmico si,
y solo si, comparten la misma temperatura [28,45-47].

El requisito esencial para este proceso es la existencia de un gradiente de temperatura, el cual
representa la razén de cambio de la temperatura en una direccién espacial determinada. El flujo de
calor siempre se dirige de la regién de mayor temperatura hacia la de menor temperatura [28,45-47].

La Figura 2.2 muestra la relacién entre el signo del gradiente u,(xo,t) y la direccién del flujo:
si ugz(xo,t) <0, el calor fluye hacia la derecha; si u,(xo,t) > 0, el flujo se dirige hacia la izquierda.
Estos fenémenos se modelan comunmente mediante la ecuaciéon de calor o de difusion, la cual
describe la evolucién temporal de la densidad u de una cantidad fisica [39,48,49].

u‘ Caliente

Uy (x0,t) <0

Caliente

Uy (x0,t) >0
Frio

Frio
Direccion del

f flujo de calor \

Figura 2.2: Relacion entre el signo del gradiente de temperatura y la direccion del flujo de calor.

Y

> x

Xo

Para derivar mateméaticamente esta ecuacién, se aplica la ley de conservacién de la energia sobre
un volumen de control, como se muestra en la Figura 2.3 [31,32,49].
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ul

7 /// a Ap(x, t) Ad(x + Ax, t)
) AT
0 £3 x +/Ax L

(b) Volumen de control unidimensio-
(a) Dominio fisico de una barra con nal con flujo de calor entrante y sa-
un subdominio entre z y = + Ax. liente.

Figura 2.3: Representacién fisica del sistema sobre el cual se aplica el balance térmico.

La formulacién completa de este problema fisico requiere de tres componentes fundamentales:
La EDP que describe el fenémeno fisico de la difusiéon de calor, las condiciones de contorno que
detallan la naturaleza fisica en las fronteras y las condiciones iniciales que describen el estado del
sistema al comienzo del experimento.

2.8.1. Ecuacién de calor unidimensional

La ecuacién de calor unidimensional es una ecuacién de tipo parabdlica y estd dada por:

ou 0 ou
pla)ela) gt = 5 (W) 52 ) + QLo (2:29)
donde: u(z,t) es la temperatura, p(r) es la densidad del material (kg/m?), c(z) es la capacidad
calorifica especifica [J/(kg-°C)], k(x) es la conductividad térmica [W/(m-°C)], y Q(z,t) es una
fuente de calor interna [W/m?]. Cuando p, ¢, k son constantes, la ecuacién se simplifica a:

ou 0u 1

Lt = Q(xt 2.2
Donde la difusividad térmica o = k/(pc) representa la razén entre el calor conducido a través del
material y el calor almacenado por unidad de volumen [31,39,40,49,50].

2.9. Condiciones de frontera para la ecuaciéon de calor

Para la formulacién completa de un problema fisico, la EDP debe acompanarse de un conjunto
de condiciones que describan el comportamiento de la solucién en el dominio espacial y temporal.
Cuando se combinan, se denomina problema de valor inicial y de contorno. Dependiendo de la
naturaleza del sistema, se definen los siguientes tipos de problemas: [32,39,40,50]:

= Problema de Cauchy: Consiste en conocer la distribucién de temperatura en todo el dominio
espacial al tiempo t = 0:

u(z,0) = f(x) (2.30)

donde f es una funcién conocida. Esta condicién se denomina condicién inicial o problema
de valores iniciales.
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= Problema de Dirichlet: En este caso, se prescribe el valor de la temperatura en los extremos

del dominio:
{um¢>:fu> 2.5
u(b.1) = (1)

donde f(t) y g(t) son funciones conocidas para t > 0. Este tipo de condicién especifica el
valor de la solucién en la frontera y se denomina condicién de frontera de primer tipo.

= Problema de Neumann: En este caso, se prescribe el valor de la derivada normal de la tem-
peratura en los extremos, lo cual equivale a especificar el flujo de calor en la frontera:

wafast) = 110 o)
ug (b, t) = g(t). ’

Esta condicién se conoce como condicién de frontera de segundo tipo. En el contexto fisico,
indica como fluye el calor a través de los bordes del sistema.

= Problema de Robin: Este problema generaliza los anteriores al combinar de tipo Dirichlet y
Neumann:

{Alu(a,t) + Biug(a,t) = f(t) (2.33)

Agu(b, t) + BQUx(b7 t) = g(t)

donde A;,B; € Ry f(t), g(t) son funciones conocidas. Este tipo de condicién se denomina
condicion de frontera de tercer tipo. Fisicamente, describe situaciones en las que la frontera
estd en contacto con un medio exterior cuya temperatura influye sobre el sistema.

2.10. Efecto Fotoacustico

El efecto fotoactustico consiste en la generacién de ondas sonoras mediante la absorciéon de
radiacion electromagnética por parte de un material. La teoria més aceptada para explicar este
fenémeno fue enunciada en 1976 cuando Rosencwaig y Gersho [51], propusieron un modelo teérico
para describir el comportamiento térmico de sélidos sometidos a luz modulada mediante la ecuacién
de difusion de calor.

Al iluminar una muestra con luz modulada, parte de la energia luminosa se absorbe y transforma
en calor. Esta transferencia ocurre desde la superficie hacia el gas circundante, calentando una regién
delgada denominada capa limite (tipicamente de 1 a 2 mm). El calentamiento y enfriamiento ciclico
genera expansiones y contracciones térmicas en dicha capa, la cual actia como un piston actstico
que da origen a la senal detectable [20,52-54].

2.11. Modelo de Rosencwaig y Gersho (RG)

Este modelo tedrico considera la difusién térmica como el mecanismo principal responsable de
la generacion de la senal fotoactistica. Se asume una celda cilindrica cerrada donde la muestra,
en forma de disco con espesor lg, se encuentra en contacto con un material de respaldo (soporte)
de espesor [, considerado usualmente un mal conductor térmico. En la Figura 2.4 se presenta un
esquema representativo de este modelo [51,55-57].
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La generacién de la senal depende de la cantidad de calor generado, el coeficiente de absorcién
6ptica, la eficacia de conversion luz-calor y la dindmica de difusién térmica del material [51,58].

Material de Capa
soporte Muestra fronteriza Gas
de gas (dire)

Radiacion
incidente

—(L+1p) -1 0 \Zn/ag g

Figura 2.4: Esquema representativo del Modelo de Rosencwaig y Gersho.

2.11.1. Generacion de senal fotoacustica

La generacién de la sefial fotoacustica consta de tres procesos fundamentales [52]: absorcién de
energia (depende de las propiedades épticas de la muestra), transformacién en calor (condicionado
por las propiedades térmicas del material) y propagacién de ondas térmicas (condicionada por la
difusividad «, conductividad k, efusividad € y capacidad calorifica ¢). Un pardmetro critico es la
longitud de difusién térmica (u), que define la distancia de atenuacién de la onda térmica:

§= \/? (2.34)

donde « es la difusividad térmica y w es la frecuencia de modulaciéon angular. Segun la relacién
entre el espesor fisico de la muestra (1) y su longitud de difusién (u), el sistema se puede clasificar
en dos regimenes principales:

» S6lidos térmicamente delgados (u > 1): el calor atraviesa completamente la muestra y la senal
resultante depende de las propiedades térmicas tanto del material como de su soporte.

» S6lidos térmicamente gruesos (u < [): solo la energia absorbida dentro de la primera longitud
de difusién contribuye a la sefial. En este régimen, la amplitud decae tipicamente como w™!
o w32 1o que explica la atenuacién a altas frecuencias.

La propagacion térmica se sintetiza en el niumero de onda complejo o = (1+7)/p. El término 1/p
define simultaneamente la razén en la atenuacién de la amplitud y el factor de desfase, vinculando la
temperatura compleja calculada en la interfaz muestra-gas con la sefial medida experimentalmente.

2.11.2. Transferencia de calor en materiales multicapa

En diversas aplicaciones préacticas, los cuerpos no estan constituidos por un solo material, sino
por capas sucesivas de materiales distintos. Estos sistemas multicapa requieren un anélisis térmico
especifico, debido a que cada capa posee propiedades térmicas propias (conductividad, densidad o
calor especifico). La resolucién de este tipo de problemas exige analizar por separado cada capa y
establecer condiciones de acoplamiento en las interfaces de contacto [28].
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En una interfaz térmica entre dos materiales diferentes bajo contacto perfecto, se imponen dos
condiciones fundamentales:

= Continuidad de la temperatura: La temperatura debe ser la misma a ambos lados del contacto
para evitar saltos térmicos fisicamente imposibles.

= Conservacién del flujo de calor: Dado que la energia no puede acumularse en una superficie
sin espesor, el flujo de calor normal también debe ser continuo a través de la interfaz.

Matematicamente, para dos cuerpos A y B en contacto perfecto en x = xg, estas condiciones se
expresan como:

Ta(xo,t) = Tg(zo,1) (2.35)
OT (0.t 0T (z0, t

donde k4 y kp representan las conductividades térmicas de las capas correspondientes [28].

2.11.3. Ecuaciones de calor para el modelo de Rosencwaig-Gersho

En este modelo se asume que el gas y el material de soporte no absorben la luz. La fuente de
luz monocromatica modulada incide sobre la muestra con una intensidad dada por:

1
I= 510(1 + coswt) (2.37)

donde I es el flujo luminoso monocromético incidente (W/cm?) y w la frecuencia de modulacién del
haz de luz (rad/s). La densidad de calor producida en cualquier punto x del sélido, fundamentada
en la ley de Beer-Lambert, se expresa como:

1
QB(x))I(t) = 5loﬁeﬁf’ca + coswt) (2.38)
para el intervalo —I < x < 0, siendo 8 > 0 el valor constante del coeficiente de absorcién éptico de
la muestra (em™1!) para la longitud de onda dada [51,55]. Bajo estas consideraciones, las ecuaciones

de difusién térmica para las tres regiones (respaldo, muestra y gas) se plantean como:

= Para el material de respaldo

0’T 10T
o _ -7 -l <z< -l 2.
0r? oy Ot b == (2.39)
» Para la muestra
T 19T Pl 4 jwt
- — 2= 2 B w -1, <z<0 2.40
0x? oy Ot 2K L+ =T= (2.40)
= Para el gas
o*T 10T
- = 0<ze<l 2.41
oz ay Ot =T=l ( )
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Aqui, o; representa la difusividad térmica (m?/s), ks la conductividad térmica (W/m-°C), i es la
eficiencia de conversion luz—calor y T' es la temperatura en la region correspondiente.

La coordenada = toma valores negativos en el interior de la muestra, con la radiacién incidiendo
en x = 0 como se ilustra en la Figura 2.4. La temperatura en el sistema estd dada por:

T(x,t) = Re[T(x,t)] + ® (2.42)

donde Re denota la parte real y ® es la temperatura ambiente [51,55].
El modelo propone la continuidad de la temperatura y del flujo de calor en las interfaces del
sistema:

» Entre muestra y gas (x = 0)

TS(O7 t) :Tg(07 t)a (243)
0T5(0,1) 0T,4(0,t)
s = . 2.44
" Oz g Ox ( )
» Entre muestra y respaldo (x = —I)
Ts(_l37t) :Tb(_l37t)7 (2'45)
OTs(—l1s,1) OTy(—ls,t)
s = ) 2.4
" Oz b Oz (2.46)
Finalmente, en los extremos del dominio (z =1, y * = —I, — [p), la temperatura corresponde a

la ambiental ®. Debido a las dimensiones reducidas de la celda y al estado estacionario, se desprecia
el flujo de calor por conveccién en el gas [51,55].

2.12. Senoides y Fasores

Una senoide es una senal cuya evolucién temporal sigue la forma de una funcién seno o coseno.
Estas senales son fundamentales en ingenieria, ya que cualquier senal periédica puede descompo-
nerse en una suma de senoides mediante el andlisis de Fourier, lo cual resulta de utilidad para el
estudio de la transferencia de calor bajo iluminacién modulada [59].

Cuando un sistema es excitado por una funcién senoidal, se produce una respuesta que consta
de una componente natural (transitoria) y una respuesta en estado estable. Dado que la respuesta
natural se extingue con el tiempo, el analisis suele centrarse en el estado estable remanente. La
Figura 2.5 ilustra visualmente cémo estas senales varian en funcién de su angulo de fase.

2.12.1. Parametros de la Senal Senoidal

Matematicamente, una senoide se representa como:
v(t) = Vi, sen(wt + ¢). (2.47)
El comportamiento de esta sefial estd determinado por los siguientes parametros [46, 59]:

» Amplitud (V;;,): Valor maximo de la oscilacién respecto al equilibrio.
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» Frecuencia angular (w): Indica la rapidez de las oscilaciones expresada en radianes por segundo
(rad/s), y se relaciona con la frecuencia ciclica mediante w = 27 f.

Fase (¢): También denominada constante de fase, es el dngulo que define el desplazamiento
horizontal de la senoide respecto al origen del tiempo.

Periodo (T'): Intervalo de tiempo necesario para completar un ciclo completo, definido como
T =2r/w.

» Frecuencia (f): Numero de ciclos por segundo, medida en hertz (Hz), donde f = 1/T.

Mediante el uso de identidades trigonométricas, es posible transformar una senoide de la forma
seno a la forma coseno o viceversa.

vi=Vpsenwt)

Vil e

—Vp

V2=V senwt +@)

Figura 2.5: Senoides con diferente angulo de fase.

2.12.2. El Concepto de Fasor mediante la Identidad de Euler

El anélisis de senales senoidales se simplifica mediante el uso de fasores, los cuales permiten
trabajar con magnitudes complejas en lugar de funciones trigonométricas dependientes del tiempo.
Un fasor es un ntimero complejo que representa la amplitud y la fase de una senoide. Este concepto
se fundamenta en la identidad de Euler:

et = cos ¢ + iseng. (2.48)

Dada una senal de la forma v(t) = Vj,cos(wt + ¢), su representacién fasorial se obtiene al
suprimir el factor temporal e®? de la parte real de una exponencial compleja.

v(t) = Vincos(wt + ¢) = Re(Vp, '@ H9)) = Re(V,,e'®e™?). (2.49)
El fasor resultante V se define en forma polar o exponencial como:
V = Ve =V, Lo (2.50)

Geométricamente, el fasor puede visualizarse como un vector giratorio en el plano complejo con
una velocidad angular constante w. Esta transformacién geométrica se visualiza en la Figura 2.6.
Esta estrategia convierte el andlisis de sistemas dindmicos en problemas algebraicos mas sencillos
mediante la relacién:

Vmcos(wt + ¢) <= V =V,,2¢. (2.51)
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v(t) = Re(Vel®t)

t=0 “Vm

Figura 2.6: Representacion geométrica de un Fasor.

2.13. Meétodo de Series de Potencias de Parametro Espectral

El método de Series de Potencias de Pardmetro Espectral (SPPS, por sus siglas en inglés), es
una técnica analitico-numérica introducida por V. V. Kravchenko y R. M. Porter [37] que permite
obtener una solucién general de la ecuacién de Sturm-Liouville definida previamente en (2.17).

La idea central del método SPPS radica en construir dicha solucién general mediante una
expansion en serie de potencias con respecto al pardmetro espectral A. Para lograr esto, se requiere
conocer una solucién no trivial, denotada como ug de la ecuacién homogénea asociada (cuando el
parametro espectral es nulo, A = 0):

(p(z)up)' + g(x)ug = 0. (2.52)

Donde ug es una funcién complejo-valuada que satisface las condiciones de suavidad requeridas en
el intervalo de interés [a, b].

Cabe aclarar que este método no es dnicamente una técnica numérica. Por el contrario es un
enfoque analitico que da resultados analiticos que al mismo tiempo permite por si mismo dar un
calculo numérico. Es un método poderoso para obtener una solucién numérica de problemas de
valor inicial, problemas de frontera y problemas espectrales, ya que se reduce al calculo de las
raices de una funcién analitica definida por su serie de Taylor [4,37,60].

Teorema 2.13.1. [37] Asuma que en un intervalo finito [a,b], la ecuacion (2.52) posee una

solucion particular ug tal que las funciones ugr Y u%p son continuas en [a,b]. Entonces, la solucion
0

general de la ecuacion (2.17) en el intervalo (a,b) tiene la forma:
U = cluy + Cola (2.53)

donde c1 y co son constantes complejas arbitrarias y las funciones ui y uo se definen mediante las
stguientes series de potencias:

U = ug Z )\kX(Zk), u2 = Up Z )\kX(QkJrl) (2.54)
k=0 k=0
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2.13.1. Construccion de las potencias formales

Para que la solucién general planteada en el Teorema 2.13.1 esté completamente definida, es
necesario construir los coeficientes de la serie de potencias. Estos se construyen a partir de funciones
denominadas potencias formales (X ) v X (”)), las cuales se obtienen mediante un proceso de
integracién recursiva [33,37] de la siguiente manera:

X0 =1, x©= (2.55)
XD ()ud(s)r(s)ds, n impar,
- o
XM (z) = (2.56)
T 1
X1 () ds, n par,
(S ug(s)p(s)
r 1
(”_1)(3)27 ds, n impar,
%0 ug(s)p(s)
XM () = (2.57)
X (s)ud(s)r(s)ds, n par.
\ Y IQ

Aqui, xy representa un punto arbitrario en [a,b] tal que p es continua en zg y p(zg) # 0. Es
importante destacar que ambas series presentadas en (2.54) convergen uniformemente en [a,b]. La
demostracién detallada de este teorema, basada en la prueba M de Weierstrass, puede consultarse
en [37].

Por definicién de las potencias formales todas las X (zg) y X (z() se anulan excepto por
XO(z0) y X©(z0) que son iguales a 1. Por lo tanto:

ui(zo) = uo(xo),  uy(zo) = up(zo) (2.58)
1
us(z9) =0, uh(wg) = ———F— 2.59
2( 0) 2( 0) UO(-TO)p(-TO) ( )
y el Wronskiano de u; y u2 en xg es igual a Wlo) #0.

2.14. Técnicas de Integracion Numérica

En la implementacién del método SPPS descrito anteriormente, es necesario calcular de forma
iterativa las integrales definidas para construir las funciones X (z) y X (z). Debido a que estas
integrales involucran productos y cocientes de funciones cuya antiderivada es dificil de obtener
analiticamente, se recurre a técnicas de integracién numérica.

Las férmulas de Newton-Cotes son los esquemas de integracion numérica mas comunes y se
basan en reemplazar una funcién compleja por un polinomio de aproximacién de grado n que sea
facil de integrar:

g /abf(:v)dm ~ /: Fol@)da (2.60)

donde f, () es un polinomio de la forma f,(x) = ag + a12 + ... + ap_12" 1 + a,z™ [34,61].
Existen dos categorias principales de estas férmulas:
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= Formas cerradas: Utilizan los valores de la funcién en los extremos del intervalo de integracién.
» Formas abiertas: No incluyen los valores en los extremos del intervalo.

En la tabla 2.1 se resumen algunas de las férmulas de Newton—Cotes cerradas, donde h =
(b — a)/n representa el tamano del paso o subintervalo, y los errores se expresan en funcién de
derivadas superiores evaluadas en algin punto £ € (a,b) [34,61,62].

Tabla 2.1: Formulas de integracién cerrada de Newton-Cotes.

Segmento
(n) Puntos Nombre Férmula Error
3 e
1 2 Trapecio L [f(@o) + f(z1)] WG]
. 5 p(4)
2 3 Simpson 1/3 2 [f(x0) + 4f (z1) + f(x2)] B
215 p(4)
3 4 Simpson 3/8 3 [f(@0) + 3f(z1) + 3f (x2) + f(23)] - A ()
7 £(6)
4 5 Regla de Boole | 28 [7f(xq) + 32f(w1) + 12f (x2) + 32f (x3) + 7f(x4)] _ 8T i)
Newton-Cotes BT £(6)
5 6 de 6 puntos Sh[19f(z0) + 5 (1) + 50f (w2) + 50f (z3) + 75f (x4) + 19f (x5)] | —Z2h S
Newton-Cot 9 £(8)
6 7 Qo SEHSSS | 417 (w0) + 216f(21) + 27/ (v2) + 272f (w3) + 27/ (va) + 216f (a5) + 411 (w5)] | — L (&)

2.15. Aproximacion Polinomial por Tramos

Una alternativa util a las férmulas de Newton-Cotes es la aproximacién polinomial por tramos.
Esta técnica consiste en dividir un intervalo [a, b] en subintervalos y construir un polinomio diferente
en cada uno, permitiendo un mayor ajuste local a la geometria de la funcién, especialmente ante
cambios bruscos de curvatura [34,61].

2.15.1. Splines Cubicos

Los splines cubicos constituyen la técnica de aproximacién polinomial por tramos mas comun.
Utilizan polinomios de tercer grado entre cada par de nodos sucesivos, lo cual asegura que tanto la
primera como la segunda derivada sean continuas [34,61].

Definicién 2.15.1. Sea una funcion f definida en [a,b] y un conjunto de nodos a = xo < x1 <
v < xp =b. Un spline cubico S para f es una funcion que satisface las siguientes condiciones:

» En cada subintervalo [z, x;41], la funcion S(x) es un polinomio cibico S;(x) para todo j =
0,1,...,n—1.

» El spline interpola a f en los nodos: Sj(x;) = f(z;) y Sj(xjy1) = f(zj41) para cada j =
0,1,...,n—2.

» Continuidad Global: En cada unidn (nodo), la funcion, su pendiente y su curvatura deben ser
iguales para ambos polinomios adyacentes. Matemdticamente, esto implica que:

! ! 1 1 .
Sj=S8jy1, S; =954, S; =541 paracada j=0,1,...,n—1
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s Ademds, debe cumplirse una de las siguientes condiciones de frontera:

1. Frontera natural o libre: 8" (x¢) = 5" (x,) = 0.

2. Frontera condicionada: S'(xo) = f'(zo) y S'(zn) = f'(xn).

La Figura 2.7 muestra una representacion grafica de un spline ctbico. Bajo la condicién de
frontera natural, el spline adopta la forma de una varilla flexible que pasa por todos los puntos
(xj, f(z;)) sin presentar cambios abruptos de curvatura. Por otro lado, el uso de condiciones de
frontera condicionada (tipo 2) permite obtener una aproximacién de mayor precisién cuando se
dispone de informacién adicional sobre la derivada de f en los extremos [34,61].

SON

Sj(x41) = F(xj41) = Sju1(xj41)
Sll(x/n) = 541(41)
87" (441) = 5”11 (X341
T T T T T T
%o X X e Xj41 Xjsz e Xn-2 Xn-2Xp x

Figura 2.7: Esquema de un spline cubico.

2.15.2. Implementacion Computacional y Resolucién Numérica del SPPS

Dado que las potencias formales rara vez admiten una expresion analitica cerrada, su calculo
iterativo requiere de un enfoque numérico. Esta integracién se implementa de manera robusta y
eficiente mediante la conversiéon de los resultados de cada paso en splines. Como la integracién
de un spline es una operacion mateméaticamente exacta, este enfoque minimiza la acumulacién de
imprecisiones. Entornos de programacién cientifica disponen de rutinas optimizadas que permiten
calcular estas potencias con excelente precisiéon y bajo costo computacional [33,37].

Esta representacion reduce el problema de Sturm-Liouville a la bisqueda algebraica de los ceros
de una funcién analitica definida por su serie de Taylor. Al truncar la serie infinita a un nimero N
de términos, se obtiene un polinomio caracteristico de la forma:

N
> A4 =0 (2.61)
k=0

De este modo, los valores propios A del sistema corresponden a las raices de dicho polinomio. En
la préctica, este truncamiento aproxima con gran exactitud los primeros valores propios (aquellos
relativamente cercanos al origen). Aunque la literatura sugiere emplear técnicas de desplazamiento
espectral para calcular valores de A muy grandes [33], el célculo directo resulta ser una herramienta
suficientemente precisa para los modos de interés en este estudio. Finalmente, cabe destacar que
el método SPPS puede aplicarse de manera universal a problemas que admiten valores propios
complejos, problemas singulares y de orden superior [33].
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2.16. Métodos de busqueda de Raices

En el desarrollo del modelos numéricos, se requiere hallar los valores de una variable que satis-
facen una ecuacién de la forma f(z) = 0. Debido a que en muchas ocasiones no es posible hallar
una solucién analitica directa, se recurre a técnicas de aproximacién numérica que se dividen en
dos categorias principales [34,61]:

2.16.1. Métodos cerrados (o de intervalo)

Requieren dos valores iniciales que encierren la raiz. Son robustos y garantizan convergencia,
pero requieren un alto nimero de iteraciones. Su fundamento principal establece que si una funcién
f(x) es real y continua en un intervalo cerrado que va desde un limite inferior x; hasta un limite
superior x,, v los valores de la funcién en esos limites tienen signos opuestos, entonces existe al
menos una rafz real dentro de dicho intervalo. Mateméticamente expresado como: f(z;)- f(zy) < 0:

= Método de biseccién: Divide sistematicamente el intervalo a la mitad:
T+ Ty

)

= Método de la falsa posicién: Une los puntos f(z;) y f(z,) con una linea recta, cuya intersecciéon
con el eje x proporciona un estimado mas refinado que el punto medio:

faa) (@ — 20)
fl@) = flza)

Ty = Lo —

2.16.2. Meétodos abiertos

Se basan en férmulas que requieren solo un valor de inicio o un par de puntos que no necesa-
riamente deben encerrar la raiz. Aunque suelen ser mas veloces, no garantizan la convergencia en
todos los casos:

= Método de Newton-Raphson: Utiliza la recta tangente a la funcién en un punto dado para
proyectar la siguiente aproximacion:

f(z:)
f' (i)

Titl = Tj —
= Método de la secante: Sustituye la derivada del método de Newton por una aproximacién

basada en dos puntos previos:

Ti — Tj—1

f(xz) - f(332‘71).

Tip1 =z — f(2)

En la Figura 2.8 se ilustra visualmente como trabajan este tipo de métodos.
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(a) Representacién método cerrado (b) Representacién método abierto

Figura 2.8: Representacién del método cerrado y abierto

2.16.3. Meétodo de Brent

El método de Brent es un algoritmo hibrido que combina la robustez de los métodos cerrados con
la eficiencia de los métodos abiertos, integrando biseccion, el método de la secante e interpolacién
cuadrética inversa (ICI). Esta ultima se emplea cuando se dispone de tres puntos distintos. A
diferencia de una interpolacién estdndar en x, la ICI ajusta una parébola en funcién de y (es decir,
x = f(y)), lo cual evita el problema de obtener raices complejas. La ecuaciéon que define este proceso
es:

Yi—-1Yi Yi—2Yi Yi—2Yi—1

z= Tiio + Ti + x
(Yim2 — Yim1) Wiz — i) (yim1 — Yi—2) (i1 — i)~ (yi — yi—2)(Yi — yi—1) "

La principal ventaja del método de Brent radica en su légica de control. El algoritmo intenta utilizar
los métodos rapidos (secante o ICI) siempre que sea posible; sin embargo, si el nuevo estimado cae
fuera del intervalo o si la convergencia es demasiado lenta, el algoritmo detecta el riesgo y cambia
autométicamente al método de biseccién [34, 61].

2.17. Aritmética anidada y método de Horner

En los métodos numéricos, es frecuente la evaluacién de polinomios en distintos valores de
la variable. En general, para un polinomio de orden n, el método tradicional requiere n(n + 1)/2
multiplicaciones y n sumas. Cuando estas evaluaciones se realizan bajo condiciones de aritmética de
precision finita, los errores de redondeo pueden acumularse si el nimero de operaciones aritméticas
es elevado. Por ello, resulta conveniente reorganizar las expresiones algebraicas para reducir el
conteo de operaciones y mejorar la estabilidad numérica.

Una estrategia ampliamente utilizada consiste en expresar los polinomios en forma anidada.
Dado el polinomio:

P(x) = apx™ + 12" P+ -+ ayz + ag.

Es posible reescribirlo de manera equivalente como:
P(z) = (... ((an® + an-1)T + ap—2)x + - - - 4+ a1)z + ao. (2.62)

Esta representacién permite evaluar la funcién mediante una secuencia de operaciones bésicas
sucesivas, reduciendo drésticamente el niimero total de multiplicaciones requeridas. El algoritmo
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sistemdtico para implementar esta técnica se conoce como método de Horner, el cual define la
evaluacion de forma recursiva mediante:
bn = an

b, = ar + b1z, parak=n-—1,n—2,...,0.

Finalmente se obtiene

El método de Horner requiere tinicamente n multiplicaciones y n sumas para evaluar un poli-
nomio de grado n. En contraste con el método tradicional, esta eficiencia lo convierte en uno de los
algoritmos mas estables para realizar esta tarea bajo precision finita [34,61].

2.18. Errores numeéricos

Las aproximaciones numéricas generan diferencias entre el valor verdadero (V,..q;) y el calculado
(Vaproz ), provenientes de errores de truncamiento (por reemplazar una operacién matematica exacta
por una aproximacién) y errores de redondeo (por el limite de cifras significativas para representar
numeros exactos). La relacién entre el resultado verdadero y el valor aproximado puede expresarse
como:

Vieal = Vaproa + error (2.63)

donde V;q es el valor exacto y Vgprox €s el aproximado. A partir de esta relacion, se definen los
siguientes tipos de error [39,61]:

s Error absoluto:

E, = H/real - Vaproa:‘- (264)
» Error relativo (porcentual)
E Vieat — Vi
E, =% x100% = Veear = Vaproal 1 %. (2.65)
real Vreal
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CAPITULO 3

Metodologia

En este capitulo se describe el procedimiento metodoldgico seguido para alcanzar los objetivos
de la investigacién y evaluar la hipotesis formulada. La metodologia integra la implementacién
numérica del método SPPS para resolver el problema de Sturm-Liouville asociado a la ecuacion de
conduccién de calor en medios multicapa.

Las simulaciones se desarrollaron en Python, empleando un equipo Lenovo® con procesador
AMD Ryzen™ 7 5700U, con 16 GB de RAM vy sistema operativo Windows® 11. El procedimiento
general se divide en cinco etapas:

1. Modelado fisico mediante la ecuacion del calor.

2. Formulacién del problema de Sturm—Liouville con coeficientes variables.

3. Aplicacién del método SPPS para obtener valores y funciones propias.

4. Simulacion de perfiles térmicos de amplitud y fase en medios heterogéneos.
5. Validacion frente a soluciones semianaliticas y Diferencias Finitas.

La metodologia adoptada corresponde a un enfoque numérico-computacional, en el cual se
analizan diferentes escenarios de configuraciones multicapa. En la Figura 3.1 se muestra el diagrama
de flujo general del proyecto.

3.1. Determinacién de las variables a utilizar para la implemen-
tacion numérica del método SPPS

El primer paso consistié en identificar las variables fisicas y térmicas involucradas en el modelo,
con base en la ecuacién de conduccién de calor descrita en [23]. Los pardmetros fundamentales
identificados son: conductividad térmica x, difusividad térmica «a, densidad p, calor especifico ¢ y
coeficientes de absorcion éptica 5. El anélisis se dividié en dos escenarios para evaluar la versatilidad
del método:

1. Propiedades constantes por capa, permitiendo una validacién directa frente a soluciones de
enfoque semianalitico.
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2. Caso de Propiedades Térmicas Variables: Se introducen variaciones espaciales continuas me-
diante funciones de perturbacion suave, definidas como k(x) = K;- f(x) y (cp)(x) = (¢p);-g9(x),
para evaluar la robustez del método ante la heterogeneidad del medio.

Propiedades térmicas y 6pticas

Para los coeficientes de absorcion optica, se consider6 una longitud de onda de 632.8 nm, con da-
tos obtenidos de la base de datos especializada Refractivelndex-info [63] la cual compila constantes
Opticas de una amplia gama de materiales, extrayendo directamente datos de publicaciones cientifi-
cas y libros de referencia. De manera similar, para las propiedades térmicas, se emplearon datos
obtenidos de MatWeb [64], una extensa base de datos de propiedades de materiales que recopila in-
formacion proveniente de fabricantes, estandares industriales y libros de referencia, proporcionando
datos validados y frecuentemente utilizados.

Conversion de unidades y consistencia dimensional

Para las dimensiones de las capas del sistema, se consideré un modelo con espesores expresados
en milimetros, como en [65,66]. Posteriormente, se realiz6 la conversién de unidades necesaria para
garantizar consistencia en los resultados del modelo matematico.

La difusividad térmica («), y efusividad térmica e al ser propiedades derivadas, se calcularon
manualmente mediante las relaciénes: o = ﬁ VFECp = k/y/a. En el caso de algunos materiales
reportados en [65], se cuenta directamente con valores de conductividad y difusividad térmica, lo
cual permitié validar el proceso de conversién empleado.

3.1.1. Seleccién de muestra y casos representativos

Se consideraron los siguientes materiales para cubrir un amplio espectro de configuraciones:

» nueve metales: aluminio, cobre, cromo, niquel, oro, paladio, plata, platino y titanio (abarcando
conductividades altas, intermedias y bajas).

= un material dieléctrico para soporte: vidrio.

= una capa gaseosa: aire, empleada como frontera superior del sistema.

Tanto en [65] como en [67] se ha trabajado con algunos de estos materiales, lo cual valida el
empleo de los mismos en el presente estudio.

La seleccién de configuraciones respondié a un muestreo basado en contrastes térmicos. Debido
a que el orden de los materiales afecta el resultado, las permutaciones posibles de N materiales
elegidos de entre los 9 metales se definen como:

(3.1)

Ante la inviabilidad computacional de analizar todas las permutaciones, se seleccionaron esce-
narios para N = 2,3,4 y 5 capas de material bajo el criterio de Gradientes térmicos (ascendentes y
descendentes de k(z)). El proposito de esta seleccién no es realizar una caracterizacién exhaustiva
de materiales, sino evaluar el desempeno y robustez del método SPPS ante variaciones sustanciales
en las propiedades fisicas del sistema y en la cantidad de capas consideradas.

Para cada configuracion, se resolvié el problema de Sturm—Liouville para obtener los valores A
y las funciones propias X, (z), que constituyen la base de las simulaciones del Capitulo 6.

28



3.2. Programacion e Implementacién del método SPPS al modelo
de dos capas de muestra

Se implementd el método SPPS iniciando con un sistema base constituido por dos capas de
muestra n = 2, lo que reesulta en un sistema total de cuatro regiones al considerar las capas
adicionales de soporte y gas (N=4). La eleccién de este esquema se fundamenta en el trabajo
previo de [23], donde se establece el andlisis de conduccién de calor mediante el método SPPS
para modelos multicapa. Se toma como pilar fundamental dicho antecedente, el cual considera el
caso de tres capas fisicas (soporte, una capa de muestra y gas) y demuestra que, sin perdida de
generalidad, el método permite modelar muestras de naturaleza no homogénea y en particular con
caracteristicas discontinuas.

Es importante aclarar que, a lo largo de este trabajo, las referencias a ”1, 2 o n capas”se refieren
exclusivamente a las capas que conforman la muestra de estudio; en todos los casos, el modelo
integra dos capas adicionales constantes, el soporte y el gas. De este modo al adoptar el enfoque
de [23] y acoplarlo a una estructura inicial de dos capas de material, se valida el algoritmo antes
de extenderlo a configuraciones con multiples capas y condiciones no homogéneas (f(x,t) # 0).

Debido a la extension de este procedimiento, su derivacién completa se presenta de manera
detallada en el Capitulo 4. El procedimiento se resume en las siguientes etapas:

1) Formulacién del modelo fisico y construccién de la EDP

Se modelé una celda fotoactistica compuesta por un material de soporte, dos capas sélidas
de muestra y una capa de gas. Cada region presenta propiedades térmicas definidas por tramos.
Con esta estructura, se formuld la ecuacién de conducciéon de calor con condiciones de frontera e
iniciales no homogéneas. Mediante un proceso de homogeneizacion, se transformaron las condiciones
de frontera para permitir una formulacién compatible con el método SPPS.

2) Transformacién a un problema de Sturm—Liouville

Se aplico separacién de variables para obtener un problema de Sturm—Liouville con coeficien-
tes variables, incorporando las condiciones de continuidad de temperatura y flujo térmico en las
interfaces. El problema resultante consistié en determinar los valores propios A y las funciones pro-
pias X, (z) asociadas al comportamiento térmico del sistema, bajos las condiciones propuestas en
el modelo fotoactstico de [51]. La solucién se obtuvo mediante el método SPPS, empleando una
solucién particular no trivial para construir la solucién general en términos de series, conforme al
Teorema 2.13.1.

3) Tratamiento del término no homogéneo usando expansién de funciones propias

Para los casos donde existe una fuente de calor excitada por laser (f(x,t) # 0), se empleé una
estrategia de expansién en funciones propias. A partir de las consideraciones tomadas de [31] la

solucién se descompone como:
o0

2z, t) =Y Tu(t)Xp(2).
n=1
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Los coeficientes temporales T5,(t) se obtuvieron resolviendo el sistema de EDOs asociado:

dT,(t)
dt

+ )\nTn(t) = Fn(t)

donde F),(t) es la proyeccién de la fuente de calor sobre la base ortogonal X, (x). Esto permite
separar la solucién en componentes transitoria, estacionaria (DC) y oscilante (AC).

4) Anadlisis en el dominio complejo y representacién fasorial

Para analizar el comportamiento térmico en estado estacionario, se realizé la transicién al
dominio de la frecuencia. A partir de la identidad de Euler, se definié el fasor térmico 4(x):

ilw) = 2N tiw

Mediante el uso de la libreria numpy, se extrajeron la amplitud (|a(z)|) y la fase (¢(z)) de
la respuesta, descomponiendo la senal en sus componentes real e imaginaria de acuerdo con los
principios de deteccién lock-in [68]. Se configuré el célculo para obtener un rango de fase que cubra
los cuatro cuadrantes, es decir, (—, 7], haciendo uso de la funcién numpy.angle().

Debido a que la fase calculada se limita al intervalo (—, 7], pueden aparecer saltos bruscos en
las graficas. Esto ocurre cuando la fase supera los + 180°: el programa la repliega autométicamente
al rango permitido, generando un salto artificial de aproximadamente 360°. Para corregir este efecto
visual, se implementé un filtro de deteccién: si entre dos puntos consecutivos se observa un cambio
mayor a 250°, el programa lo identifica como un salto numérico y traza una linea vertical discontinua,
representando asi la continuidad real de la fase.

5) Implementacién del algoritmo en Python y discretizacién

El algoritmo se desarrollé integramente en Python, aprovechando la versatilidad de las librerias
numpy, pandas, scipy y matplotlib. Esta etapa constituye una aportacién adicional del trabajo,
pues los reportes previos de implementaciones del método se han concentrado en MATLAB (soft-
ware de paga). La versién desarrollada en Python permite una herramienta abierta, reproducible
y de libre acceso, facilitando su uso. El c6digo se estructurd para poder extenderse a las configura-
ciones de mas capas, iniciando con el caso base homogéneo de dos capas, para finalmente extender
a considerar propiedades térmicas variables.

Para el célculo de integrales recursivas, se empled la interpolacién mediante Splines Cibicos de
tipo Natural, mediante la implementacién scipy.interpolate.CubicSpline con bc_type=’natural’.
Los criterios de discretizacién fueron:

= Escenario Homogéneo: Se empleé una malla de 4,000 puntos por capa, densidad suficiente
para alcanzar los resultados obtenidos.

= Ante la complejidad de las funciones de perturbacién, se opté por duplicar la resolucién a
8,000 puntos por capa.
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6) Célculo de potencias formales mediante integracién

Partiendo del valor base Y (0) = 1, , se generaron las potencias formales para construir el
polinomio caracteristico. Se utilizé una integracién exacta por tramos:

1. Antiderivada Analitica: Se aproveché la estructura polinomial del spline para calcular su
antiderivada exacta mediante el método .antiderivative().

2. Continuidad en interfaces: Para garantizar la continuidad matematica a través de las inter-
faces, la constante de integracién de cada capa se definié igualando el valor evaluado en la
frontera final de la capa predecesora.

Debido a que para la implementacién numérica del método SPPS, es necesario un truncamiento
de la serie, un parametro critico es el grado de truncamiento, denotado por M. Tras realizar una serie
de prueba y error para el estudio de la precisién en la obtencién de los valores propios, se determiné
un orden de M = 40 potencias formales. Se observé que incrementar este valor no producia mejoras
significativas en la precisiéon de los valores propios, indicando que la serie alcanza una convergencia
uniforme en este punto. Por el contrario, un valor inferior a 40 derivaba en una pérdida de precisién
en los modos superiores, por lo que M = 40 se establecié como el valor empleado en este trabajo
para garantizar la robustez del método sin incurrir en costos computacionales excesivos.

7) Localizacién de raices y validacién

Tras normalizar el polinomio caracteristico, se identificaron las raices mediante un barrido
numérico de cambios de signo. Se emple6 el método de Brent scipy.optimize.brentq, el cual
al ser un método hibrido garantiza una convergencia rapida y segura hacia los valores \,. Este
procedimiento permitié extraer los primeros ocho valores propios con una precision necesaria para
alcanzar la hipdtesis establecida.

3.3. Generacion de resultados para materiales con dos capas de
muestra

Tras verificar que el diseno del programa funcionaba correctamente, se generaron resultados
numéricos para diversas configuraciones de materiales con el fin de evaluar la hipotesis de precisién,
la cual busca obtener valores propios con un error absoluto menor a 10~° en comparacién con
soluciones conocidas.

Se trabajé con la poblacién de materiales definida previamente en la seccién 3.1 (metales con
distintos niveles de conductividad, soporte de vidrio y aire). El uso de este conjunto permitié evaluar
el desempeno del método ante contrastes térmicos importantes, desde metales de alta conduccién
(como plata y cobre) hasta materiales con conduccién baja (como titanio o platino). Todos los
calculos se realizaron considerando una luz ldser con longitud de onda de 632.8 nm, utilizando las
propiedades reportadas en las Tablas 6.1 y 6.2.

Para el manejo y visualizacién de datos, se emplearon las librerias matplotlib y pandas. Los
resultados se dividieron de la siguiente forma:

1. Evaluacién cuantitativa (Tablas): Se empled la libreria pandas para crear tablas comparativas.
El criterio principal fue calcular el error absoluto y relativo en los valores propios (\,,) frente
a los valores analiticos, verificando numéricamente la precisién del método.
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2. Funciones propias (X,): Se reconstruyeron las primeras 6 funciones propias de la serie SPPS.
Estas funciones pasaron por un proceso de normalizacién para simplificar los resultados y
poder compararlas posteriormente.

3. Representacién en Matriz de Resultados: Para facilitar la interpretacién fisica, se disené una
visualizacion que agrupa las cuatro respuestas del sistema en una sola imagen mediante una
matriz de 2 X 2 (subplots(2, 2)):

» Parte transitoria (usrqns): Se graficé su evolucién usando 16 tiempos diferentes, desde
el inicio hasta el equilibrio. Se utilizé el mapa de colores coolwarm para diferenciar
cronolégicamente cada curva.

» Parte estacionaria (upc): Se muestra el nivel de calor base que se queda fijo una vez que
el sistema se estabiliza.

» Parte oscilante (ua¢): Se tomaron 25 intervalos dentro de un solo periodo para capturar
la oscilacion térmica.

» Solucién total (u(z,t)): Se aplic6 el gradiente coolwarm para mostrar cémo la senal
evoluciona hacia el equilibrio.

4. Analisis fasorial de Amplitud y Fase: Finalmente, se gener6 una visualizacién comparativa de
la respuesta en el dominio de la frecuencia, organizada en una grafica de dos paneles verticales
(subplots(2, 1)). Se calculd el fasor térmico complejo utilizando las funciones np . abs para
la amplitud y np.angle para la fase (confinada al intervalo [—m, 7] y convertida a grados).

3.4. Generacién de resultados para materiales con multiples capas
de muestra

Tras validar el modelo de muestra bicapa, la metodologia se extendié sisteméticamente a con-
figuraciones de hasta cinco capas de muestra. Esta generalizacién no requirié un nuevo esquema
numérico, sino la aplicacién directa del método SPPS adaptado para el manejo de multiples in-
terfaces térmicas, partiendo del marco tedrico establecido por Khmelnytskaya y Serroukh [23]. La
principal ventaja de esta extension radica en la capacidad del algoritmo para tratar adecuadamente
las discontinuidades fisicas que ocurren en la unién de los diferentes materiales.

Para evaluar el comportamiento térmico del sistema bajo distintos escenarios, se plantearon
configuraciones que incluyeron tanto estratos con propiedades homogéneas y variables por capa.
Este analisis permitié validar la flexibilidad del método en contextos fisicos més realistas, donde
las propiedades termofisicas pueden variar considerablemente entre capas.

3.5. Comparacion de resultados con otros métodos

En la literatura, la aplicacion del método SPPS a la ecuacién de calor tiene como antecedente
principal el trabajo de [23], el cual reporta un margen de error absoluto del orden de 1 x 1075
para una configuracién base de tres regiones (soporte, una capa de muestra y gas). Por tal motivo,
esta validacion resulta fundamental para demostrar la viabilidad del algoritmo desarrollado en
configuraciones de mayor complejidad (multiple capas).
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Para asegurar la confiabilidad de los resultados ante el aumento de complejidad, se mantuvo la
métrica de evaluacién basada en el célculo del error absoluto y relativo de los valores propios (\,),
verificando el cumplimiento de la hipétesis de precisién de 107°. El procedimiento de comparacién
se estructur6 en dos niveles:

» Se contrastaron los resultados del SPPS contra un enfoque semianalitico matricial (basado
en la 16gica de matrices globales) para el caso homogéneo, donde existen soluciones exactas.

= Para los casos heterogéneos donde no se cuenta con una solucion analitica exacta, se utilizd
un esquema de Diferencias Finitas como referencia de comparacion.

Para el esquema de Diferencias Finitas Centradas en Python, las caracteristicas técnicas de esta
validacién incluyen:

= Se empled una malla ultra-fina de 200,000 puntos, utilizando la media arménica para el manejo
de las interfaces entre materiales con base en [69].

= Para garantizar la viabilidad computacional, se utilizaron las librerias scipy.sparse.diags
y eigsh, permitiendo el manejo eficiente de matrices dispersas de gran tamano.

Al ser la base de las simulaciones, el desempefio del método SPPS se evalué empleando como
métrica principal el error absoluto y relativo en los valores propios del problema de Sturm—Liouville.
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Figura 3.1: Metodologia propuesta.
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CAPITULO 4

Método SPPS y el modelo de n capas

El objetivo de este capitulo es derivar la soluciéon general para la ecuacién de conduccién de
calor asociada al modelo fotoactstico de miltiples capas de material. A continuacién, se presenta
el procedimiento analitico y numérico desarrollado a partir de la fundamentacién tedrica previa.

4.1. Modelo para n capas

A partir del esquema fisico propuesto por [51] y tomando como base fundamental el modelo
analitico desarrollado por Khmelnytskaya y Serroukh [23], se considera una celda fotoacistica mo-
delada unidimensionalmente a lo largo del eje z. De acuerdo con dicho antecedente, el sistema fisico
consta de tres regiones principales: un material de soporte, la muestra en estudio y una capa de
gas que actiia como detector actstico. Tal como demuestran en [23], este enfoque permite analizar
la conduccién de calor sin pérdida de generalidad, ya que la regién de la muestra puede albergar
materiales de naturaleza no homogénea y con caracteristicas discontinuas.

Para extender esta viabilidad tedrica y desarrollar la formulacién matematica explicita para un
mayor nimero de capas, en la presente investigacién la regién central correspondiente a la muestra
se subdivide en n estratos con propiedades térmicas y espesores variables. Por consiguiente, el
sistema total se modela como una estructura de N = n + 2 regiones claramente diferenciadas.

El dominio espacial del problema se define en el intervalo x € [xg, ], donde a = xg = —(Is+1)
y b=z N = [, representan los limites externos del sistema. Las posiciones de las interfaces internas
se denotan por x;, con ¢ = 1,...,n + 1. La configuracién geométrica se detalla a continuacién:

1. Material de soporte: Ubicado en el intervalo x € [z, x1], con espesor [. La interfaz x; = —I[
separa el soporte del primer material.

2. Muestra multicapa: Ocupa la regién central x € [z1, Z+1], con un espesor total [. Esta regién
se subdivide en n capas de material, donde la j-ésima capa del material se ubica en el intervalo
x € [zj,zj41] para j = 1,...,n. El espesor total de la muestra esta dado por

1= I, (4.1)
j=1

3. Capa de gas (aire): Ubicada en el intervalo & € [,41, 2], con espesor l,. La interfaz 11 = 0
marca la frontera entre la muestra y el gas.
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La longitud total del sistema es L = [s 41+ (4. El intervalo —I < x < 0, que corresponde a la regién
ocupada por la muestra, se subdivide en n subintervalos finitos (las n capas de material) mediante
la definicién de las interfaces internas:

—l=x1<z<z3--<xTN_2<xNn_1=0. (4.2)
En la Figura 4.1 se muestra la geometria del sistema.

u(x,0) = tymp en toda la celda

@ = tamp . Gas (Aire) @ = tamp
Material Material 1 Material 2 Materialn—1 | Materialn
de soporte e i
Radiacion
<G incidente
T
Is b, by - b, lg
X
xo=a=—(s+1) x, ==l X2 X3 XN-3 XN-2 Xy-1=0 xy=b=l,

Figura 4.1: Geometria del modelo de n capas.

El gas recibe la radiaciéon incidente sobre su superficie en la interfaz xy_1 = 0, lo que genera una
perturbacién térmica periddica que se difunde hacia las capas interiores del sistema. De acuerdo con
las consideraciones de [23,51], se establece que en las fronteras externas y al inicio del experimento
(t =0), la temperatura en todo el sistema es uniforme e igual a la temperatura ambiente ®.

4.1.1. EDP para el modelo de n capas

Partiendo de la ecuacién de conduccién de calor unidimensional (2.28), se define el siguiente
problema de valores iniciales y de frontera en el intervalo a < z < b:

c(x)p(x)((g: = 8833 </<;(a:)gz> + f(z,t), a<z<b, t>0, (4.3)
u(a,t) = u(b,t) = o, t >0, (4.4)
u(z,0) =@, a<z<b. (4.5)

Dado que el medio es no homogéneo, las propiedades térmicas dependen de la posicién y se definen
como funciones por tramos para cada region fisica:

cs(x), ps(z), ks(T) xo < x < 7,
C(I’),p(l’),k(.ﬁlf) = ij(x)7pmj(x>v"€mj(x) Tj <X < Tjtl, J=1...,n (46)
cg(x), pg(z), Kg(x) Tnt1 <2 < TN.

Asimismo, se establece que las funciones c(x), p(x) y (x) satisfacen las condiciones de regularidad
requeridas por el problema de Sturm-Liouville, al ser funciones positivas y continuas por tramos

35



en todo el dominio. En consecuencia, la solucién general de la temperatura u(x,t) se construye
acoplando las soluciones parciales de cada regién:

us(z,t), xo < < w1, (Soporte)
u(z,t) =, (2,t), x5 <z<zj41, j=1,...,n (Capas de Material) (4.7)
Ug(.%‘,t), Tn+1 <o < N, (Gas)

donde us, um; y uy corresponden a las soluciones en el soporte, en la j-ésima capa de la muestra
y en el gas, respectivamente. El término no homogéneo f(z,t) proviene de la ecuacién (2.38) y se

expresa como f(z,t) = Q(B(x))I(t).

4.1.2. Condiciones de interfaz

Para garantizar la compatibilidad fisica y la conservacién de la energia entre las N capas, en
cada interfaz interna z; (i = 1,...,n+ 1) deben cumplirse las siguientes condiciones [28].
Continuidad de temperatura:

us(x1,t) = um, (x1,t), Interfaz Soporte-Muestra (4.8)
Um;_1 (Tiyt) = Um, (x4,t), ©=2,...n, Interfaces Inter-materiales (4.9
U, (Tnt1,t) = ug(Tny1,t). Interfaz Muestra-Gas (4.10)

Conservacién de flujo de calor:

0 0
Ks s (x1,t) = /ﬁmlﬂ(xl,t), Interfaz Soporte-Muestra (4.11)
ox Ox
O, Oy,
Km;_ %(azz, t) = ﬂmi%(mi, t), i =2,...,n ,Interfaces Inter-materiales (4.12)
x x
0 0
Km,, g’;" (Tnt1,t) = ﬁg%(xnﬂ, t). Interfaz Muestra-Gas (4.13)

4.1.3. Homogeneizacion de las condiciones de frontera

Se observa que las condiciones de frontera definidas en (4.4) no son homogéneas. Siguiendo el
procedimiento descrito en [39], para aplicar el método de separacién de variables, se introduce el
cambio de variable u(x,t) = z(x,t) + ®. Dado que ® es una constante espacial y temporal, sus
derivadas son nulas. Esto reformula el problema original en términos de z(x,t) como un sistema
completamente homogéneo:

De este modo, el problema original se reformula en términos de z(z,¢) como un sistema com-
pletamente homogéneo en sus condiciones de contorno e inicial:

c(:r)p(x)% = ({% (H(.%')?;) + f(z,t), a<x<b, t>0, (4.14)
z(a,t) = z(b,t) =0, t >0, (4.15)
2(2,0) =0, a<z<b. (4.16)

Es importante notar que tanto la EDP como las condiciones de continuidad en las interfaces per-
manecen inalteradas. Finalmente, la temperatura total del sistema se recupera mediante:

u(z,t) = z(x,t) + . (4.17)
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4.1.4. Caso homogéneo

Para determinar los valores y funciones propias del problema de Sturm-Liouville asociado, se
considera primero el caso homogéneo, es decir, donde la fuente de calor es nula (f(z,t) = 0) [31,41].
Al proponer una solucién del tipo:

z(x,t) = X(2)T(t), (4.18)

y sustituirla en la ecuacién (4.14), con las derivadas parciales expresadas como:

0z dT(t) 0z dX(x)
o =X e T T (4.19)
resulta la siguiente expresion:
o(x)p(z) X (z) ‘U;it) _ % <fi(:£)T(t) d);if‘)> . (4.20)

Bajo la suposicién de que k(z) > 0y X(z)T'(t) # 0 en el intervalo a < z < b, se dividen ambos
miembros de la ecuacién por este producto, para obtener:

c(x)p(x)X (x) dT(t) 1 d </<c(x)T(t) d)d(;:v)> .

X(@)T(t) dt — X(z)T(t)dx (4.21)

Dado que la derivada del lado derecho es respecto a z, se puede extraer T'(t) del operador diferencial.
Al simplificar, se obtiene la separacién de variables:

1 dT(t) 1 d <n(z)d)§ix)>.

(4.22)

T@) dt — c(x)p(z)X(z) dx

Puesto que el miembro izquierdo depende tnicamente de t, mientras que el derecho solo de
la variable espacial x, ambos términos deben ser iguales a una constante de separacién, la cual
se denota por —A\, (con A > 0). Esto conduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias [39]:

1 dT(t) 1 i i @ -
T(t) dt  c(z)p(x)X(z) dx( (@)= ) A (4.23)
Ecuacion temporal
dr(t)
. ~ MW (4.24)

la cual describe un comportamiento de decaimiento exponencial, coherente con la disipaciéon de
calor en el sistema.
Ecuacion espacial

7 (x5 = Acapto)x (@ (425)

que define el problema espacial de Sturm-Liouville correspondiente al sistema multicapa, donde
An representan los valores propios y X, (z) son las funciones propias ortogonales con respecto a la
funcién peso r(z) = c(z)p(x).
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4.1.5. Ecuacién espacial mediante SPPS

La ecuacién (4.25) puede reescribirse en la forma regular de Sturm-Liouville:

% </€(x) d);ix)> + Ae(z)p(z) X (x) =0, a<ax<b (4.26)

sujeta a condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas:
X(a) = X(b) =0. (4.27)

Y a las condiciones de acoplamiento térmico en cada interfaz x;, las cuales aseguran la compatibi-
lidad fisica entre capas adyacentes:

Xs(z1) = X,y (z1), (Interfaz Soporte-muestra) (4.28)
X, () = X, (x3), i=2,...,n (Interfaz Inter-materiales) (4.29)
Xonn (Tny1) = Xg(2n41). (Interfaz Muestra-Gas) (4.30)

Asimismo, debe cumplirse la conservacién del flujo de calor en cada interfaz:

ks Xo(#1) = Ky Xy, (1), (Interfaz Soporte-muestra) (4.31)
Fomi1 Xon, (i) = m, X, (x5), @ =2,...,n (Interfaz Inter-materiales) (4.32)
Fomn X, (Tni1) = kg X (n11). (Interfaz Muestra-Gas) (4.33)

De este modo, la funcién propia X, (x) para cada capa se expresa como:

Xs(x) xo <z <z, (Soporte)
X(z) = X, (2) rj<x<xjp1, j=1,...,n (Capas de material) (4.34)
Xy(x) Tpy1 <z <zn. (Gas)

De acuerdo con el Teorema 2.13.1, la solucion general se construye a partir de una solucién particular
no trivial para el caso base A = 0. Reescribiendo la ecuacién (4.26):

_a dX(z)\ _ _d (. dX(z)
x dx dz dz
y </€(£L') > Ae(z)p(z) X () ( k() ) : (4.35)

Al tomar dicho valor A = 0, se obtiene:

¢ (o) g (430

dx

Considerando p = —k(x), ¢ = 0, y r(z) = c(z)p(x), con p(x) # 0y r(z) > 0, Es inmediato
comprobar que la funcién Xo(x) = 1 satisface la ecuacién (4.36) en todo el intervalo, constituyendo
asi una solucién particular vélida. A partir de Xg, se construye la solucién general como una
combinacién lineal de dos series de potencias del pardmetro espectral A [37]:

X(z) = a1 X1(x) 4+ c2 Xa(x). (4.37)
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Donde las funciones X1 y X5 se definen formalmente como:

= i ATY ) (1), (4.38)
m=0
Xy(z) = i ATy Cmt) (), (4.39)
m=0

Las funciones Y (") y V(™) ge definen de manera recursiva a partir de un punto base zy € [a, b]
mediante: 3
yO =1 yvO=q, (4.40)

y para m > 1:

. / YD (s)e(s)p(s), m impar,
VO (z) = (4.41)
7(8) S, M par,
e > dom
(m-1) (g
Y (z) = / - o e (4.42)
(m 1)( )e(s)p(s)ds, m par.

\ J I

Un aspecto importante de esta formulacién es que, aunque las propiedades térmicas k(z), c(z)
y p(x) presenten discontinuidades de salto en las interfaces, las funciones obtenidas mediante inte-
gracién resultan continuas en todo el dominio [23]. Esto debido a que el operador integral suaviza
las discontinuidades, garantizando que las soluciones generadas mediante el método SPPS sean
continuas. A partir de las definiciones anteriores, se tiene para Xi(x):

Xi(z) =Y O+ 3 Ay Cm(z) =14 ) " AmyEm(a). (4.43)

m=1 m=1

Segun el Teorema 2.13.1, el punto base zy puede elegirse arbitrariamente en [a, b], siempre que
la funcién de conductividad x(x) sea continua y no nula en dicho punto. Por conveniencia, se elige
xo = a, lo que simplifica las integraciones y cumple con las hipétesis del teorema. Al evaluar la
solucion general en las condiciones de frontera se tiene:

X(a) = a1Xi(a) + c2Xa(a). (4.44)

De acuerdo con las propiedades de las funciones recursivas, al evaluar en x = a con el punto base
Tg = a, resulta que:

. / Ym0 (9)e(5)p(s) = 0 Vo / Y(m ) s — g
Y(m)(g) = a @ S (m1 , m 4.45
(@ ,/ Mds =0 / (m— 1)( e(s)p(s)ds = 0. )

H(S) a

Es decir, todas las integrales son de la forma:

/a F(s)ds = 0. (4.46)
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Bajo estas consideraciones, se tiene entonces

Xi(a) =1+ ) A"V (a) =1, Xy(a) =Y N"YE™ D (q) =0. (4.47)
m=1 m=0

Por lo tanto, la primera condicién de frontera homogénea X (a) = 0 se cumple si y solo si:
X(a) =c1(1) + c2(0) =1 = 0. (4.48)
La solucién general del sistema se reduce entonces a una sola familia de funciones:
X(z) = 2 Xo(x). (4.49)

Aplicando la segunda condicién de frontera X (b) = 0, se obtiene la ecuacién caracteristica que
determina los valores propios Ay:

X(b) = i ATy CmtD) (p) = 0. (4.50)

m=0

Para la implementacién numérica, los valores A del problema de Sturm-Liouville estan determi-
nados aproximadamente por los ceros de un polinomio Pp;(\), truncado en un orden finito M:

M
Pyu(N) =D amA™, (4.51)
m=0

donde los coeficientes a,, se obtienen a partir de

am =Y (B), m=0,1,2,... (4.52)

4.1.6. Calculo para n capas

Los coeficientes de la serie se obtienen de manera recursiva. Para el caso de una muestra com-
puesta por n capas, la expresion integral se reescribe como una suma de integrales evaluadas en
cada subintervalo definido por las interfaces térmicas:

z1 YU (+ n T y (m1 (7 b y(m-1 (7 .
y(m)(b) _ 'fal HS(T)( Ldr — Zj:l ; i 7@(7)( )dr — fwnﬂ KQ(T§ )dT, m impar,
[Py (7)egpydr + i ;jj“ Y D (1)ejpidr + f;ﬂﬂ Y (™ (7)c,p dr, m par.
(4.53)
Conj=1,....n,zp=a,x1=—l,zp11 =0y xny =b.

Esta formulacion no requiere condiciones adicionales en los puntos de discontinuidad; las con-
diciones fisicas ya estdn incluidas de forma natural por las integrales definidas por tramos.

Al trabajar con las integrales de la forma f:fo f(7)dT, estas se interpretan como funciones del
punto de evaluacién x. Para obtener el valor numérico de Y ™) (b), se calcula la antiderivada de la
funcién integrando y se evalta en los limites superior b e inferior g, segiin el Teorema Fundamental
del Calculo.

Una vez determinados los valores propios A, las funciones propias X, (x) se expresan como:

X, (z) = f: Ay Cmt) (g, (4.54)
m=0

40



Derivando respecto a x y aplicando nuevamente el Teorema Fundamental del Calculo:

= (Z ATy (2 +1>(x)) : (4.55)

m=0

Dada la convergencia uniforme de la serie, es posible intercambiar el orden de la suma y la derivada,
reescribiendo la expresién como:

oo

Z di( 2m+1)($)>. (4.56)

De la definicién recursiva de Y™ (x):

- ———~*ds, n impar,
YO (g)={ e K(S) (4.57)
YD (s)e(s)p(s)ds, n par.

o

En particular, para Y(Qm“)(x) se cumple que 2m + 1 es siempre un nimero impar para m > 0,

por lo que:
Y 2m+1 1 Y 2m
y Cmh) (g / YETTS) g = / (4.58)

La aplicacién del Teorema Fundamental del Céalculo produce:

x v (2m) s (2m) T
dci (v i) = % (— /w 0 Y K(S)( )ds> S i) Fv(@( ), (4.59)

Sustituyendo este resultado en (4.56), la derivada de la funcién propia se describe como:

dXy(x) 1 _iAmY@m)(x) . (4.60)
dx H(.%’) m=0

Finalmente, para el problema de Sturm-Liouville la condicién de regularidad se satisface median-
te la continuidad del flujo térmico. Aunque la conductividad k(z) es discontinua en las interfaces
y, por ende, la derivada X/ (z) presenta saltos finitos en dichos puntos, la expresion:

[e.9]

K@) X (x) = = > AryPm(z) (4.61)

m=0

garantiza la continuidad del producto x(x)X/ (z) en todo el intervalo. asegurando la conservacién
del flujo de calor a través de las interfaces del sistema. Por lo tanto, las series obtenidas mediante
el método SPPS son soluciones validas y fisicamente consistentes para el modelo de n capas.
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4.2. Expansion de funciones propias del caso no homogéneo

Siguiendo lo establecido en [41], las funciones obtenidas se emplean para resolver la ecuacién no
homogénea. La estrategia consiste en descomponer la solucién z(z,t) en términos de estas funciones
ortogonales [31]:

flz,t) = i) X1(z) + fo(t) Xo(x) + - - + frn(t) Xpn(z) + ... (4.62)

Como el conjunto {X,(7)}%; es ortogonal en el espacio L2(a, b), la solucién general se expresa
como la serie:

2(z,t) =Y Tu(t)Xn(z) (4.63)
n=1

donde T),(t) son los coeficientes temporales a determinar. Bajo las condiciones del Teorema 2.7.1,
la convergencia uniforme permite realizar la derivacién término a término. Al sustituir la expansién
en la EDP y aplicar el operador diferencial, el miembro izquierdo se convierte en:

T, ()
22X (@), (4.64)

c(a)p() 2% = e(a)p(x) (Z Tn<t>Xn<x>) = c(2)p() 3 2
n=1 n=1

Por otro lado, al aplicar el operador diferencial espacial al miembro derecho, se obtiene:
0 dz\ 0 0 [ B > d dX,(x)
5 (MO5) = 5 (max (g Tn@)Xn(x))) N e

Dado que los coeficientes T),(t), dependen unicamente del tiempo, pueden extraerse de la derivada
respecto a x. Asi la ecuacién (4.14) queda finalmente expresada como:

> AT (t) = dXn(z)

ctw)pte) Y a0 = 1,0 () D) 4 p(ot. (1.66)
n=1

n=1

Multiplicando la ecuacién (4.66) por una funcién propia arbitraria X,,(z), e integrando sobre el
intervalo [a, b] respecto a la variable espacial:

b 00 b
Jt [c(mp(mzd%t“’xn(x)] do= [ Xn(a)

;Tn(t);; (ﬁ(x)dx;f”)> + f(x,t)] dz. (4.67)

Separando términos, el lado izquierdo se convierte en:

©° b
ST [ ) 600 X ) (4.68)
n=1 a

mientras que el lado derecho resulta en:

nilTn(t) / b Xm(x)% (n(x)d)i;;(x)> dx + / b f(@,6) X (2)da. (4.69)
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Debido a la ortogonalidad de las funciones propias con peso r(z) = c(x)p(x), se cumple que:

b X2 =
/ ()Xo (2) X () = 4 | Xlle = (4.70)
a 0, n#m

donde la norma al cuadrado estéd definida por:

b
1 = [ elalp(o) X3 )do. (4.71)

De este modo, el lado izquierdo se simplifica a:
dT(t) 2

Xallz 4.72
2 1, (172)

Para el lado derecho, las funciones propias satisfacen la ecuacién de Sturm-Liouville: (4.26):

< (W)d{;f)) = elw)pla) Xn(2) (4.73)

de donde se obtiene por sustitucién en la integral:

b
/ X () [~ Anc(@)p(@) X ()] de = =X 12 (4.74)

Asi, para cada n, la ecuacién diferencial en T),(¢) resulta:

dT, b
E : ||Xn‘|2 = *AnTn(t) : ||Xn‘|2 Jr/ f(ﬂj,t)Xn(fL‘)dSU (4'75)
Dividiendo entre la norma al cuadrado se obtiene:
dT, 1 b
o | A\ T () = —2 / £ 8) Xo(2)da. (4.76)
dt [ XnllZ Ja

Para simplificar, se define la proyeccién de la fuente sobre la funcién propia como:

1 b
Transformando asi la EDP en un sistema de EDOs de primer orden:
drl,(t
dt( ) + AT (t) = Fu(t). (4.78)

Para una fuente modulada segin el modelo de [51] puede expresarse como:
f(a,t) = QUBENIWM), a<z<b (4.79)
donde Q(B(z)) = BeP* y I(t) = $1p(1 + cos(wt)). Los coeficientes F, () pueden reescribirse como:

b
Rt = Xi\l% / BePT[(#) X () da. (4.80)
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Factorizando I(t) de la integral:

b
Fn(t):I(t)-m / BeP X (x)dx. (4.81)

Finalmente, se introduce el coeficiente de acoplamiento térmico ©,, como:

1 b

obteniendo finalmente F,,(t) = ©,1(t).

4.3. Solucion de la componente temporal bajo excitacion modu-

lada
Sustituyendo F,(t) en (4.78) se obtiene la EDO para cada coeficiente temporal T, (t):
dl,(t 1
dt( ) + AT (t) = ifo@n(l + cos(wt)) (4.83)

donde \,, es el valor propio asociado a X,,, ©,, corresponde a la proyeccion del término espacial, I
es la intensidad méaxima de la radiacién incidente y w es la frecuencia de modulacién.

Esta es una ecuacién diferencial ordinaria lineal de primer orden. A partir del procedimiento de
homogeneizacién, se sabe que z(z,0) = 0. Dado que las funciones propias X, (x) son linealmente
independientes, la tinica forma en que la serie (4.63), se anule para todo = en t = 0 es que cada
coeficiente verifique 7},(0) = 0.

Resolviendo la ecuacién (4.83) y aplicando esta condicién inicial, se deduce directamente la
solucién para los coeficientes temporales:

T,(t) = %Io@ne”‘”t [/Ot(l + COS(UJT))(E)\"TdT] . (4.84)

En consecuencia la solucién z(zx,t) se escribe como

= 3 x)e Mt 1 t cos(wt))eMTdr
(a0 =3 %ol 5000, [ 1+ cos(om)enar] (4.85)

y la solucién del problema original es finalmente:

o0

= x)e Mt 1 t cos(wt))eMTdr
u(z,t) —;Xn( ) [210@n/0 (1 + cos(wT))e™"d ] + . (4.86)

4.4. Descomposiciéon de la solucién u(z,t)

Para analizar la solucién obtenida, resulta conveniente descomponer la integral en (4.86):

t t t
/ (1 + cos(wr))e*Tdr = / e Tdr + / cos(wr)eMTdr. (4.87)
0 0 0
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La primera integral se evaltia directamente como:

t
1
/ eMTdr = — (Mt —1). (4.88)
0 )\TL

Para la segunda integral aplicando integracién por partes se obtiene:

! Ant[X t )] — A
/ cos(wr)eMTdr = e Pncos(w g—i—ws;n(w ) =, (4.89)
0 )‘n tw
Sustituyendo estos resultados en la expresion de T, (t) en la ecuacién (4.84):
1 1 e*t[Ancos(wt) + wsen(wt)] — A
To(t) = s1oOpe ! | | —(eMf —1 _ “ 4.90
) = 08 (e -1+ o (4.90)
Finalmente, al distribuir el término exponencial y agrupando algunos términos se tiene:
1 1 1 A _ Ancos(wt) + wsen(wt)
To(t) = 5100n |+ — (+— + 50— | e+ =2 : 4.91
w(t) =510 ”[)\n <)\n+/\%+w2>e * A2+ w? (491)

A partir de esta forma conveniente de expresar T,,(t) y de las consideraciones de [31,51] la
solucién u(z,t) de la ecuacién puede descomponerse en tres componentes:
4.4.1. Componente transitoria u.qns(z,t)

Decae exponencialmente con el tiempo y esta asociada a la respuesta inicial del sistema ante el
encendido de la fuente:

Utrans x, t Z@ ( )\2)::&)2> eiAntXn(l‘). (492)

Esta componente tiende a cero conforme ¢ — oc.

4.4.2. Componente estacionaria DC upc(z,t)

Es la parte constante de la solucién, que permanece en el tiempo y corresponde al efecto pro-
medio de la fuente modulada:

upo(z) = g)zl (f:) X, (x) + ©. (4.93)

Esta componente depende tinicamente de la variable espacial.

4.4.3. Componente oscilante AC uc(z,t)

Es la contribucién periédica asociada a la modulacién de la fuente con frecuencia w. En un
dispositivo fotoacustico, inicamente esta componente oscilante puede medirse experimentalmente:

_ I Ancos(wt) + wsen(wt)
uac(z,t) Z@ X ( |: )\% T2 . (4.94)

En conjunto, la soluciéon puede escribirse como la superposicién de las tres componentes:

w(x,t) = Uprans(z,t) + upc(z) + vac(z,t). (4.95)
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4.5. Solucién para el caso no homogéneo con fuente fotoacistica

De acuerdo con [51], el soporte y el gas no absorben luz, por lo que el término fuente se define
segun la Fig 4.1:

Fla.t) = {é[oﬁeﬁx(l + cos(wt), —l<x<0 (4.96)

)0, —(i+D)<z<-l U O<z<l,

donde ¢ > 0, por lo tanto solo se requiere integrar la funcién en el intervalo — < x < 0.

I e yim-U(r)
J=1Ja; )

> ffj“ Y (1)¢;pidr m par.

dt m impar,

Y (@40) = (4.97)

Conj=1,....n,x1=—ly xp1 =0.

4.6. Representacion fasorial de la componente oscilante AC

En esta seccién se desarrolla la componente oscilante de la temperatura uac(x,t), la cual surge
como respuesta del sistema a la excitacion peridédica del haz de luz modulado a una frecuencia
angular w = 27 f.

A partir de la solucién general, se definen los coeficientes espaciales A,,(z) y By (z) asociados a
la n-ésima componente del sistema:

Ap(x) = 5 0, X, (2) (

An

2 A2 4 w?
De este modo, la contribucién oscilante total se expresa como la serie:

uac(x,t) = Z [Ap(x)cos(wt) + By (x)sen(wt)]. (4.99)

n=1

Transformacién al dominio complejo (Fasores)

Al aplicar la identidad de Euler (e*™! = cos(wt) =+ isen(wt)) y expresar las funciones trigo-
nométricas en términos de exponenciales complejas se obtiene:

uac(z,t) = i [An(;v) (W) + By (z) <€M_2fMﬂ . (4.100)

n=1

Multiplicando y dividiendo por i el término de B, (z), la expresion se reordena como:

wac(z, 1) = % S [An(@) — iBa(@)]e™ + % S [An(z) + iBa(@))e " (4.101)
n=1 n=1

Lo anterior permite definir el fasor térmico 4 (z) y su conjugado @*(x), de modo que

L ()=t = Refa(z)e!} (4.102)

~ iwt
u(z)e™” + 5

(NN

uAc(x, t) =
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donde el fasor térmico 4(x) se define explicitamente como:

() = S [An(z) — iBa(2)] :% m (4.103)
n=1 n=1""

Finalmente, la respuesta senoidal en estado estable se caracteriza mediante su magnitud (am-
plitud) y fase a partir de la parte real e imaginaria del fasor:

() = Re{a(x)} +iIm{a(x)}. (4.104)
La temperatura oscilante en términos de estos parametros es:
uac(z,t) = |u(x)|cos[wt + ¢(x)]. (4.105)

Donde la magnitud |4(z)| representa la amplitud de la oscilacién térmica, y el argumento ¢(z)
representa el desfase respecto a la excitacion, calculados mediante:

la(x)| = /Re{a(x)}2 + Im{a(z)}? (4.106)

- ().

A diferencia del dominio del tiempo, donde se observa el movimiento dindmico de la oscilacién
térmica, la transicién al dominio de la frecuencia mediante el fasor térmico @(z) proporciona una
visiéon estacionaria y sintética del sistema. Este procesamiento es andlogo al funcionamiento de
un amplificador lock-in, instrumento disenado para extraer la magnitud y el desfase de una senal
respecto a una referencia conocida.

(4.107)
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CAPITULO 5

Enfoques de Referencia para el
Problema de Sturm-Liouville

5.1. Valores y funciones propias para el caso general homogéneo

En esta seccién se desarrolla el enfoque semianalitico para un sistema de N capas con propie-
dades homogéneas por tramos. Para cada capa j, la ecuacién de Sturm-Liouville (4.26) se reduce a
la de un oscilador arménico simple:

@)+ v5gi(x) =0, wzji<z<wz, j=1,...,N (5.1)

donde se definen los pardmetros espectrales y térmicos como:

A K
1/j2 ==, aj=—L. (5.2)
Qj CjpPj
El sistema estd sujeto a condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas en los extremos del do-
minio, X (a) = X (b) = 0, y el dominio total (a,b) se divide en N subintervalos finitos como se
esquematiza en la Figura 5.1:

j=11j=2 j=N-1 j=N

Xo=a X1 Xy XN—2 Xy-1 Xy =b

Figura 5.1: Esquema para el caso de N capas homogéneo.

5.1.1. Soluciones locales y condiciones de frontera

La solucién general en cada capa j se expresa en términos de funciones trigonométricas, que
utilizan corrimientos respecto a las interfaces i:
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» Capas intermedias (j =1,...,N —1):
¢j(x) = Ajcos[vj(x — xj-1)] + Bjsen[v;(x — xj-1)] (5.3)
= Ultima capa (j = N):
on(x) = Ancoslvn(z — zn)] + Bysen[yn(z — zn))] (5.4)
donde A; y Bj son constantes. Al aplicar las condiciones de frontera (X (a) = 0y X (b) = 0), se
obtiene de manera inmediata que A; =0y Ay = 0. Esto simplifica las soluciones en los extremos
; ¢1(z) = Bysen[vi(x — x0)], o <z <z (5.5)

on(x) = Bysen[vy(z — zN)], ay-1 <z <N (5.6)

5.1.2. Condiciones en las interfaces

Para un sistema de N capas, existen N — 1 interfaces internas denotadas por z; (donde i =

1,...,N — 1), las cuales imponen las condiciones de continuidad:
¢j(w:i) = Pj41(wi) (5.7)
k(i) = Kjp1d 4 (20). (5.8)

Al evaluar la solucién de la capa j en su interfaz derecha x;, y dado que [; = x; — x;_1, se tiene:
¢j(xi) = Ajcoslv;(l;)] + Bjsen[v;(l;)]- (5.9)
Para la capa siguiente es (j + 1), la evaluacién en el mismo punto x; resulta en:
Gj+1(xi) = Ajprcosvipi (@i — 23)] + Bjasen[vjpa(zi — i) = Aj (5.10)

Sustituyendo en la ecuacién (5.7), se obtiene la relacién de continuidad de temperatura para las
interfaces i =1,...,N —2:

Ajcoslvj(l;)] + Bjsen[vj(lj)] — Aj11 =0 (5.11)

Para la tltima interfaz (i = N — 1), considerando la forma de ¢x(z) y la naturaleza impar de la
funcion seno, la condicién resulta en:

dN—1(xn-1) = An—1cos[uN—1(xN—1 — TN—2)] + By_1sen[vn_1(xN_1 — TN_2)] (5.12)

dn-1(zn—1) = An_1cos[vn_1(In—-1)] + By-1sen[vn_1(In—1)] (5.13)

y para la capa siguiente (j = N):
¢n(xn_1) = Bnysen|vn(zn—1 — xn)] = Bnsen|[—vn(In)] (5.14)
on(zn—1) = —Bpnsen[vn(In)]. (5.15)
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De esta forma, la relacién de continuidad de temperatura en la tltima interfaz resulta:
An_jcoslun—1(In-1)] + Bn-1sen[vn—1(In—-1)] + Bysen|vn(In)] = 0. (5.16)
Andlogamente, para la continuidad de flujo de calor, la derivada de la solucién en la capa j es:

¢i(x) = —vjAjsen|vi(x — x;1)] + v;Bjcos[vj(z — x;1)] (5.17)

¢j(wi) = —viAjsenlv;(ly)] + v; Bjcosv; ()] (5.18)

Para la capa siguiente (j + 1):
Oiy1(@) = —vj1Ajisen[vi (@ — ;)] + v Bjpicosvi (x — ;) (5.19)

@1 (i) = vjy1Bjt. (5.20)

Finalmente, sustituyendo en la ecuacién (5.8) se obtiene la relacién de continuidad del flujo para
las interfaces ¢ =1,...,N — 2

rjl—vjAjsenlv;(ly)] + vjBjcos[v(ly)]] — kit Vit Bjsa] = 0, (5.21)
Para la interfaz ¢« = N — 1, dado que el coseno es una funcién par:
Pn_1(zn_1) = —vN_1An_1sen[vn_1(In—1)] + vN—1Bn-1cos[vn_1(In—1)] (5.22)
y para la capa siguiente (j = N):
¢(zN—1) = vnBycoslun(—In)] = vwBycos[vn (In)] (5.23)
por tanto, la relacion de continuidad de flujo en la dltima interfaz se expresa como:

HN_ll/N_l[—AN_lsen(l/N_llN_l) + BN_1008<VN_1ZN_1)] — HN[VNBNCOS(Z/N(ZN))] =0 (5.24)

5.1.3. Construccién de matriz y ecuacion caracteristica

El conjunto de condiciones de interfaz se organiza en un sistema matricial de la forma M (\)A =
0, donde el vector A = (By, Az, Ba, ..., An_1, Bn_1, By)"T contiene las 2N — 2 constantes indepen-
dientes.

Para cada interfaz interna x;, el acoplamiento entre las capas adyacentes j y j + 1 genera un
bloque matricial M;. De acuerdo con las ecuaciones de continuidad (5.7) y (5.8), los bloques para
las interfaces intermedias (i = 1,..., N — 2):

[ cos(uily) sen(vily) =1 0 ) (5.25)

M, —
! (—muisen(uili) kivicos(vil;) 0 —Kiy1Vit1

Para la interfaz final (i = N — 1), que vincula la peniltima capa con la iltima, el bloque matricial
toma la forma:

Y _ cos(Vn—1ln—1) sen(Vn—1ln—1) 0 sen(vnin) (5.26)
N—-1 7I€N_1Z/N_1867L(VN_1IN_1) KZN_ll/N_lCOS(I/N_llN_l) 0 7I<LNVNCOS(I/NZN) ’

50



La matriz completa M () se construye ensamblando estos bloques de manera solapada, ya que
cada bloque M; involucra simultaneamente los coeficientes (A;, Bj) y (Aj41, Bj+1). Esta estructura
escalonada se esquematiza a continuacién:

My O ... 0 0
0 My 0 0 0
MN={: o . 0 : : (5.27)
0 0 0 Myo O
0 0 ... 0 My,

cuyo determinante define la ecuacién caracteristica del problema:
det M(\) =0 (5.28)

Las raices de esta ecuacién proporcionan los valores propios A,. Es importante notar que la de-
pendencia de M (\) con respecto a A no es lineal, debido a la presencia de funciones trigonométricas

en los argumentos v;l;.
Ya determinados los valores propios, los coeficientes A;, B; se obtienen resolviendo el sistema
para cada valor propio A,, la funcién propia X (z) se define por tramos en el intervalo (a,b):

¢1(x) = Bysen[vy(z — xo)], a=1x9< <,

¢2(x) = Ascos[va(z — z1)] + Basen[ve(z — x1)], 1 <2 < T2,

X(z)={" 5.29
(=) ¢j(x) = Ajcos|vj(x — xj_1)] + Bjsenlv;(z —z;—1)], zj1<z<z;, j=1,...N-1 (5.29)

¢n(z) = Bysen[vy(z — zn)], IN_1 <z <b

5.1.4. De la matriz global a la ecuacién residual

Aunque tedricamente los valores propios se obtiene mediante el determinante de la matriz global,
para la implementacién en Python se opté por un enfoque que aprovecha la continuidad térmica
entre capas. Al arrastrar la informacién desde la frontera izquierda hasta la derecha, el problema se
simplifica de un sistema matricial pesado al problema de resolver una tnica ecuacion en la interfaz
final (¢ = N — 1). La validacién de la existencia de los valores propios A, recae en la continuidad
del flujo de calor evaluada en esta ultima interfaz, definiendo la siguiente ecuacion cracteristica
generalizada:

—An_1kN—1vN—1sen(vN_1ly—1) + BN_1kN—1¥N—1 cos(VN_1ln—1) — BNknVN cos(vnln) =0

(5.30)

El desarrollo algebraico completo para la deduccién de esta expresion se detalla en el Apéndice A.

Estas expresiones generalizadas constituyen el nicleo algoritmico del cédigo desarrollado en

Python. Este enfoque recursivo no solo sintetiza el dlgebra requerida para los sistemas de multiples

muestras, sino que garantiza una estabilidad numérica superior frente al cédlculo tradicional de

determinantes de gran escala, proporcionando un aporte respecto a la optimizacién computacional
de esta investigacion.
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5.2. Valores y funciones propias para muestra homogénea

En esta seccion se analizan los valores y funciones propias para el caso particular de un sistema
con propiedades térmicas homogéneas por tramos. El objetivo es verificar que el enfoque semi-
analitico matricial proporciona una solucién de referencia. Esto permitirda validar el desempeno
del algoritmo basado en el método SPPS, nicleo metodoldgico de esta investigacién, previo a su
escalamiento a sistemas con multiples capas de muestra.

La validacién inicia abordando el modelo base con una tnica capa de muestra (n = 1), confor-
mando un sistema de tres regiones (N = 3) al incluir el soporte y el gas. Este esquema inicial se
fundamenta en [23], donde se establece la base para la conduccién térmica del modelo fotoactstico
sin pérdida de generalidad bajo esta estructura.

5.2.1. Caso con una muestra homogénea

u(x,0) = tymp en toda la celda

Gas (Aire) @ = tamp
D = tomp . .
Material Material
de soporte Radiacion
incidente
ls - l lg
»X
~(+1) -1 0 o
< L >

- >

Figura 5.2: Representacion esquemadtica de la geometria y condiciones de frontera del modelo base
conformado por una capa de muestra (n =1, N = 3).

Al aplicar las condiciones de continuidad de temperatura y flujo en las interfaces e incorporar
las condiciones de Dirichlet en los extremos del dominio, el producto matricial M(\)A es:

Ay

cos(vly) sen(vily) -1 0 0 0 B
—kvisen(vily)  Kkivicos(valy) 0 —Kalsy 0 0 A,
0 0 cos(vala) sen(valy) 0 sen(vsls) B,

0 0 —kovasen(ials)  kavacos(vely) 0 —ksvscos(vsls) As

Bs

Al simplificar el sistema anterior, se obtiene el siguiente vector de resultados:

Blsen(ylll) — A2 0
BlfillleOS(l/lll) — BQHQVQ B

0
Ascos(vels) + Basen(vsls) + Bssen(vsls) |0
—Agkovasen(vals) + Bokavocos(vals) — Bsksvscos(vsls) 0

Aplicando las condiciones de frontera (A; = Az = 0) y asumiendo la normalizacién B; = 1, las
constantes restantes se calculan recursivamente:

sen(vily) — Ay =0 = Ay = sen(v1ly) (5.31)
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kivicos(vily) — Bakove = 0 = By = M cos(vily) (5.32)
RolV9

Ascos(aly) + Basen(vals) + Bssen(vsls) = 0
[Agcos(valy) + Basen(vals)] (5.33)
sen(vsls)

Bs = —

Con los coeficientes definidos en funcién de los pardmetros térmicos y A, la ultima expresién esta-
blece la ecuacion caracteristica:

—Agkovasen(inly) + Bakavacos(valy) — Biksvscos(vsls) =0 (5.34)

Sus raices dependen exclusivamente de A, definiendo los valores propios. Al sustituirlos junto
con los coeficientes, la funcién global X (z) se define por tramos en el intervalo (a,b) como:

o1(z) = senfvi(x +1s +1)], —(ls+1) <z < -l
X(z) = ¢ ¢o(x) = Ascoslva(x + )] + Basen|[va(z +1)], —l <z <0, (5.35)
¢3(x) = Bssen[vs(xz —1,)], 0O<a <l

Estos resultados coinciden con las expresiones planteadas en [23], validando la consistencia y
exactitud del enfoque desarrollado.

5.2.2. Extension para sistemas de 2 a 5 capas de muestra homogéneas

El anédlisis del modelo base se extiende a configuraciones multicapa de 2 a 5 muestras (ilustradas
geométricamente en las Figuras 5.3 a 5.6). Aplicando la estrategia de propagacion secuencial descrita
en la Seccion 5.1.4 y asumiendo la normalizacion By = 1, la informacién de temperatura y flujo de
calor se transfiere recursivamente a través de las interfaces internas.

Al evaluar la ultima condicién de frontera de Dirichlet en el limite sélido-gas, el sistema se
reduce a la siguiente ecuacién caracteristica residual:

— A EmVmsen(Vmlm) + BmkmVm €0S(Vmlm) — Bgkgg cos(vglg) =0 (5.36)

donde m indica la dltima capa sélida y g la regién del gas. Las raices A, de esta ecuacién definen
exclusivamente los valores propios para cualquier configuracién de N capas. El desarrollo algebraico
completo para aislar los coeficientes A; y B; en cada interfaz se detalla en el Apéndice A.

u(x,0) = tgmp en toda la celda
& = tamp Gas (Aire) & = tamp
Material Material 1 Material 2
incidente

; =

s b, I, ly
i X

~Us + by +lny) — (g + Imy) I, 0 B
U=l + b,

L

Figura 5.3: Representacion esquematica de la geometria para el modelo con dos capas de muestra
(n=2,N=4).
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u(x,0) = tamp en toda la celda

= tymy Gas (Aire) @ = tamp
Material Material 1 Material 2 Material 3 ¢ S
de soporte Radiacit
adiacion
— incidente
. b ]
ls l"'-l lmz lm3 g
X
=Us+1 -l —(m, + L) ~liny g
U= Ly + by + b,

L

Figura 5.4: Configuracién geométrica del modelo térmico con tres capas de muestra (n = 3, N =

5).

u(x,0) = tgmp en toda la celda

D = tamy
D = tomp Gas (Aire) o
Material Material 1 Material 2 Material 3 Material 4 I ——
de soporte D,
"
) incidente
I [ Uz, . b, Iy
X
—(s+ 1) - —(lny + by + L) =y + lm,) —ln, 0 g

U=lp, + bny + by + Ui,
L

Figura 5.5: Geometria del modelo con cuatro capas de muestra (n = 4, N = 6).

(x,0) = tomp en toda la celda

P = tomp
D= tamp Gas (Aire) o
Material Material 1 Material 2 Material 3 Material 4 Material 5
de soporte

L

incidente

=

L Radiacién
«

<

L by b, Im, L, lng lg

~(s+D —l >k S Uyt g g

;
U=yl byl g = Ly

1

L

PE—

Figura 5.6: Esquema geométrico del modelo con cinco capas de muestra (n = 5, N = 7).

5.3. Discretizacién del problema de Sturm-Liouville mediante el
método de diferencias finitas centradas

Para validar los resultados obtenidos mediante el método SPPS, se implementa una solucién
numérica adicional basada en el Método de Diferencias Finitas (DF), partiendo de la ecuacién
diferencial de Sturm-Liouville (4.26).

El dominio [a,b] se divide en una malla unidimensional de N nodos (z;), separados por un
tamafio de paso constante h = (b — a)/(N — 1). Debido a que las propiedades térmicas presen-
tan cambios bruscos en las interfaces de los materiales, la técnica empleada se basa en el uso de
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diferencias centradas, las cuales ofrecen un error de truncamiento del orden de h? [61].
Se aproxima la primera derivada en los puntos medios de cada intervalo (x;4; /2) mediante:

dX

aX o Xip1 — X,
dx

- (5.37)

i+1/2
Al multiplicar por la conductividad térmica evaluada en dicho punto medio, 412, se obtiene la

dX Xiy1 — X
k(@) —— A Kiti/ (Hh) (5.38)

expresion:

5.3.1. Tratamiento de las interfaces térmicas y ecuacion nodal

Para evaluar correctamente la primera derivada multiplicada por la conductividad térmica

(H(IL’)%) en los puntos medios de la malla (7;1,/2), es importante no sobreestimar el flujo de
calor. Por ello, la conductividad efectiva en la interfaz se calcula mediante la media armonica

siguiendo la formula establecida en [69]:

2KiKit1

5.39
Ki + Kit1 ( )

Kit1/2 =

A diferencia de la media aritmética, que tiende a sobreestimar el flujo de calor al verse influenciada

por los valores mas altos de conductividad, la media armonica es fisicamente consistente con la
continuidad del flujo de calor y el concepto de resistencias térmicas en serie.

Aplicando nuevamente una diferencia centrada para la derivada exterior respecto a x en el nodo

central 7:
d dX 1 Xi—i-l — Xz Xz — Xi—l
iz <“dx) ~h [“Hl/? (h) i (hﬂ (5.40)

Al agrupar los coeficientes para cada valor nodal X, se obtiene la ecuacién discreta completa para
el nodo i:

Ki—1/2 Ki—1/2 T Kit1/2 Rit1/2
zh2/ X1 — </}12/> X; + TQ/XH_I + A(Cp)zXZ =0 (541)

5.3.2. Representaciéon Matricial del Sistema Discretizado

Para resolver el sistema acoplado de ecuaciones nodales, se aplican las condiciones de frontera
de Dirichlet explicitas (Xo = 0y Xy—1 = 0). Al ser valores conocidos, estos nodos se eliminan
del vector de incdgnitas, reduciendo la dimensién del problema a un sistema de (N — 2) x (N — 2)
siguiendo lo establecido en [34].

El conjunto de ecuaciones resultantes se estructura de manera compacta como un problema
algebraico de valores propios generalizado de la forma AX = ABX. De la ecuacién (5.41), se
despeja el término que contiene a A hacia el lado derecho multiplicado por (—1):

Ki_ Ki_1/2 + K; K;
Ky 1/2Xi71 n <11/21+1/2> X; — MX@'JA = Mep)i X; (5.42)

h? h? h?

A partir de los coeficientes de la ecuacion (5.41), la Matriz A se define como una matriz tridia-
gonal y simétrica, cuyas entradas estan dadas por los acoplamientos térmicos adyacentes donde:
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» Diagonal Principal (4;;): Es el coeficiente que multiplica a Xj.

Ki—1/2 T Kit1/2

A = 52

» Entrada de la Diagonal Superior (A;;41): Es el coeficiente que multiplica al vecino de la
derecha, X;11.

Kit+1/2
72

= Entrada de la Diagonal Inferior (A;;—1): Es el coeficiente que multiplica al vecino de la
izquierda, X;_i.

Aiji1=—

Ki—1/2
Aii1=— Zhg/
La matriz resultante es simétrica y presenta la siguiente forma:
(K12 + F3y2) —K3/2 0 0 i
—K3/2 (K32 + K5/2) —K5/2 0
1
A= ¥ 0 —Ks5/2 (Ks/2 + K7/2) (5.43)
: : ' —KN-3/2
| 0 0 —kn—3j2 (Kn-_3/2 +KN_1/2)

Por otro lado, la Matriz de Masa B contiene los términos de capacidad calorifica volumétrica
(cp);. Al depender tnicamente del nodo local, resulta en una matriz estrictamente diagonal:

[(cp)1 O 0 - 0
0 (cp)2 O - 0
B=| 0 0 (cp)s - 0 (5.44)
i 0 0 O (CP)‘N—Q_

Finalmente, el vector propio X contiene las amplitudes de temperatura en los nodos interiores
X = [X1,Xy,..
valores propios A, obteniendo un conjunto discreto de niimeros reales y positivos que sirven como
validacion directa frente al método SPPS.

X N,Q]T. La resolucién numérica de este sistema matricial permite extraer los

5.4. Definicién de Propiedades Térmicas Variables

A menudo, la realidad fisica de los materiales multicapa suele presentar pequenas variaciones
en su conductividad y capacidad calorifica. Con el objetivo de evaluar la estabilidad y precision del
método SPPS ante heterogeneidades en el medio, se introducen variaciones espaciales continuas en
la conductividad térmica x(z) y la capacidad calorifica volumétrica (cp)(z). Estas variaciones se
modelan mediante funciones de perturbacién senoidales y de tipo tangente hiperbdlica, definidas
de forma general como:

(@) = rjll + e - fi(2)], (cp)(@) = (cp);[1 + €c;j - g;(x)] (5.45)

donde j representa la regién del sistema (soporte, capas de muestra o gas). Los pardmetros especifi-
cos considerados para cada configuracién se detallan a continuacién:
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5.4.1. Funciones para el modelo de 2 capas de muestra

Se utilizan funciones de tipo senoidal y tangente hiperbdlica para revisar la estabilidad inicial
de los célculos:

ks[1+0.03sin(z)],  (cp)s[l +0.03cos(x)], —4.0<z<-20
) Em1[140.08cos(4z)], (cp)m1[l + 0.08sin(4z)], —2.0 <z < —1.0
(¢p)ma[l + 0.1tanh(z)], —1.0 <z < 0.0
(cp) ]

cp)g[l 4+ 0.02cos(2z)], 0.0 <z <2.0

K(z), (cp)(z) = o[l + 0.1 tanh(z)], (5.46)

kg1 4+ 0.02sin(2z)],

5.4.2. Funciones para el modelo de 3 capas de muestra

Se incluyen tres muestras para observar la respuesta del método ante un incremento en el
nimero de interfaces:

ks[1 4+ 0.05sin(z)], (cp)s[1 +0.05¢cos(z)], —4.0<z<-2.0
Km1[l + 0.08 cos(4x)], (cp)mi[l + 0.08sin(4z)], —2.0 <z < —1.5
k(z), (cp)(x) = ¢ Kmz2[l +0.1tanh(2x)], (cp)me[l + 0.1tanh(2z)], —1.5 <z < —0.5 (5.47)
Kkm3[l +0.1sin(4x)], (cp)ms[l + 0.1cos(4x)], —0.5 <z < 0.0
kg1 4+ 0.02sin(z)], (ep)g[l +0.02cos(z)], 0.0<x<2.0

5.4.3. Funciones para el modelo de 4 capas de muestra

Se proponen espesores mas delgados para asegurar que el método mantiene su precisiéon en
dominios reducidos:

cp)s[l +0.05cos(z)], —6.0<z<—4.0

)

ks[1 4+ 0.05sin(z)]
(22)],

Km1[1 4 0.08 cos cp)m1[l +0.08sin(2z)], —4.0 <z < 3.0
) Em2] [1 4 0.1tanh(4x)], —3.0 <z < —2.0
r(@), (ep)(@) =9 [0401sin(z)], -20<a<-1o 4
[ al

Kma[l + 0.01 cos(4x)],
kg[1 + 0.05sin(x)],

cp)mall +0.01sin(2z)], —1.0 <z < 0.0
cp)gll +0.05cos(z)], 0.0<z<2.0

(cp)
(cp)
1+ 0.1tanh(42)], (cp)me
1+ 0.1cos(2x)], (cp)ms
(cp)
(cp)

5.4.4. Funciones para el modelo de 5 capas de muestra

Para el caso con cinco metales, se implementan variaciones de mayor frecuencia (8z) para probar
el limite de resolucién numérica del algoritmo:

( ks[1+0.05sin(x)], (ep)s[1 + 0.05 cos(z)], —45<x<-25
Kml[]_ +0.08 cos(2x)], (cp)mi[l +0.08sin(2z)], —2.5<z< —2.0
Kma[l + 0.25 tanh(2z)], (cp)ma[l + 0.25 tanh(2z)], —2.0 <z < —1.5
k(z), (cp)(x) = Kma[l + 0.1sin(x )] (¢p)msa[l + 0.1 cos(x)], -15<z<-10 (549)
Kmal[l +0.05s8in(8x)],  (cp)mall + 0.05cos(8z)], —1.0<z < —0.5
Kms[l +0.1sin(4x)],  (cp)ms[l +0.1cos(4z)], —0.5<z<0.0
kgll 4 0.05sin(z)], (ep)g[1 + 0.05 cos(z)], 0.0<z<20
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CAPITULO 6

Resultados

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos mediante el método SPPS, cuya validacién
principal reside en la precisién de los valores propios A, encontrados. Para evaluar el desempeiio
del método en los casos homogéneos, se comparan los resultados del SPPS y de DF directamente
contra la solucién exacta, permitiendo cuantificar el error debido a la discretizacién en DF frente
al enfoque propuesto.

En las tablas 6.1 y 6.2 se detallan los coeficientes de absorcién éptica () y las propiedades
térmicas de los materiales empleados. Cabe destacar que, aunque se presentan valores para distintos
espectros, para el desarrollo de los resultados de este trabajo se utilizd exclusivamente una longitud
de onda de 632.8 nm.

Tabla 6.1: Coeficientes de absorcién éptica 3 ( mm™!) para diferentes longitudes de onda.

’ Ref. ‘ Material ‘ 450 nm ‘ 532 nm ‘ 632.8 nm 830 nm
[70] | Aluminio | 1.5231 x 10° | 1.5164 x 10° | 1.4967 x 10° | 1.2433 x 10°
[71] | Cobre 6.6824 x 10* | 6.1310 x 10* | 6.7679 x 10* | 7.9544 x 10*
[71] | Cromo 8.7546 x 10* | 7.8658 x 10* | 6.5831 x 10" | 5.2765 x 10"
[71] | Niquel 8.2198 x 10" | 8.2547 x 10* | 8.1624 x 10* | 7.5746 x 10*
[71] | Oro 5.3491 x 10* | 5.2695 x 10* | 6.8139 x 10* | 7.8060 x 10*
[72] | Paladio | 9.0869 x 10* | 8.8410 x 10* | 8.5173 x 10* | 7.9713 x 10*
[71] | Plata 7.3957 x 10* | 8.0996 x 10* | 8.4915 x 10* | 8.7820 x 10*
[73] | Platino 1.0467 x 10° | 1.1505 x 10° | 1.2170 x 10° | 1.2749 x 10°
[71] | Titanio 8.4851 x 10* | 7.9156 x 10* | 1.0131 x 10° | 6.0616 x 10*
51 idrio

Vidri N/A! N/A? N/A! N/A!
[51] | Aire N/A! N/A! N/A! N/A!

'En el modelo R-G, se considera que el material de soporte y el gas no absorben luz.
2Los datos de la conductividad y difusividad se dan directos.
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Tabla 6.2: Propiedades térmicas para los diferentes materiales estudiados.

’Ref. ‘ Material ‘H:(W/mm~C) c=(J/g-C) | p=(g/ecm®) | a=(mm?/s) | e=J/(mm?-C -s'?)

[64] | Aluminio 0.210 0.900 2.699 86.452 2.258 x 1072
[64] | Cobre 0.401 0.385 8.930 116.636 3.713 x 1072
[64] | Cromo 0.069 0.461 7.190 20.847 1.512 x 1072
[64] | Niquel 0.061 0.460 8.880 14.860 1.578 x 1072
[64] | Oro 0.301 0.128 19.320 121.716 2.728 x 1072
[64] | Paladio 0.071 0.247 12.020 23.982 1.452 x 1072
[64] | Plata 0.419 0.234 10.491 170.679 3.207 x 1072
[64] | Platino 0.069 0.134 21.450 24.041 1.408 x 1072
[64] | Titanio 0.017 0.528 4.500 7.155 6.355 x 1073
[65] | Vidrio 1.1x 1073 N/A? N/A? 6.29 x 107! 1.387 x 1073
[65] | Aire 2.6 x 1075 N/A? N/A? 21.8 5.569 x 1076

6.1. Resultados de valores y funciones propias para el caso general
homogéneo

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos al aplicar el método SPPS en sistemas
donde cada capa posee propiedades térmicas constantes. El objetivo es validar la precision del
algoritmo en la identificacién de los valores propios (\,), los cuales constituyen la base de la
solucién para la componente no homogénea f(z,t).

6.1.1. Resultados con 2 capas de muestra homogéneas

Para el desarrollo de los cdlculos numéricos se emplean las propiedades térmicas y dimensiones
mostradas en la Tabla 6.3. Estas configuraciones permiten evaluar el desempeno del método ante
diferentes materiales y variaciones en los espesores de las capas.

Material Espesor (mm) k(W/mm -°C)) a(mm?/s)
Vidrio Iy =2 ks =1.1x1073 s =6.29 x 107!
Cobre 1,2 k =0.401 a = 116.636
Paladio 1,2 k=0.071 a = 23.982
Platino 1,5 k = 0.069 a = 24.041

Oro 1,5 k = 0.301 a=121.716
Aire ly=2 kg =2.6 x 1075 ay =21.8

Tabla 6.3: Dimensiones para los elementos considerados de la celda de dos capas de muestra.

En las Tablas 6.4 a la 6.6 se reportan los primeros ocho valores obtenidos en cada simulacién,
donde pueden observarse errores absolutos del orden de 10~'! en los primeros modos.

Estos resultados se reflejan visualmente en la Figura 6.1, donde las funciones X, (z) reconstrui-
das mediante SPPS (puntos) se superponen con exactitud sobre las soluciones de referencia (lineas)
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En los incisos (a) y (b) se muestra el comportamiento para el sistema de Cobre y Paladio, mientras
que en los incisos (¢) y (d) se presentan los resultados para Platino y Oro. En todos los casos, la
coincidencia entre ambos métodos confirma que el algoritmo identifica correctamente las frecuencias
espaciales y respeta las condiciones de continuidad en las interfaces, aun cuando el método SPPS
no requiere considerar estas condiciones.

X_ref s
- SPPSAs
X_ref A
SPPS As

Xn(x)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 -6 =5 -4 -3 -1 [J 1 2

x(;r21m)
(b) Primeras 6 X,,(x) para I = 2 mm, Cobre =
2 mm, Paladio =2mm y l; =2 mm.

(a) Primeras 6 X, (x) para l; = 2 mm, Cobre =
1 mm, Paladio =1 mmyls =2 mm.

—— X_ref Ay — X_refAs

Xn(x)

— X_ref Ay
« SPPSA;

X_ref A,
< SPPSA,

— X_refAs
« SPPSA;
X_ref Aq

*  SPPS A4

X_ref As
.+ SPPSAs
X_ref Ag
SPPS Ag

-4 -3 -2 -1 0 1 2 —12 10 -8 6 4 -2 0 2

x (mm) x(mm)7

(d) Primeras 6 X,,(x) para l; = 2 mm, Platino =
5mm, Oro =5mmy l; =2 mm.

(¢) Primeras 6 X, () para l; = 2 mm, Platino =
1mm, Oro =1mmy l, =2 mm.

Figura 6.1: Comparacién de las primeras seis funciones propias (X,,) calculadas por SPPS y la
solucién de referencia para sistemas de dos capas de muestra.

n /\ref )\SPPS Fa ET’( %)

1 0.0739813474 0.0739813474 2.95 x 10711 3.99 x 108
2 1.7140645352 1.7140645352 4.69 x 10~ 2.73 x 1077
3 6.3610573241 6.3610573245 3.74 x 10710 5.88 x 1077
4 14.0976598129 14.0976598142 1.34 x 1079 9.49 x 1079
5 24.9210140449 24.9210140485 3.64 x 1079 1.46 x 1078
6 38.8164100567 38.8164107383 6.82 x 107 1.76 x 1076
7 53.7621760447 53.7621239960 5.20 x 10~° 9.68 x 10~°
8 55.7343759246 55.7344223265 4.64 x 107° 833 x 1077

Tabla 6.4: Comparativa de error en valores propios A: Cu, Pd (1 mm); ls,l; = 2 mm.
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n Aref Aspps Ea Er(%)

1 0.0401779768 0.0401779768 1.00 x 10~ 11 2.49 x 10~8
2 1.6279183716 1.6279183716 4.70 x 10~ 11 2.89 x 1079
3 6.2523447823 6.2523447827 3.57 x 10710 5.71 x 1079
4 13.8075234847 13.8975234855 8.24 x 10°10 5.93 x 1079
5 21.2456851170 21.2456851469 2.99 x 108 1.41 x 1077
6 25.3201569271 25.3201568757 5.14 x 1078 2.03 x 1077
7 38.9467545033 38.9467518534 2.65 x 1076 6.80 x 1076
8 53.7918748875 53.7930838566 1.21 x 1073 2.25 x 1073

Tabla 6.5: Comparativa de error en valores propios A: Cu, Pd (2 mm); l,,l; = 2 mm.

n /\ref )\SPPS Fa ET’( %)

1 0.0856491897 0.0856491897 4.90 x 10~ 5.72 x 1078
2 1.7348707252 1.7348707252 2.93 x 10~ 11 1.69 x 1077
3 6.3516014131 6.3516014135 4.24 x 10710 6.68 x 1079
4 14.0292093866 14.0292093886 1.99 x 1079 1.42 x 1078
5 24.7538692925 24.7538692746 1.79 x 1078 7.23 x 1078
6 38.4822180476 38.4822185034 4.56 x 1077 1.18 x 1076
7 53.7782125481 53.7784268038 2.14 x 107* 3.98 x 107*
8 55.0889670581 55.0886709846 2.96 x 1074 5.37 x 1072

Tabla 6.6: Comparativa de error en valores propios A: Pt, Au (1 mm); l5,l, = 2 mm.

n )\ref )\spps FEa ET’( %)

1 0.0197849840 0.0197849840 1.92 x 10~ 9.72 x 1078
2 1.4928976934 1.4928976934 2.15 x 10~ 11 1.44 x 1079
3 3.7115380307 3.7115380308 5.08 x 10~ 11 1.37 x 107°
4 6.4052212782 6.4052212789 7.46 x 10710 1.16 x 1078
5 13.7271322019 13.7271321933 8.64 x 1077 6.30 x 108
6 19.2867834140 19.2867834373 2.33 x 1078 1.21 x 1077
7 25.1961676000 25.1961652278 2.37 x 1076 9.41 x 1076
8 38.0913386504 38.0937718113 2.43 x 1073 6.39 x 1072

Tabla 6.7: Comparativa de error en valores propios A: Pt, Au (5 mm); ls,l; = 2 mm.

6.1.2. Resultados con 3 capas de muestra homogéneas

Para los resultados de las simulaciones con tres muestras homogéneas, se utilizan las propiedades
y dimensiones detalladas en la Tabla 6.8.

La validaciéon numérica de los valores propios se presenta de la tabla 6.9 a la 6.12. Al igual
que en el caso de dos capas, los errores absolutos se mantienen en rangos muy bajos, con valores
cercanos a 10~ y 10712 para los primeros modos. Estos datos confirman que el incremento en el
numero de capas de material no degrada la precision del método SPPS.
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En la Figura 6.2, se presentan las primeras 6 funciones propias (X,) para cada variante: a)
y (b): corresponden al sistema de Titanio, Aluminio y Plata con espesores de 1.0 mm y 2.0 mm,
respectivamente, mientras que (c) y (d): presentan los resultados para el sistema de Cobre, Oro y
Niquel, con espesores de 1.0 mm y 5.0 mm.

Material | Espesor (mm) | x(W/mm - °C)) a(mm?/s)
Vidrio ls =2 ks =1.1x1073 | s =6.29 x 1071
Titanio 1,2 k= 0.017 a="7.155

Aluminio 1,2 k= 0.210 a = 86.452

Plata 1,2 k= 0.419 a = 170.679

Cobre 1,5 k = 0.401 a = 116.636
Oro 1,5 k= 0.301 a = 121.716

Niquel 1,5 k = 0.061 a = 14.860
Aire lg=2 kg = 2.6 x 107° g =21.8

Tabla 6.8: Dimensiones para los elementos considerados de la celda de tres capas de muestra.

— X_ref Ay — X_refAs X_refAs s
e SPPSA; o/ SPPS A3 «  SPPSiAs 20 IR "
X_ref Az ~ X_refAq X_refAg T ¥
* SPPS A4

* SPPSA; SPPS g

N X
-10 -10
2 —— X_ref Ay —— X_refAs X_ref As
\ ’f | + SPPSA; * SPPSA; * SPPSAs
-20 ~20 hASRY4Y! X_ref A X_ref A X_ref A
v NS Y . SPPSAZZ . SPPSA: SPPSA:
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 -8 -6 -4 -2 0 2
x (mm) Xx (mm)
(a) Comparativa de las 6 primeras funciones (b) Comparativa de las 6 primeras funciones
propias para I, = 2mm, Titanio = 1mm, propias para I, = 2mm, Titanio = 2 mm,
Aluminio =1 mm, Plata =1 mmy lg =2 mm. Aluminio =2 mm, Plata =2mm y lg =2 mm.
20 20 '
10 10
3; o e 8,: 0
N 7 <
-10 =10
—— XrefA, —— X_refAs X_refAs \ —— Xrefdy —— X_refd; —— X_refls
* SPPSA; * SPPS A3 *  SPPSAs " V *  SPPSAp * SPPSA; * SPPSAs
-20 X_ref Ay X_ref Aq X_ref A -20 ] X_ref Ay X_ref Aq X_ref Ag
. SPPS A, .l SPPS A, SPPSIAg ¥ - SPPS A, . SPPS A, SPPS Mg
=5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 -17.5 -15.0 -12.5 -10.0 =75 =5.0 -2.5 0.0 25
X (mm) X (mm)
(¢) Comparativa de las 6 primeras funciones pro- (d) Comparativa de las 6 primeras funciones pro-
pias para l; = 2mm, Cobre = 1mm, Oro = pias para Iy = 2mm, Cobre = 5mm, Oro =
1 mm, Niquel =1mmylg=2mm. 5 mm, Niquel =5mmyly, =2mm.

Figura 6.2: Comparacién de las primeras seis funciones propias (X,,) para sistemas de tres capas
de muestra.
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n )\ref )\S’PPS Fa ET( %)

1 0.0654482073 0.0654482073 2.94 x 10~ 11 4.50 x 10~8
2 1.6214632815 1.6214632815 4.98 x 1011 3.07 x 1079
3 5.9947638179 5.9947638183 3.55 x 10~ 10 5.92 x 1079
4 12.8926928550 12.8926928565 1.46 x 1079 1.13x 1078
5 20.2904373619 20.2904373637 1.81 x 1079 8.94 x 1079
6 27.6531594346 27.6531594587 2.41 x 108 8.70 x 108
7 40.0079837343 40.0079815860 2.15 x 1076 5.37 x 10~©
8 53.7915586372 53.7918656792 3.07 x 1074 5.71 x 1074

Tabla 6.9: Comparativa de error

en valores propios A: T, Al, Ag (1 mm); ls,l; = 2 mm.

n /\ref )\SPPS Fa ET( %)

1 0.0344980665 0.0344980665 1.66 x 10~ 11 482 %1078
2 1.4519551481 1.4519551481 2.35 x 10~ 1T 1.62 x 1079
3 4.6031854303 4.6031854303 443 x 10711 9.62 x 10~10
4 7.3728749421 7.3728749428 7.25 x 10~10 9.84 x 1079
5 14.1894652470 14.1894652452 1.81 x 1079 1.28 x 1078
6 24.1765441181 24.1765440840 3.41 x 1078 1.41 x 1077
7 33.7445858193 33.7445881497 2.33x 1076 6.91 x 1076
8 40.9791002795 40.9790581961 421 x107° 1.03 x 1074

Tabla 6.10: Comparativa de error en valores propios A: 1%, Al, Ag (2 mm); l5,1l; = 2 mm.

n Aref Aspps Ea Er(%)

1 0.0501573802 0.0501573802 828 x 1012 1.65 x 108
2 1.6532169834 1.6532169835 6.03 x 10~ 11 3.65 x 1079
3 6.2897963229 6.2897963233 3.74 x 10710 5.94 x 1079
4 14.0052606157 14.0052606172 1.54 x 107° 1.10 x 1078
5 24.7609012146 24.7609012322 1.76 x 10~8 712 x 1078
6 38.0499215751 38.0499128322 8.74 x 1076 2.30 x 1075
7 43.5287118710 43.5287841299 7.23 x 1079 1.66 x 1077
8 53.8225251872 53.8206796057 1.85 x 1073 3.43 x 1073

Tabla 6.11: Comparativa de error en valores propios A: Cu, Au, Ni (1 mm); ls,l; = 2 mm.

n Aref Aspps Ea Er(%)

1 0.0108883930 0.0108883930 3.78 x 10~ 11 3.47 x 10~ 7
2 1.4500642624 1.4500642624 1.96 x 10~11 1.35 x 1079
3 1.8408898423 1.8408898424 5.67 x 10~ 11 3.08 x 1077
4 6.1549866345 6.1549866324 2.14 x 1079 3.48 x 1078
5 8.5651221541 8.5651221756 2.15 x 108 2.51 x 1077
6 13.9201117321 13.9201112427 4.89 x 1077 3.52 x 1076
7 17.5177804828 17.5177839082 3.43 x 1076 1.96 x 1077
8 24.8160300186 24.8158745087 1.56 x 10~% 6.27 x 10~4

Tabla 6.12: Comparativa de error en valores propios A: Cu, Au, Ni (5 mm); l,,l; = 2 mm.
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6.1.3.

Resultados con 4 capas de muestra homogéneas

Andlogamente para un sistema compuesto por cuatro capas. Las dimensiones y materiales uti-
lizados se detallan en la Tabla 6.13. La validacion numérica se presenta en las tablas 6.14 a la 6.17.
Se observa que, incluso con cuatro capas de muestra, el error absoluto sigue manteniendo valores
muy bajos, manteniéndose en el orden de 10~ Mientras que la figura 6.3 presenta la comparativa

visual de las primeras seis funciones propias (X,).

Material | Espesor (mm) | x(W/mm-°C)) a(mm?/s)
Vidrio s =2 ks =11x10"% | ay =6.29 x 1071
Titanio 1,2 k=0.017 a =T7.155
Paladio 1,2 k=0.071 a = 23.982

Aluminio 1,2,5 k=0.210 a = 86.452

Plata 1,2 k=0.419 a = 170.679

Cobre 1,5 k=0.401 a =116.636
Oro 1,5 k=0.301 a=121.716

Cromo 1,5 k = 0.069 o = 20.847
Aire ly = kg =2.6 x 107° ag =218

Tabla 6.13: Dimensiones para los elementos considerados de la celda de cuatro capas de muestra.

—— XrefAd; —— X_refAs X_ref As
. SPPS A} + SPPSA; «  SPPSIAs
X_ref Ay X_ref A4 X_refAg

. SPPS A, . SPPS A, SPPSAg

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

(a) Comparativa de las 6 primeras funciones pro-
pias para T, Pd, Al, Ag (1 mm); 5,1, = 2 mm.

i —— Xrefd; —— Xrefis X_ref As
'.! +  SPPS Ay + SPPSA; - SPPSAs
\VRYI X_ref Ay X_ref Aq X_refAg
vV v - SPPS A} .« SPPSA; SPPS As

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

(c) Comparativa de las 6 primeras funciones pro-
pias para Cu, Au, Al,Cr (1 mm); l5,l; = 2 mm.

Y/ —— X_refAd; —— X refAs i X_ref As
1 it . SPPSA; = SPPSAs = | SPPSAs
YA AV X_ref A, X_ref Ay X_ref Ag
A - SPPS A, . SPPS A, SPPS Ag

-10 -8 -6 -4 -2 0 2

(b) Comparativa de las 6 primeras funciones pro-
pias para T4, Pd, Al, Ag (2 mm); l5,l; = 2 mm.

— X_refA; — X_refAs X_ref As

- SPPS A, .+ SPPSA; .+ SPPSAs
t X_ref A, X_ref Ag X_ref A
-20 v - SPPS A, .+ SPPS A4 SPPS Ag

-20 -15 -10 -5 0
x (mm)

(d) Comparativa de las 6 primeras funciones pro-
pias para Cu, Au, Al,Cr (5 mm); l;,l; = 2 mm.

Figura 6.3: Comparacion de las primeras seis funciones propias (X,,) para sistemas de cuatro capas

de muestra.



n )\ref )\S’PPS Fa ET( %)

1 0.0482568001 0.0482568001 3.21 x 10711 6.65 x 10~°
2 1.5618638092 1.5618638092 3.24 x 10711 2.07 x 1079
3 5.8232313363 5.8232313365 2.45 x 10710 420 x 1077
4 11.9026537204 11.9026537227 2.33 x 107° 1.96 x 1073
) 17.1075032962 17.1075032867 9.53 x 1077 5.57 x 1078
6 25.8698380236 25.8698382286 2.05 x 107 7.93 x 107
7 38.9059461870 38.9059309943 1.52 x 107° 3.90 x 10~°
8 53.7192409125 53.7722214796 5.30 x 102 9.86 x 102

Tabla 6.14: Comparativa de error en valores propios A: 1'%, Pd, Al, Ag (1 mm); l,,ly = 2 mm.

n /\ref )\SPPS Fa ET( %)

1 0.0247992146 0.0247992146 4.69 x 1011 1.89 x 107
2 1.3765219958 1.3765219959 6.36 x 10~ 1T 4.62 x 1079
3 3.6827598142 3.6827598142 5.82 x 10~ 12 1.58 x 10~ 10
4 6.6818760305 6.6818760312 6.81 x 1010 1.02 x 1078
5 13.2324997441 13.2324997602 1.61 x 10~8 1.21 x 1077
6 16.4285441065 16.4285438982 2.08 x 10~7 1.27 x 1076
7 24.7156989138 24.7157069156 8.00 x 1076 3.24 x 1075
8 35.7778561909 35.7763499317 1.51 x 10~3 421 x 1073

Tabla 6.15: Comparativa de error en valores propios A: 1'%, Pd, Al, Ag (2 mm); l,,l; = 2 mm.

n Aref Aspps Ea Er(%)

1 0.0437748179 0.0437748179 3.68 x 10~ 11 8.41 x 1078
2 1.6374105509 1.6374105510 6.24 x 10~ 11 3.81 x 1079
3 6.2697443706 6.2697443710 439 x 10710 7.00 x 1079
4 13.9732476299 13.9732476309 1.01 x 1079 7.19 x 1079
5 24.6644657582 24.6644657279 3.03 x 1078 1.23 x 107
6 35.2177507096 35.2177538929 3.18 x 107° 9.04 x 106
7 39.7994645504 39.7994580894 6.46 x 1076 1.62 x 10~°
8 53.8059679605 53.8057765968 1.91 x 10~% 3.56 x 10~4

Tabla 6.16: Comparativa de error en valores propios A:

Cu, Au, Al,Cr (1 mm); I, 1

n )\Tef >\SPPS' Fa ET( %)

1 0.0093781591 0.0093781591 4.87 x 10715 5.19 x 1011
2 1.3271721413 1.3271721413 4.81 x 10711 3.63 x 1079
3 1.6833324186 1.6833324187 6.86 x 10~ 1T 4.08 x 1079
4 5.5681322419 5.5681322360 5.91 x 1079 1.06 x 1077
5 6.4077507291 6.4077507437 1.46 x 1078 2.28 x 1077
6 13.5627727536 13.5627708348 1.92 x 10~6 1.41 x 1077
7 14.6292471515 14.6292501013 2.95 x 1076 2.02x 1075
] 23.5241687264 23.5242812733 1.13 x 1074 478 x 1074

Tabla 6.17: Comparativa de error en valores propios A: Cu, Au, Al,Cr (5 mm); I, l; = 2 mm.
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6.1.4.

Resultados con 5 capas de muestra homogéneas

Finalmente, se analiza el sistema de cinco capas. Esta configuracién permite validar el método
SPPS ante una acumulacién considerable de interfaces y condiciones de continuidad. Las propie-
dades y dimensiones para este caso se detallan en la Tabla 6.18. Los resultados en las tablas 6.19
a la 6.22 muestran errores absolutos de 107! a 1072 en los primeros modos, confirmando que la
precisién del método SPPS no se degrada ante el incremento de capas. De igual forma, la Figura
6.4 presenta la comparativa visual de las primeras seis funciones propias (X,).

Material | Espesor (mm) | «(W/mm - °C)) a(mm?/s)
Vidrio =2 Fe=11x10 3 | ay =629 x 10 T
Titanio 1,2,5 k=0.017 a="7.155
Platino 1,2,5 k = 0.069 a =24.041

Aluminio 1,2,5 k =0.210 a = 86.452

Oro 1,2,5 k =10.301 a=121.716
Cobre 12,5 % = 0.401 o — 116.636
Plata 1,2,5 k= 0.419 a = 170.679
Cromo 1,2,5 k = 0.069 a = 20.847

Aire [, =2 kg = 2.6 x 10 a, = 21.8

Tabla 6.18: Dimensiones para los elementos considerados de la celda de cinco capas de muestra.
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(a) Comparativa de las 6 primeras funciones pro-
pias para T, Pt, Al, Au, Cu (1 mm); l5,l; = 2 mm.
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Figura 6.4: Comparativa primeras seis funciones propias (X,,) sistemas de cinco capas de muestra.
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n )\ref )\S’PPS Fa ET( %)
1 0.0371354116 0.0371354116 2.74 x 10711 7.39 x 1078
2 1.5248017925 1.5248017925 2.55 x 10~ 11 1.67 x 107°
3 5.7007087820 5.7007087822 1.87 x 10710 3.27 x 1079
4 11.0773286174 11.0773286196 2.20 x 107° 1.99 x 1073
5 15.9653350282 15.9653350240 424 x 1079 2.66 x 1078
6 25.3522251581 25.3522250721 8.60 x 10~8 3.39 x 10~ 7
7 38.0110231758 38.0110259841 2.81 x 107° 7.39 x 1076
8 47.7719432459 47.7724621479 5.19 x 10~4 1.09 x 1073
Tabla 6.19: Comparativa de error en valores propios A: 1'%, Pt, Al, Au, Cu (1 mm); ls,1l, = 2 mm.
n /\ref )\SPPS Fa ET( %)
1 0.0187813735 0.0187813735 3.64 x 1011 1.94 x 1077
2 1.3260671859 1.3260671859 113 x 1071 8.48 x 10-10
3 3.2505134827 3.2505134828 5.86 x 10~ 11 1.80 x 107°
4 6.4482847101 6.4482847105 3.86 x 10710 5.98 x 1079
5 11.4980593663 11.4980593514 1.49 x 1078 1.30 x 107
6 14.7345825439 14.7345826816 1.38 x 1077 9.35 x 10~7
7 24.2507192604 24.2507061225 1.31 x 107° 5.42 x 1075
8 31.1672679405 31.1675852414 3.17 x 1072 1.02 x 1073
Tabla 6.20: Comparativa de error en valores propios A: 1'%, Pt, Al, Au, Cu (2 mm); ls,l; = 2 mm.
n Aref Aspps Ea Er(%)
1 0.0394473888 0.0394473888 2.91 x 10~ 11 7.37x 1078
2 1.6217573705 1.6217573706 5.31 x 10~ 11 3.28 x 1079
3 6.2193093278 6.2193093281 3.01 x 10710 4.85 x 1079
4 12.6189099947 12.6189099945 1.71 x 10~10 1.35 x 1079
5 14.4982255951 14.4982255993 4.25 x 1077 2.93 x 1078
6 24.8783655344 24.8783653427 1.92 x 1077 7.71 x 1078
7 38.5333476306 38.5334299819 8.24 x 10~° 2.14 x 10~*
8 47.5503625850 47.5462713983 4.09 x 1073 8.60 x 1073
Tabla 6.21: Comparativa de error en valores propios A: Ag, Au, Al,Cr,Ti (1 mm); [, 1, = 2 mm.

n )\Tef >\SPPS' Fa ET( %)

1 0.0083351146 0.0083351146 414 x 10711 4.97 x 1077
2 0.5217225296 0.5217225296 1.90 x 10~ 11 3.65 x 1079
3 1.5064794336 1.5064794336 2.18 x 10~ 11 1.45 x 1079
4 1.9724986452 1.9724986452 7.03 x 10712 3.56 x 1010
5 5.0653826910 5.0653827561 6.51 x 1078 1.28 x 1076
6 6.2397954068 6.2397948181 5.80 x 10~7 9.43 x 1076
7 7.6959154865 7.6959175053 2.02x 1076 262 % 1075
] 13.4685140390 13.4680310890 4.83 x 1072 3.59 x 1073

Tabla 6.22: Comparativa de error en valores propios A: Ag, Au, Al,Cr,Ti (5 mm); ls,l; = 2 mm.
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6.2.

das

Resultados mediante el método de diferencias finitas centra-

En esta seccién se presentan los resultados obtenidos mediante el esquema. de Diferencias Finitas.
FEn las tablas 6.23 y 6.24 se reportan los errores obtenidos para el caso de dos capas, donde se donde
se observa que el error absoluto (Ea) se sitia predominantemente en el orden de 10~* a 107%. Estos
resultados se complementan con la Figura 6.5, donde se aprecia la reconstruccién de las funciones
propias.
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(b) Comparativa de las 6 primeras funciones pro-

pias para Pt,Au (5 mm); l;,l, = 2 mm.

Figura 6.5: Comparativa de las primeras seis (X,,) obtenidas mediante DF y la solucién de referencia

para sistemas de dos capas de muestra.

n Aref ADF Ea Er(%)

1 0.0739813474 0.0739832235 1.88 x 107 2.54 x 1073
2 1.7140645352 1.7141062075 4.17 x 107° 2.43 x 1073
3 6.3610573241 6.3612149551 1.58 x 10~% 2.48 x 1073
4 14.0976598129 14.0980105727 3.51 x 1074 2.49 x 1073
5 24.9210140449 24.9216347579 6.21 x 104 2.49 x 1073
6 38.8164100567 38.8173764102 9.66 x 104 2.49 x 1073
7 53.7621760447 53.7603052787 1.87 x 1073 3.48 x 1073
8 55.7343759246 55.7357498429 1.37 x 1073 2.47 x 1073

Tabla 6.23: Comparativa de error (DF vs. Referencia) para Cu,Pd (1 mm); [y, 1,

= 2 mm.

n >\ref )\DF Ea ET’( %)

1 0.0197849840 0.0197855180 5.34 x 10~ 7 2.70 x 1073
2 1.4928976934 1.4929742875 7.66 x 1075 5.13 x 1073
3 3.7115380307 3.7115888726 5.08 x 10~° 1.37 x 1073
4 6.4052212782 6.4055449071 3.24 x 1074 5.05 x 1073
5 13.7271322019 13.7278359395 7.04 x 1071 5.13 x 1073
6 19.2867834140 19.2870528168 2.69 x 1074 1.40 x 1073
7 25.1961676000 25.1974423279 1.27 x 1073 5.06 x 1073
8 38.0913386504 38.0931154440 1.78 x 1073 4.66 x 1073

Tabla 6.24: Comparativa de error (DF vs. Referencia) para Pt, Au (5 mm); ls,l; = 2 mm.
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Al incrementar la complejidad al sistema de tres capas, los resultados se detallan en las tablas
6.25 y 6.26, junto con la Figura 6.6. Se puede notar que a diferencia del método SPPS, el error en
DF tiende a ser més sensible a la ubicacién de las interfaces y a la densidad de la malla, lo que se
refleja en el valor de los errores.
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Figura 6.6: Comparativa de las primeras seis (X,,) obtenidas mediante DF y la solucién de referencia
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para sistemas de tres capas de muestra.
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(b) Comparativa de las 6 primeras funciones pro-
pias Cu, Au, Ni (5 mm); l,,l, = 2 mm.

n >\ref )\DF Ea ET( %)

1 0.0344980665 0.0344978037 2.63 x 107 7.62x 104
2 1.4519551481 1.4519730099 1.79 x 107° 1.23 x 1073
3 4.6031854303 4.6031962850 1.09 x 107° 2.36 x 1071
4 7.3728749421 7.3729230011 4.81 x 107° 6.52 x 1074
5 14.1894652470 14.1896510778 1.86 x 1071 1.31 x 1073
6 24.1765441181 24.1768434975 2.99 x 1014 1.24 x 1073
7 33.7445858193 33.7446177423 3.19 x 1075 9.46 x 1075
8 40.9791002795 40.9794277054 3.27 x 10714 7.99 x 1014

Tabla 6.25: Comparativa de error (DF vs. Referencia) para Ti, Al, Ag (2 mm); ls,l; = 2 mm.

n Aref ADF Ea Er(%)

1 0.0108883930 0.0108885728 1.80 x 1077 1.65 x 1073
2 1.4500642624 1.4500721950 7.93 x 1076 5.47 x 10~%
3 1.8408898423 1.8409065484 1.67 x 107° 9.08 x 10°%
4 6.1549866345 6.1550043918 1.78 x 107° 2.80 x 1071
5 8.5651221541 8.5652210878 9.89 x 1075 1.16 x 1073
6 13.9201117321 13.9201518532 4.01 x 1073 2.88 x 1071
7 17.5177804828 17.5179835437 2.03 x 1074 1.16 x 1073
8 24.8160300186 24.8160969410 6.69 x 10~° 2.70 x 104

Tabla 6.26: Comparativa de error (DF vs. Referencia) para Cu, Au, Ni (5 mm); [,,l, = 2 mm.

Finalmente, se presentan los resultados para los sistemas con mayor numero de capas. En las
tablas 6.27 y 6.28 (correspondientes a la Figura 6.7 para cuatro capas), y las tablas 6.29 y 6.30
(correspondientes a la Figura 6.8 para cinco capas).
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Aunque el método de Diferencias Finitas logra seguir la tendencia de la solucién de referencia,
la precision obtenida es inferior a la del método SPPS. Mientras que el SPPS reporté errores del
orden de 10~ el método de DF se mantiene en el rango de 10~ y 1075,
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(b) Comparativa de las 6 primeras funciones pro-

(a) Comparativa de las 6 primeras funciones pro-
pias para Cu-Au-Al-Cr (2 mm); l,,l; = 2 mm.

pias para Ti-Pd-Al-Ag (1 mm); I,,l; = 2 mm.

Figura 6.7: Comparativa de las primeras seis (X,,) obtenidas mediante DF y la solucién de referencia

para sistemas de cuatro capas de muestra.

n )\T'Cf ADF Ea ET( %)

1 0.0482568001 0.0482572667 4.67 x 1077 9.67 x 1074
2 1.5618638092 1.5618773879 1.36 x 107° 8.69 x 10~%
3 5.8232313363 5.8232798965 4.86 x 107° 8.34 x 1074
4 11.9026537204 11.9026970018 4.33 x 107° 3.64 x 1074
) 17.1075032962 17.1075292555 2.60 x 10—° 1.52 x 10~*
6 25.8698380236 25.8700402573 2.02 x 1074 7.82 x 1074
7 38.9059461870 38.9062850021 3.39 x 1074 8.71 x 1074
8 53.7192409125 53.7197394789 4.99 x 1077 9.28 x 1074

Tabla 6.27: Comparativa de valores propios y andlisis de error (Diferencias Finitas vs. Referencia)
espesores l; = 2 mm, Titanto = 1 mm, Paladio = 1 mm, Aluminio = 1 mm, Plata =1 mm 'y

lg =2mm.

n >\ref )\DF Fa ET’( %)

1 0.0229116163 0.0229121646 5.48 x 10~ 7 2.39 x 1073

2 1.5826422254 1.5827045292 6.23 x 10—° 3.94 x 1073

3 6.1265444593 6.1267806709 2.36 x 1074 3.86 x 1073

4 9.0556832652 9.0557943803 1.11 x 10~* 1.23 x 1073

5 14.0803316295 14.0808834387 5.52 x 1074 3.92 x 1073

6 24.7721640413 24.7731408683 9.77 x 1071 3.94x 1073

7 35.4466987507 35.4472312847 5.33 x 1074 1.50 x 1073

8 39.3892196878 39.3906245196 1.40 x 1073 3.57 x 1073
Tabla 6.28: Comparativa de valores propios y andlisis de error (Diferencias Finitas vs. Referencia)
espesores Iy = 2mm, Cobre = 2mm, Oro = 2mm, Aluminio = 2mm, Cromo = 2mm y
lg =2mm.
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Figura 6.8: Comparativa de las primeras seis (X,,) obtenidas mediante DF y la solucién de referencia
para sistemas de cinco capas de muestra.

n )\ref )\DF FEa ET‘( %)

1 0.0371354116 0.0371362643 8.53 x 10~ 7 2.30 x 103
2 1.5248017925 1.5248491254 4.73 x 1073 3.10 x 1073
3 5.7007087820 5.7008802429 1.71 x 10~ % 3.01 x 1073
4 11.0773286174 11.0775772930 2.49 x 1074 2.24 x 1073
5 15.9653350282 15.9657404609 4.05 x 1077 254 x 1073
6 25.3522251581 25.3529984361 7.73x 10714 3.05 x 103
7 38.0110231758 38.0121392766 1.12x 1073 2.94 x 1073
8 47.7719432459 47.7727789808 8.36 x 101 1.75 x 1073

Tabla 6.29: Comparativa error (DF vs. Referencia) para Ti, Pt, Al, Au, Cu (1 mm); l,,l; = 2 mm.

n >\ref )\DF Ea ET( %)

1 0.0083351146 0.0083353381 224 x 1077 2.68 x 10~3
2 0.5217225296 0.5217110761 1.15 x 1077 2.20 x 1073
3 1.5064794336 1.5065719732 0.25 x 10~° 6.14 x 1073
4 1.9724986452 1.9724797025 1.89 x 107° 9.60 x 10742
5 5.0653826910 5.0652999057 8.28 x 1075 1.63 x 103
6 6.2397954068 6.2402028303 4.07 x 1074 6.53 x 1073
7 7.6959154865 7.6957692854 1.46 x 1077 1.90 x 1073
8 13.4685140390 13.4688330536 3.19 x 1074 2.37 x 1073

Tabla 6.30: Comparativa error (DF vs. Referencia) para Ag, Au, Al, Cr, Ti (5 mm); l,,l, = 2 mm.

6.3. Resultados con término no homogéneo f(z,t)

Una vez validada la precisién del método SPPS en el calculo de los valores propios, se procede a
obtener la solucién para la temperatura ante una fuente de calor externa. Para asegurar la validez
fisica de las simulaciones y evitar inconsistencias derivadas de la potencia absoluta de la fuente,
los resultados se expresan en términos de la temperatura normalizada w(z,t)/Iy con un valor de
Iy = 0.01 W/mm? para todas las simulaciones presentadas a continuacién.
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En la Figura 6.9 se presentan las componentes que integran la soluciéon completa para un sistema
de dos capas. La solucion total es el resultado de la superposicién de tres partes: la transitoria
(Utrans), donde las curvas azules representan los primeros instantes de tiempo, donde el material
comienza a absorber energia, evolucionando gradualmente hacia una estabilizacién (curvas rojas)
conforme el término transitorio se desvanece, la estacionaria (upc), que representa el calentamiento
promedio; y la oscilante (u4¢), que responde a la modulacién de la fuente.

Es importante notar la forma caracteristica de la componente u4c. Esta representa una onda
térmica que se propaga a través de los materiales. Su forma se debe a dos factores fisicos principales:

= Amortiguamiento: Al ser un proceso difusivo, la amplitud de la oscilaciéon disminuye a medida
que el calor se aleja de la superficie iluminada. Esto se observa como una pérdida de fuerza
en las ondas conforme avanzan en el eje x.

» Continuidad en interfaces: En los puntos donde los materiales cambian (interfaces), la curva
cambia de pendiente pero se mantiene continua. Esto ocurre porque el flujo de calor y la
temperatura deben ser los mismos en ambos lados de la unién para respetar las leyes de la
termodinamica.
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Figura 6.9: Componentes de la solucién u(x,t) para Pt, Au (1 mm); ls,l; = 2 mm.

Adicionalmente, en la Figura 6.10 se compara esta componente a 10 Hz y 100 Hz. Se observa
que a 100 Hz la oscilacién se apaga mucho mas rapido y muestra mas ciclos dentro de las capas.
Esto se debe a que la longitud de difusién térmica es menor a altas frecuencias, confinando el calor
cerca de la superficie.
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Figura 6.10: Componentes uac(z,t) w = 10,100 Hz para Pt, Au (1 mm); I,,l; = 2 mm.

Se presentan los perfiles de temperatura para los sistemas de 3 capas (Figura 6.11) y 4 capas
(Figura 6.12). En ambos casos, el método SPPS permite identificar como el calor atraviesa ca-
da interfaces. A pesar de que el nimero de materiales aumenta, las componentes de la solucién
mantienen una transicién suave en cada frontera interna.
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Figura 6.11: Componentes de la solucién u(x,t) para Cu, Au, Ni (5 mm); l,,l; = 2 mm.

Finalmente, en la Figura 6.13 se presentan las componentes de la solucién para el sistema de
cinco capas donde la suavidad de las curvas confirma la estabilidad del método ante un mayor
nimero de interfaces. Al comparar la componente oscilante a 10 Hz y 100 Hz (Figura 6.14), se
ratifica el comportamiento fisico esperado: a frecuencias bajas el calor logra penetrar a través de
mas capas, mientras que a frecuencias altas la senial se confina cerca de la frontera del material.
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Figura 6.12: Componentes de la solucién u(z,t) para Cu, Au, Al, Cr (1 mm); l,,l; = 2 mm.

Componente Transitoria Utrans Componente Estacionaria upc
- - - 160
0 ¢ : ! -
1404
~204
120
_404
= =< 100 |
T 60 — =
X X g0
S gl — E]
— 60
-1004
Lo 404
—— t=1.05
~1204
01 o 180. s\ —— Estado Estacionario
204
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
x (mm) x (mm)
Componente Oscilante uac Solucién Total u(x, t)
0.034 L
— 1404 %’/
0.02 Z — N\
R — 120
0.014 ) — |
o . A L _© 1004
= A f— Yy =
1 0.00 oY = & = S
x PAVAY ? L~ § X 80
5 ° ‘ \/ 7 i\g 5
-0.014 — — |
\\_ 60
P
~0.02 \\
L 404
-0.03 | ~——
204
-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
x (mm) x (mm)

Figura 6.13: Componentes de solucién u(z,t) para Ti, Pt, Al, Au, Cu (2 mm); ls,l; = 2 mm.
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Frecuencia: 10 Hz Frecuencia: 100 Hz
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Figura 6.14: Componentes uac(z,t) w = 10,100 Hz para Ti, Pt, Al, Au, Cu (2 mm); l,,l; = 2 mm.

6.4. Amplitud y fase para la componente oscilante uyo(z, 1)

En un experimento fotoacustico, el lock-in mide la amplitud y la fase de la presiéon acustica
generada en la celda. Siguiendo el modelo de [51], dicha presién es proporcional a la componente
oscilante de la temperatura en la capa limite del gas (con un espesor de 2mp,), distancia a partir de
la cual la variacién periddica de temperatura es practicamente nula. El lock-in convierte la presién
en una senal de voltaje proporcional, por lo que la amplitud |a(x)| y la fase ¢(x)] del fasor térmico
son equivalentes (salvo constante de calibracién) a las sefiales experimentales.

La obtencién de estos parametros se fundamenta en la analogia entre el desarrollo matematico
de 4(z) y el proceso de extraccién de datos de la oscilacién. En este esquema, uac(x,t) actia como
la senal de entrada, mientras que la modulacién del laser (frecuencia w) funciona como la referencia
periédica. Mateméaticamente, la senal se descompone en sus componentes en fase (parte real) y en
cuadratura (parte imaginaria), lo que permite calcular la intensidad de la oscilacién y el tiempo de
propagacion del calor a través del medio.

Para fundamentar el anédlisis fisico de los perfiles obtenidos, se introduce la longitud de difusién
térmica (u) como el pardmetro que define el alcance y el régimen de la onda. En las tablas siguientes
se detallan los valores de u para frecuencias de 10 Hz, 30 Hz y 100 Hz, clasificando para fines
practicos el régimen como Térmicamente Delgado (T.D.) si p > [ y Térmicamente Grueso (T.G.)
si p < [. Para el caso de dos capas detallado en la Tabla 6.31, se observa que a 30 Hz el Platino
(Pt) se comporta como un sélido térmicamente grueso, mientras que el Oro (Au) se mantiene en
un régimen térmicamente delgado.

10 Hz 30 Hz 100 Hz
Material [ (mm) | g (mm) Régimen | p (mm) Régimen | p (mm) Régimen
Vidrio 2.0 0.141 T.G. 0.081 T.G. 0.044 T.G.
Platino (Pt) 1.0 0.874 T.G. 0.504 T.G. 0.276 T.G.
Oro (Au) 1.0 1.968 T.D. 1.136 T.D. 0.622 T.G.
Gas 2.0 0.833 T.G. 0.480 T.G. 0.263 T.G.

Tabla 6.31: Regimenes térmicos para la configuraciéon Pt, Au (I =1 mm) a diferentes frecuencias.

La Figura 6.15, presenta los perfiles de amplitud y fase a 30 Hz. Se observa una concordancia
entre el método SPPS y la referencia analitica. En la amplitud, los cambios de pendiente en las
interfaces reflejan el decaimiento en el régimen grueso del Pt frente a la mayor penetracion del Au.
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Figura 6.15: Amplitud y fase para w = 30 Hz para Pt, Au (1 mm); ls,l; = 2 mm.

Un aspecto importante en estas representaciones es el comportamiento de la fase, donde se
aprecian saltos verticales entre 7 y —7 (de 180° a —180°). Estos saltos derivan de la naturaleza
periddica de la fase; se emplea la funcién atan2 para identificar la posiciéon exacta del vector de
temperatura en cualquier cuadrante del plano complejo. Este comportamiento es consistente al
incrementar el nimero de capas, como se ilustra en las graficas posteriores.

Para la muestra de tres capas, la Tabla 6.32 confirma que al aumentar el espesor fisico a 5 mm,
todos los materiales operan en régimen térmicamente grueso en todo el espectro analizado. Esto
justifica la notable disminucién de la oscilacién térmica en la zona central de la muestra que se
observa en la Figura 6.18.

10 Hz 30 Hz 100 Hz
Material [ (mm) | g (mm) Régimen | g (mm) Régimen | x4 (mm) Régimen
Vidrio 2.0 0.141 T.G. 0.081 T.G. 0.044 T.G.
Cobre (Cu) 5.0 1.874 T.G. 1.082 T.G. 0.593 T.G.
Oro (Au) 5.0 1.968 T.G. 1.136 T.G. 0.622 T.G.
Niquel (N4) | 5.0 0850  T.G. 0491  T.G. 0269  T.G.
Gas 2.0 0.833 T.G. 0.480 T.G. 0.263 T.G.

Tabla 6.32: Regimenes térmicos para la configuraciéon Cu — Au — Ni (I = 5 mm).

Siguiendo con el andlisis, se examina el sistema de cuatro capas con espesor de 1 mm. En la Tabla
6.33 se aprecia como materiales con propiedades similares (Cu, Au, Al) comparten la transicién de
T.D. a T.G. al subir la frecuencia, mientras que el Cromo (C7r) actia como una barrera térmica
constante debido a su baja difusividad. La Figura 6.17 ilustra como la reduccion de p confina el
calor cerca de la superficie a medida que aumenta la frecuencia,

Finalmente, se presenta la muestra de mayor complejidad, con cinco capas de 2 mm de espesor.
Como se detalla en la Tabla 6.34, el incremento del espesor sitta a la mayoria de los metales en el
limite del régimen térmicamente grueso, afectando significativamente la propagacion térmica como
se muestra en la Figura 6.18.
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Figura 6.16: Amplitud y fase para w = 30 Hz para Cu, Au, Ni (5 mm); l,,l; = 2 mm.

El desfase representa el tiempo de viaje de la onda térmica a través de los materiales. Un retraso
de 360° indica que el calor ha tardado un periodo completo en propagarse; es decir, mientras la
superficie recibe un nuevo ciclo de excitacién, la capa profunda apenas reacciona al anterior. Los
saltos en la gréfica son la representacion matematica de que la onda ha acumulado un ciclo més de
retraso, aunque fisicamente la penetracién del calor ocurra de manera fluida y continua.

10 Hz 30 Hz 100 Hz
Material [ (mm) | g (mm) Régimen | p (mm) Régimen | p (mm) Régimen
Vidrio 2.0 0.141 T.G. 0.081 T.G. 0.044 T.G.
Cobre (Cu) 1.0 1.874 T.D. 1.082 T.D. 0.593 T.G.
Oro (Au) 1.0 1.968 T.D. 1.136 T.D. 0.622 T.G.
Aluminio (Al) 1.0 1.668 T.D. 0.963 T.G. 0.527 T.G.
Cromo (Cr) 1.0 0.665 T.G. 0.384 T.G. 0.210 T.G.
Gas 2.0 0.833 T.G. 0.480 T.G. 0.263 T.G.

Tabla 6.33: Regimenes térmicos para la configuracion Cu — Au — Al — Cr (I = 1 mm).

10 Hz 30 Hz 100 Hz
Material I (mm) | g (mm) Régimen | g (mm) Régimen | p (mm) Régimen
Vidrio 2.0 0.141 T.G. 0.081 T.G. 0.044 T.G.
Titanio (T%) 2.0 0.547 T.G. 0.316 T.G. 0.173 T.G.
Platino (Pt) 2.0 0.874 T.G. 0.504 T.G. 0.276 T.G.
Aluminio (Al) 2.0 1.668 T.G. 0.963 T.G. 0.527 T.G.
Oro (Au) 2.0 1.968 T.G. 1.136 T.G. 0.622 T.G.
Cobre (Cu) 2.0 1.874 T.G. 1.082 T.G. 0.593 T.G.
Gas 2.0 0.833 T.G. 0.480 T.G. 0.263 T.G.

Tabla 6.34: Regimenes térmicos para la configuraciéon Ti — Pt — Al — Au — Cu (I = 2 mm).
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Figura 6.17: Amplitud y fase para w = 30 Hz para Cu, Au, Al, Cr (1 mm); ls,l; = 2 mm.
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Figura 6.18: Amplitud y fase w = 30 Hz para Ti, Pt, Al, Au, Cu (2 mm); ls,l; = 2 mm.

Para analizar la influencia de la modulacién, en las Figuras 6.19 a la 6.22 se comparan las
respuestas a 10 Hz y 100 Hz. Se observa que a baja frecuencia (10 Hz), la onda térmica penetra
profundamente. Por el contrario, a 100 Hz, el calor se confina cerca de la superficie debido a la
reduccién drastica de la longitud p. Este comportamiento ratifica que el método SPPS detecta
fielmente cada transicién de material, sin importar la frecuencia o el niimero de interfaces.
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Frecuencia: 10 Hz

Frecuencia: 100 Hz

Figura 6.20: Amplitud y fase w = 10,100 Hz para Cu, Au, Ni (5 mm); l5,l; = 2 mm.
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Figura 6.21: Amplitud y fase w = 10,100 Hz para Cu, Au, Al, Cr (1 mm); ls,l; = 2 mm.
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Figura 6.22: Amplitud y fase w = 10,100 Hz para Ti, Pt, Al, Au, Cu (2 mm); ls,l; = 2 mm.
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6.5. Resultados con propiedades térmicas variables entre Método
SPPS y DF

En esta seccién se evalia el desempeno del método SPPS frente a variaciones espaciales en las
propiedades térmicas. Al no contar con soluciones analiticas para coeficientes variables en sistemas
multicapa, se utiliza el método de Diferencias Finitas como referencia numérica para validar la
precision de los resultados.

La Figura 6.23, presenta la comparativa de las primeras seis funciones propias para configura-
ciones que van desde 2 hasta 5 capas de material con los perfiles variables definidos en el Capitulo 5.
el método SPPS logra capturar las oscilaciones de las funciones propias incluso en las zonas donde
las propiedades térmicas varian rapidamente, como en el caso de las funciones senoidales.

6.5.1. Resultados de valores propios y funciones propias

A DF Ay DF A; DF A5 B DF Ay DF A3 DF A3
'EATARENY RN « SPPS A, « SPPSAs «  SPPSiAs 2 IV Y SPPS A; +  SPPS A3 «  SPPSIAs
N Y/ il DF A, DF Ay DF Ag I R \ | DF A, DF Ay DF Ag
/ SPPS A, .« SPPS A SPPS Ag R - SPPS A, - SPPSA4 SPPSIAs

g, —— g,

X (;m) 1 2 -4 -3 -2 X (I;:m) 0 1 2
(a) Comparativa 6 primeras X, (z) para Pt, Au (1 (b) Comparativa 6 primeras X,(z) para Cu, Ni
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Figura 6.23: Comparativa de las seis primeras funciones propias calculadas mediante SPPS y Dife-
rencias Finitas para medios con propiedades variables en configuraciones de 2 a 5 capas de muestra.

Para cuantificar esta precisién, se presentan las Tablas 6.35 a 6.38, donde se comparan los
primeros ocho valores propios calculados por ambos métodos. Los resultados arrojan las siguientes
observaciones: En todos los modelos (2 a 5 capas), el error absoluto se mantiene predominantemente
en el orden de 1079, alcanzando en los primeros niveles valores de hasta 1077.
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Se puede observar que incluso incorporando variaciones en los coeficientes, el incremento en
el nimero de interfaces y la reduccién en el espesor de las capas (como en los modelo de 4 y 5
capas) no degradan la precisiéon del método SPPS, lo que confirma su aplicabilidad en materiales

compuestos con variaciones mas complejas.

n )\DF )\SPPS' Fa ET(%)

1 0.0869598878 0.0869599170 2.92 x 1078 3.35 x 1077
2 1.7745875668 1.7745950639 7.50 x 1076 4.22 x 1077
3 6.4936794455 6.4937104720 3.10 x 107° 4.78 x 10~*
4 14.3425424558 14.3426125846 7.01 x 10~° 4.89 x 10~*
5 25.3092116594 25.3093357342 1.24 x 104 4.90 x 10~*
6 39.3558415482 39.3560436798 2.02 x 107% 5.14 x 1072
7 54.2646913559 54.2622570939 2.43 x 1073 4.49 x 1073
8 56.3757240479 56.3802028858 4.48 x 1073 7.94 x 1073

Tabla 6.35: Comparativa de error en valores propios A para el sistema con propiedades variables

Pt, Au (1 mm); I, l; = 2 mm.

n )\DF )\SPPS Fa ET( %)

1 0.0769201469 0.0769190009 1.15 x 1076 1.49 x 1073
2 1.7831978077 1.7832042224 6.41 x 106 3.60 x 10~*
3 6.6007133962 6.6007443253 3.09 x 107° 4.69 x 10~*
4 14.6219336146 14.6220054001 7.18 x 107° 4.91 x 10~*
5 25.8456891407 25.8458174543 1.28 x 1074 4.96 x 1077
6 40.2635873204 40.2638056455 2.18 x 107* 5.42 x 1072
7 53.9033568273 53.9029628666 3.94 x 107* 7.31 x 1072
8 57.8549257298 57.8562162851 1.29 x 1073 2.23 x 1073

Tabla 6.36: Comparativa de error en valores propios A para el sistema con propiedades variables

Cu, Ni (0.5 mm); Au (1 mm); ls,1l; = 2 mm.

n ADF Aspps Ea Er(%)

1 0.0479754224 0.0479755174 9.49 x 108 1.98 x 1072
2 1.6781835197 1.6781680532 1.55 x 10~° 0.22 x 1074
3 6.4390394208 6.4389777906 6.16 x 10~° 9.57 x 1074
4 14.3517213191 14.3515838790 1.37 x 1072 9.58 x 1074
5 25.2961362746 25.2959066458 2.30 x 107* 9.08 x 1074
6 34.6670097138 34.6672016422 1.92 x 1074 5.54 x 1072
7 40.6613849432 40.6612550121 1.30 x 1074 3.20 x 1077
8 54.1042454877 54.0999265855 4.32 x 1073 7.98 x 1073

Tabla 6.37: Comparativa de error en valores propios A para el sistema con propiedades variables
Cu, Au, Al,Cr (1 mm); I, 1y = 2 mm.
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n ADF Aspps Ea Er(%)

1 0.0724622191 0.0724620290 1.90 x 1077 2.62 x 1074
2 1.7449861171 1.7450018624 1.57 x 10~° 9.02 x 1077
3 6.4770695946 6.4771335219 6.39 x 10~° 0.87 x 1074
4 14.2560286722 14.2561615461 1.33x 1074 0.32 x 1074
5 24.7144372779 24.7146017384 1.64 x 10714 6.65 x 102
6 36.1239095357 36.1237923771 1.17 x 10~* 3.24 x 10~*
7 46.4650416851 46.4650022461 3.94 x 107° 8.49 x 10~°
8 54.0939134738 54.0936630100 2.50 x 10~* 4.63 x 10~*

Tabla 6.38: Comparativa error en valores propios A para 1%, Pt, Al, Au, Cu (0.5 mm); l,,l; = 2 mm.

6.6.

Andlogamente a los casos con materiales homogéneos, las Figuras 6.24 a 6.27 desglosan la

Resultados considerando el término f(x,1)

solucién u(x,t) en sus tres componentes para las configuraciones de 2 a 5 capas. Las oscilaciones de

la componente u ¢ son més intensas cerca de la fuente de calor y se atenian conforme penetran
en las capas profundas, evidenciando el fenémeno de difusion térmica.
Un aspecto relevante es que, a medida que aumenta el niimero de capas (como se ve en la Figura

6.24), el método sigue siendo numéricamente estable, permitiendo visualizar como la energia se
distribuye de manera compleja a través de multiples interfaces.
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Figura 6.24: Componentes de la solucién u(z,t) para el sistema con propiedades variables (Pt, Au).

83




Componente Transitoria Ugrans Componente Estacionaria upc

0.0 i ___ Lo
=
42.5
-25
40.0
-0 375
<2 2
= 78 S350
2 2
S -10.04 S 325
-12.59 30.04
~15.04 27.5
— t=10s
—— t=550s 25.0
=17.54 . . . .
-4 -3 -2 -1 0 1 2 -4 -3 -2 -1 0 1 2
X (mm) X (mm)
Componente Oscilante uac Solucién Total u(x, t)
= 42.5
0.0075 4
40.0
0.0050 4
/ 375
_ 0.00251 /' °
S A S
5 AALN = 30
L 0.0000 L
X SAASAY) X
s \V S 325
~0.0025 \/
30.04
~0.0050
27.5
~0.0075 —
25.0
-4 -3 -2 -1 0 1 2 -4 -3 -2 -1 0 1 2
X (mm) X (mm)

Figura 6.25: Componentes de u(z,t) para el sistema con propiedades variables (Cu, Au, Ni).
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Figura 6.26: Componentes de u(z,t) para el sistema con propiedades variables (Cu, Au, Al, Cr).
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Figura 6.27: Componentes de u(z,t) para el sistema con propiedades variables (7', Pt, Al, Au, Cu).

6.7. Amplitud y fase para la componente oscilante u o (z, 1)

En las Figuras 6.28 a 6.31, se presentan los resultados para los perfiles de amplitud y fase a una
frecuencia de modulaciéon de 30 Hz en configuraciones de 2, 3, 4 y 5 capas, respectivamente.
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Figura 6.28: Amplitud y fase para w = 30 Hz del sistema con propiedades variables (Pt, Au).
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Figura 6.29: Amplitud y fase para w = 30 Hz del sistema con propiedades variables (Cu, Au, Ni).
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Figura 6.30: Amplitud y fase para w = 30 Hz del sistema con propiedades variables (Cu, Au, Al, Cr).

Se observa una coincidencia visual entre la referencia DF (lineas negras) y los puntos calculados
mediante SPPS (puntos rojos y azules). Es notable que, a pesar de las variaciones espaciales en las
propiedades térmicas, la amplitud muestra un comportamiento donde los cambios en la pendiente
de la curva reflejan las variaciones en las funciones de conductividad k(x) aplicadas en cada capa.
Posteriormente, en las Figuras 6.32 a 6.35, se comparan las respuestas a 10 Hz y 100 Hz para los
sistemas de 2 a 5 capas.
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Figura 6.31: Sistema con propiedades variables (T'i, Pt, Al, Au, Cu) para w = 30 Hz.
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Figura 6.32: Amplitud y fase para w = 10,100 Hz del sistema con propiedades variables (Pt, Au).

87



Amplitud [uac/lo|

Frecuencia: 10 Hz Frecuencia: 100 Hz

0.025 1 0.0025
0,020 0.0020
I = I
| 3 |
0,015 | S 0.0015 |
| ) |
| 2 |
| £ :
0.010 £ 0.0010
<
0.005 0.0005
/ Referencia DF Referencia DF
0.0004 ¢ SPPS, 0.0000 - SPPS \
Referencia DF 150 Referencia DF
1504 “+es SPPS “ees SPPS
50 Salto (360°)
100
1004 |
% sof i | 7 °
3 H | o
° : i o
S | H &
ot ; e o
S -: e
[ H Q
2 2
& -507 L -50
_1004 : oo i ———————————————————
~150 1 { H
f l -150 H
-4 -3 -2 -1 0 1 2 -4 -3 -2 -1 0 1 2
(mm) X (mm)
Figura 6.33: Amplitud y fase para w = 10,100 Hz (Cu, Au, N1).
Frecuencia: 10 Hz Frecuencia: 100 Hz
Referencia DF == Referencia DF
SPPS 00109 .. spps
0.08
0.008
— 0.06 =
2 2 0.006 4
=) =
° 5
] ]
£ 0.04- =
g £ 0,004
< <
0021 0.002
0.00 0.000
Referencia DF i Referencia DF
-eee SPPS 1 eee SPPS
150 Salto (360°) 1509 i .
100 100
3 504 7 50
S S
o o
S of S o
S ©
@ @
2 2
© 504 £ 501
1004 i e 100
~1501 HE ~150
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 6 s 24 3 5 1 0 1 2

Figura 6.34: Amplitud y fase para w = 10,100 Hz (Cu, Au, Al, C'r).
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Figura 6.35: Amplitud y fase para w = 10,100 Hz (T'i, Pt, Al, Au, C'u).

A 10 Hz la amplitud presenta un decaimiento gradual, lo que permite que la onda térmica
penetre profundamente y detecte las variaciones de las propiedades en todas las capas del material.
A 100 Hz la amplitud cae de forma mucho més agresiva y el calor se confina cerca de la superficie,
confirmando que la longitud de difusién térmica se reduce conforme aumenta la frecuencia.

A diferencia del caso homogéneo, donde las funciones de base siguen un comportamiento si-
nusoidal predecible, aqui se observa como el algoritmo SPPS adapta la curvatura de las funciones
X, (z) para satisfacer las condiciones de interfaz y la heterogeneidad interna de cada material. La
coincidencia visual entre los resultados del SPPS (puntos) y la solucién por Diferencias Finitas
(linea continua) ratifica la robustez del método para construir la base de la solucién incluso cuando
los pardmetros térmicos no son constantes.
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CAPITULO 7

Conclusiones

1. Se verificé de manera satisfactoria la hipdtesis planteada. El método SPPS permitié obtener
los primeros valores propios del problema de Sturm-Liouville con una precision menor a
10~°. En los casos con propiedades homogéneas, se alcanzaron errores del orden de 1071,
comparando con los resultados del enfoque semianalitico. El uso de un orden de truncamiento
M = 40 resulté ser el equilibrio entre precisién y carga computacional.

2. En la solucién transitoria tsqns, 1a componente exponencial e *»* suprime los modos espacia-
les altos (valores propios mas grandes), permitiendo que la respuesta térmica sea dominada
rapidamente por los modos fundamentales. Este comportamiento fisico, sumado a la conver-
gencia uniforme de la serie, justifica plenamente el truncamiento de la serie (como en el caso
de M = 40), y otorga estabilidad numérica al algoritmo, evitando el fenémeno de oscilaciones
ficticias al representar el fenémeno.

3. El algoritmo demostré estabilidad al escalar de 2 a 5 capas de muestra, cumpliendo explicita-
mente con el objetivo de escalabilidad planteado en el modelo. Para la validacién, se desarrolld
una estrategia de propagacién secuencial recursiva para el modelo semianalitico de referen-
cia. Esta aportacion metodoldgica permitié reducir la complejidad del sistema de ecuaciones
asociadas al calculo de determinantes globales. Asimismo, para los casos con propiedades he-
terogéneas, la implementacion de la conductividad efectiva mediante la media arménica en el
esquema DF confirmé que el método SPPS es capaz de mantener su precision con multiples
discontinuidades y coeficientes variables.

4. La transicién al dominio de la frecuencia mediante el analisis fasorial permitié capturar la
amplitud y fase de la sefial térmica. La deteccién de saltos de fase y la implementacion integra
en Python mediante el uso de librerias como NumPy y SciPy satisfizo la necesidad de crear una
herramienta de acceso abierto, superando las limitaciones de flexibilidad y costos del software
comercial.

5. Esta investigacion confirma que el método SPPS es una alternativa robusta para el mode-
lado de sistemas multicapa asociados al modelo fotoacustico. Como trabajo futuro, ademés
de la extension bidimensional (2D), se propone su aplicacién en la inversién de datos expe-
rimentales para recuperar propiedades térmicas desconocidas a partir de sus senales reales,
motivando el estudio de fenémenos fisicos concretos y relevantes para otras comunidades
cientificas dedicadas al andlisis de materiales.

90



APENDICE A

Propagacion de Coeficientes Térmicos

En este apartado se presenta de forma explicita el sistema de ecuaciones y los vectores de
coeficientes resultantes de la aplicacién de las condiciones de interfaz para los modelos térmicos.
Este desarrollo complementa la estrategia de propagacion secuencial descrita en el Capitulo 5 y
muestra el origen de la relacién de recurrencia utilizada para las configuraciones del escalamiento
hasta 5 muestras de material.

Para todos los casos expuestos, el acoplamiento de temperatura y flujo en cada interfaz asume
la normalizacién del coeficiente correspondiente al material de soporte, estableciendo la condicién
inicial By = 1. Asimismo, debido a la condicién de frontera de Dirichlet impuesta en el extremo
izquierdo del sistema (x = a), se define estrictamente que A; = 0. Las funciones locales se definen
en términos del espesor de cada capa, denotado por /;.

A.1. Caso de 2 muestras

Para validar el ensamble analitico, se presenta el desarrollo explicito del modelo de 4 regiones. El
vector de incognitas del sistema es A = (By, Aa, Bo, A3, B3, By)T. Partiendo de las consideraciones
iniciales, los coeficientes se determinan secuencialmente resolviendo las condiciones de continuidad
en cada interfaz:

» Interfaz Soporte / Muestra 1:

A9 = sen(vily), Bs = ki cos(v1ly)
212
» Interfaz Muestra 1 / Muestra 2:
]{721/2
Az = Agcos(nly) + Basen(iile), Bs = T [—Agsen(vale) + Bacos(als))
3V3

» Interfaz Muestra 2 / Gas:

[Aszcos(v3l3) + Bssen(vsls)]
sen(vgly)

By=—
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Finalmente, al sustituir estos términos en la condicién de continuidad de flujo de la dltima
interfaz, se obtiene la ecuacion caracteristica del sistema de muestra bicapa:

—Asksvs Sen(ljglg) + Bsksvs COS(I/glg) — Bykgvy COS(Z/4l4) =0

Generalizacion recursiva para sistemas de N capas

El desarrollo explicito del caso anterior revela un patrén algebraico constante en la propagacién
de las propiedades térmicas. En lugar de resolver el sistema matricial completo para los modelos
extendidos de 3, 4 y 5 muestras, el comportamiento de las interfaces se abstrae en una relacion de
recurrencia generalizada. Para un sistema total de N capas (donde j = 1 corresponde al soporte y
j = N al gas), el algoritmo requiere definir las condiciones iniciales en la frontera izquierda:

A partir de estos valores, los coeficientes de cualquier capa subsecuente se calculan iterativamente
utilizando exclusivamente la informacién de la capa anterior.

Regla de propagacion para interfaces i =1,2,... N — 2:
Al evaluar esta regla iterativa hasta ¢ = N — 2, se obtienen los coeficientes Ay_1 y Bny_1
correspondientes a la ultima muestra de material:

kiv;

Ai+1 = A; COS(I/Z'ZZ‘) + B; Sen(yili), By = [—Al sen(l/ili) + B; COS(V@Z,‘)] (Al)

kiv1viq1

Al evaluar en ¢ = 1, el sistema reproduce de forma exacta las expresiones obtenidas para el acopla-
miento entre el soporte y la primera muestra del caso de muestra bicapa.

Condicion final en la interfaz Sélido-Gas i = N — 1:

Al llegar a la ultima interfaz (z = 0), la condicién de frontera en el extremo derecho impone
que Ax = 0. Por lo tanto, la continuidad de temperatura en esta interfaz define el coeficiente de la
capa de Gas (N): z = 0:

_ An-—icos(vy-1ln-1) + By-1sen(vn-1ln-1)

B =
N sen(vyly)

Ecuacion Caracteristica Generalizada:

Finalmente, la validacién de la existencia de valores propios A, recae en la continuidad del flujo
de calor evaluada en esta misma interfaz (i = N — 1):

—ANn_1kn_1vN_1sen(vN_1ln_1) + BN_1kn—1vN—1cos(vN_1ln—1) — Bnknvn cos(vnlny) =0

Estas expresiones generalizadas constituyen el nicleo algoritmico del codigo desarrollado en Python.
Este enfoque recursivo permite sintetizar el dlgebra requerida para los sistemas de multiples mues-
tras.

92



16
17
18
19

20

APENDICE B

Implementaciéon computacional

En este apéndice se presentan los algoritmos centrales desarrollados en el lenguaje Python
para la resolucién del modelo fotoactstico multicapa. Para optimizar el espacio y garantizar la
legibilidad técnica, se omiten las rutinas de inicializacion grafica y generacién de mallas, enfocandose
exclusivamente en los nucleos de calculo. Todo el cédigo fuente estd disenado para operar con
arreglos vectorizados mediante la biblioteca NumPy y rutinas de optimizacién de SciPy.

B.1. Configuracién Global y Parametros del Sistema

Este bloque contiene las dependencias y las constantes fisicas empleadas a lo largo de todos
los enfoques. La estructuracién en listas facilita la iteracién algoritmica sobre los dominios de cada
capa.

import numpy as np

from math import sin, cos, sqrt

from scipy.optimize import brentq

from scipy.interpolate import CubicSpline
from scipy.sparse import diags

from scipy.sparse.linalg import eigsh

# Geometria y Propiedades Térmicas (mm, W/mmx*K, mm2/s)

l1s, 1mi, 1m2, 1g = 2.0, 1.0, 1.0, 2.0

l1_total = 1ml + 1m2

ks, kml, km2, kg = 1.1e-3, 0.069, 0.301, 2.6e-5

alp_s, alp_ml, alp_m2, alp_g = 0.629, 24.041, 121.716, 21.8

# Propiedades Derivadas, Puntos de Interfaz y Parametros Léaser
cr_vals = [ks/alp_s, kmi/alp_ml, km2/alp_m2, kg/alp_gl

k_vals = [ks, kml, km2, kgl

pto_corte = [-(1ls + 1l_total), -1l_total, -1m2, 0.0, 1lgl]

I0, f_mod, Phi = 0.01, 30.0, 25.0

omega = 2 * np.pi * f_mod

betas_capas = [0.0, 1.2170e5, 6.8139e4, 0.0]

B.2. Enfoque Semianalitico Matricial y Busqueda de Raices

La ecuacion caracteristica se evaltia propagando los coeficientes térmicos entre interfaces. Para
manejar los polos de la funcién seno en la capa de gas, se implementé un algoritmo que aisla
subintervalos mediante el Teorema de Bolzano y refina la raiz exacta con el Método de Brent.
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1 pto_corte = [-(1ls + 1), -1, -1m2, 0.0, 1gl; a, b = -(1s + 1), 1g

N

def nu(lam):
lam = abs(lam)
return sqrt(lam/alp_s), sqrt(lam/alp_ml), sqrt(lam/alp_m2), sqrt(lam/alp_g)

[SL I

7 def F(lam):#Ecuacién caracteristica mediante propagacidén secuencial
8 vs, vml, vm2, vg = nu(lam)

10 A2, B2 = sin(vs * 1ls), (ks * vs / (kml * vml)) * cos(vs * 1ls)

11 A3 = A2 * cos(vml * 1lml) + B2 * sin(vml * 1ml)

12 B3 = (km1l * vml / (km2 * vm2)) * (-A2 * sin(vml * 1lml) + B2 * cos(vml * 1ml))
13 den = sin(nu_g * lg) # Manejo de singularidades

14 if abs(den) < 1le-12: return np.nan

15 B4 = -(A3 * cos(vm2 * 1m2) + B3 * sin(vm2 * 1m2)) / den

16 return (-A3 * km2 * vm2 * sin(vm2 * 1lm2) + B3 * km2 * vm2 * cos(vm2 * 1lm2) - B4 * kg =*
vg * cos(vg * 1g))

17

18 def eigval(n_roots=8, lam_max=1e3):

19 roots, m, 1_izq = [], 1, 0.0

20 while len(roots) < n_roots and 1_izq < lam_max:

21 lam_pole = (m * np.pi / 1lg)**2 * alp_g

22 1_izq, 1l_der, subN = 1_izq + 1e-10, lam_pole - 1le-10, 150000

23 xs = np.linspace(l_izq, 1l_der, subN +1) # Subintervalos de Bolzano

24 vals = []

25 for x in xs:

26 try: vals.append(F(x))try: vals.append(F(x))

27 except ZeroDivisionError: vals.append(np.nan

28 for i in range (subN):

29 f1, £f2 = vals[il], vals[i+1]

30 if not (np.isfinite(f1) and np.isfinite(f2)): continue

31 if f1 % £2 < 0O:

32 try:

33 r = brentq(F, xs[i], xs[i+1])

34 if all(abs(r - rp) > le-6 for rp in roots):

35 roots.append(r)

36 if len(roots) >= n_roots: return sorted(roots)

37 except ValueError: pass

38 m += 1; 1_izq = lam_pole

39 return sorted(roots)

10 vals = eigval(n_roots=8)
B.3. Implementacion Numérica mediante Diferencias Finitas

El ensamblaje de la matriz tridiagonal se optimizé empleando la media arménica para la con-

ductividad en las interfaces y formato disperso (CSC).

| pto_corte = [-(1s + 1), -1, -1m2, 0.0, 1lgl; a, b = -(1s + 1), lg

2

3 # Discretizacion del dominio

4 N = 200000; x = np.linspace(a, b, N); h = x[1] - x[0]

6 k_vals, cr_vals, esp = [ks, kml, km2, kgl, [cr_s, cr_ml, cr_m2, cr_gl], [1ls, 1lml, 1m2, 1lg]

% n_puntos = []

9 for i in esp:

10 calculo = int(round(i / h))

11 n_puntos.append(calculo)

12 n_puntos[-1] = N - sum(n_puntos[:-1])

13

14 n_puntos = [int(round(i / h)) for i in esp] # Asignacion de puntos por cada capa
15 n_puntos[-1] = N - sum(n_puntos[:-1]) # Ajuste de cierre de malla
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17 # Vectores de propiedades en cada nodo
15 kx = np.repeat(k_vals, n_puntos)
19 crx = np.repeat(cr_vals, n_puntos)

21 k_mid = (2 * kx[:-1] * kx[1:]1) / (kx[:-1] + kx[1:])# Media arménica
22 main_diag = (k_mid[:-1] + k_mid[1:]) / h#**2 #Diagonal principal
23 off _diag = -k_mid[1:-1] / h*x2 #Diagonal secundaria

25 # Formato CSC (Compressed Sparse Column)

26 A = diags([off_diag, main_diag, off_diag], [-1, 0, 1], format=’csc’)
27 # Matriz B: Masa termica

28 B_diag = crx[1:-1]

29 B = diags([B_diagl, [0], format=’csc’)

num_eigs = 8

eigvals, eigfunc = eigsh(A, k=num_eigs, M=B, sigma=0, which=’LM’)

B.4. Implementacion del Método SPPS

Este apéndice detalla el ntcleo algoritmico desarrollado en Python para la resolucién del pro-
blema espectral y la reconstruccién de la senal fotoacistica (amplitud y fase).

pto_corte = [-(1s + 1), -1, -1m2, 0.0, 1lg]

1

2 N_capa, M = 4000, 40 # Puntos por capa y numero de potencias

3 k_vals, cr_vals = [ks, kml, km2, kgl, [cr_s, cr_ml, cr_m2, cr_gl]

4

5 def integrar_spps(Y_prev, n):

6 Y_total, comst_int = [], 0.0

7 for i in range(len(pto_corte)-1):

8 x_capa = np.linspace(pto_corte[i], pto_corte[i+1], N_capa)
9 if n % 2 == 1: integrando = -Y_prev[i] / k_vals[i] # n impar
10 else: integrando = Y_prev[i] * cr_vals[i] # n par

11

12 cs = CubicSpline(x_capa, integrando, bc_type=’natural’)

13 cs_int = cs.antiderivative ()

14 res_int = (cs_int(x_capa) - cs_int(x_capal[0])) + const_int
15 const_int = res_int[-1]

16 Y_total.append(res_int)
return Y_total

19 # Construccion de la serie Truncada

20 Y_inicial = []

21 for i in range (4):

22 Y_O0 = np.ones(N_capa)

23 Y_inicial.append(Y_0)

24

25 Y_2 = [Y_inicial] #Creamos lista para integrar las potencias con el caso base Y(0) = 1
26 for n in range(l, 2*M + 2):

27 Y_siguiente = integrar_spps(Y_2[-1], n)}
28 Y_2.append(Y_siguiente)

2¢

30 #Coeficiente del polinomio

31 a_m = []

32 for m in range (M+1):

33 m_impar = 2 * m + 1

34 termino_serie = Y_2[m_impar]

35 Y_b = termino_serie[-1][-1]

36 a_m.append (Y_b)

37
38 a_m_orden = np.array(a_m[::-1], dtype=float)
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scale = np.max(np.abs(a_m_orden))
a_norm = a_m_orden / scale # Normalizacion para estabilidad numerica

# Biusqueda de raices del polinomio caracteristico (Brent)
malla = np.linspace(le-7, 100, 10000)
valores = np.polyval(a_norm, malla) # Metodo de Hormer

posible_raiz = np.where(np.sign(valores[:-1]) * np.sign(valores[1:]) < 0) [0]

raices = []
for i in posible_raiz:

r = brentq(lambda z: np.polyval(a_norm, z), mallal[i], malla[i+1], xtol=le-14)

raices.append(r)

lambda_vals = np.array(sorted(set(raices)) [:8])

Reconstruccién de las componentes de la solucion final

# Funcion para definir theta con X_n normalizada
def unif (lambda_vals, Y_2, M, pto_corte, cr_vals, betas_capas):
th_list, Xn_list = [1, []
for n in range(min(6, len(lambda_vals))):
lam_n = lambda_vals[n]
X_capas = X_eig_norm(lam_n, Y_2, M, pto_corte, cr_vals)
Xn_list.append(np.concatenate (X_capas))
theta_n = 0.0
for i in [1, 2]:

beta_actual, x_c = betas_capas[i], np.linspace(pto_cortel[il],
N_capa)

Q_x = beta_actual * np.exp(beta_actual * x_c)

cs = CubicSpline(x_c, Q_x * X_capas[i], bc_type=’natural’)

cs_int = cs.antiderivative ()

theta_n += cs_int(x_c[-1]) - cs_int(x_c[0])

th_list.append(theta_n)
return np.array(th_list), Xn_list

# Definir funcion de temperatura por componentes
def u_comp(x_u, t, lambda_vals, th, Xn, IO, omega, Phi):

pto_corte[i+1],

u_trans, u_dc, u_ac = np.zeros_like(x_u), np.zeros_like(x_u), np.zeros_like(x_u)

for n in range(min(6, len(lambda_vals))):
lam_n, th_n, X_n = lambda_vals[n], th[n], Xnl[n]
comun = (IO / 2.0) * th_n

term_t = (1/lam_n + lam_n/(lam_n**2 + omega**2)) * np.exp(-lam_n * t)

u_trans -= comun * term_t * X_n
u_dc += comun * (1/lam_n) * X_n

num_ac, den_ac = lam_n * np.cos(omega * t) + omega * np.sin(omega * t), lam_n**2 +

omega*x*2

u_ac += comun * (num_ac / den_ac) * X_n
u_dc += Phi
return u_trans, u_dc, u_ac

#amplitud y fase del fasor complejo.
def calcular_amp_fase (lambda_vals, th, Xn, IO, omega):
u_compleja = np.zeros_like(Xn[0], dtype=complex)
for n in range(len(lambda_vals)):
lam_n, th_n, X_n = lambda_vals[n], th[n], Xnl[n]
denominador = lam_n + 1j * omega
u_compleja += (IO / 2.0) * th_n * X_n / denominador

amplitud, fase = np.abs(u_compleja), np.degrees(np.angle(u_compleja))

return amplitud, fase
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B.5. Meétodo SPPS para coeficientes variables

Para los escenarios con perfiles térmicos heterogéneos, la funcién de integracién se adapta de
forma directa reemplazando las constantes del material por la evaluacién local continua de las
propiedades fisicas k(x) y cp(z). El resto de la rutina de empalme con Splines Ciibicos se mantiene
estructuralmente idéntica al caso homogéneo de la seccién anterior.

pto_corte = [-(1ls + 1), -1, -1m2, 0.0, 1lgl
N_capa, M = 8000, 40 # Puntos por capa y numero de potencias

def k_S(x): return ks * (1 + 0.03 * np.sin(x))

def c_S(x): return cr_s * (1 + 0.03 * np.cos(x))

def k_M1(x): return kml * (1 + 0.08 * np.cos(4*x))
def c_M1(x): return cr_ml * (1 + 0.08 * np.sin(4%x))
def k_M2(x): return km2 * (1 + 0.1 * np.tanh(x))

def c_M2(x): return cr_m2 * (1 + 0.1 * np.tanh(x))
def k_G(x): return kg * (1 + 0.02 * np.sin(2 * x))
def c_G(x): return cr_g * (1 + 0.02 * np.cos(2 * x))

# Pre-calculo de mallas y perfiles para eficiencia en SPPS

mallas_x = [np.linspace(pto_corte[i], pto_corte[i+1], N_capa) for i in range(len(pto_corte)
-1)1

funcs_k, funcs_c = [k_S, k_M1, k_M2, k_G], [c_S, c_M1, c_M2, c_GJ]

k_perfiles = [funcs_k[i]l(mallas_x[i]) for i in range(len(mallas_x))]

cr_perfiles = [funcs_c[i]l(mallas_x[i]) for i in range(len(mallas_x))]

def integrar_spps(Y_prev, n):

Y_total, comst_int = [], 0.0
for i, x_capa in enumerate(mallas_x):
integrando = -Y_prev[i]l/k_perfiles[i] if n % 2 == 1 else Y_prev[i] * cr_perfiles[il]
cs_spline = CubicSpline(x_capa, integrando, bc_type=’natural’)
cs_int = cs_spline.antiderivative ()
res_int = (cs_int(x_capa) - cs_int(x_capal[0])) + comnst_int
const_int = res_int[-1]; Y_total.append(res_int)

return Y_total

# Serie recursiva y Polinomio caracteristico

Y_inicial = [np.ones(N_capa) for _ in range(len(pto_corte)-1)]; Y_2 = [Y_iniciall
for n in range(l, 2*M + 2): Y_2.append(integrar_spps(Y_2[-1], n))

a_m = [Y_2[2*m+1]1[-11[-1] for m in range(M+1)]

a_norm = np.array(a_m[::-1], dtype=float) / np.max(np.abs(a_m))

# Busqueda de Raices mediante Bolzano y Brent

malla_root = np.linspace(le-7, 100, 20000); valores = np.polyval(a_norm, malla_root)

posible_raiz = np.where(np.sign(valores[:-1]) * np.sign(valores[1:]) < 0) [0]

lambda_vals = np.array([brentq(lambda z: np.polyval(a_norm, z), malla_root[i], malla_root[i
+1], xtol=le-14) for i in posible_raiz]) [:8]
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