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Resumen

En el contexto estadistico, existen conjuntos de datos que pueden ser modelador por
medio de una funcién que depende de un tiempo t, si esto es posible podemos hacer un
andlisis mas rico de los datos al explicar mejor la variabilidad de estos datos. Nuestro
objetivo es encontrar la funcién de los datos que pueden ser representados
funcionalmente, para después trabajar con esta funcién en el contexto estadistico, pero
desde un aspecto funcional.

Este trabajo aplica el analisis estadistico para conjuntos de datos desde una
perspectiva funcional, es decir ahora mas que analizar datos, analizamos funciones que
estan implicitas en los datos. Ademas La ventaja desde el punto funcional, es que estas
funciones dependen de un argumento t, que generalmente es el tiempo en segundos dias
o afios. En el analisis estadistico funcional se utiliza la teoria de estadistica multivariada
como punto de partida para generalizar después a la teoria de estadistica funcional de
datos. El hecho de poder explicar el comportamiento de un fendémeno reflejado en un
conjunto de datos, por medio de una funcién, le da un plus al anélisis estadistico de los
datos.

Dado que se trabaja con funciones es importante revisar la teoria de las funciones,
algunas de éstas son que sean continuas, suaves, diferenciales, etc.

En este andlisis estadistico ademas de trabajar con teoria funcional, se trabaja con
teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias ademés y obviamente con teoria estadistica
multivariada.

Una vez que se haya encontrado la funcion correcta que modele nuestros datos, serd
necesario hacer el anélisis estadistico, el cual consiste en verificar que se cumplan los
supuestos del modelo funcional que sé esté utilizando para analizar los datos. Usando la
teoria de ecuaciones diferenciales se encuentra también modelos diferenciales
funcionales para conjuntos datos con demasiada variabilidad, o simplemente para
conjuntos de datos en donde nos interesa el comportamiento de sus derivadas y su
interpretacidn.

Como gran parte del trabajo se apoya en el libro de J.O. Ramsay y B.W. Silverman
nuestra metodologia consiste en estudiar el libro de este autor, analizar los ejemplos que
propone en su libro con el paquete Splus para andlisis estadisticos, para luego buscar
nuestras propias aplicaciones con datos de nuestro interés.



Capitulo 1

Introduccion

En la actualidad muchos andlisis de datos provenientes tanto de experimentos
como de estudios observacionales generan datos para una misma unidad (experimental u
observacional) que pudiere presumir que son manifestaciones discretas de una funcién sub-

yacente,

U :y1...yn]

es decir, para una unidad U se puede pensar que sus datos provienen de una funcién y(t),
t € R; asf {y;}7_, se llaman datos funcionales.

Un objetivo de la estadistica, en general, es entender cudles son las fuentes que
hacen diferentes a las unidades en sus respuestas. En el contexto de datos funcionales tal
objetivo debe resolverse utilizando plenamente las propiedades funcionales de los datos ob-
servados. A esta drea de la estadfstica se le denominar4 Anilisis de Datos Funcionales (ADF)

(Ramsay y Silverman, 2005). El Anélisis de Datos Funcionales tiene amplias aplicaciones



en la economfa, la medicina, la industria, entre muchos otros campos laborahles.

Los objetivos en un ADF son:

a) Representar los datos de una manera funcional adecuada para un anélisis posterior.

b) Mostrar los datos de tal forma que se resalten las caracterfsticas importantes de éstos.

c) Estudiar las fuentes de variacién de los datos.

d) Estudiar relaciones entre variables dependientes y variables independientes.

Generalmente los conjuntos de datos que son funcionales tienen patrones diffciles
de modelar, por ejemplo como es el caso del conjunto de 156 datos del Indicador Global de
la Actividad Econémica Mexicana (/IGAEM) (Fuente: INEGI), cuya grifica se muestra en

la Figura 1.1.
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Figura 1.1: Datos del IGAEM.

La funcién y(t) que subyace a los datos debe ser estimada. Este trabajo aplica el

andlisis estadfstico a conjuntos de datos desde una perspectiva funcional, es decir, ahora



més que analizar datos como escalares, a.najizamos funciones que estdn implicitas en los
datos.

El hecho de poder explicar el comportamiento de un fenémeno reflejado en un
conjunto de datos por medio de una funcién suave, le da valor agregado al andlisis estadfstico

de los datos: e] uso de derivadas de las funciones en un contexto estadistico.

¥



Capitulo 2

Conceptos Basicos

2.1. Ejemplos de datos funcionales

El objetivo inicial en el ADF es ajustar una funcién y(¢) a un conjunto de datos
discretos 1, --., Yn, Que refleje una variacién suave y que pudiera ser evaluada, en principio,
tan frecuentemente como se desee en un intervalo ¢ € [a,b]. La pregunta obligada es qué
funcién ajustar a y1, ..., ¥n ¥ c6mo debe de ser definida.

Empezando por lo m4s simple, supongamos que tenemos un conjunto de datos
discretos w1, ..., %6 en el intervalo [—30,30] y se hace una regresién lineal, lo que se tiene
entonces es un polinomio de primer grado que intenta aproximarse a los datos discretos, tal

y como se muestra en la Figura 2.1.
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Figura 2.1: Regresién lineal.

Este polinomio puede a lo m4s minimizar para algunos y; los residuales e¢; =
(y; — 9;7), que son los errores de la prediccién hecha por el polinomio de primer grado. Pero
si lo que se quiere es minimizar cada uno de los e;, entonces podemos hacer una interpolacién
de tal manera que todos los y; caigan sobre en la curva estimada, tal y como se muestra en

la Figura 2.2.
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Figura 2.2: Interpolacién lineal.

Claramente se ve que estos datos son aproximados por segmentos de linea en el



intervalo [—30, 30], y esto es precisamente lo que en andlisis de datos funcionales se trata

de evitar. Hay distintas maneras de arreglar esto.

2.2. Representacién de funciones con bases spline y wavelets

Se desea entonces, para un conjunto de datos discretos yi, ..., ¥n, estimar y(t)
subyacente. Una forma es encontrar una representacién de y(t) es a partir de una base de

funciones, es decir,

K
y(t) = > crdy(t)
k=1
donde {¢.(t)} es un conjunto de funciones base y {ci} son los coeficientes a ser estimados
a partir de {y1,...,yn}, que corresponden a y(t) en tal base. Bases hay muchas, spline,
wavelets, exponenciales, Fourier, etc. En este trabajo nos centramos en las bases tipo spline

y tipo wawvelet.

2.2.1. Spline

Los segmentos de polinomios de grado m que determinan un spline, satisfacen

algunas condiciones (Sanchez et al. 1996):

Definition 1 Para todos los polinomios P de grado menor o igual que m, es decir
Py ={p:R— R >DM™tUp(t) = 0}

dim(Pp) =m + 1 y cada polinomio P € Pp,, se puede escribir como

p(t) = a1pi(t) + aope(t) + ... + amPm(t) + Amy1Pm41 (L)



donde {p1(1), p2(t), ..., bm+1(t) } es un conjunto de polinomios independientes de grado menor

o igual que m, que opera como una base para expresar cualquier p(t) € Pp,.

La familia de polinomios es muy 1itil para resolver problemas de aproximacién y

ello se debe entre otras razones a la siguiente propiedad fundamental (S4dnchez et al. 1996):

Proposition 2 Dado n+1 puntos distintos (t;,y;) existe un dnico polinomio p(t) de grado

menor o tgual que m tal que

P(t_.,') =y, i=1.,n

sit; # tj.

Una de las bases m4s usadas es la spline. Conocer los diferentes tipos de bases
que existen para determinar la funcién y(¢) no es suficiente para elegir la funcién que mejor
explique la variabilidad de los puntos 31, ..., yn. De hecho si se decide generar a y(t) por bases
spline, las preguntas obligadas son: ;c6émo se genera la funcién ¢(t)? y ;cémo se determina
la mejor funcién y(t) para el conjunto de puntos yy, ..., ¥n?

A continuacién mostramos algo de teoria para funciones spline, es decir, para
funciones generadas por bases spline de orden m, lo cual implica trabajar con piezas de
polinomios de grado m — 1, y estas piezas de polinomios tienen derivadas continuas hasta
orden m — 2. Por lo general siempre se trabaja con funciones spline de orden cuatro.

Supongamos que tenemos los nimeros reales ty,...,t, en algin intervalo [a,d] tal
quea <t <tz <..<t,<bdondety=ay t,41 =b; una funcién y(t) definida sobre [a, 8]

es un spline cuibico si se satisfacen dos condiciones:



1. En cada uno de los intervalos (a,t1), (t1,%2), ..., (tn, &) y(¢) es un polinomio cibico.

2. Las piezas de polinomios se ajustan a los puntos ¢; de tal forma que y(t) y su primera
y segunda derivadas sean continuas en cada ¢; y por lo tanto en todo el intervalo [a, 8],

los puntos ¢; son llamados nodos.
Una forma de expresar un spline cibico es dar los cuatro coeficientes polinomiales
e, tal que
y(t) = ca{t =)t —ta){(t—t3) +c3(t — 1) (E—t2) +ca(t — £1) + 1

y(t) cap1(t) + capa(t) + cops(t) + o1

Un spline cuibico en un intervalo [a, ] se dice que es un spline cibico natural, si
su segunda derivada y tercera derivada son cero en a y b. Estas condiciones son llamadas
condiciones naturales de frontera. Esto implica que y(£) sea lineal en los dos extremos del
intervalo [a,t1] ¥ [tn,b).

Dado que tenemos un conjunto de valores 31, ..., ¥n para los puntos ¢1,...,t, y lo
que queremos es encontrar una curva suave y(t) tal que interpole los puntos (t;, y;), es decir
y(t;) = y; para todo j = 1,...,n, enunciamos el siguiente teorema (Green y Silverman,

1994):

Theorem 3 Sea n > 2 tal que t) < ... < t,. Entonces dados los vaelores vy, ..., yn, eTiste un

tinico spline cibico y(t) con nodos en los puntos t; que satisface
y(t;) =y; para j=1,..,m.

Lo anterior contestarfa nuestra primer pregunta de cémo generar y(t). Para dar

respuesta a la tltima pregunta, definimos S|e, b] de todas las funciones y(t) sobre [a, ] que



tienen dos derivadas continuas, entonces una funcién es suave si estd en S[a, b]. Si queremos
que y(t) sea suave pero que aproxime los puntos dados, se puede determinar a la funcién
y(t) como aquella que tenga el valor més pequefio al calcular [ [D2y(t)]2dt de todas las
curvas que aproximen los datos, esto contesta la ﬁlti;rla pregunta. En el siguiente capftulo

explicaremos el significado de [ [Dzy(t)]2 dt.

2.2.2. Ondeletas (Wavelets)

Las bases wavelet, son de gran utilidad en an4lisis estadisticos, pues son iitiles en
la estimacién de funciones cuyo comportamiento no es suave, es decir, la sefial tiene cambios
en el tiempo con brincos muy bruscos, un ejemplo de este tipo de sefiales se muestra en la

Figura 2.3.
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Figura 2.3: Velocidad del IGAEM.
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Para estimar la funcién y(2), que explica el comportamiento del conjunto de datos

discretos y1, ..., ¥n, con bases wavelets, primero definimos las funciones
b x(t) = 259(Dt — k) ¥ 8 1(t) = 28p(Dt ~ &) con § fijo, k € Z

que son conocidas con los nombres wavelet mother 3 (comportamiento de detalle fino) y
wavelet father ¢ (comportamientc; global grueso). La funcion ; . (t) = 2%19(2313—5) al ser di-
latada con j y trasladada con el entero x genera la base ortonormal {w,bLK (t), j fijo, k € Z}
también la fl;ncién & (1) = 2%4')(2% — &) al ser dilatada con j y trasladada con el en-
tero % genera la base ortonormal {&;.(t), j fijo, x € Z}. Cada uno de estos conjuntos
{wj,,:(t), j fijo, k€Z}y {q5j"(t), j fijo, & € Z} por ser bases ortonormales tienen la propiedad
de generar al espacio La(R), donde por definicién La(R) consiste de todas las funciones

cuadradas integrables
vty € La® i [ 15 <oo.

De hecho, dada una secuencia de subespacios cerrados Vj, j € Z que viven en una

contencidn jerdrquica

.CVaecV,iCcVWwCcWcle.
se puede definir L2{R) como la unién cerrada de los subespacios V;
LyR) = Uiy

con N,V = {0}. Dado que el conjunto {gbj’,:(t), j fijo, x € Z} es una base ortonormal, se
denota con V; al subespacio que genera esta base; lo anterior se conoce como anélisis de multi-

rresolucién (Vidakovic , 1995). De hecho Vidakovic (1995) sefiala que {wj,,‘(t), j fijo, k € Z}

BlBUﬂTER&qCﬂL%L UALQ
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también es una base ortorormal para Ls(R), ¥ se denota con Wj al subespacio que genera
esta base. Asi en el andlisis de multirresolucién se tiene Vj C Lz(R) y W C Ly(R), entonces
se define W; = V1 © V, es decir, como la diferencia de subespacios Vj y Vj = Vj_1 & Wj_;.

Cualquier funcién y(¢) en Ly(R) puede ser representada entonces como

y(t) = Z dy,ﬂwj,x (t)

L

donde los & x son los coeficientes wavelet, y esta representacién unica corresponde a la

descomposicién de multirresolucién

Lo(R) = & W;.

También para cualquier j, fijo se tiene
L2(R) = Vo @ (2, W)

lo que permite tener una descomposicién de y(t) en Lp(R) como

y(t) = Z CJU,K¢,O,x(t) + Z Zdj .K-'lfb, ,x(t)'

K izig ®

En un andlisis de multirresolucién ortonormal, el subespacio Vj, puede ser repre-
sentado como

Vo = Bjp<i<oW; B V)

para algin jg < 0.
En otras palabras, W; es el complemento ortonormal de ¥; en V.3, tal como se

muestra en la Figura 2.4 para; = 3.
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Figura 2.4: Particién de Lo(R).

La funcién % que vive en Wy puede ser representada en W como

Yix(t) = V2) gutp(2t — ),

A=)

y para definir ¥ en V] se tiene

’l,bj',.;(t) = '\/EE gn¢(2t - R)'

k=0

Anslogamente la funcién ¢(t) € Vp, puede ser representada en Vj como

¢i.n(t) = \/§Z hn¢(2t - K)a

x=0

y para definir ¢ en Wj se define

$u(t) = V2D grv(2t — k).
k=0

De hecho los pardmetros gx ¥y hy—x llamados quadrature mirror filters (filtros de

espejo de cuadratura), estdn relacionados por la ecuacién
9« = (“Uﬁhl—m

conocida con el nombre de guadrature mirror (espejo de cuadratura).
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La descomposicién de L3(R) en subespacios W y Vj se hace con el objetivo de
separar la funcidn y(t) en componentes finos y gruesos, esta descomposicién nos permite
hacer una estimacién de la sefial ¥(¢) tomando sélo en cuenta los coeficientes que nos interese
de estos dos tipos de componentes.

Entonces, dado un conjunto de datos discretos y, ..., ¥, para estimar una funcién

y(t) subyacente, el objetivo serd conocer los coeficientes de la descomposicién

y(t) = Z CJ—l,x¢J—1,n(t) + Z dJ—l,N"an—l,x(t) + Z dJ—2,n¢J—2,rc(t) + ... F Z dl,xwl,x(t)

cj-1,x ¥ d;x son los coeficientes wavelets estimados por las integrales

CJ—I,K =] /¢J_1’N$(t)dt

b fwj,nm(t)dtj =0,2,.J -1, k=0,..,2 - 1.

La magnitud de estos coeficientes da una medida de la aportacién de la correspondiente
funcién wavelet. El wavelet father, es bueno en representar la parte suave, de baja frecuencia,
de la funcién y{¢) y la wavelet mother es buena en representar la parte de los detalles, de
alta frecuencia, de la funcién y(t). Asf alos ¢;.-1 « se les llama coeficientes suaves y a los dj «
coeficientes de detalle. Los coeficientes del nivel grueso, que son los cy_j «, corresponden a
las funciones base que se encuentran en el subespacio Vj, y los coeficientes de detalle, que
son los dj x, corresponden a las funciones base en el subespacio Wj.

Existen varios tipos de familias wavelets, generadas por su respectiva wavelet
mother, entre ellas se encuentran la familia Haar, Shannon, Meyer, Franklin, Daubechies,
etc. Cada una de estas familias ofrece propiedades inherentes, que son un tanto heredadas
por la wavelet mother, que las genera. Algunas de estas bases ortonormales, son continuas

como la Daublets o simétricas como la Haear (Vidakovie, 1995).
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Capitulo 3

Suavizamiento de datos funcionales

El presente capftulo es un resumen de Ramsay y Silverman (2005) de los capftulos
cuatro y cinco.

;Qué es el suavizamiento de datos funcionales? El suavizamiento de datos fun-
cionales se da cuando estamos interesados en construir una funcién suave que aproxime un
conjunto de datos, sin que necesariamente los interpole. El problemsa de suavizar los datos
(t;,%;), se puede formular entonces, como el construir una funcién y(t) suave que no sélo
se aproxime a los puntos (£;,4;), 7 = 1,...,n, si no que ademss esta funcién y(¢) sea capaz
de explicar la variabilidad inherente de los datos en el intervalo donde estdn contenidos, de
acuerdo a los objetivos del anélisis.

Dado que una funcién en el anélisis funcional estd dada por la representacién

K
y(t) = cxde(t),
k=1

entonces el concepto de suavizamiento tiene que ver con el nimero de derivadas de ¢,(2).
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Generalmente cuando la funcién y(t) es una funcién spline de orden cuatro, ésta se considera
suave si las piezas de polinomios cibicos que la definen son continuas y diferenciablemente
continuas hasta la segunda derivada. El concepto de suaewdad de una funcién y(t) es muy
sutil, pues para lo que unos es suave para otros es rugoso dependiendo de los objetivos del
anilisis. Es por esto que necesitamos trabajar sobre este concepto.

Cuando se tiene la funcién

K
y(t) = crdy(t)
k=1
se puede escoger K = n, donde n es el nimero de observaciones; si se hiciera esto lo que
se tendrfa serfa una interpolacién exacta de los datos. En ocasiones esto no es lo mejor,

pues trae como consecuencia una mala estimacién, por ejemplo si X = n entonces la primer

derivada de la funcién y(t)

K
Di(t) =Y & Dy (t) = eD(t)

k=1

tender{a a oscilar mds de lo normal y por esta razén se recomienda tener cuidado con el
nimero de funciones base que se pretende usar. Un ejemplo de esto lo tenemos con la primer
derivada de la funcién y(t) del conjunto de datos del JGAEM. Para este conjunto se cuenta
con 156 observaciones, haciendo K = 156, la funcién Dy(t) se muestra en la Figura 2.3,
ésta muestra mds ruido que la variabilidad de la velocidad del IGAEM.

A continuacién mostramos dos métodos para suavizar una funcién y(t): el método

de mfnimos cuadrados y el método que incluye la penalizacién de la rugosidad de y(t).
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3.1. Suavizamiento de funciones por el método de minimos

cuadrados

Nuestro objetivo es modelar los datos discretos y;, 5 = 1,...,n usando el modelo

yj = y(t;) + €

en donde estamos usando expansiones de funciones base spline para y(t); un suavizamiento
lineal es cobtenido cuando determinamos los coeficientes ¢ de la expansidn por el criterio

de minimos cuadrados (SM).

n

K
min SMSSE(y | ¢) = > [y — . ced(ts)]?
k

i=1

que en notacidn matricial equivale a 9
min SMSSE(y | ¢) = (y — ®e)'(y - &) = [ly - &e|®.
Derivando SMSSE(y | ¢) con respecto a c e igualando a cero, se obtiene

28P'c — 28’y =0

luego resolviendo para ¢

e=(0'd) 1oy
entonces el vector de valores estimados es
§(t) =9 = e = (®'®) 7y

La estimacién por minimos cuadrados es adecuada cuando se satisfacen los supuestos de que

los ¢; son independientes, con media cero y varianza constante. Por lo general en el andlisis
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de datos funcionales los €; no cumplen con estos supuestos porque no son estacionarios y/o
estan correlacionados. Entonces serd necesario tratar de manera diferente los pesos de los

residuales, y esto se logra de la siguiente forma
min SMSSE(y | c) = (y — ®c)W(y — ®c) (3.1)

donde W es una matriz simétrica definida positiva que permite dar un peso diferente para
los cuadrados v productos de residuales. La matriz W =E;1 es la matriz de varianza
y covarianza de los residuales ;. En aplicaciones donde una estimacién completa de ),
no esta disponible, la covarianza entre residuales se iguala a cero, haciendo asf & ), una
matriz diagonal. Entonces el criterio de mimimos cuadrados ponderados estima el vector ¢

de coeficientes como

g=(Wd) &' Wy.

El criterio de mfnimos cuadrados para suavizar los datos, tiene la propiedad de ser lineal,

ya que se puede representar a §(t) como

donde S es una matriz de suavizamiento, que en el caso del criterio de mfnimos cuadrados

no ponderados se tiene

S =&(®'d) 9,
mientras que la matriz de suavizamiento para el caso de mfnimos cuadrados ponderados es

S =o(dWE)"laW.
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3.2. Suavizamiento de funciones por penalizacion de sus ru-
gosidades

El suavizamiento de una funcién se puede dar cuando penalizamos la rugosidad
de ésta. El significado de suavizamiento es expresado implicitamente en el nivel del criterio
a ser optimizado y no al nimero de funciones base a ser utilizado.

Cuando tenemos una funcién y(t) por estimar a partir valores y; = y(t;) + €,

generalmente deseamos que y(t) sea suave tomando en cuenta dos objetivos:

1. Asegurar que la curva y(t) estimada, se ajuste bien a los datos haciendo que la suma

de cuadrados de los residuales 3 [y; — y(t;)] sea pequefio.

2. No deseamos que el ajuste sea demasiado perfecto, pues tendrfamos una curva y(t)

demasiado variable y por consiguiente problemas con sus derivadas.

Si definimos el Error Cuadrado Medio como (Ramsay y Silverman, 2005)

MSE = Error Cuadrado Medio = (sesgo)? + Varianza muestral
= [y() — BIOI* + B [{3) — Bla))?]

entonces podemos reducir M S FE sacrificando algin sesgo para reducir la varianza y de esta
forma suavizar la curva estimada. Permitiendo as{ que la estimacién varfe suavemente de

dato a dato, aunque con ello estarfamos perdiendo informacién entre los datos.
Cémo cuantificar la rugosidad de una funcién? El cuadrado de la segunda derivada
de la funcién y(t) nos ayuda en este sentido. El término [D?y(¢)] es llamado frecuentemente
la curvatura en ¢, y se toma como una medida natural de la rugosidad de la funcién y(t),

pensando entonces estimar y(t) atendiendo a su ajuste a los datos pero penalizando la
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érdida de suavidad, entonces D?y(t) se puede pensar como una funcién de penalizacién
P Y P

PEN:(u(t) = [ [D*(0)"at

Una funcién altamente variable, se espera que tenga valores grandes para PENy(y(t)}, ya
que su segunda derivada puede ser grande en algin lugar del intervalo de nuestro interés.

En general podemos definir la penalizacién como

PEN(y(t) = [ [Dmy(e)? .

ahora ya podemos modificar el criterio de mfnimos cuadrados, con lo que el criterio es

min PENSSEx(y | ¥) = ly—y(t)] W [y—y(t)] + X x PENa(y),

entonces la funcién y(t) que minimiza PENSSE)(y) es escogida sobre el espacio de fun-
ciones y(t) para el cual PENy(y) estd definida. El pardmetro A, es el pardmetro de suaviza-
miento que representa qué tan importante es el grado de suavidad de y(t), cuando A — oo
la funcién y(¢) tiende a ser una lfnea recta, mientras que cuando A — 0, la funcién y(t)
tiende a ser una interpolacién para los datos, es decir, y(t;) = y; para todo j.

Cuando estamos penalizando la rugosidad de la funcién y(t), entonces en lugar de

(3.1), tenemos

PENSSEn(y |c) =y — ®¢] Wy — ®#c]* + AcRc

donde R = [ D™¢(t)D™¢’(s)dt, es decir

PEN,(y) = / [D™y(t)]%dt = <'Re.
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Tomando la derivada de PENSSE,,(y | ¢) con respecto de ¢ e igualando a cero, y re-

solviendo para éste, tenemos
&= (W& + AR)1&'Wy

entonces el correspondiente vector de valores estimados para los datos es

J(t) = § = (WP + AR) &' Wy.
Si definimos la matriz sombrero Sy ) de orden n como
Sp = ®(@'WP + AR)1&'W

resulta ser

y(t) = 8gy-

(3.2)

3.3. Método de validacién cruzada para escoger el parametro

de suavizamiento

A la técnica algorftmica para escoger el pardmetro de suavizamiento A se le llama

validacién cruzada (Green y Silverman, 1994), y consiste bésicamente de la siguiente idea:

dado el conjunto de datos discretos y1, ..., Y, definidos en el intervalo [a, b}; quitamos una

observacién y; de la muestra, ajustamos y(t) al resto de la muestra la cual es ahora de

tamafio n — 1 y fijamos un intervalo [¢,d] tal que ¢ < X < d. La observacién y; recibe el

nombre de muestra de validacidn y la muestra de tamaifio n— 1 recibe el nombre de muestra

de entrenamiento. Sea §(t; )\)(_j ) la curva estimada de la muestra de entrenamiento tal que
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cumple la tarea de minimizar

> {y —ult)) + Af[Dzylz-

I

Luego con la funcién §(t; \){(~7) se hace una estimacién del valor y; que no fue incluido
en el modelo. El procedimiento anterior es repetido para cada observacién y,, 7 = 1,...,n,
resultando as{ una suma de los errores al cuadrado sobre todos los valores del conjunto
de datos, es decir, la suma de los errores al cuadrado de la validacidn cruzada. Dado que
¢ £ A £ d escogemos el valor A que minimice la suma de los errores al cuadrado de la
validacién cruzada.

La eficiencia del procedimiento con el pardmetro de suavizamiento A puede ser

cuantificada por la funcién residual de validacién cruzada

CV(A)=n"1 i{w — 3t AP

3=1

que felizmente es equivalente a

CV(N) = ”_li i —9(t;) ’
T4 1- 5y
J=1

donde Sj; es el elemento j-ésimo de la diagonal de Sy = &(P'WP + AR)1®'W, asi la
idea bdsica de la validacién cruzada es escoger el valor A que minimice CV ().

Un supuesto que se toma en cuenta en la validacidn cruzada, es que las observa-
ciones son relativamente independientes.

A los elementos Sj; se les suele dar el nombre de valores leverage; éstos determinan
la cantidad en que los valores ajustados §; son influenciados por una observacién partic-

ular y;. Si algunos valores leverage son particularmente altos, entonces los valores ajusta-
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dos deben ser tratados con mucho cuidado. Para poder saber si el ajuste es el apropiado,
podemos examinar los residuales y; —§(t;) y los residuales suprimidos (y; — §(¢;)) / (1 — S;5)
esta dltima expresién da el residual entre y; y el valor estimado #(¢;) del conjunto de datos
en donde § es eliminado.

La técnica de validacidén cruzada tiene el inconveniente de inducir un bajo suaviza-
miento para los datos. Como consecuencia de lo anterior surge la generalizacidn de la val-
idacién cruzada (GCV') que evita la necesidad de re-suavizar n veces; a diferencia de la

validacién cruzada. Su criterio es

Ly T (s — ()
{1 - n~ltraza(Sy))}

GCV()) =n

dedo que df (X) = traza(Sy ) simplificando la expresién anterior tenemos

n"!SSE
(n~ltraza(I — Sy 3)]?

GCV(\) = (n - Zf(,\)) (n —S if(/\))

GOV()) =

nétese que (n—f%) es un estimador insesgado del o2.

En el capftulo 5 de este trabajo se hace un an4lisis con los datos que corresponden
al IGAEM desde el aspecto funcional. En la Figura 3.1 se presenta una estimacién de una -

funcién sabyacente a los datos del JGAEM ya mostrados.
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Figura 3.1: Ajuste funcional al conjunto de los datos del IGAEM.
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Capitulo 4

Modelos lineales funcionales

Hemos explorado la estimacién de una variable funcional;, una vez obtenida tal
funcién surgen preguntas tales como jqué tanto su forma puede ser asociada a otra variable?
Esta asociacién puede ser estudiada mediante los llamados modelos lineales funcionales.

El andlisis de varianza, la regresién lineal simple o multivariada y los modelos
lineales generalizados, sirven para este propésito. Ahora estas herramientas serdn usadas en

el contexto funcional.
Los modelos lineales funcionales se clasifican en tres categorfas {(Ramsay y Silver-

man, 2003):
a) La variable respuesta es funcional y las covariables escalares.

b) La variable respuesta es funcional y las covariables también son funciones.

c) La variable respuesta es escalar y las variables independientes son funciones.

Para el caso con respuesta funcional y covariables escalares, describimos dos pro-
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puestas: la de Ramsay y Silverman (2005) y la de Abramovich et al. (2004). Ambos casos
proponen un modelo lineal funcional; la diferencia del modelo lineal funcional de Ramsay
y el de Abramovich radica en la estructura del error y en la seleccién de bases. En esta
seccion analizaremos cada uno de los modelos y los contrastaremos haciendo un anAlisis
estadfstico con un mismo conjunto de datos, para apreciar de forma préctica las similitudes

y diferencias que existen entre estos modelos.

4.1. Modelo lineal funcional para respuesta funcional y co-

variables escalares

4.1.1. Modelo de Ramsay y Silverman (2005)

En los modelos lineales funcionales con respuesta funcional y covariables escalares,
se trata de predecir el comportamiento de una respuesta funcional y;(t), previamente esti-
mada a partir del conjunto de datos y;;, i = 1,..., N, j = 1, ..., n, por medio de un conjunto
de variables escalares predictoras o covariables escalares 2; donde il = 1,..., ¢q.

Sin pérdida de generalidad para una variable funcional y(t) (posiblemente ya es-
timada y suavizada; de ser muy ruidosas las observaciones y;, 7 = 1,...,n, de acuerdo a los
objetivos del estudio) el modelo general, que proponen Ramsay y Silverman (2005) para la

respuesta funcional y(t) y covariables escalares en z = (21, ..., 2¢)
y(t) = 2'B(t) + «(t)

en este caso 3(t) es un vector funcional conteniendo g pardmetros funcionales de la regresién
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( B (t) )
Ba(t)

5,0

y €(t) es el error funcional del modelo suponiendo que para cadat E[e(t)] =0y V[e(f)] =
o?I. En este modelo se supone entonces que el valor esperado de y(t) para cada t est4 dado
por z'B(2).

Cualquier restriccién lineal sobre los pardmetros 3 es expresado por L3 = 0 para
una matriz apropiada L de ¢ columnas.

Ya en aplicaciones a partir de un conjunto de N datos se define a

(

y(2)

2(t)

y(t) =

\ yn (1) }
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!
\ *N J
es decir, y(f) contiene N funciones; Z contiene N condiciones. Entonces para estimar 3 se

-~

propone minimizar el criterio de minimos cuadrados

min LMSSEW) = [Iv©)-280) W0 -26@a @)

Iy () — Z8()))*

La estrategia computacional es minimizar sobre 8, |ly(t) — ZB(t)||*> para cada t. Esto es,
se puede calcular ﬁ(t) en una malla de valores de ¢ usando el andlisis de regresién simple
y luego interpolar entre estos valores de B(t) obtenidos. Otra forma de estimar 3(t) es
expresar primero a y(t) y a los pardmetros funcionales §;(t) € 3(t) como expansiones de

funciones base
y(t) = Co(t), B(t) = BO(¢)

donde ¢ es un vector de longitud K, contenjendo funciones base linealmente independientes,
C es una matriz N x K, conteniendo los coeficientes de expansién funcional de las funciones

yi(t), @ es un vector de longitud Kj conteniendo funciones base linealmente independientes
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y B es una matriz de g X K que contiene los coeficientes de la expansién funcional de las
funciones S;(t).

Partiendo de los datos discretos y;5, 1 = 1,..., N, j = 1,..., n, la estimacién de 3
est4 dada por dos criterios:

Primer criterio: Suavizamiento de datos discretos y;;

Si partimos de que el conjunto de variables respuesta en y(¢) ya es el resultado de
un suavizamiento previo de los datos discretos, es decir, si y(t) = C(t), entonces se define

un operador diferencial L para penalizar la rugosidad de 3(t)

PENL(B) = [ [LBE) (LAE) at (42)

ahora, el criterio de mfnimos cuadrados para obtener una estimacién de 3 est4 dado por
min LMSSE(B) = |ly(t) - 2B(8)|* + PENL(B);

lo anterior es equivalente a tener

min PENSSE(y/B) = f (Cé — ZBOY (Cp — ZBH) + X / / (LB#) (LB6),”

como el operador de integracién y el operador suma involucrados en este producto de ma-

trices puede ser intercambiado y con la definicién de las siguientes matrices

Jos = / &', Jog = f 00/, Typ = / #0', R = f (LOY(LOY,
nétese que Jgs es una matriz constante simétrica de orden K, de productos integrados

pues ¢ es un vector columna de longitud K, de funciones base, ¢¢’ es entonces una matriz
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cuadrada de orden K, conteniendo todos los posibles pares de estas funciones base. Entonces

se tiene (Ramsay y Silverman, 2005)

min.g = PENSSE(y/B) = traza(C'Clygs) + traza(Z'ZBJgeB’) 43)
—2traza(BJgyC'Z) + Atraza(BRB').

Calculando la derivada de la expresién (4.3) con respecto de la matriz B e igualando

a cero el resultado, se obtiene que B satisface el sistema de ecuaciones

(Z'ZBJg + ABR) = Z'CJ g

aplicando el producto Kronecker a esta iltima ecuacién se tiene (Ramsay y Silverman, 2005)
vec(B) = [(Jop + AR) ® (Z'Z)] " vee (z’éij : (4.4)

como 3(t) = B6(t), entonces

B(t) = vec(B)6()
el pardmetro de suavizamiento A en la ecuacién (4.4) impone el mismo nivel de suavizamiento
para cada componente 3, del vector 3.

Para este primer enfoque, entonces se toma la respuesta funcional y(t) suavizada
¥ la estimacién de los pardmetros funcionales 3(t) son penalizados por un pardmetro de
suavizamiento A.

Segundo criterio: Sin suavizamiento de datos discretos y;;

Cuando la variable funcional %;(t) no es el resultado de un suavizamiento previo de
los datos discretos y;;, i = 1,..., N, j = 1, ..., n, se usa la matriz Y con los valores discretos

para estimar los pardametros funcionales de la regresién.
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Dado que B(t) = BO(t), se define @ como la matriz de n x Kg que contiene
los valores de las funciones base linealmente independientes contenidas en el vector € de
longitud Kg, entonces minimizando el criterio de minimos cuadrados para la matriz Y se

tiene

min = LMSSE(B) = |[Y - ZBO®)|* + A LA

realizando un procedimiento andlogo al primer caso, Ramsay y Silverman, (2005) calculan

la expresién

vec (B) =[(6'6) ® (Z'Z) + R® ] ks (0" ®Z') vec(Y),

de donde

B(t) = vec(B)O(t).

4.1.2. Modelo de Abramovich et al. (2004)

Bisicamente el modelo lineal funcional general que proponen, est4 dado por
dy (t) = 2'B(t) + edW (t) (4.5)

donde € es una constante, y W {t) representa una realizacién de un proceso de Wiener (un
proceso de Wiener es un proceso estocdstico de tiempo continuo, que se caracteriza por ser:
un proceso de Markov que tiene incrementos independientes y las variaciones en el proceso
producidas en un intervalo finito de tiempo se distribuyen normalmente). La versién discreta

de este modelo es 1o que se conoce como regresién no paramétrica para estimar y(t) a partir
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de datos observados y;, j = 1, ..., n. Brown y Low (1996) documentan la equivalencia entre

(4.5) y su versi6n discreta
' g .
y; =2 B(t;) + Tﬁ(ﬂj —uj—1),5=1,..,n (4.6)

donde uj ~ N{(0,1) independientes, donde o es la varianza de {y;}. Nétese entonces que
bajo este modelo discreto, la varianza del lado derecho de (4.6) debe ser multiplicada por

/3 para mantener la igualdad en varianzas en (4.6).

4.1.3. Signiﬁcamiia estadistica
Significancia en el modelo de Ramsay y Silverman (2005)

La significancia es corroborada usando intervalos de confianza para los pardmetros
de la regres'ién lineal funcional, que son los F,;(t), [ = 1,..., ¢; para calcular los intervalos de
confianza puntuales de estos pardmetros funcionales, es necesario hacer primero dos mapeos.

Dada la matriz de datos Y de N x n, se mapea la matriz Y a una matriz de

coeficientes C de N X ky, quedando expresada la matriz C como

C=YS,,,

expresando en producto kronecker esta ecuacién, tenemos

vec(C) = (84,5, ® I) vee(Y),

entonces definimos el primer mapeo como

Mapl = S¢,)\y ®I1
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tal que la matriz Sy », ® I mapea la matriz Y a la matriz de coeficientes C, a su vez, esta
matriz C, para las respuestas funcionales, necesita ser mapeada a una matriz B de g x Kp
para los pardmetros funcionales del vector 3.

Como la matriz de mapeo Sy, ), Se define como
Sy, = (PP + \R,)D

entonces

C=Y[2(®®+\R,)'®].

Dado que vec(B) = [Jgp ® (Z'Z) + R ® M| vec (Z'CJyp), entonces ya tenemos a
la matriz que mapea a la matriz C a la matriz B de pardmetros funcionales de la regresién,
esta es [Jpo @ (Z'Z) + Rg ® /\ﬂI]_l [ "¢9 ® Z"] .

Luego

vec(B) = [Joo ® (Z'Z) + Rg ® M| " [Typ ® Z'] vec(C),

aquf Ag es el pardmetro de suavizamiento y Rg es la matriz que penaliza la rugosidad de

las funciones suavizadas 3}, por lo tanto la segunda matriz de mapeo es
Sg = [Jss ® (Z'Z) +Rsz® /\ﬂI] -1 [J;g ® Z']

Map2 = Sg por lo tanto

wy [

vec(B) = Sgvec(C)

= Sﬂ (S¢v\v ® I) vec(Y')
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definimos Map3 = Sg (S¢,, ® [} vec(Y’); cabe sefialar que la varianza de los datos Y estd
dado por Var[vec(Y')] = }°, ®I, donde I es de orden N, 3, es la matriz de varianza y
covarianza del vector de los residuales en el modelo y(t) = Z3(t) + €(t), que no son otra
cosa que los errores involucrados en el suavizamiento de los datos discretos de la variable
de respuesta.

Finalmente tenemos

Var ['vec(ﬁ)] = Var[Sg (Sea, ®T) vec(Y)]

= Sp(S,,, S0 [Z@I (84,3, ®T) 8
e

esto implica

Var [vec(f?)] = (@ xI)Sg(Sy 1, ®T) (Z ®I) (S, ®D)Sz(ORT).

Si Jgg y Z'7Z son invertibles, entonces

®(Z'Z2)~L

Var [‘uec(B)] = [J o6 J50Se., ZS¢,A,J¢9J o
e
Cuando la variable funcional ¥;(t) no es el resultado de un suavizamiento previo

de los datos discretos, entonces la expresién que res_ulta es

Var [vec(B)] = [e(e'e)"le'Ze(e’e)"le' ®(Z'Z)"L.

Con la varianza del estimador de (3 se pueden construir intervalos de confianza

para cada uno de los B; y poder evaluar si son o no significativos los 8;(t), I = 1,..., g en el
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modelo de regresién lineal que se tiene.

En este tipo de anélisis el poder averighar si los efectos funcionales son distintos de
cero e investigar en qué tiempo ¢ pasa esto es muy informativo. La diferencia entre un an4lisis
de varianza ordinario y un andlisis de varianza funcional (FANOVA) es que en este dltimo
tenemos a B(t) funcional que depende de un argumento t, la F' en este contexto, también es
funcional dependiendo de un argumento £, definiendo el coeficiente F' funcionalmente como

(Ramsay y Silverman, 2005)

e df (error) [SSY (¢t} — SSE(t)]
B df (regresion)SSE(t)

Para esta expresién df denota los grados de libertad y 5SS denota la suma de los cuadrados
respectivos, pero funcionales.

Los intervalos de confianza puntuales son calculados al agregar y sustraer un muiilti-
plo del error estdndar funcional, es decir la rafz cuadrada de la varianza muestral para el
ajuste actual. Un intervalo puntual con el 95% de confianza para una funcién §,(t), estd

dado por

(ﬁz(t) —2xyfVar(Bu(0), Bile) + 2 x VarBu) ).

donde Var(B,(t)) = 6;(t)'Var(B)8;(t). Estos intervalos son puntuales porque reflejan la
regién de confianza para valores individuales de ¢, y no para toda la curva §;(2).
Significancia en el modelo lineal funcional de Abramovich et al. (2004}

En este modelo, la significancia es corroborada por medio de contraste de hipdtesis.

Como primer paso importante el valor de ¢ debe ser estimado; esto se hace a partir
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de los coeficientes wavelets que se encuentran en el nivel més fino de la descomposicién
wavelet {y;} (Donoho y Johnstone, 1995): si & = median(|ds_1, 5| : 0 < k < 27-1)/0,6745,
y J est4 dado por n = 27/ que es el nimero de observaciones a considerar. Recordemos que

si y(t) representa a {y;} funcionalmente entonces en la légica wavelet,

y(t) = Z CJ—l.K-d)J-l,N (tj)+z dJ—l,K¢J—1,n(tj)+Z dJ-Z,H.d)J—Zx (tj)+"'+z dl,n'ﬂbl,ﬁ.(tj)'

Dada la equivalencia entre (4.5) y (4.6) la estimacién de 3, en el caso en que Z
sea de rango completo, estd dado por B3 = (Z’Z)—IZ’Y; la representacién de cada 3; es, de

acuerdo a la légica wavelet,

Bi(t) = Z cr-1x®g-1x(t)+ Z dy-1s¥yo1(t)+ Z dri-axy_g5(t)+...+ Z i,k k(t)-

5

(4.7)
Debemos probar
Ho:8,(8)=0vs Hy: 5(t) # 0
que es equivalente a probar
Hy:cjo1.=0ydr=0,¥>0;, s=0,...,2 — 1
vs (4.8)

Hi:cj_1x # 00 existe al menosun j > 0, k = 0,..,2 — 1 tal que H : djx # 0.
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Como las bases

{gbj,k(t)} , j fijo,k€Z,k=0,..,2—1

{qﬁj,n(t)}, j fijo, k€ Z,k=0,..2 1
son periédicas y ortonormales, entonces los 5;(t) pertenecen a espacios de Besov B} (C)
(Vidakovic, 1995), donde el pardmetro p, es visto como un grado de no homogeneidad de
las funciones B,(t), s indica el nimero de derivadas que tienen estas funciones, ademds
$>0,C>0y1<p,q<00.Dados estos pardmetros de las bolas de Besov entonces para
contrastar las hipé6tesis (4.8), Abramovich et al. (2004) proponen hacer uso de un proced-
imiento de contraste de hip6tesis funcionales asintdticamente minimaz en dos modalidades,
no-adaptative v adaptativa.

La prueba asintdtica minimaz no-adaptativa, consiste en suponer primero que
conocemos todos los pardmetros de la bola de Besov, se define a J como el conjunto de
todos los niveles de resolucién wavelet, luego se impone la particién J = J_ U J4, donde
J- = {0,..,,7(s) — 1} denota los niveles m4s gruesos y J+ = {j(8),..., 35 — 1} denota los
niveles mds finos, se define j(s) = ﬁ logy (C~?), donde s'= min {s, 8 — % + %} , que de-
limita los niveles de resolucién wavelet a ser considerados en el procedimiento de contraste
de hipétesis y el error estdndar se denota con #; asi para cada j € J.., se define 55 como

21

Sy= (dix—1%) (4.9)

=0
y paraj € J+ y A > 0, se define Sj{A) como

21

S0 = [(dZ.1(]d2.| > nA) — n?b(A))] (4.10)

x=0
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donde &(A) = E [§21( |¢] > A)], donde ¢ es una variable aleatoria Gaussiana y 1{A4), es la
funcién indicadora en A. Dada la particién de J se definen los pardmetros T'(j(s)) y Q({s)

como
i(s)—1 =1

T((s)) = > Sy QN =D S (4.11)

j=0 j=i(s)

Finalmente se definen v¢(j(s)) vy wg(j(s)) como

w3(i(s)) = 202

jn_l
wi(i(s)) =n* D> 2d(y)
j={s)

donde A = /(j - j(s) + 8)In2 (umbral universal, Johnstone y Donoho; 1994; Fan, 1994),

es utilizado para descartar coeficientes no importantes.

Entonces para un nivel de significancia o € (0, 1) se define la estadistica de prueba

o L{T(i(s)) > vo(i(8))z1-a} sip > 2 (4.12)

1{T6(s)) +Q0(s) > VG +uf(@n-a} st 1<p <2

donde z)_, es el percentil (1—a)100 % de la'distribucién Gaussiana. Si ¢* = 1 se rechaza Hj.
Los pardmetros v3(j(s)) y w?(i(s)) son las varianzas de T'(j(s)) ¥ Q(i{s)) respectivamente.
Para la prueba asintdtice minimaz adaptativa, se supone que los pardmetros de la
bola de Besov son desconocidos, pero que 0 < 8 < $mpax, 1 £ p,¢ < 00, § > % y0<(C<
Cmax. La idea de la prueba adaptativa es considerar todo el rango de p(s) = Pagny - P — 1

y rechazar Hy si es rechazada en al menos un nivel de j(s), dando por resultado
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’ T(i(s — .
1 l:maxj"‘fﬂﬂl(ﬂ)ﬂin—l { vé(_](-!))} > AV 2111111(1‘) 2)] 51 p 2 2
x: T(5(3))+Qi(s —| .
! [mx’"“"s’("’ﬁ’"‘l { vg(i(a))-f-wo(i(a))} > v2inln(n )] silsp<oo

4.1.4. Aplicacién

. (4.13)

Descripcién del experimento

El ejemplo trata de la elaboracién de quesos, y queremos saber qué tratamientos
son significativos en la calidad del queso. Los datos se ordenan de la siguiente forma, la
matriz Y de 173 x 16 contiene 173 observaciones y 16 réplicas, matriz que define la variable
respuesta. Se sabe que el mimero de observaciones se determina al multiplicar los niveles de
cada factor y el total de réplicas, pero en el ejemplo sélo se consideran 173 observaciones.

La matriz de disefio es de 16 x 11 en ésta se incluyen las covariables escalares:
pH con 5 niveles (—1,27, —1,11, —0,94, 0,010, 1,13), %prot con 3 niveles(—1,14, —0,07,
1,01), %hum con 3 niveles (—1,28, ~0,93, 1,17), tempezt con 3 niveles (—0,89, 0,21, 1,30),
y las interacciones dobles de estas covariables pH* %prot, pH* %hum, pH*tempexz,

%prot* %hum, %prot*tempezt y %hum*tempest, donde %prot, es la protefna, Zhum,
es la humedad y tempezt, es la temperatura.

El modelo que se tiene es

y(t) = p(t) + By (PH + B ogprn (t) %opr0t + B yypum (t) Tohum+
ﬁtempezt(t)tempemt + ﬁpHx Yeprot (t)pH X %P"Ot + ﬁpHx %hum (t)pH x Yohum+
B xtempers (E)PH X tempext + Boyprory hum(t) Toprot x Tohum+

B %prot xtempext (t) Joprot x tempert + B %humxtempemt(t) Tohum x temnpext,
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y las hipétesis a probar son las siguientes:

Hy: Bpp(t) =0 vs Hy: Bpy(t) #0
Ho : Bopra(t) =0 vs Hy : Bgprar(t) # O
Ho : Bopum(t) =0 vs H : Bogpum ()} # 0
Ho : Bempert(t) =0 vs Hi : Biempent(t) # 0
Ho: Bpgxsiprat(t) =0 w5  Hi:Bopyxpralt) #0
Hy : Bygx %},um(t) =0 ws Hi:Bppx%hum(t) #0
Ho : Bpgxtempen:(t) =0 08 Hi: Bppxtempent(t) # 0
Ho : Boprotx whum () =0 v8  Hi : Bororx hum(t) # 0
Hy : Byprotxtempert(t) =0 vs  Hi: Byprorxtempent (t) 7 0

Hy: ﬁ%humxtempezt(t) =0 vs Hip: ﬁ%humxtempe:ct(t) :7{‘_ 0

Efectuando un andlisis estadfstico funcional, los resultados son los siguientes:

Andlisis con el modelo de Ramsay y Silverman

En las Figuras 4.1 y 4.2 se muestran las 16 curvas de los valores discretos de las
respuestas, de donde se puede apreciar el mismo patrén de dispersién para cada una de

ellas.
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En la Figura 4.3 estdn las 16 respuestas funcionales y;(t) previamente suavizadas

y estimadas de los valores de las respuestas discretas dadas en la matriz Y de 173 x 16.
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Figura 4.3: 16 respuestas funcionales suavizadas.

En las Figuras 4.4 y 4.5 se muestran los 11 pardmetros funcionales ﬁz (t). Algunas
de ellas son funciones negativas y otras positivas esto quiere decir que tienen o bien un
impacto positivo o negativo en la respuesta funcional. En cambio e] coeficiente funcional

pH*tempezt parece no influir de manera importante en las respuestas funcionales.

madn pH Shprol Shum

Figura 4.4: Coeficientes funcionales estimados.
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Las trayectorias de las respuestas funcionales §;{t) que se muestran en la Figura
4.6 son muy semejantes a las mostradas en la Figura 4.3, las funciones §;(t) son generadas

dadas las estimaciones de parametros funcionales f,(t).
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Figura 4.6: Respuestas funcionales estimadas.
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La Figura 4.7 muestra los valores de desviacién estdndar de los residuales, donde
los residuales estdn dados por € = y; — §; la trayectoria de esta curva muestra finalmente

que los residuales no son del todo independientes ni normales.

8
3
g g
]
o
o 500 1000 1500
tlempo

Figura 4.7: Desviacion estdndar de los residuales.

Dado que los intervalos de confianza puntuales para cada uno de los 8,(t) con el

95 % de confianza estd dado por

(&m — 25 \/Var(B(), Byt) + 2 x /Var(Bi(2))

entonces observando las Figuras 4.8 y 4.9 concluimos finalmente que los efectos de los
tratamientos pH, y %hum *tempezt son importantes en la variabilidad de la respuesta, mien-
tras que el resto de los tratamientos y las interacciones de estos no tienen impacto en la

variable de respuesta y;(¢t) pues el intervalo para éstos tratamientos contiene al cero.
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Andlisis con el modelo de Abramovich et al. (2004)

44

Para el andlisis de este mismo conjunto con bases wavelet se presenta la siguiente

consideracién: en la estimacién de o tuvimos problemas; usando la descomposicién wavelet

de los datos funcionales observados, se partié del nimero total de obaservaciones, en este
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caso cada dato funcional contaba con 173 observaciones. En el programa MATLAB pudi-
mos obtener la descomposicién de cada dato funcional en seis niveles de resolucién, éstos
disponibles por contar con tal mimero de observaciones en cada dato funcional observado.
Dadas las caracteristicas de estos datos funcionales, contar con 173 datos produce un so-
bremuestro, y con ello el dltimo nivel de resolucién utilizado para estimar ¢, implicaba que
se obtuviera pricticamente & =~ 0. As{ en este procedimiento el sobremuestreo causaba que
todos los efectos se declararan significativos. Por lo anterior, decidimos tomar una fraccién
del conjunto de datos (16 = 2*%) para realizar la descomposicién wavelet y de ahf proceder
al contraste de hip6tesis. Estos 16 datos son suficientes para describir el comportamiento
de los datos funcionales observados como en el experimento (Figura 4.10). El problema de
sobremuestreo no es comentado mucho en la literatura, sino més bien a partir del concepto
de tasa de muestreo de Nyquist se enfatiza los problemas del submuestreo (ver Vidakovick,
1999, el concepto de “Hliasing”). Sin embargo en el contexto estadistico del procedimien-
to de contraste propuesto por Abramovich et al, deben considerarse los problemas que el
sobremuestro puede inducir en la estimacién de o, ésta siendo vital en el procedimiento.
Lasl6 observaciones son equiespaciadas del conjunto de datos dado, esto es asf
porque el uso de la trasformacién discreta de wavelet requiere un disefio equiespaciado. De
entrada nosotros esperarfamos que las conclusiones a las que lleguemos sean las mismas a

las que llegamos con el modelo de Ramsay y Silverman (2005).
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Figura 4.10: Usando sélo 16 observaciones de cada respuesta y;.

Dadas las nuevas dimensiones de y ¥y Z entonces B cuenta con los 11 tratamientos
y cada uno de estos con 16 observaciones.
El objetivo es tomar cada uno de los By, [ = 1, ..., ¢ y aplicarles una transformacién

discreta wavelet y estimar f,(t), una vez hecho esto, lo que nos interesa es contrastar:
Hy:8,=0vs Hy: 8 #0.

El error estandar de 3, est4 dado por

n,
n= 'ﬁ'a ™My,

donde my; es el i — ésimo elemento de la diagonal de la matriz (XX) ™ y & es la desviacién

estandar del error, el cual podemos calcular con la mediana de los valores absolutos de los
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valores que se encuentran en el iiltimo nivel de la descomposicién wavelet de las y;(t), como

ya se menciond.

Por ejemplo, la Figura 4.11 muestra los coeficientes wavelets que corresponden a

la descomposicién wavelet de ¥1(t).
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Figura 4.11: Coeficientes de la transformacién discreta wavelet de y1{t).

El niimero de coeficientes wavelets, est4 determinado por

n.n n n n
n—§'+z+...+—2_,_1+2—J+2—J

dadoque J=4,n=2'=16y
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CJ_HK £ f¢J—1,Ky(t)dt

dx = f'gbj'ﬂy(t)dt i=0,2,..0 -1

donde

cj-1 = (CJ—l,l,CJ—l,z, ---CJ—1,27“:T)
dj—1 = (dJ—l,l,dJ—1.2r---:dJ—l,;ﬁ_—l)

d_]-—2 = (d_]_2111d.]—2,21"'1 dJ_21§JD:§)

dy = (dl,l,d1,2,---,d1'%)

entonces para y1{t) en total se tiene 16 coeficientes wavalets. En la Figura 4.1.4 el 1ltimo
nivel de la descomposicién estd indicado con el —3 y cuenta con 8 coeficientes que corre-

sponden al nivel més fino de la descomposicién wavelet (los cuales serdn considerados para

la estimacién de o).

Los resultados para las pruebas

Hp:8,(t)=0vs Hy: 8, (t) #0 paral=1,..,11.

son los siguientes:
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Bp i= media p—value=0 ¢* =1 serechaza Ho: By =0

B, :=ph p — value = 0,00055667  ¢* =1 serechaza Hp: B, =0

By = %prot p — value = 0,76867 ¢* =0 no serechaza Hy: 5, =0
B3 := %hum p—value = 4,6981le — 010 ¢* =1 serechaza Hp: 83 =10

By := tempexzt p — value = 0,22925 ¢* =0 no serechaza Hy:84=0
By := ph x prot p — value = 0,0012624 ¢ =1 serechaza Hy: 85 =0

Bg = ph x hum p — value = 0,8643 ¢* =0 no se rechaza Hy: g =10
B7 = ph x tempext p —value = 0,93771 ¢+ =10 no se rechaza Hy: 8, =0
Bg := prot x hum p—value=T73578e — 010 ¢+ =1 serechaza Hy:[3=10

Bg := prot x tempext p— value = 0,34591 ¢+ =0 no se rechaza Hy: 8 =0
B1g := hum x tempezt p—value = 0,011404 ¢* =1 serechaza Hy:B,0=0

Comeo podemos ver los tratamientos ph y %hum¥tempezt son importantes en la
variabilidad de la respuesta, ademés %hum, ph¥*prot y prot*hum mientras que el resto de
los tratamientos y las interacciones de estos no tienen impactoc en la variable de respuesta.
A diferencia del an4lisis con el modelo de Ramsay y Silverman (2005), en éste se tienen 5
tratamientos significativos en la variabilidad de la respuesta. Podrfamos pensar que esto se
debe a dos razones: la primera es que un anélisis estadistico funcional con bases wavelet,
es mds sensible para detectar efectos significativos en andlisis estadistico, la segunda, que
el nimero de observaciones tomado para este andlisis, no sea el mas representativo del

conjunto de los datos dados en un principio.
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4.2, Modelo lineal funcional para respuesta funcional y co-

variables funcionales

4.2.1. Modelo general

En este modelo la respuesta y;,f = 1, ..., N y cada covariable z; son funciones en el
mismo argumento ¢. Una covariable escalar puede ser vista como una covariable funcional
si es expandida en términos de una base constante. Cuando z; solamente influye a y;(t) a
través de su valor z;(¢) en el tiempo t se dice que se tiene un modelo concurrente. Cuando
se tiene g covariables funcionales z;, cada una multiplicada por su coeficiente de regresién

funcional f; entonces el modelo de regresién miiltiple funcional concurrente esta dado por

q
yi(t) = Y za(®)Bi() + «(t)
i=1

El modelo lineal funcional concurrente, en notacién matricial es
y(t) = Z(t)B(¢) + €(t) (4.14)

donde Z es una matriz funcional de N X g conteniendo los z;; y 5 es un vector de pardmetros
funcionales de longitud ¢ conteniendo todas las funciones §,(t), y es un vector funcional de
longitud N conteniendo las respuestas funcionales.

Al expandir cada una de las funciones §; donde ! = 1,...,q, en funciones base,
nosotros deberfamos permitir que la base en que serdn expandidoes cada uno de los f; y
el coeficiente de suavizamiento varfe de un §; a otro, pues habr4d ocasiones en que algunos
Bi’s neceéiten més funciones base por su alta frecuencia de variabilidad, por estas razones

definimos la rugosidad penalizada para cada §; como
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PEN(B) =M [ Lt (4.15)

Cada penalizacién es definida a través de un operador diferencial L;, que es el apropiado
para cada uno de los pardmetros funcionales,

Cuando tenemos el modelo
y(t) = Z(t)B(t) + e(t)

¥ queremos estimar a 3 podemos usar el criterio de minimos cuadrados

LMSSE) = [ lwe) - ZWAE ) - 20B@N de + 3% [ ILpoF e (420
{

al derivar con respecto a 3 e igualar a cero la ecuacién (4.16) podemos encontrar un esti-
mador de este.

Dada la ecuacién (4.15 ) se reescribe el modelo y(¢) = Z(t)3(t) + €(t) para hacer
algunos cambios. Como ya se dijo cada funcién de regresién 3; tiene una expansién de la

forma

K,
Bilt) =) by, Bk (t) = 01(t) by (t)
k

cada f; tiene k; funciones base 8y, ademés sea

primero construimos el vector b de longitud Kp y apilamos los vectores verticalmente
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b= (b, b, b, ..., &).

Luego definimos una matriz © de g x Kg, tal que

8, 0 0

0 6, 0
O =

0 0 .. 6]

entonces podemos expresar el modelo (4.14) como

y(t) = Z(t)O(t)b + «(¢)

es decir, separamos las funciones base de la expansién en una matriz ©(t) y a los coeficientes
de esta expansién en un vector b.

De hecho si Z*(t) = Z(t)©(t) donde Z*(t) es de N x Kp entonces se tiene
y(t) = Z*() b+ €(t).

Si una de las respuestas funcionales y; es expandida en términos de K, funciones
base, entonces el mimero total de grados de libertad para el error df. en el modelo es
df. = NK, — Kp, teniendo esto en cuenta nos permite evitar un sobreajuste de los datos.

Para penalizar la rugosidad de cada f(f) definimos una matriz R; de orden K

multiplicada por su correspondiente pardmetro de suavizamiento
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Ri= A / 8,(2)8)(t)dt
se coloca cada una de estas matrices en la diagonal de una nueva matriz R de orden Kp

para escribir la ecuacién (4.16) como

tss@) = [y - [veunzoun - [varenze

+ / b'@'(t)Z'(t)Z(t)O(t)b + bbR

igualando a cero y derivando esta 1iltima expresién con respecto a b se tiene

[ / O'(t)Z/ (H)Z(£)O(¢)dt + R] b= [ / @’(t)Z’(t)y(t)dtJ . (2.17)

4.2.2. Intervalos de confianza para los parametros funcionales de la re-

gresién

Se hace una expansién de la respuesta funcional y(t) en funciones base se tiene
y = C¢ donde ¢ el vector de funciones base de longitud Ky, y C es la matriz de coeficientes
de la expansién de las funciones base de las respuestas funcionales

De la ecuacién (4.16) se obtiene un estimador para b

b= U ©'Z'Z0 + R] - U e’zc¢]

al aplicar el producto Kronecker a [ [ ©'ZC¢] tenemos
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b= [ / O'Z'Z0 + R] B [ / ¢ ® ce'z] vec(C) (4.18)

Finalmente de la ecuacién (4.18) podemos obtener la segunda matriz de mapeo

-1
Map2 = [] @'Z'Z0 + R] [/ d'® (@'Z')]
esta matriz de mapeo convierte el vector de coeficientes C a un vector b de longitud Kp.
Sabemos que Map2 es necesaria para obtener una tercera matriz Map3 la cual

sirve para construir los intervalos de confianza y que resulta de la composicién de Mapl y

Map2 como Mapl = ¢~ entonces

Mapd = Map2o Mapl

b { / C-)’Z’Z®+R] - [ / qb'@(@’z')] ¢ty

con b podemos calcular los intervalos de confianza para §,(t), tal y como se hizo con el
modelo lineal funcional anterior.
4.2.3. Modelo funcional lineal completo

Un modelo funcional completo es aquél en donde la respuesta y las covariables z;

son funcionales. Un modelo funcional completo tiene la siguiente forma

™
yi(t) = alt) + / #(8)B(s, t)ds + £:(2).
0
En este modelo B3 est4 en funcién de dos pardmetros de tiempo s y ¢, cabe men-

cionar que podemos hacer s = ¢.
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2i(s) estd definida en el intervalo [0,n] y B se expresa funcionalmente con K
funciones base {7} y K3 funciones base {6;}, es decir

K1 Ko

Bls,0 =3 bum()0i(t) = n/(s)BA(®),

k=1 =1

donde B es una matriz de coeficientes by; de K; x Ky, 0 mds simple

B=n'B6

y at) = K2 a18,(t) = @'(t)a con @ un vector de funciones base para expandir la funcién
a.

En el modelo funcional lineal

y(t) = [ 2()8(s,)ds + e(t)

y es un vector de longitud N que contiene las funciones ¥ (t), y2(t}, ..., yn(t) ¥ z(s) es un
vector de longitud N que contiene a las funciones z (s), 23(s), ..., 25 (s), el pardmetro B(s, t)
depende de dos argumentos s y ¢, y por consiguiente podemos penalizar a 3 con respecto a
cada uno de ellos para obtener un mejor modelo. Ademis la funcién covariable z; también
pueda estar en funcién del argumento t de forma que se tenga z(s,t). De hecho, el modelo

funcional completo es:

i (t) = / z,-(s, t)ﬁ(s, t)ds + E,'(t) (419)

¢

= [ #(s,06(s,)bds + ex(0)

t
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donde al intervalo de integracién para el argumento s se le permitira variar sobre ¢ y se usa
la notacién ; para indicar que el intervalo estd asociado a t. Entonces la funcién coeficiente
est4 dado ahora por

Kg

B(s,t) = bbi(s,t) = 6'(s,t)b.
k

Debemos tener presente que para poder obtener un estimador de la funcién coe-
ficiente (s, t) es necesario aplicar el criterio de minimos cuadrados a la ecuacién (4.19);
si se quiere penalizar la rugosidad en el criterio de los minimos cuadrados para el caso del
modelo funcional completo hace falta definir dos matrices que penalizan la rugesidad de 3,

una con respecto a s y la otra con respecto a t.

4.2.4. Aplicacién al conjunto de datos de la temperatura global de la

tierra

Para esta aplicacién se usa el modelo

y(t) = Z2(1)B() + €(t)

el objetivo es predecir el comportamiento de la temperatura global anual por medio de la
cantidad de diéxido de carbono global anual emitido desde 1988 al 2003.

Para este ejemplo se tiene una respuesta funcional y una covariable funcional. La
respuesta funcional es un vector y que contiene 16 valores que representan las temperaturas
globales anuales durante los afios 1988 al 2003, y la covariable funcional es representada

por un vector z el cual contiene 16 los valores escalares que representan las emisiones de
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didxido de carbono global anual durante los afios 1998 al 2003.

El anélisis estadfstico funcional es el siguiente:

La Figura 4.12 muestra los 16 valores de la temperatura global anual a través del

tiempo dado.
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Figura 4.12: Valores de la temperatura global anual de 1998 al 2003.

La Figura 4.13 muestra los 16 reportes discretos del COy durante el tiempo dado.
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Figura 4.13:
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Diéxido de carbono glo\ba.l anual del 1998 al 2003.
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La Figura 4.14 muestra la funcién A(t) en la cual se puede apreciar que el COj tiene
un efecto positivo sobre la témperatura en la mayorfa del tiempo y sélo en tres pequenos

intervalos de tiempo el C'Oj tiene un efecto negativo en la temperatura.

0,0005 0.0010

beia(l)

+0.0005

Figura 4.14: Coeficiente funcional de la regresién.

La Figura 4.15 muestra la funcién §(t), que es la respuesta funcional estimada en

la cual se aprecia que se ajusta bien a los 16 datos discretos de la temperatura global anual.
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Figura 4.15: Gréfica de §(t) estimada de los 16 observaciones.
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En la Figura 4.16 se aprecia claramente que los residuales no son independientes,

lo cual implica tener cuidado en la interpretacién del anélisis funcional.

rasidualas
b2 0.04

0.0

169680 1995 2000
afor

Figura 4.16: Gréfica de los residuales.

La grafica de la Figura 4.17 muestra el error estandar de la funcion 3 (t), los valores

que toma esta funcién son muy pequefios.
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Figura 4.17: Error estndar del parametro funcional A(t).
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Por tltimo generamos un intervalo puntual para la funcién B(t) con un 95% de
confianza. Observando la Figura 4.18 concluimos que el efecto del CQ; en la temperatura es
positiva, es decir al aumentar la concentracién de COq en la atmésfera de la tierra aumentard

la temperatura; esta conclusién se deriva del hecho de que el intervalo de confianza puntual

no contiene el cero.

0010
-~
-

-1.0005
-
~

Figura 4.18: Intervalo del pardmetro funcional 3(t).

El andlisis anterior corresponde al modelo donde 3 depende de un sélo pardmetro
t, analicemos ahora un conjunto de datos donde 8 depende dos veces del mismo pardmetro

t, usando asf el modelo lineal funcional completo

5i(8) = a(t) + fo " a(8)B(s, t)ds + ex(t).

El primero conjunto de datos corresponde a una matriz de 12 x 16 que contiene
las temperaturas globales mensuales de la tierra y océano, durante los afios 1988 al 2003.

El segundo conjunto de datos es la matriz de 12 x 16 que contiene el reporte mensual de
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COq durante 16 afos. Como ya comentamos las respuestas g; serdn funciones, al igual que
las covariables z;.

La Figura 4.19 muestra 16 funciones estimadas z;(t) y suavizadas.

teragrama de dcddo de carbono delos LLBA

Figura 4.19: Funciones estimadas del COa.

Los valores de la temperatura global mensual de la tierra y el océano correspondi-
entes a cada afo se muestran en la Figura 4.20. Estos son los valores que deseamos estimar

dado los valores del COs.
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Figura 4.20: Datos escalares de las temperaturas globales mensuales de la tierra y el

océano.

En la Figura 4.21 se muestran las 16 funciones §};(t) de los datos de la temperatura.
Se puede aprecia de estas grificas que la temperatura aumenta a principio de ano y a finales

del mismo. En general la temperatura se eleva en la época de invierno.
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Figura 4.21: 16 funciones §;(t) de las temperaturas globales mensuales de la tierra y el
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océano.
Dado que el modelo en uso es
T
%(t) = aft) + / zi(s)B(s, t)ds + &i(t);
0

entonces la grifica de la funcién a(t), se muestra en la Figura 4.22.
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Figura 4.22: Término funcional independiente del modelo de regresion.

En la Figura 4.23 se muestra la grafica tridimensional de la funcién B(s,t). Nue-
vamente esta funcién nos muestra que el CQO2 tiene mayor impacto en la temperatura a

finales y principios de cada afio.
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Figura 4.23: Funcién bivariada de la regresién.

Al comparar gréficamente las 16 funciones §;(t) de la Figura 4.24 con las 16 fun-

ciones y;(t) suavizadas que se muestran en la Figura 4.20, se observa que existen diferencias

entre ellas.
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Figura 4.24: Temperatura globales mensuales funcionales estimadas.

Comparando los coeficientes de determinacién mostrados en las Figuras 4.25 y 4.26
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para cada una de las funciones estimadas, podemos concluir, salvo para los afios 1990, 1996,
1997 y 1998, que la cantidad de C'O7 en el medio ambiente tiene impacto en la temperatura

del planeta.
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Figura 4.25: Funciones #; vs sus promedios funcionales y el valor del R2.
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Figura 4.26: Funciones §; vs sus promedios funcionsles y el valor del R2.
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4.3. Modelo lineal funcional para respuesta escalar y covari-

ables funcionales

4.3.1. Modelo general

En este capftulo consideraremos los modelos lineales funcionales con respuesta
escalar, definidos para conjuntos de datos, en donde la variable de respuesta es un valor
escalar y las covariables predictoras serdn representadas a través de funciones. También los
coeficientes de este modelo, serdan funciones.

En el caso del modelo funcional con respuesta escalar, se tiene por estimar 5(t) y
los escalares §j; dados los y;, 7 = 1,...n y la matriz Z de n X p. El vector y estd representado

por:

g ECLC

donde a = B, cuando I = 1, o serd representada por medio una funcién constante.
Los elementos del vector 3, pueden ser expandidos funcionalmente en términos de
un conjunto de funciones base del tipo fourier, spline o cualquier otra base. Definimos el

estimador de y; como:

g = /0 " 2Bt

La expansién funcional de los elementos del vector 3 esta dado en términos del
conjunto de funciones base #;(t). Definimos el vector de funciones base spline 8 de longitud

ks tal que 3 sea
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Kp

B(t) =D bib(t) = 8'b
k
escogemos a K lo suficientemente grande, de tal forma que no se pierda informacién signi-

ficativa del conjunto de datos a estimar, definimos las covariables funcionales z;(t) como

ke
zi(t) = Y caty(t) 0 Z(t) = Cy(t)
k

donde % es un vector de longitud k; que contiene las funciones base spline y C es la matriz

de coeficientes de n x k.

4.3.2. Intervalos de confianza para los pardmetros funcionales de la re-

gresién

En este capitulo no es necesario suavizar la variable de la respuesta, por lo tanto

podemos olvidarnos del primer mapeo Mapl. Se define

¢ = (b1, br) yJyo = f P()0'(t)dt,
Z = [1 CJy]
de N x (k. + 1), asf

sea

R= f [D?*(t)] [D¢' ()] dt
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'

luego agregando columnas y renglones de longitud k, + 1 de ceros a la matriz R se obtiene
Ry. Asf Ramsay y Silverman {2005) definen la matriz correspondiente a Map2 que puede

ser simplemente tomada de la expresién (Z'Z + AR¢){ = Z'y, de modo que

Map2 = (2'Z + ARo)~'Z".

La matriz de varianza y covarianza ), calculada de los residuales es ahora un
estimador escalar o2 del cuadrado del promedio de los residuales y la varianza de ¢ esta

dada por

Var[{] = c2(Z'Z + ARo)'Z'Z(Z'Z + ARo) L.

Con todas estas herramientas ya podemos calcular los intervalos de confianza para los

pardmetros funcionales del modelo y = & + [ Z()B(t)dt + «.

4.3.3. Aplicacién al conjunto de datos de la temperatura global de la

tierra

En la época actual la preocupacién por el calentamiento global de la tierra es una
constante en los temas ambientales. Como todos sabemos existen varios contaminantes que
provocan el aumento de la temperatura, pero los mds destacados son los gases de efecto
invernadero, tales como el diéxido de carbono (CO;), el methano (CHy), oxido nitroso
(N20), los hidrofiluorocarbonos (H FCS), los perfluorocarbonos (PFCS) y el haxafluoruro
de azufre (SF3). Cada uno de ellos contribuye en mayor o menor medida en el calentamiento

de la tierra, pero el contaminante con un 60 % de impacto en el calentamiento de la tierra
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es el COs.

Con la finalidad de corroborar esta afirmacién obtenida de la literatura, se tomaron
dos conjuntos de datos, el primer conjunto corresponde a la variable de respuesta, el cual es
un vector de longitud 16, éste contiene los promedios de las temperaturas globales anuales
del afio 1988 al 2003. El segundo conjunto de datos estd formado por una matriz de 12 x 16,
la cual contiene el reporte mensual de C'Oz para cada uno de los tiempos marcados.

El anélisis estadfstico funcional es el siguiente:

La Figura 4.27 muestra los promedios de las temperaturas globales durante los
afos 1988 al 2003, cada uno de estos promedios est4 dado en grados centigrados, y como

ponemos apreciar la temperatura en los dltimos afos ha ido en aumento.
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Figura 4.27: Promedios de las temperaturas globales anuales.

En la Figura 4.28 se muestran las 16 curvas de €O, para cada unos de los afios.

En general estas curvas tienen un comportamiento bastante parecido entre ellas.
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Figura 4.28: Diéxido de carbono emitido durante los afios 1988 — 2003.

Lo que sigue es representar a la matriz Z en funciones base spline. El orden de las
funciones base ser4 3 y el mimero de funciones base se elige de acuerdo al comportamiento
de los datos. Juzgando por las graficas de la Figura 4.29 el ajuste funcional es bueno para

los datos del COs.

co

Figura 4.29: Representacion funcional del COs.
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La Figura 4.30 muestra que el pardmetro funcional B (t) es positivo en el intervalo
de enero a mayo mientras que de mayo a julio la funci6n tiene una caida bastante fuerte
siendo negativa y en el resto del aiio empieza nuevamente a tener una pendiente positiva.
Con esto estarfamos diciendo que el CO5 aumenta en invierno y disminuye en primavera-

verano.

0.003

temperatura en *C
09 0.001

0001

mesas

Figura 4.30: Coeficiente funcional estimado 5(t).

En la Figura 4.31 se observa que la recta de regresién estimada, genera residuales

pequefios para la mayorfa de los datos escalares y;.
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Figura 4.31: Recta de regresion ajustada a los datos y;.

Para validar el modelo estimado, calculamos coeficiente de determinacién que est4

dado por:

1-S8E
S5y

R=+

donde SSE = Y7 e2(t) = Y3 {i5() - 55(0) y S8y = X0 4—n2(t) = X7 {us(t) — 50}’

tal que SSE mide la variacion residual que queda sin explicar por el modelo ajustado y

S8y es la suma total corregida de los cuadrados de y;. El coeficiente de determinacién es
de 0,80387.

Finalmente calculamos un intervalo de confianza para el pardmetro funcional B(t),

que se muestra en la Figura 4.32. De este anglisis funcional se concluye que la temperatura

del planeta aumenta al principio y al final del afio y el aumento de la temperatura del

planeta depende efectivamente en gran medida del COs.
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Figura 4.32: Intervalo puntual del pardmetro funcional 5(t).
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Capitulo 5

Ecuaciones diferenciales ordinarias

en el analisis de datos funcionales

El uso de las ecuaciones diferenciales lineales ordinarias como modelos en el andli-
sis de datos funcionales supera a los modelos de regresién funcional lineal, una ecuacién
diferencial ayuda a explicar mejor el comportamiento de los datos ya que se cuenta con las
derivadas de la funcién y(t) que se ajusta a los datos. Este tipo de andlisis recibe el nombre
de Andlisis Diferencial Principal (ADP) de datos. Con el ADP se puede hacer el anédlisis de
datos funcionales ruidosos, ya que se puede capturar cualquier rasgo de la curva y(t) o la
variacién de los rasgos entre varias curvas y;(t).

Una ecuacién diferencial puede capturar la forma de la curva para un dato fun- -
cional, también puede modelar la variacién entre las observaciones cuando N > 1. En el
andlisis diferencial principal, se tienen dos objetivos, el primero es poder modelar un conjun-

to de datos por medio de una ecuacién diferencial y luego buscar en el espacio m dimensional



75

de sus soluciones la que mejor nos estime el comportamiento del conjunto de los datos da-
dos. El segundo objetivo es poder ver cudnta variacién funcional puede ser explicada entre
los miiltiples procesos realizados. Asf los modelos lineales y la descomposicién de varianza
surgen en este tipo de andlisis.

Antes de realizar cualquier andlisis diferencial principal, se recuerdan algunos con-

ceptos de las ecuaciones diferenciales ordinarias que nos seran tiles.

5.1. Ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes para

datos funcionales

Una ecuacién diferencial lineal de orden mn homogénea con coeficientes constantes
es como sigue
dy(t)

o b=+ Bey(t) = 0

ay(t)
g+ Pnm

d™1y(t)
dgm—1

por ser de orden m cuenta con m soluciones linealmente independientes, las cuales forman
una base, es decir, forman el espacio m dimensional de soluciones para esta ecuacién.

Por conocimientos previos, se sabe que es mds facil trabajar con ecuaciones dife-
renciales donde f es constante, de igual forma en el ADP es més fécil trabajar con este tipo
de ecuaciones diferenciales.

Un ejemplo de una ecuacién diferencial con coeficientes constantes se tiene en un
sistema de entrada-salida, como el que se muestra a continuacién. El sistema de entrada-

salida (5.1) tiene una funcién de entrada u(t) que modifica de alguna manera la funcién de
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salida y(t)

Dy(t) = —By(t) + au(t) + €(t) (5.1)

que es un modelo funcional lineal, en el cual la variable dependiente es la derivada de la
funcién de salida y(t), y las dos variables independientes son y(t) y la funcién de entrada
u(t). En esta ecuacién se consideran los coeficientes 8 y a constantes. La funcién € es el ruido
asumido en el modelo, es decir la variacién ignorada en los datos funcionales. Este sistema
se puede hacer mds simple si quitamos la funcién u(t), y generalmente se hace cuando se
quiere modelar el comportamiento de la funcién y(t) y sus derivadas sin considerar cualquier

influencia externa
Dy(t) = —By(t) + €(t)

de esta forma se tiene una ecuacién homogénea. Cuando la funcién u(t) esta presente en
el sistema, se le da el nombre de funcién de forzamiento. Una solucién de esta ecuacién

homogénea con € = 0 estd dada por
yo(t) = Ce Pt

para alguna constante C' # 0. Mientras que la solucién para esta ecuacién con u(t) presente
y € = 0, est4 dada por

y(t) = Ce Pt + a./‘e‘ﬂ(t"s)u(s)ds.
el sistema (5.1) puede ser escrito como un operador diferencial de orden uno
Ly(t) = By(t) + Dy(t) — cu(t) — (1)

luego la solucién y(t) encontrada cuando e(t) = 0, es solucién del operador diferencial si y

solo si Ly(t) = 0.
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5.2. Ecuaciones diferenciales con coeficientes variables para

datos funcionales

Cuando los coeficientes son variables lo que se tiene es la siguiente expresién

d™y(t)
dtm

dm=y(t)
dtm—l

s 4029 L gy = o

+ ﬁm—l (t)

donde By(t), B1(t), .., Bm_1(t) son funciones analfticas. Recordemos que una funcién f(t)

es analitica para t( si su serie de Taylor alrededor de tg

i SO (to)(t — to)™

)
m=0 m

converge a f(t) en los alrededores de tg.

Un ejemplo de una ecuacién diferencial con coeficientes variables es
Dy(t) = =B(t)y(t) + a(t)u(t) + €(t)
para encontrar la solucién de esta ecuacién suponemos que €(t) = 0
Dy(t) + B)y(t) = e(t)u(t)
la cual tiene por solucién a

elo Bls)ds

¢
= ceJoBla)ds e
ce” o + /0 a(s)u(s) RO ds

En el anélisis diferencial principal los pardmetros funcionales f4(t), 81(t), ..., Bpm_1(t) serdn

generados por medio de funciones base spline, mds adelante explicaremos la metodologfa

para su generacion.
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5.3. Estimacién de operadores diferenciales en el andlisis de
datos funcionales

Toda ecuacién diferencial ordinaria

d™y(t)
—m T Bm-1(t)

dmy(t)
dtm—l

dy(t)

oo+ A0+ Boe)y(e) =0 (5.2)

puede ser expresada de la forma
D™y() + B (D™ My(t) + - - + 1 Dy(t) + Boy(t) = ©

simplificando

(D™ 4 By () D™ -+ 81D+ By) y(t) = 0 (5.3)

denotando L = D™ + B, (£)D™* + .. 4+ B, D + fy, la ecuacién (5.2) se reduce a
Ly(t) = 0.

Por definicién sabemnos que si &1, €5, ..., £,,, son m soluciones de Ly(t) = 0, entonces
c1€; + o€y + - - - + cmé,, es también una solucién de Ly(t) = 0.

Resumiendo, un operador diferencial lineal de orden m es de la forma

m—1

Ly(t) = Y, BiD'y(t) + D™y(t)
=0

que no es mas que una ecuacién diferencial homogénea de orden m reacomodada.
En el andlisis diferencial principal, nuestra tarea es identificar un operador dife-

rencial lineal de orden m

L=B+..+8,,D" 1+ D™
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y su ecuacién diferencial homogénea asociada

D™y(t) = —Boz(t) + ... + Bm—1 D™ y(t)

cuando se tiene un conjunto de datos cuyo comportamiento puede ser modelado por una
funcién y{t), entonces a dicha funcién podemos aplicarle L, obteniendo asi Ly(t) = f(t); por
lo general lo mas conveniente es tener f(t) = 0, pero no siempre es asf, dicha funcién f(t)
recibe el nombre de funcién forzada o también conocida como residual funcional Cuando se
tiene un conjunto de. N observaciones funcionales y;(t) entonces se tiene un posible conjunto
de covariables funcionales asociadas f;, i = 1,..., N. Debemos tener en mente que cuando
modelamos un conjunto de datos funcicnales, estos pueden ser modelados por medio de un
sistema de ecuaciones diferenciales, el cual puede contener miiltiples funcionales forzadas y
ademds las ecuaciones diferenciales pueden no ser lineales.

En el ADP, como ya comentédbamos, primero consideremos el caso donde la ecuacién
diferencial es homogénea, es decir, donde la funcién forzada f(f) no est4 presente. Al em-
pezar con el ADP sélo se cuenta con la funcién y(t) estimada directamente de los datos
observados, entonces para poder plantear el operador L necesitamos estimar los m — 1
pardmetros funcionales 8; | = 0, ...,m — 1 claro, que algunos de estos pardmetros pueden
ser fijos, es decir que en el intervalo 7 de la funcién y(t), el coeficiente §; sea una constante
funcional para toda £ de 7.

En el ADP lo que buscamos finalmente es que el operador L aniquile tanto como
sea posible a la funcién y(t), y esto se logra cuando se determina con exactitud el orden

del operador y definir adecuadamente los coeficientes funcionales, ya que estos pueden ser
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o todos funcionales variables o funcionales constantes o de ambas clases.

La ecuacién (5.3) también puede ser escrita como
m=1
D™y(t) ==Y Bi(t)D'y(¢)
i=0
y se obtiene cuando hacemos aft)u(t) =0y (t) = 0.

Las funciones que satisfacen la ecuacién homogénea Ly(t) = 0, son consideradas
extremadamente suaves en el sentido de que las escogemos para ignorar cualquier compo-
nente de variabilidad.

Generalmente cuando se estd trabajando con datos funcionales, es necesario cuidar
ciertos aspectos que se cuidan en todo anilisis de regresién muiiltiple. Por ejemplo, supong-

amos que tenemos un conjunto de datos discretos y;;,4 = 1,..., ¥, j = 1, ...n generados por

el modelo
vi = y(t;) + ¢,
donde, como en previos capitulos, y(t) es alguna funcién suavizada que deseamos estimar
por medio de una regresién no paramétrica, y ¢; es el error asumido con distribucién inde-
pendiente para todo j con media cero y varianza finita.
Usando el criterio de suavizarniento general, tenemos

PENSSEx(§) = n™" Z[w — gt + A / 18 (t) + Dj(t)*dt

7

para algiin operador diferencial . Si escogemos ¥ para que minimice PENSSE), entonces

la integral del sesgo al cuadrado es

(ses90)(9) = { [ Blate) - y(t)]dt}z
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que no puede exceder la f(Ly)(t)dt. Esto es til, por que si escogemos a L tal que aproxime
Ly(t) = 0, entonces el sesgo probablemente sea pequefio. Entonces esto nos permite darle
valores grandes al pardmetro de suavizamiento A, dejando la varianza pequena sin introducir
demasiado sesgo. También podemos calcular valores pequefios para la integral del error

cuadrado medio

IMSE() = [ Elgtt) - yie)at

entonces

IMSE(§) = Bias*(§) + var(§)

donde

Var(®) = [ B{3(t) - Blae)Y et

Por definicién sabemos que un operador diferencial lineal L de grado m, tiene m
soluciones £, linealmente, donde » = 1, ..., m independientes, las cuales hacen L{, = (. El
conjunto de todas las funciones £, para el cual L&, = 0, es llamado €] espacio nulode L y
se denota con ker L, las funciones £, forman una base para este espacio. Esto significa, que
podemos usar el operador diferencial lineal L para hacer una particién de la variabilidad
funcional, en el sentido que Ly(t) divide a y(t) en dos partes, la primer parte consiste en que
y(t) puede ser expresado en términos de una combinacién lineal del espacio nulo de funciones
£, v el segundo es ortogonal a esas funciones. Dado que existe informacién importante en
las derivadas de la funcién y(t) es importante explorarla en la variacién particionada. Cabe

mencionar que trabajar con derivadas, en general es més diffcil pues Dy(t) tiene en general
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més curvatura y variabilidad que y(t) y ademéas en ocasiones las derivadas tienen que ser
mds suavizadas que la funcién original, pero aun y con todo esto el ADP es més completo.

Dada la ecuacién

K
y(t) = > ard(?) (5.4)
k=1
la cual modela algiin fenémeno descrito por algiin conjunto de datos discretos, lo que se

busca es un operador diferencial L de orden m tal que

L(y(®) =0,

la tarea es calcular las funciones de peso 3y, 84, ..., B;m—1- Una forma de encontrarlos es por

medio de la expresién

B=-WlD"x
donde
ar(t)dr
ak-1(t)dr_1
o =
a1(t)$,
y

W(t)= a(t) Daft) . . . D™ laft) -
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La matriz W (t) tiene que ser invertible, es decir, su determinante distinto de cero sobre 7.
Entonces encontrar el vector de funciones de peso 3 = (B4(t), 81 (), ---, ﬁm_l(t))t tiene que

ver con resolver el siguiente sistema de m ecuaciones lineales

W)B(t) = —D~™a(t).

Después de estimar el vector 3 necesitamos estimar las funciones &, que satisfagan
L¢, = 0. Para poder estimar dichas funciones, se define de forma general la siguiente

ecuacién diferencial homogénea generada con el vector 8 y la funcién y(t)

D™y(t) = —Bo(®)y(t) — Bo(t)Dy(t) = ... — By (YD y(t) (5.5)
m—1
= =) Bt)D'y(t)
=0

luego usando el algoritmo de Runge-Kutta y estableciendo las condiciones iniciales se re-
suelve la ecuacién (5.5). Generalmente las condiciones iniciales estdn dados en un vector
de longitud Bgy(t) de dimensién m, dicho vector recibe el nombre de operador inicial u

operador de restricciones.

y{to)

Dy(to)

Boy(t) =

D™ 1y(t0)
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El operador de restricciones Boy(t) es para especificar las m piezas de informacién
acerca de y(f) que necesitamos para identificar una funcién especifica u como la solucién
tinica tal que Lu = 0. Al definir Boy(t) podemos encontrar m soluciones linealmente in-
dependientes £; que pueden ser usadas como una base para obtener todas las posibles
soluciones del operador L.

Generalmente toda ecuacién diferencial cuenta con ciertas restricciones iniciales
antes de ser resuelta, este conjunto de restricciones, forma el espacio ker B. Las siguientes

definiciones y teoremas nos explican este concepto.

Definition 4 V = ker L ® ker B, donde V' es el espacio de las soluciones de una ecuacidn
diferencial, si y solo si veV se expresa de manera tnica como v =€ + e tal que €ec ker L y
ec ker B, donde ker L y ker B son subespacios de V y LE =0, Be = 0. Ademds v =§£ + e
se puede ezpresar de manera tnica si y solo y ker L Nker B = {0} (Ramsay y Silverman,

2005).

Definition § Se dice que un espacio vectorial V' es la suma directa de W, y We expresada
comoV = Wy ®W,, si W) y W, son subespacios de V tal que WinWy = {0} y V = W1+ W,

(Friedberg et al. 1982).

Theorem 6 Sean W1 y Wy subespacios de un espacio vectorial V. Entonces V es la suma
directa de Wy y W2 si y solo si cada elemento de V puede ser escrito de manera dnica

eomo y1(t) + yo(t) donde y (t)eWs y yo(t)eWs (Friedberg et al. 1982).

Theorem 7 Sean V y W espacios vectoriales y sea T : V — W lineal. Entonces T es

uno-a-uno st y solo si N(T) = 0 (Friedberg et al. 1952).
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Asumiendo que el operador de restricciones cumple la condicién de ortogonalidad

ker L Mker B = {0}, se puede definir una familia de producto interno como sigue

(¥ ¥} 5, = (By(t)) (By(t)) +/(Ly)(t)(Ly)(f)df

con la correspondiente norma.

o132 = (By(®) (Bu®) + (Lo,

la condicién ker L Nker B = {0} asegura que esta expresién sea realmente una norma.
Suponiendo que tenemos 1, ..., Yin valores discretos con ¢ = 1,..., N entonces se
generan varias funciones y;(t), si es asf el método de minimos cuadrados en el ADP se define

como el criterio de ajuste de la suma de las normas al cuadrado del residual funcidén Ly;(t)

N N
SSEapp(L |y(®) = / Lu@)dt = S I Lu() 2.
i=1 i=1

Cuando una funcién forzada es una funcién de entrada en el modelo, entonces tenemos la

ecuacién no homogénea

Ly,-(t) =f;,i=1,...,N,

y el criterio de ajuste de mfnimos cuadrados estd dado por

N N
SSEspp(L|y,£) =) /[Lyi(t) — F@®Pdt =Y lLy — fill*.
1=1

i=1
Para juzgar la efectividad del operador diferencial L en aniquilar la variacién en

los y;, se verifica las gréaficas de las funciones empfricas forzadas Ly; (1), sf estas funciones son
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pequeflas y principalmente ruidosas, entonces podemos tener confianza de que la ecuacién
diferencial éstd haciendo un buen trabajo con la representacién funcional de los datos. En
este tipo de andlisis como en todos los demds, tenemos hip6tesis a cumplir, una hipéte-
sis para el modelo diferencial serfa suponer que fy = ... = f8,,_; = 0, los D™y;(t) son
las funciones forzadas empiricas correspondientes a esta hipétesis nula, entonces podemos
comparar el tamafio de las Ly;(?) con estas derivadas y poder juzgar la calidad del modelo.
Aunque estrictamente hablando la tarea de ADP no es aproximar las curvas originales (esto
es una tarea para andlisis de componentes principales), no obstante podemos preguntarnos
si las soluciones del operador sirven para este propdésito, es decir, hacer una aproximacién
de mfnimos cuadrados en términos de las soluciones de la ecuacién Ly;(t) = 0.

Otra manera de estimar las funciones de peso §; de la ecuaf:idn diferencial generada

con las funciones y;(t) es por el siguiente criterio: criterio de ajuste de puntos apropiados

m 2
PSSEL(t) =Y [Ly() - £OF =D | D i) D'wi(t) — £(t) (5.6)
i [ =0

donde 8,,(t) = 1 para todo t. S{ ¢ se fija entonces lo anterior es un simple ajuste de mfnimos

cuadrados, y se define un vector de coeficientes de dimensién m como

B(t) = (Bo(t), s Brn-1(2))'

también se define la matriz de disefio Z de puntos apropiados de N x (m + 1) con renglones

de la forma

zi(t) = {—4:i(t), ..., — D" (), fi(t)}
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y por iltimo se define la variable dependiente con el vector y de dimensién N con elementos
vi(t) = D™i(t).

Con estas definiciones podemos expresar el criterio de ajuste {5.6) en términos matriciales

como
PSSEL(t) = [y(t) - Z(t)BE)[y(t) — Z(£)B(2)]-
Manteniendo a ¢ fija, la solucién al minimizar el criterio de minimos cuadrados PSSEL(t)

con respecto a los valores de f§;(t) es
B(t) = [Z(t) Z(5)] " Z() Z(Y).

La existencia de los valores de 3(t) depende si el determinante de Z{t)'Z{t) es
distinto de cero para todo ¢t. Asumir que el determinante es distinto de cero, es equivalente

a suponer que Z{t) es de rango completo para todo t. Si m = 1 podemos escribir a S, como

Bo=—_ wl(t)(Dw)(&)/ Y _vE(®)
¥ ¥
y las condiciones de rango completo requieren que para cada valor de t alguna y;{t) sea
distinta de cero.

Aislar las singularidades de Z(t)'Z(t) implica aislar las singularidades de una o mds
de las funciones de peso f3;, estas singularidades pueden ser evitadas si usamos funciones de
peso f; lo suficientemente suaves. El método anterior sélo sirve si el mimero de observaciones
funcionales N excede el nimero de columnas de la matriz de disefio.

Cuando necesitamos ajustar una ecuacién diferencial a una observacién funcional

se usa el modelo concurrente.
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El objetivo del ADP es minimizar la norma || Ly|| de las funciones forzadas asoci-
adas con el operador diferencial estimado, entonces la calidad del modelo puede variar sobre
el dominio de 7, es necesario evaluar el modelo en términos de los puntos apropiados de la
suma de los errores al cuadrado PSSEL(t).

En el modelo lineal debemos comparar PSSEL(t) con el modelo teérico y sus
funciones de peso asociadas w;

m—1

PSSE(t) =Y | Y wi(t)(D'y)(t) + (D™wi)(2)

i =0

cuando no hay un modelo tedrico a la mano, podemos usar w; = 0, para que la comparacién
sea simple con la suma de cuadrados de D™y;. De aqui podemos examinar el cuadrado de

la funcién de correlacién multiple del criterio de ajuste de puntos apropiados

PSSEo(t) — PSSEL(t)

RSQ®) = PSSEy(2)

entonces el cociente F de este criterio es

(PSSEo(t) — PSSEL(t))/m

FRATIOW = —p g /(N —m)

Una vez que se encuentra el operador L podemos definir m funciones linealmente
independientes £, .., £,, que expandan el espacio nulo de L, tal que cualquier funcién y(t)
que satisfaga Ly(t) = 0 puede ser expresada como combinacién lineal de estas funciones §,.
Entonces L puede ser escogido para hacer Ly;(t) lo més pequefio posible, podemos esperar
obtener una buena a.proxima.cigin de y;(t) expandiéndola en términos de las ;. Por lo tanto
el analisis diferencial principal estd definido como la identificacién del operador diferencial

L que minimice el criterio de minimos cuadrados SSE4pp.
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5.4. Aplicaciones

Las aplicaciones las hacemos a dos conjuntos de datos, el primero de ellos co-
rresponde a datos de tecnologfa de conservacién de alimentos: datos que representan la
pérdida de peso en ajos mexicanos, el segundo de ellos al Indicador Global de la Actividad
Econémica Mexicana (1993 — 2005).

Para ambos conjunto el procedimiento del ADP es el siguiente:

1 Se ajusta una funcién y(t) a los datos discretos.

2 Como lo que se busca es una ecuacién diferencial lineal de la forma Syy(t) + ... +
Bm—1D™ 1y(t) + D™y(t) debemos estimar los coeficientes 5; donde ! = 0,....m—1, a
partir de la funcién y(t). A los coeficientes estimados los denotamos con f; los cuales

pueden ser variables o constantes.

3 Conlos f), se formular un operador diferencial de la forma L = BOI +...+Bm_1D"“1+D"‘,
si este operador es el 6ptimo, entonces las m — 1 soluciénes de este aperador diferen-
cial superan en estimacién de variabilidad a la funcién y(t) previamente ajustada y

suavizada de los datos.

5.4.1. Conjunto de datos que representan la pérdida de peso en ajos

mexicanos

A este conjunto de datos que representan la pérdida de peso de ajos mexicanos se

le aplican 6 tratamientos:

a) tratamiento 1:0°C
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b) tratamiento 2:20°C

c) tratamiento 3 : 30°C

d) tratamiento 4 : 5°C

e) tratamiento 5: 0°C/70RH

f} tratamiento 6 : No control {temperatura no controlada)

Emntotal se tienen tres réplicas para cada tratamiento denotamos con i a las réplicas
y con g los tratamientos. Entonces tenemos y;(t), 7 = 0, ..., 18 cada una de estas funciones.

A continuacién se muestra el anlisis diferencial estadfstico, para este conjunto de
datos:

La Figura 5.1 muestra las curvas de los datos escalares, se aprecia que la pérdida
de peso de los ajos ocurre para los seis tratamientos, para la mayorfa de los tratamientos la

pérdida de peso es rdpida.

10

[+]

50 100 150

Figura 5.1: 18 curvas de los valores escalares.
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En la Figura 5.2 tenemos las 18 representaciones funcionales y;(t) de los seis
tratamientos, estas funciones, son las que mejor representan al conjunto de datos dado,
obviamente estas funciones, ya estdn suavizadas. Los detalles de la estimacién de estas

funciones se dan en el cédigo en Splus, que se muestra en el apéndice A.

%
(2]
~,

e
¥ iy

pardda do peso an gramaa

A"

25 0 75 100 125 150 175
tiernpo reporiado en diss

Figura 5.2: Los seis tratamientos con sus tres réplicas.

De los seis tratamientos que se tiene, vamos a considerar, a manera de ejemplo, s6lo
el andlisis estadfstico para el tratamiento seis. En la Figura 5.3 se muestra las tres réplicas

funcionales del tratamiento seis, donde la temperatura para los ajos no es controlada.
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tlempo reportado en diag

Figura 5.3: Réplicas funcionales del tratamiento seis.

En la Figura 5.4 se encuentran las graficas de los pardmetros funcionales estimados
para las tres réplicas del tratamiento seis, el primer coeficiente es variable y los otros dos

son funciones constantes.

Coeflclente estimado 1 Coeflclenie eslimede 2

E d

q

i3 §é

5

- :
@0 m 10 0 w0 1=

diss dime

Coeliciente estimedo 3

B

d

walred
ao

-Qot0

Figura 5.4: Pardmetros funcionales estimados para el tratamiento seis.
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Entonces la ecuacidén diferencial que se propone es de tercer orden. Es decir, dados

[30, Bl, ﬁg_ definimos el operador
L =Byl +BD +p,D* + D

el cual aplicamos a cada una de las réplicas funcionales y;(t) del tratamiento seis, obteniendo

asf tres funciones forzadas o residual funcional

Lzi(t) = fi(t).

Ahora que ya se ha definido el operador diferencial, procedemos a hacer una esti-
macién de las funciones y;(t) i = 1,2, 3, es decir a encontrar las tres soluciones &, linealmente
independientes de este operador diferencial.

En la Figura 5.5 se muestran las tres soluciones estimadas £, del operador difer-
encial L = ByI + BD + B,D? + D®. Obsérvese cémo estas soluciones son parecidas a las

funciones y;(t) del tratamiento seis.

15

10

valores

Figura 5.5: Soluciones estimadas para el tratamiento seis.
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En la grifica del lado derecho de la Figura 5.6 la lfnea color naranja es la funcién
y1(t) ¥ la lfnea de color verde es una combinacién lineal de las tres soluciones estimadas &,
linealmente independientes; y la gréfica del lado izquierdo de esta Figura muestra el residual
funcional fi(t). Por el comportamiento de la funcién f;(t) podemos decir que la ecuacién

diferencial de orden tres hace un buen trabajo con la estimacién de la funcién y1(2).

Tratamiento 6

funclén forzada 1 Medelo Estimade
g
& R
R
g
w
o .|
d I a
| -
-1
- (-]
&
-1
[ o 1 @ o 10
disa disa

Figura 5.6: Ajuste de la funcién §;(t) para la primer réplica.

Las Figuras 5.7 y 5.8 muestran las graficas de las otras dos réplicas del tratamiento

seis, y de igual forma se observa que el operador de orden tres
L = BoI +BD + B,D* + D*

genera las funciones §2(t) y §a(t) que mejoran las funciones yi(t) y y2(t) previamente esti-

madas de los datos, respectivamente.
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Tratamiento 6

funcidn forzada 2 Modelo Estimado
g
E A
]
8
E
-
3 i,
a -
g .-
L-]
g
] %0 150 L 1 120
diss [

Figura 5.7: Ajuste de la funcién §2(t) para la segunda réplica.

Tratamiento 6

funcion forzada 3 Medelo Estimade
g ]
a
|
o
8 i,
5 w
9 -
[-] e )
5
9
@ -] 1% ® 10 50
'™ t

Figura 5.8: Ajuste de la funcién g3(t) para la tercer réplica.

Para los tratamientos 1,2,4 s6lo la estimacién de 3, es una constante funcional,
mientras que para tratamiento 5 s6lo J, es variable funcional. Para el tratamiento 3 tenemos
que usar un operador diferencial de orden 2 y hacer a 3, variable. Lo interesante de estos seis

tratamientos con el ADP es el anslisis estadfstico que podemos hacer entre los tratamientos.
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Por ejemplo para los operadores diferenciales de las réplicas del tratamiento 1 y las réplicas

del tratamiento 6

L (t) Bo ()31 (£) + B, (£) Dijar (t) + 0,019 (£) + D3y (2)

Liis(t) = Bobis(t) +0,05Dg:(t) ~ 0,001D%g;5(¢) + D3gi5(t)

se puede ver que la pérdida de peso para el primer tratamiento, es mfnima, comparada con
la pérdida de peso del sexto tratamiento. Dadas estas particularidades, los coeficientes de
estos respectivos operadores tienen sus diferencias, por ejemplo la velocidad de la pérdida
de peso para ambos tratamientos, estd ponderada de manera diferente indicando que para
el sexto tratamiento, la velocidad de pérdida de peso siempre serd constante y positiva,
mientras que para el primer tratamiento, la velocidad de pérdida de peso, serd4 més con-
trolable. En cuanto a la ponderacién de la aceleracién de las funciones estimadas, para el
sexto tratamiento la aceleracién serd ponderada negativa y constate, indicando, que en un
momento dade, ya no se seguird perdiendo peso dado que los ajos se secaran. Mientras que
para el primer tratamiento la ponderacién de la aceleracién de la funcién estimada serd
positiva y constante, indicando que la aceleracién de la pérdida de peso seguird asf por mds

tiempo.
5.4.2. Datos del Indicador Global de la Actividad Econémica Mexicana

(1993-2005)

El conjunto de datos del JGAEM, esta formado por 157 datos pertenecientes a los

anos 1993 al 2005.
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La funcién z(t) como ya sabemos es una expansién de funciones base ¢ y esta
expansién estd acompaiiada de coeficientes ¢. Para este ejemplo los ¢ son segmentos de
polinomios de grado siete. Haciendo el ADP encontramos que el comportamiento de este

conjunto de datos puede ser modelado por la ecuacién diferencial lineal homogénea

Bo + B1Dy(t) + B2 D?y(t) + Dy(t) = 0.

para hacer una estimacién de los pardmetros funcionales §; donde ! = 0,1, 2 se usa nueva-
mente la funcién pda.fd. Si algin coeficiente funcional §; estimado es variable, entonces este

es una funcién analftica que depende del tiempo ¢ donde ¢ € [1993, 2005] y se define como

K
Bty =D cud(t)
k=1

La Figura 5.9 muestra los valores discretos de la variable que indica €l JGAEM,

en total son 156 como ya se comentaba.
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Figura 5.9: 156 datos del JGAEM .
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La Figura 5.10, muestra a la funcién y(t), la cual ya esta previamente suavizada

(sf convienen a los objetivos del investigador), con esta funcién se estiman las funciones

By(t).

Case RMS residual = 0.00090513

g g b
* o
o LA )
8- "uvuy:&%p Tet
- @, %0 %o “u"‘;%
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Figura 5.10: Funcién y(t) estimada del JGAEM.

En la Figura 5.11 se muestras las tres graficas de los pardmetros funcionales Zi,
para la ecuacién diferencial 8y + 81 Dy(t) + B, D?*y(t) + D3y(t) = 0, s6lo el coeficiente B es

una funcién constante.
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Figura 5.11: Pardmetros funcionales del JGAEM.

En la Figura 5.12 se encuentran las tres soluciones £, una de ellas es la que mds

explica el comportamientos de los datos, mientras que las otras dos se pegan casi al cero.

140
120

100

1084 1098 1908 2000 2002 2004 2006
Afios

Figura 5.12: Las tres soluciones §,(t) del operador diferencial lineal planteado.

La Figura 5.13 muestra la gréfica de la funcién f(t) = Ly(t). Dado que la gréfica
de la funcién f(2) oscila alrededor del cero y de manera estable, entonces el operador L =
Bol +BD 4 B,D? 4 D? est4 haciendo un buen trabajo con el analisis estadistico de los datos

en cuestién.
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Figura 5.13: Residual funcional f(¢).

En la Figura 5.14 se muestra la funcién §(t) generada por las soluciones £,., no
se puede negar que la estimacién es buena, con lo cual concluimos que el Indicador Global
de la Actividad Econémica Mexicana puede ser modelado por la ecuacién §(t). L = BOI +

pD + 3,D? + D3,

dalas
110 120 130 140

100

1094 1896 1908 2000 2002 2004 2006
aflos

Figura 5.14: Modelo diferencial funcional estimado vs los datos del IGAEM.
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Capitulo 6

Conclusiones

Son amplios los horizontes y muy prometedores cuando se visualiza el anélisis es-
tadfstico desde el punto de vista funcional. Claro estd que el estudio de los datos en su
contexto y de tipo de funciones que existen en la teorfa son muy necesarios para obtener
resultados coherentes con la realidad, y evitar de esta forma caer en interpretaciones er-
réneas. La teorfa y la realidad fue una constante en este trabajo ya que siempre se buscé
que la teorfa estadfstica y funcional ayudara con el andlisis de datos que encontramos en
nuestra vida cotidiana.

Como en este trabajo lo que se buscé siempre fue aterrizar la teorfa con algunas
aplicaciones podemos concluir de éstas, que el andlisis estadfstico funcional obtenido fue maés
completo. Pues se logré determinar el comportamiento de los datos a través de la funcién
subyacente de éstos. Y como bien sabemos: si se determina el comportamiento funcional
de algin fenémeno, entonces se conocemos mejor el fenémeno. Asf{ pues las aplicaciones

propuestas en este trabajo fueron elegidas con la intencién de aplicar la teorfa que proponen
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Ramsay y Silverman (2005), y podemos concluir felizmente, que siempre se obtuvieron
resultados coherentes con la realidad.

El trabajar con teorfa de andlisis de datos funcionales nos dejo experiencia para
interpretar resultados funcionales sobre el contexto de la realidad.

El andlisis estadfstico con teorfa funcional es muy prometedor y contundente, y
m#4s generar-de alguna manera algiin conflicto, genera herramienta poderosa para analizar
datos extraldos de la realidad que serfa diffcil decir cualquier cosa de ellos. Por lo tanto
podemos concluir que la teoria funcional es una herramienta poderosa en la rama de la

estadistica.
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Apéndice A

Codigo base en Splus para las

aplicaciones

A continuacién, se muestra cada uno de los cédigos en Splus para las aplicaciones de
los temas expuestos. Los siguientes cédigos se basan en los cédigos desarrollados por Ramsay

y Silverman, que se encuentran el la direccién electrénica http://www.functionaldata.org.

Cédigo base en Splus correspondiente a la aplicacién para el Modelo lineal fun-
cional para respuesta funcional y covariables escalares de Ramsay y Silverman

(2005)

El conjunto de datos, para este modelo fueron proporcionados por la Doctora Silvia

Amaya.

H FRFFER R R REE R EE R R R R R bR R

# Andlisis funcional con muestras de quesos
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i FRARREERRRE AR AR R RRR KRR RR AR ER R IR RAFAF
ghinnnnnininin Datos de entrada
respY<-as.matrix(quesos,173,16,byrow=T)
matrizdise-<(
1.00,1.13,1.01,1.17,-0.89,1.14,1.32,-1.01,1.18,-0.90,-1.04
1.00,-1.11,1.01,-0.93,-0.89,-1.12,1.03,0.99,-0.94,-0.90,0.83
1.00,-0.94,-1.14,1.17,-0.89,1.08,-1.10,0.84,-1.34,1.02,-1.04
1.00,0.10,-0.07,-0.05,-0.89,-0.01,-0.01,-0.09,0.00,0.06,0.05
1.00,-1.27,-1.14,-0.93,-0.89,1.46,1.18,1.14,1.06,1.02,0.83
1.00,-0.94,1.01,1.17,-0.89,-0.95,-1.10,0.84,1.18,-0.90,-1.04
1.00,1.13,-1.14,-0.93,-0.89,-1.30,-1.05,-1.01,1.06,1.02,0.83
1.00,1.13,1.01,-0.93,-0.89,1.14,-1.05,-1.01,-0.94,-0.90,0.83
1.00,-0.94,-0.07,1.17,0.21,0.06,-1.10,-0.19,-0.08,-0.01,0.24
1.00,0.10,-1.14,-1.28,0.21,-0.11,-0.12,0.02,1.46,-0.24,-0.26
1.00,1.13,1.01,-0.05,0.21,1.14,-0.06,0.23,-0.06,0.21,-0.01
1.00,1.13,-0.07,-0.93,1.30,-0.08,-1.05,1.48,0.06,-0.09,-1.21
1.00,-0.94,1.01,-0.93,1.30,-0.95,0.87,-1.23,-0.94,1.32,-1.21
1.00,1.13,-1.14,1.17,1.30,-1.30,1.32,1.48,-1.34,-1.49,1.52
1.00,-0.94,-1.14,-0.05,1.30,1.08,0.05,-1.23,0.06,-1.49,-0.07
1.00,0.10,1.01,1.17,1.30,0.10,0.11,0.13,1.18,1.32,1.52)
tiempo<-c(9,18,28,38,48,58,68,78,90,98,109,118,130,138,149,158,168,

178,188,198,209,218,228,238,248,258,268,278,288,298,308,318,328,
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338,348,358,368,378,388,398,408,418,428,438,448,458,468,4 78,488,
498,508,518,528,538,548,558,568,578,588,598,608,618,628,638,648,
658,668,678,688,698,708,718,728,738,748,758,768,778, 788,798,808,
818,828,838,848,858,868,878,588,898,908,918,928,938,948,958,968,
078,988,998,1008,1018,1028,1038,1048,1058,1068,1078,1088,1098,
1108,1118,1128,1138,1148,1158,1168,1178,1188,1198,1208,1218,
1228,1238,1248,1258,1268,1278,1288,1298,1308,1318,1328,1338,
1348,1358,1368,1378,1388,1398,1408,1418,1428,1438,1448,1458,
1468,1478,1488,1498,1508,1518,1528,1538,1548,1558,1568,1578,
1588,1598,1608,1618,1628,1638,1648,1658,1668,1678,1688,1698,
1708,1718,1728)

rango<-¢(9,1728)

efecto<-c("media","pH"," %prot"," %hum", "tempext", "pH*prot",
"pH*hum", "pH*tempext", "prot *hum", "prot *tempext ", "hum*tempext")
Fhuvnnrnnsi: Grdfica de las respuestas y;
par(mfrow=c(2,4),mar=c(5,5,4,2)+1.242,pty="m")

for(i in 1:16){

plot(tiempo,respYl,i],type="p",col=3,cex=1,
xlab="tiempo",ylab=paste(Respuesta",i))}

Fhermnnn: Representacion funcional de las respuestas escalares
norden<-3

numYbasis<-171 '
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Ybasis<-create. bspline. basis(rango,numYbasis,norden)

respYfd<-data2fd(respY,tiempo, Ybasis)

plot.fd(resp Yfd, main=Respuestas funcionales)

smallbas< -eval. basis(tiempo, Ybasis)

matrizMapl<-solve(crossprod(smallbas)) %* %t(smallbas)

matrizMapl es una matriz de 171 x 173 que contiene la matriz de mapeo S, =
&(2'® + ) R,) ¥, 1a cual convierte los datos de la matriz Yyxn & coeficientes de la
matriz Cyxg,, la matriz de mapeo Ssa, esden x ky.

coef <- respYfd$coefs

coefl7 <- cbind(coef,matrix(0,numYbasis,1))

respYfd$coefs <- coefl7

matX <-as.matrix(matrizdise,16,11,byrow=T)

matrizdese es la matriz de disefio

z17 <- matrix(1,1,11)

z17{1) <- 0

matX <- rbind{matX , z17)

p<-11

Xfdlist<-vector{"list",p)

for (j in 1:p)Xfdlist[[j]]<-matX{,j]

gonennnnnnzinn: Representacion funcional del vector 3

norder <- 4

nbbasis <- 40
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bbasis <- create.bspline.basis(rango, nbbasis, norder)

betafd <- fd{matrix(0,nbbasis,1),bbasis)

estimate <- T

lambda <-1

betafdPar <- fdPar(betafd,2,Jambda, estimate)

betalist <- vector("list",p)

for(j in 1:p) betalist[[j]] <-betafdPar

Frneinnnnnz: Cdleulo de los pardmetros funcionales y de Ias respuestas
funcionales estimadas

fRegressList <- fRegress(respYfd, Xfdlist, betalist)

o Grédfica de los pardmetros funcionales estimados

betaestlist<-fRegressList$betaestlist

par{mfrow=c(2,4))

for(jinl:p)

{

betaest Parfdj<-betaestlist[[j]]

plot(betaestParfdj$fd,xab="tiempo",ylab="didmetro",

main=efectofj],xlim=c(0,1728),ylim=c(-100,150))

gz Grdfica de las respuestas funcionales estimadas
yhatfdobj <- fRegressList$yhatfdobj

par(mfrow=c(1,1))
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plot(yhatfdobj,main=Respuestas funcionales estimadas")

gennnnnezin. Caleulando algunas funciones estadfsticas para valorar el
ajuste de las funciones #;(t)

yhatmat <- eval.fd(tiempo, yhatfdobj)

La variable ymat almacena los valores de la matriz y;.

ymat <- eval.fd(tiempo, respYfd)

La variables yhatmat almacena los valores de la matriz ;.

temprmat <- ymat[,1:16] - yhatmat{,1:16]

La variable temprmat contiene los valores e;= y;—;.

SigmaE <- var(t(temprmat))

La variable SigmeFE almacena los valores
N N
S=(N-K)7 -5 =(N-K)7" («)
=1 i=1

donde s? es un estimador insesgado de o®y K, es el nimero de funciones bases seleccionado,

para la estimacién de las funciones #;(t), es decir

———

Var(e) = Z = &°IL.

e

Cuando se tiene una N, lo suficiente mente grande, entonces

r——

_ _ (N 1yl
Var(e) =)  =(N-1)"'E/E
donde E, es la matriz de residuales de N xn
Frnnnnnnnnnnae: Grdfica de las desviaciones estdndar de Ios errores.

par(mfrow==¢c(1,1), mar=c(5,5,4,2) +cexval+2, pty="m")
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stddevE <- sqrt{diag(SigmaFE}}
La variable stddevE es un vector con 173 valores obtenidos de la rafz cuadrada, de
los valores que se encuentran en la diagonal de la matriz 6°1.

"1", cex=1.2,xlab="tiempo",

plot(tiempo, stddevE, type=

ylab="valores" main="Desviacién estdndar de los residuales")°

Funnnnnnnnnnn Repetimos la regresion para calcular los intervalos de confi-
anza de los coeficientes funcionales

stderrList <- fRegress.stderr(fRegressList, matrizMapl, SigmakE)

betastderrlist <- stderrList$betastderrlist

La variable betastderrlist contiene los errores estandar de las funciones 8,(t) esti-

mados de la expresién:

Var(B(t)) = 8(t)Var(B)6'(t)

Foennnnennn: Graficas de los errores estdndar de los pardmetros ﬁmcionalesﬁ, (t).

par{mfrow=c(2,4), mar=c(5,5,4,2)+cexval+2, pty="m")

for(j in 1:p) {

betastderrj <- eval.fd(tiempo, betastderrlist{[j]])

plot(tiempo, betastderrj, cex=1.2,

type="1"lty=1, xlab="tiempo", ylab=Reg. Coeff." main=efectofj]}}

#uoinnnininin: Gréficas de los pardmetros funcionales con sus intervalos de
confianza

Los intervalos de confianza son calculados al agregar y sustraer un miiltiplo de los
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errores estdndar, es decir la rafz cuadrada de la varianza muestral para el ajuste actual. Un

intervalo puntual con el 95 % de confianza para una funcién 8,(t), estd dado por

(Zw) — 9 x y/Var(B(®)), Bi(t) + 2 x \/Var(ﬁl(r))) .

donde Var(B,(t)) = 8;(t)'Var(B,)8,(t). Estos intervalos son puntuales porque reflejan la
region de confianza para valores fijos de #, y no para toda la curva 3,(t).

par({mfrow=c(2,4))

for (j in I:p){

betafdParj <- betaestlist[[j|]

betafdj <- betafdParj$fd

betaj <- eval.fd(tiempo, betafdj)

La variables betaj almacena los valores de cada f,(t), paral=1,...,q

betastderrj <- eval.fd(tiempo, betastderrlist{[j}|)

La variable betastderri almacena los valores de los errores estdndar e p, para cada
Bi(t).

matplot(tiempo, chind(betaj, betaj+2*betastderrj, betaj-2*betastderrj),

type="1"Ity=c(1,4,4), xlab="tiempo", ylab=Reg. Coefl.", main=efectofj])}
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Cédigo base en Splus, correspondiente a la aplicacién para el Modelo Lineal
funcional para respuesta funcional y covariables escalares de Abramovich et al.

(2004)

El conjunto de datos, para este modelo fueron proporcionados por la Doctora Silvia

Amaya.

El siguiente cddigo estd programado en el software matlab 6,5, y se basa en el
desarrollado por Felix Abramovich y colaboradores.

Lo que se muestra a continuacién son los qédigos de las funciones: testfized.m que
hace las pruebas de hipdtesis, y queso8datos.m que manipula los datos para hacer una
transformacién discreta wavelet de los tratamientos.

Parametros de entrada y salida para la funcién testfized:

function[phi_star,pval _star, T3, V0, zed _alpha)

= testfized([dY, type, eta, 73, jn, alpha, wtype, par]

Pardmetros de entrada:

s dY es el vector de observaciones.

= type denota el tipo de prueba. Es decir, Smooth si se asume que f esta contenido en
una bola de Besov B; ,(C) con p > 2y NonSmooth si se asume que f estd contenido

en una bola de Besov B, (C)con 1 <p <2

eta = 7 es la desviacién estdndar del ruido.

75 es el nimero de niveles wavelets , donde la estadfstica T'j considera significativos.



112

Jn es el mimero de niveles de wavelets, donde la estadfstica Tj no considera significa-

tivos.
alpha nivel de significancia.
wtype tipo de familia wavelet.

par es un entero, este pardmetro estd relacionado con

si phi_star = 0 = se acepta Hp

si phi_star = 1= se rechaza Hp
pval_ star es el valor p.
Tj es la prueba estadfstica (para la prueba Smooth o NonSmooth).
V0 es la desviacién estdndar del estadistico T4 bajo la hipétesis nula.

zed_alpha es el valor critico para Tj/V 0 para el nivel un significancia a.

Cédigo de la funcidén testfixed:
if pargin < 7
Tipo de familia:

wtype = 'Coiflet’;

par = 3;
end
if nargin < 6

alpha = 0.05;
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end

% Pardmetros iniciales

U=0

v02 = 0;

w02 =0

if alpha == 0.05

zed _alpha = 1.645;

else

z = 10;

p = 1 - normedf(z);

La funcién normedf(), calcula la funcién de distribucién acumulativa de la normal.
while p > alpha & z < 3.5;

z = z+0.001;

p = l-normedf(z);

end

zed _alpha = z;

end

qmf = makeonfilter(wtype,par);

La funcién makeonfilter(), Generate una transformacién wavelet ortonormal.
wdY = fwt_po(dY,0,qmf);

La funcién fuwt po(), efectiia una transformacién wavelet periédica u ortogonal.
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if stremp(type,’Smooth’)

fprintf"’PERFORMING TRUNCATED TEST \n’)

Los siguientes 8 renglones de cddigo, muestra la ejecucién de prueba asintdtica
minimaz adeptative, considerando los niveles de resolucién de j(s), en el caso j € J_ ¥
tomando p > 2.

for lev = 0:js-1

Tj = Tj + sum( wdY(dyad(lev))."2 - eta"2);

La variable T} equivale a la expresién T(j(s)) =‘E§S§“1 S;, v Sj.

end

VO = sqrt(2 * eta~4 * 27js);

La variable V0 equivale a la expresién v3(j(s)) = 2n421(%)

phi_star = (Tj/V0 > zed_alpha);

* pval_star = 1 - normcdf(Tj/V0);

elseif stremp(type,’NonSmooth’)

fprintf{"PERFORMING THRESHOLDED TEST \n’)

El resto del cédigo, corresponde también a la ejecucién de prueba asintstica min-
imaz adaptative, pero considerando ahora los niveles de resolucién de j(s), cuando j € Jy y
tomando 1 < p < 2.

for lev = 0js-1

Tj = Tj + sum( wd¥(dyad(lev))."2 - eta~2);

end

v02 = 2 ¥eta~4 ¥ 27js;
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sq = 0;
for j = js:jn-1
lambda = 4*sgrt((lev-js+8)*log(2});

La variable lambda en el renglén anterior equivale a la expresién

N = 4vj —j(s) + 81n(2).

blambda = sqrt(2/pi)*exp(-lambda~2/2)*lambda+2*(1-normcdf(lambda));

dlambda = sqrt(2/pi)*exp(-lambda~2/2)*lambda*(3 +lambda~2}+

6*(1-normcdf(lambda));

dummy = hardthresh(wdY (dyad(lev)),lambda*eta);

Bésicamente lo que se efectia en la variable dummy es el cdlculo de la expresién
Y w1(|%,sl > nA), donde Yie fo ) (t)et.

Qj = Qj + sum({ dummy."2 - eta~2 * blambda);

La variable Qj equivale a la expresién Q(j(s)) = jlj_(t) Si(Ay)-

sq = sq + 2"lev * eta~4 * (dlambda - blambda"2);

La variable sq est4 efectuando el célculo de la varianza del pardmetro Q{j(s)), es

decir wi(j(s)) = n* )75, 2e(N),

end
w2 = sg;
Tj = Tj+Qj;

VO = sqrt(v02+w02);
phi_star = (Tj/V0 > zed_ alpha);

pval _star = 1-normedf(Tj/VO0);



end

Céddigo de la funcién queso8datos.m

closeall

clearall

%——DefaultParameters—

wavelet="Coiffet’;

parameter=1;

filt = MakeONFilter(wavelet, parameter);

%————— Loading the Data

load C:\MATLABS6p5\toolbox\ wavelab\queso.dat
load C:\MATLABS6p5\toolbox\ wavelab\disematrix.dat
load C:\MATLABG6p5\toolbox\ wavelab\timeT.dat
%————— Seleccién de datos equiespaciados en el tiempo
Ye= zeros(16,86);

gqueso=queso’;

te=zeros(1,86);

=%

k=1;

while j <=173

Ye(:,k)=queso(:,j);

te(k)=timeT(j);

k=k+1;

116



117

J=j+2;

end

El valor de n, que representa el trotal de datos a ser considerados, tiene que se

una potencia de 2, es decir n = 27, donde J denota en mimero de componentes de la
multirresolucién.
%—————— Dimensidn del vector time y la matriz Y
=zeros(16,16);

time=zeros(1,16);

N=2"4;

=1

k=1;

while j<=86

Y(:,k)=Ye(:j);

time(k)=te(j);

k=k+1;

J=j+6;

end

Y{(:;,16)=Ye(:,86);

time(16)=te(86);

%———— Célculo del vector Beta

Lo que se efecttia en los siguientes tres renglones es el calculo de B = (X'X) ™' X'Y

B = zeros(11,N);
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X = disematrix(,:);

B =inv(X"*X)*(X)'*Y;

subplot(2,2,1)

plot(time,B),title("\ fontsize{8} Curvas de los 10 efectos y la media global’);
% Varianza robusta de los errores

sigrobust={];

sigma=>0;

fori=1:16

wt=FWT_ PO(Y(i,:)0,1lt);

subplot(2,2,2)

PlotWaveCoeff(wt,0,0)

subplot(2,2,3)

Plot WaveCoeff(wt,2,0)

finest_level = wt(dyad(log2(N)-1));

addme = 1/0.6745 * median(abs(finest level));

sigrobust=/[sigrobust addme];

end

sigma= mean(sigrobust);

La funcién Plot WaveCoeff grafica los coeficientes cj_1,«, dj«-

La funcién FWT PO, regresa, la trasformacién wavelet de cada uno de los ;.
Finalmente en finest_level se encuentran los coeficientes wavelet para hacer una

estimacién robusta de &.
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veB=(inv(((X’)*X)));
vB=[];
for i = 1:11

mii=0;
mii=sqrt(vcB(i,i));
vB=[vB miij;
end

ES=(sqrt(N/2))*sigma*(vB);
En la variable cons_ it se encuentran los m;;, en total son 11 valores. En la variable

ES, se encuentran los 11 valores para 7 correspondiente a cada uno de los 3,(t).

En los siguientes renglones se hacen las pruebas de hipétesis

co P-1 o 2-1
HO:ZZd§K=OvsH1:ZZd§K#O
j=0 x=0 j=0 x=0
para cada uno de los B,(t).
Y=—===—===—=——=—=-====== Prueba de Hipotesis
disp([* i

fprintf{’Hipotesis \n’)

N kR Rk kK kR Rk Rk k ok ok ke ok ok kok Ak ok kR k kA k],
disp([ ;i

for k=1:11
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Tj_dum=0;
V0_ dum=0;
phi_dum=0;

pval _dum=0;

ESBi=0;

ESBi=ES(1,k);

Bi=zeros(1,N);

Bi(1,:)=B(k,:);

[phi_dum, pval dum, Tj dum, VO dum,zed alpha]=

testfixed(Bi,’NonSmooth’, ESBi,js,j eta,0.05,wavelet,parameter);

Tj=Tj dum;

V0=V0_ dum;
isp([/***FHEREEERRERRC RS EESERRS TSRS SRR

pval _star = l-normcdf(Tj/V0);

phi_star = (Tj > V0*zed_alpha);

fprintf(’ Beta_ %2.0f \mn’k-1)

fprintf'ESTIMATE OF THE STANDARD DEVIATION = %f \n’,ESBI);

disp([H_o: Beta_ i=0: T(j(s))+ Q(j(s))="num2str(T}j)’;
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Critical value=" num2str(V0*zed_alpha)]);
disp([’ p-value=" num2str( pva]_sta'.r) 1);

disp([’ phi ~*=’ num2str(phi_star)]);

disp([’ 1
end

La funcién normedyf, calcula la cdf de la expresién T'5/V0, la variable pval star

da el p-value.

En la variable phi_ star, se efectda la prueba
¢* = {1{T'((s)) > w(i(s))z1-a} sip 22},
el significado de esta variable es, como ya se comentaba:

si phi_star = 0= se acepta Hp

si pht_star = 1 = se rechaza Hy

Cédigo base en Splus, correspondiente a la aplicacidn para el Modelo lineal
Juncional para respuesta funcional y covariables funcionales donde 3 depende

de un séle pardmetro ¢

Los dos conjuntos de datos para este modelo lineal funcional, se obtuvieron de las
direcciones electrénicas:
http://data.giss.nasa.gov/gistemp/graphs/Fig. A2.txt

http://ediac.esd.ornl.gov /ftp/trends/emis_mon/emis_mon _usatotal.dat

g RRERRERREIRRREEFRFRERRRRE Rk AR RR kbR E FF bRk d bk
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# Andlisis funcional con datos de la temperatura global de la tierra
H FRRRRRR AR KRR RS RER R R R R R RO 8
Fharzsnzzzezniz: Datos de entrada

tempGlobal <- as.matrix(Tabla.tem,16,1)

dioxiGlobal <- as.matrix(anualco2,16,1)

Forneneenninni: Los valores de estos vectores son centrados sobre sus prome-

tempGlobal<-tempGlobal-mean(tempGlobalfl:16])
dioxiGlobal<-dioxiGlobal-mean(dioxiGlobalf1:16])

etiqueta<-c("1988-2003")

ndatos<-16

durtime<-(0:(ndatos-1))

tiempo<-(0:(ndatos-1))+1988

intervalo<-c(1988,2003)

Fonnnnnnnninin Gréfica de la variable respuesta y

par(mfrow=c(1,1), mar=c(5,5,4,2)+3.2, pty="m")
plot(tiempo,tempGlobal,main="Temperatura global anual de 1998 al 2003")

Fhnnnnnnennnnnn: Representacion funcional del vector y

numtempbasis <- 13
tempbasis <- create.bspline.basis{intervalo, numtempbasis, norder)

TGAfd <- data2fd{tempGlobal, tiempo,tempbasis)
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Fhosnnnnne: Suavizamiento de la respuesta funcional

fdParobj <~ fdPar(tempbasis , 2, lambda)

smoothList <- smooth. basis(tiempo, tempGlobal, fdParobj)

Mapl<-smoothList$y2cMap

Map1 es la primera matriz de mapeo que convierte los datos del vector y a coefi-
cientes de un vector c, es decir y = C¢p~1, entonces Mapl = ¢!

ghucnnnnnninnnn Gréfica del didxido de carbono global anual emitido.

par(mfrow=c(1,1), mar=c(5,5,4,2)+3.2, pty="m")

plot{tiempo,dioxiGlobal,main="Diéxido de carbono global anual del 1998 al 2003")

Funnnnnnnnnnnna: Representacién funcional del vector z.

norder <- 4

numDijoxbasis <- 12

Dioxbasis <- create.bspline, basis(intervalo, numDioxbasis, norder)

DCGAfd <~ data2fd(dioxiGlobal ,tiempo,Dioxbasis)

names(DCGAfd$fdnames) = c("tiempo", , "datos")

gunnnnnnunnnnn Expansion en funciones base, para poder obtener una esti-
macién funcional del coeficiente 5,(t)

p<-1

norder <- 4

nbetabasis <- 13

betabasis <- create.bspline.basis(intervalo, nbetabasis, norder)
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betafd <- fd(matrix(0,nbetabasis,p), betabasis)

estimate <- T |

lambda <- 0

betafdPar <- fdPar(betafd,2,lambda,estimate)

betalist <-list(betafdPar)

xfdlista <- list(DCGAfd )

Fhrrzzzzznnnnnnn: Regresion funcional

fRegressList <- fRegress(TGAfd, xfdlista, betalist)

betaestlist <- fRegressList$betaestlist

yhatfdobj <- fRegressList$yhatfdobj

Funinnninnn: Gréafica del coeficiente funcional de la regresion

par(mfrow=c(1,1))

betafdPar <- betaestlist{f1]]

betafd <- betafdPar$fd

plot(betafd, xlab=2fios", ylab="beta(t)" main=Coeficiente funcional de la regre-
sién")

Frnnnnnzn Gréfica de la respuesta funcional §(t)

par(mfrow=c(1,1),mar=c(5,5,4,2)+3.2,pty="m")

names(yhatfdobj$fdnames)=c("tiempo",,"datos")

plotfit.fd(tempGlobal,tiempo,yhatfdobj,cex=1.2)

Frnninn: Céleulo del vector de residuales a partir de e(t) = y(t) — §(t)

yhatmat <- eval.fd(tiempo, yhatfdobj)
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ymat <- eval.fd(tiempo, TGAfd)

resid<- ymat - yhatmat

plot(tiempo,resid,xlab=.%fios" ylab=residuales", main:="Grdfica de los residuales")

Funnnnnnnnannn: Céleulo de algunas funciones estadfsticas para valorar el
ajuste de la funcion §(t)

SigmaE <- mean(resid~2)

SigmaF <- SigmaE*diag(rep(1,16))

Fonnnnnnunninn: Repetimos la regresidn para calcular los intervalos de confi-
anza para la funcién 5(t)

stderrList <- fRegress.stderr(fRegressList, Mapl ,SigmakE)

betastderrlist <- stderrList$betastderrlist

oo Gréfica del error estdndar del coeficiente funcional f(t)

par(mfrow=c(1,1))

betastderrfdj <- betastderrlist|[1]]

betastderrj <- eval.fd(tiempo, betastderrfdj)

plot(tiempo, betastderrj , type="1" Ity=1, xlab="tiempo", ylab=Reg. Coefl.",

main=.Fror estdndar del coeficiente funcional S(t)")

i Gréficas del coeficiente funcional con su intervalo de confi-
anza puntual

par{mfrow=c(1,1))

betafdParj <- betaestlist{[1]]

betafdj <- betafdParj$fd
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betaj <- eval.fd(tiempo, betafdj)

betastderrfdj <- betastderrlist{[1]]

betastderrj <- eval.fd(tiempo, betastderrfdj)

matplot(tiempo, cbind(betaj, betaj+2*betastderrj, betaj-2*betastderrj),
type="1"Ity=c(1,4,4), xlab="tiempo", ylab=Reg. Coeff.",

main="intervalo de confianza para beta(t)")

Cdédigo base en Splus, correspondiente a la aplicacidén para el Modelo lineal

Juncional para respuesta funcional y covariables funcionales donde 3 depende’

dos veces del mismo pardmetro t

Los dos conjuntos de datos para este modelo lineal funcional se obtuvieron de las

direcciones electrdnicas:

océano

http://data.giss.nasa.gov/gistemp/tabledata/GLB.Ts+dSST.txt

http://cdiac.esd.ornl.gov/ftp/trends/emis _mon/emis _mon _usatotal.dat

# e ke 2k e 3 2 b 3 2 e o e 2 e e e e A e e e e e e e e dbe e e e e 3 e e 3k 3 e e ok 40 o e e e o o e A o ¢ ke ok e ok Ak

## Andélisis funcional con datos de la temperatura global mensual de la tierra y el

H FERRRRRE R KRR RRR KRR R R R AR Hh KK
Frnennnn Datos de entrada
Temp.mensual. global<-as.matrix(Tabla.mensual. Tem,16,12)

Temp.mensual<-t (Temp.mensual.global)

Diox.Carbono <- as.matrix(Tabla.C02,16,12)
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Diox.Carbono <- t(Diox.Carbono )

tiempo <- seq(1,12,1)

intervalo <-c(1,12)

etiqueta<-c("1988","1989","1990","1991" "1992","1993","1994" "1995",

"1996","1997","1998","1999" *2000","2001","2002","2003")

Fnrnnnnnnnn: Representacion funcijonal de las variables independientes

knots<-tiempo

norder <- 4

numDioxbasis <~ length(knots)

Dioxbasis <- create.bspline. basis(intervalo, numDioxbasis, norder)

Dioxidofd <~ data2fd(Diox.Carbono,tiempo,Dioxbasis)

par(mfrow=c(1,1), mar=c(5,5,4,2)+3.2, pty="m")

plot(Dioxidofd,xlab="meses", ylab="teragrams del diéxido de carbono de

los U.S.A" main="Funciones de]l CO2")

names(Dioxidofd$fdnames)=c("meses",,"teragrams del diéxido de carbono™)

Fhnnnnnn: Grdfica de las temperaturas globales mensuales de la tierra
y el occéano

par(mfcol=c(2,2), mar=c(5,5,4,2)+3.2, pty="m")

matplot(tiempo ,Temp.mensual, type="b",cex=1.0,

xlab="meses",ylab="TGMTO",ylim=c(14,15),

main="Valores escalares de las temperaturas globales mensuales de la tierra y el

océano")
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g Representacion funcional las 16 variables dependientes, y; =
iy crdi(t)

knots<-tiempo

norder <- 4

numTempbasis <- length(knots)

Tempbasis <- create.bspline.basis(intervalo, numTempbasis, norder)

TGMfd <- data2fd(Temp.mensual,tiempo, Tempbasis)

g Gréafica de las funciones ;(t)

par(mfrow=c(1,1), mar=c(5,5,4,2)+3.2, pty="m")

plot(TGMIfd ,xlab="meses", ylab="temperatura en grados centigrados en escala
absoluta”,

main="Funciones de las temperaturas globales mensuales de la tierra y el océano")

Fonnunneunnnnas: Ajuste de la funcién al conjunto de datos que pertenecen al

names(TGM{d$fdnames)=c("meses",, "Temperatura en °C")

Continuando con el andlisis de regresién funcional tenemos que definir dos pardmet-
ros de suavizamiento A para cada conjunto de funciones, estos son escogidos por el método
de validacién cruzada. Ademds se tiene que definir dos operadores diferenciales lineales
Ly, = D(y(t)) y L, = D(z(t)) con argumento ¢ para cada conjunto de funciones para
pen.a.lice la rugosidad de éﬁtas'.

xLfdobj <- int2Lfd(2)

yLfdobj <- int2Lfd(0)
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xlambda <- 0.1
ylambda <- 0.0025
wtvec <- matrix(1,16,1)

La variable wtvec define un vector de pesos para cada observacién, wivec es de

longitud 16 conteniendo el escalar uno.

linmodstr <- linmod(Dioxidofd, TGMIfd, wtvec, xLfdobj, yLfdobj, xlambda, ylamb-

da)

afd <- linmodstr$alphafd

La variable afd es la funcién interseccion o del término independiente.

bfd <- linmodstr8regfd

La variable bfd es la funcién de regresién bivariada conocida también como funcién
Beta.

ghannmnnn i Grdfica de la funcidn a(t)

plot(afd, xlab="meses", ylab="Funcién alfa", main="Funcién del término inde-
pendiente")

ghonnnnn: Grédfica de la funcién Beta como superficie
bfdmat <- eval.bifd(tiempo, tiempo, bfd)

persp{tiempo, tiempo, bfdmat, xlab="mes(t}", ylab="mes(s)")
#::::::::::::::::::::::::.:::::: Gréficas de las funciones estimadas i;
TGMahatfd <- linmodstr8yhatfd

plot(TGMhatfd ,xJlab="meses", ylab="valores",

main="Funciones de las temperatura globales mensuales estimadas")



130

g Codigo para graficar las funciones estimadas de cada y; y el
promedio global funcional de las funciones z(s).

TGMmeanfd <- mean.fd(TGMIfd)

La funcién mean.fd calcula la media funcional de las funciones T'GMfd, es decir,
TGMfd(t) = N' N TGM fd,(t).

TGMhbat0 <- eval.fd(tiempo, TGMmeanfd)

TGMmat <- eval.fd(tiempo, TGMfd )

En los dos renglones anteriores, se evaliian las funciones §; en el tiempo.

TGMhatmat <- eval.fd(tiempo, TGMhatfd)

plotrange <- ¢(min(TGMmat),max(TGMmat))

par(mfrow=c(2,3), mar=c(5,5,4,2)+3.2, pty="m")

for (1 in 1:16){

TGMi <- eval.fd(tiempo, TGMIfd [if)

TGMhati <- eval.fd(tiempo, TGMhatfd[i])

SSE <- sum((TGMi-TGMhati)"2)

La variable SSE contiene la expresion: SSe=3"7 e?(t) = 2V {5:(t) — w(£)}*.

SST <- sum((TGMi- TGMhat0)"2)

La variable SST contiene la expresion: SSr= 3V y2-N72(t) = . {w:(t) - 5()}%.

RSQ «<- (SST-SSE)/SST

La variable RSQ contiene la expresién: R2= 1—%%;%.

Frnnnnnnaninean: Grdficas de las funciones §; vs sus promedios funcionales y

el valor del R2
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plot(tiempo, TGMmatl,i], type="1", lty=4, ylim=plotrange, xlab="meses",
ylab="temperatura", main=paste(etiquetafi],R ~2=",round(RSQ,3)),ask="T)

lines(tiempo, TGMhatmat/,i])}

Cédigo base en Splus, correspondiente a la aplicacién para el Modelo lineal

funcional para respuesta escalar y covariables funcionales

Los dos conjuntos de datos para este modelo lineal funcional se obtuvieron de las
direcciones electrénicas:
http://data.giss.nasa.gov/gistemp/graphs/Fig.A2.txt

http://cdiac.esd.ornl.gov/ftp/trends/emis_mon/emis_mon usatotal.dat

# 3 3k ok e e 2 2 e el ke o 2 e ke e ok e sk e e o de e ok e ek ek ok ke

# Andlisis funcional con datos de la temperatura global de ]a tierra
#*************************************************lk*******
Fonnnnnunnnzi: Datos de entrada

temperatura <- Tabla.tem[ 1]

Diox.Carbono <- as.matrix(Tabla.C02,16,12)

Diox.Carbono <- t{Diox.Carbono )

tiempo <- seq(1,12,1)

year <- seq(1988,2003,1)

intervalo <- ¢(1,12)

etiqueta<<-c("1988","1989" "1990","1991" ¥1992" "1993","1994","1995",

"1 996 ."’ ﬂl 99?‘!1’ Hl 998 lf, ﬂ‘l 999 N', "2000 I‘lJI "2001 N, lf2002 H, Jf2003 H)
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ghonnnnnnis Grafica del vector y

plot (year, temperatura, type="b", cex=1.0,
xlab=.2110s1988-2003",ylab="temperatura en °C",
main="Promedios de las temperaturas globales anuales",col=3)
ghonnnnininnnin: Gréfica del dioxido de carbono global mensual emitido.
matplot(tiempo ,Diox.Carbono, type="b",cex=1.0, xlab="meses",ylab=C02",
ylim=c(350,600),main="Dicxido de Carbono emitido durante los afios 1988-2003")
Lo que sigue es representar a la matriz Z en funciones base, en este caso, se decidis
usar funciones spline, pues explican mejor el comportamiento de estos datos. El orden las

funciones base serd 3 y el mimero de funciones base se elige de acuerdo al comportamiento

de los datos.

knots <- tiempo

norder <- 3

numDioxbasis <- length(knots)+norder-3

Dioxbasis <- create.bspline.basis(intervalo, numDioxbasis, norder)
Dioxidofd <- data2fd{Diox.Carbono,tiempo, Dioxbasis)
Fononnnnnaeis: Grdficas de las funciones COq
par({mfrow=c(1,1))

plot.fd(Dioxidofd, xlab="meses", ylab=CO2",type="b",

main=Representacién funcional del CO2")
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Ahora bien como es necesario introducir la variable artificial z;0 = 1 para formar
la primer columna de Z, entonces se crea el vector zfdlista de longitud 2 para dar lugar a
una funcién constante.

'#:::::::::::::::::::::::::::::: Creacién funcional de la matriz Z

constantfd <- fd(matrix(1,1,16), create.constant. basis(intervalo))

xfdlista<- vector("list",2)

xfdlistaff1]] <- constantfd

xfdlistaf{2]]<-Dioxidofd[1:16]

Frnnnnnnnnnn:: Para el vector § tenemos que crear un vector betalist de
longitud 2 tal que en la primera posicion fijemos una funcién constante para el término B,
y en la segunda posicidn los funciones del COs.

betalist <- vector("list",2)

betafdl <- fd(0, create.constant.basis(intervalo))

betafdParl <- fdPar(betafdI)

betalist{{1]] <- betafdParl

knots <-tiempo

norder <- 3

nbetabasis <- length(knots)+norder-2

betabasis2 <- create.bspline.basis(intervalo, nbetabasis, norder).

betafd2 <- fd(matrix(0,nbetabasis,1), betabasis2)

lambda <- 1073.5
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betafdPar2 <- fdPar(betafd2, int2Lfd(1), lambda)

betalist[[2]] <- betafdPar2

Funnnnnnnnnnin: Regresién funcional

fRegressList <- fRegress(temperatura, xfdlista, betalist)
betaestlist <- fRegressList$betaestlist

TempAnual <- fRegressList§vhatfdobj

TempAnual es un objeto con los valores §;

alphafdPar <- betaestlist{{1]]

betaestlistf{1]] almacena la funcién constante o del modelo y = a+ [ Z(t)B(¢)dt..
alphafdPar$fd$coefs

Fhonnineennn: Grdfica del coeficiente funcional estimado
betafdPar <- betaestlist{[2]]

betafd <- betafdPar$fd

par(mfrow=c(1,1), mar=c(5,5,4,2)+cexval+2, pty="m")
plot(betafd, cex=1.2,xlab="meses",ylab="temperatura en °C")
title(Coeficiente funcional estimado")

frnnnnnnn: Gréfica del modelo ajustado
par(mfrow=c(1,1), mar=c(5,5,4,2)+cexval+2, pty="m")

plot (TempAnual, temperatura, type="p", cex=1.2}
lines(TempAnual, TempAnual, lty=4)

Para saber que tan bueno es nuestro modelo calculamos coeficiente de determi-

nacién para validar el modelo estimado, este estd dado por:
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1-SSE
SSy

donde SSE = 7 3(t) = 57 {95(1) = 5(0)}° y S8y = TP ud—ng?(6) = 55 {u5(0) ~ (1)}

R=+

tal que SSE mide la variacién residual que queda sin explicar por el modelo ajustado y
S8y es la suma total corregida de los cuadrados de y;.

Fronnnnnnnnnnnen Céleulo def coeficiente de determinacion.

covmat <- var(cbind(temperatura, TempAnual))

Rsqrd <- covmat(1,2]~2/(covmat(1,1]*covmat|2,2])

Entonces Rsqrd= % = 0,80387 lo cual nos esta indicando que el modelo
es muy bueno.

Para poder calcular e] intervalo de confianza para la funcién coeficientes, necesi-
tamos hacer los siguientes cdlculos:

resid <- temperatura - TempAnual

SigmaE <- mean(resid~2).

SigmaE <- SigmaFE*diag(rep(1,16))

stderrList <- fRegress.stderr(fRegressList, NULL, SigmaFE)

betastderrlist <- stderrList8betastderrlist

betastderrl <- betastderrlist{{1]]

betastderrl$coefs

La variable betastderrl$coefs contiene los coeficientes constantes del error estdndar.

Sabemos que los intervalo de confianza puntual para €] pardmetro 3 est4 dado por
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B+2x1/Varlf| \/('r + 1) Fri1n-r-1 ()

Var[B] = 02(Z'Z + ARo) 'Z'Z(Z'Z + ARg) L.

de donde la matriz de varianzas y covarianzas de y usando el modelo y = Z(¢)3(%) + £ estd

dada por matriz de varianzas y covarianzas ) del vector de residuales €, tal que

——

Z = 05 = (n - 1)_1E’E

e

teniendo esto en cuenta serd mds ficil entender lo que se estd calculando en el siguiente
cédigo.

Frnnnnnnnnnnnn: Grdficas del coeficiente funcional con su intervalo de confi-
anza puntual

betafdParj <- betaestlist[[2]]

betafd <- betafdParj$fd

betastderrfd <- betastderrlist{[2]]

betavec <- eval fd(tiempo, betafd)

betastderrvec <- eval.fd(tiempo, betastderrfd)

betaplotmat <- cbind(betavec, betavec+2*betastderrvec,

betavec-2¥betastderrvec)

matplot(tiempo, betaplotmat, type=="1", lty=c(1,4,4),

xlab="meses", ylab="Temperatura Reg. Coeff.")
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lines(intervalo,c(0,0),lty=2)

Cddigo base en Splus, correspondiente a la aplicacién para Fcuaciones diferen-
ciales ordinarias en el andlisis de datos funcionales, para el conjunto de datos

que representa la pérdida de peso en ajos Mexicanos

El conjunto de datos para este andlisis funcional, fueron proporcionados por

F FRREEE R KRR R RO R KRR

# Andélisis con ADP de los ajos

B it
#onnnnnnnn: Datos de entrada

ajo <-as.matrix(ajod, 19, 18, byrow=T)

dias <-c(10,20,30,40,50,60,70,80,90,100,
110,120,130,140,150,160,170,180,190)

rango <-¢(10,190)

ghonnnnni: Gréafica de las 18 curvas de los valores discretos
par(mfrow=c(1,1), pty="m")

matplot(dias ,ajo, type="b",cex=1.0, xlab="dfas",ylab="datos",

main="18 curvas de los valores discretos")

knoss <-dias
ordenp <-4

nbasis <-20+ordenp-2
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ajobases <-create.bspline.basis(rango,nbasis,ordenp,knoss)

Fhiennnnnnninn: Suavizamiento de las 18 funciones

Lfdobj <- int2Lfd(2)

lambda <- le-11

ajosfdPar <- fdPar(ajobases, Lidobj, lambda)

ajosfd <- smooth.basis(dias,ajo, ajosfdPar)$fd

names(indiceemfd$fdnames) <- c¢("Dias","Datos")

Fonnnnnnnannnan: Grafica las 18 funciones de pérdida de peso ya suavizadas

tipo <-¢(1,1,1,2,2,2,3,3,3,4,4,4,5,5,5,6,6,6)

color <-¢(1,1,1,2,2,2,3,3,3,4,4,4,5,5,5,6,6,6)

par{mfrow=c(1,1), pty="m")

plot(ajosfd,xlab="tiempo reportado en dfas",ylab="pérdida de peso en gramos",

main="Grdficas de los 6 tratamientos",lty=tipo,col=color)

tiplin <-¢(1,4,1,6,13,14,37,1,4)

colr <-¢(2,8,4,5,6,4,3,16,5)

axis(1,at=c(25,75,125,175))

key ( x=0, y=25,lines = list(Ity = ¢(1,2,3,4,5,6), col=c(1,2,3,4,5,6)),cex=0.8,

text=list( c¢("0° C", "20° C", "30° C", "5° C", "0° C / 7ORH","no control”),
transparent=T))

Frnnnnnnni: Gréfica de las tres réplicas funciones del tratamiento 6

vajos<- eval.fd(dias, ajosfd)

ajostrat6 <- vajos{,16:18]
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ajostrat6fd <- smooth.basis(dias, ajostrat6, ajosfdPar)$fd

tipo <- ¢(6,6,6)

color <- ¢(6,6,6)

plot(ajostrat6fd, xlab="tiempo reportado en dias", ylab="pérdida de peso",lty=tipo,
col=color)

mtext(Réplicas funcionales del tratamiento 6", line=-4, outer=T, cex=1.5)

AFRRERRRRRR R RO

# Andlisis principal diferencial

B

La ecuacién diferencial que se propone es de tercer orden (ed3).

Fonnnnnninn:: Expansion funcional para los coeficientes de la ed3

Los siguientes 5 renglones de cédigo crean los coeficientes variables y constantes
para la ed3

pdabasis <-create.bspline. basis(rango, nbasis,ordenp,knoss)

betafdParbb <-fdPar(pdabasis)

pdabasisC <-create.constant.basis(rango)

pdabasisfd <-fd(0,pdabasisC)

betafdParBc <-fdPar(pdabasisfd)

Para el tratamiento 6 el primer coeficientes es variable y el resto es constante.

bwtlist <- vector("list", 3)

bwtlist[f1]] <- betafdParbb

bwtlist[[2]] <- betafdParBc
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bwtlist{{3]] <- betafdParBc

xfdlist <- list(ajostratéfd)

Frnnnnnnis: Pardmetros funcionales estimados para el tratamiento seis
pdaList <-pda.fd(xfdlist,bwtlist)

bwtestlist <-pdaList$bwtlist

par(mfrow=c(2,2),pty="m")

for (j in 1:3)

{

bfdParj <- bwtestlist{fj]

plot(bfdParj$fd,main="Pardmetros funcionales estimados")

oz Céleulo de la funcion forzada f(t)

Una vez que se tiene los coeficientes [30, ﬁl, f?z' definimos el operador
L=BI+3D+ 3D+ D*

el cual aplicamos a cada una de las réplicas funcionales y;(t) del tratamiento seis, obteniendo

as{ tres funciones forzadas o "residual funcional®
Ly,',(t) = f,‘(t).

estos cdlculos son efectuados por los siguientes dos renglones de cédigo.
Lfdest <-Lfd(3,bwtestlist)
forceLfd <-eval.fd(dias,ajostrat6fd,Lidest)

Funnnnnannaeae: Resolver la ecuacidn
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Ahora que ya se ha definido el operador diferencial, procedemos a hacer una es-
timacién de las funciones y;(t) es decir a encontrar las tres soluciones £, linealmente inde-
pendientes de este operador diferencial. Para que estas soluciones sean linealmente inde-
pendientes, debemos definir el operador de restricciones Boy(t) que serd una matriz para

garantizar que nuestras soluciones sean linealmente independientes. En este caso

|-y,-(t) 0 0o |
Boy(t) = 0 Dy 0
0 0 D) |

lo anterior es calculado con el siguiente cédigo:
fdajostrat6 <-eval.fd(dias,ajostrat6fd}
fdajostratbmean <-apply(fdajostrat6,1,mean})
Dilajostrat6 <-eval.fd(dias,ajostrat6fd,1}
D2ajostratf <-eval fd(dias,ajostrat6fd,2)
Dlajostrat6mean <-apply(Dlajostrat6,1,mean}
D2ajostratémean <-apply(D2ajostrat6,1,mean)
ystart <-matrix(0,3,3)
ystart(1,1] <-fdajostratbmean{[1}]
ystart[2,2] <-Dlajostrat6mean(1]]
ystart(3,3] <-DZ2ajostrat6mean([1)]
gunnennnnnnn: Cédigo para encontrar las tres soluciones £, del espacio ker L.
EPSval <-1e-3
MAXSTP<-1000

result <-odesolv(bwtestlist,ystart, EPS=EPSval MAXSTP)
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tp <- resultff1]]

yp <- result{{2]]

grunnnnnnnnnenin: Cédigo para graficar las tres soluciones del operador difer-
encial

par(mfrow=c(1,1),pty="m")

pltrng <-c(min(yp[L,})max(yp(1,])

matplot(tp,t(yp(l,]), type="1", lty=1, ylim=pltrng,xlab="tiempo”,

ylab="valores")

abline(h=0,lty=2)

mtext("Soluciones del tratamiento 6" line=-0.5,0uter=T,cex=1.5)

gronnnnnnninniis: Soluciones estimadas del operador L = BOI +BD+32D2+D3

vajostrat6 <- eval.fd(dias,ajostrat6fd)

umats <-matrix(0,length(dias),3)

umatsf,1] <-approx(tp,t(yp{l,1,])dias)8$y

umats|,2] <-approx(tp,t(vp(1,2,]),dias)3y

umats(,3] <-approx(tp,t(yp(1,3,]),dias)3y

ginnnnnnnnnni: Gréfica de las funciones forzadas fi(t) y de las funcién 4(t)
para el tratamiento 6

for(i in 1:3)

{

par(mfrow=c(1,2),pty="s")

gjol <-vajostrat6f,i]
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plot(dias,forceLfd],i],type="1" ask=T,ylim=c(-0.01,0.01),
xlab="djas" ylab=,main=paste("funcién forzada",i))
abline(h=0,lty=2)

oz Combinacidn lineal de las soluciones £,
xhats <-vajostrat6f,ij-Isfit{umats,vajostrat6[,i],int=F)$residual
matplot(dias,cbind(ajol,xhats,vajostrat6[,i]),type="pll",
pch=5,col=c(1,5,4),lty=c(1,3),xlab="dias",ylab="datos",
main="Modelo Estimado", ylim=c(-2,25))
mtext("Tratamiento 6" line=-4,outer=T,cex=2)

}

Codigo base en Splus, correspondiente a la aplicacién para Ecuaciones diferen-
ciales ordinarias en el andlisis de datos funcionales, para el conjunto de datos

del Indicador Global de la Actividad Econémica Mexicana (1993-2005)

El conjuntc de datos para este andlisis funcional, se obtuvieron de la pdgina elec-
trénica:

http://dgcnesyp.inegi.gob.mx/cgi-win/bdieintsi.exe/Consultar

i il

# Indicador Global de la Actividad Econémica Mexicana

i
Fonnnnnneninn: Datos de entrada

indiceem <- as.matrix(indice,156,1,byrow=T)
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datos <- as.matrix(indice,156,1,byrow=T)
tiempo<-seq(1993+1/12, 2006, 1/12)

intervalo <- c¢(min(tiempo),max(tiempo))

par(mfrow=c(1,1), pty="m")

plot(tiempo ,indiceem, type="b",cex=1.0, xlab=.210s" ylab="datos",

main="Gréfica de los valores discretos")

Fomnnznzinzi: Representacion funcional de los datos del Indicador Global
de la Actividad Econdmica Mexicana

knots <- tiempo

orden <- §

nbasis <- 156 + orden-2

fembasis <- create.bspline.basis(intervalo,nbasis,orden,knots)

Fonnnnannnnnnan: Suavizamiento de los datos del Indicador Global de la Ac-
tividad Econdmica Mexicana

Lfdobj <- int2Lfd(3)

lambda <- le-11

iemfdPar <-fdPar(iembasis,Lfdobj,Jambda)

indiceemfd <-smooth.basis(tiempo,indiceem,iemfdPar)8$fd

par(mfrow=c(1,1),mar=c(5,5,4,2)+cexval+2, pty="m")

plot(indiceemfd, Lfd=2,xlab=.45i0s",
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main=Aceleracién de la funcién del IGAEM")

ghinnnnennzn: Andlisis diferencial principal

H EEEERR RO RO R R R R

Fheczreezzenezennieniziizz: Beuacidn diferencial de tercer orden

La ecuacién diferencial que se propone es de tercer orden (ed3).

Frnnnnnnnnnane: Expansién funcional para los coeficientes ae la ed3

Los siguientes § renglones de cédigo crean los coeficientes variables y constantes
para la ed8

pdabasisB <- create.bspline.basis(intervalo,156)

betafdParbb <- fdPar(pdabasisB)

pdabasisC <- create.constant.basis(intervalo)

pdabasistd <- fd( 1, pdabasisC)

betafdParbc <- fdPar(pdabasisfd)

#rnnnnnnnn Se fijan tres coeficientes, dos variables funcionales y uno fun-
cional constante

bwtlist = vector("list", 3)

bwtlist{[1]] <- betafdParbb

bwtlist{{2]] <- betafdParbb

bwtlist{{3]] <- betafdParbc

xfdlist <- list(indiceemfd)

#rnnnnnnnani: Graficas de los pardmetros funcionales B, de la ecunacién

By + B1Dy(t) + B D*y(t) + D3y(t) = 0



146

pdaList <- pda.fd(xfdlist, bwtlist)
bwtestlist <- pdaList8bwtlist
par(mfrow=c(2,2),pty="m")

for (j in 1:3) {

bfdParj <- bwtestlist{[j]]
plot(bfdParj$fd,xlab=.4fios" ylab="valores",

main=paste(Coeficiente estimado",j))

gunnnnnnnneCéleulo de la funcién forzada Ly(t) = fi(t)

Lfdest <- Lfd(3, bwtestlist)

forzada <- eval.fd(tiempo, indiceemfd, Lfdest)

D3indiceem <- eval.fd(tiempo, indiceemfd, 3)

Se dan las condiciones iniciales del operador I = 301 + f‘}D + ﬁzDz + D3y se
resuelve. Las condiciones

iniciales estdn dadas por el primer valor del JGAEM, la primer valor de la primera
derivada del JGAEM y el primer valor de la segunda derivada del JGAEM.

datosindiceem <~ eval.fd(tiempo,indiceemfd)

Dlindiceemfd <~ eval.fd(tiempo,indiceemfd,1)

D2indiceemfd <- eval.fd(tiempo,indiceemfd,2)

ystart <- matrix(0,3,3)

ystart{l,1] <- datosindiceem{1]

ystart[2,2] <- Dlindiceemfd[1}
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ystart[3,3] <- D2indiceemfd|1]

g Codigo para encontrar las tres soluciones €, del espacio ker L.

result <- odesolv(bwtestlist, ystart, EPS=EPSval, MAXSTP=1e6)

xt <- result[[1]]

yp <- result[f2]]

Frunnnnnnnnnnnn: Gréfica de las tres soluciones del operador diferencial L =
Bol + BD + 3,D* + D?

par(mfrow=c(1,1),pty="m")

pltrng <- ¢(min(yp(1,]), max(yp(1,]))

matplot(xt,t(yp{l,]), type="1", lty=1,xlab=4fios", ylab="IGAEM",

ylim=pltrng,main="Funciones estimadas")

abline(h=0, lty=2)

ghonnnnnnn: Gréfica de la funcién forzada Ly(t)

par(mfrow=c(1,1),pty="m")

plot(tiempo , forzada , type="1", ask=T, ylim=c(-250,250),

xlab=.%10s", ylab=, main=paste("funcién forzada"))

abline(h=0,1ty=2)

Fennnnnnnnninnss: Soluciones estimadas del operador L = BOI+BD +B2D2+D3

indiceem <- eval.fd(tiempo, indiceemfd)

umats <- matrix(0,Jength(tiempo),3)

umatsf, 1] <- approx(xt, t(yp{1,1,]), tiempo)8y
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umats(,2] <- approx(xt, t(yp{1,2,]), tiempo)$y

umats(,3] <- approx{xt, t(yp{1,3,]), tiempo)8y

generada por las soluciones €,
xhats <- indiceem - Isfit(umats, indiceem, int=F)$residual
matplot(tiempo, cbind{datos, xhats), type="pl",pch=1,col=c(1,5),
Ity=1, xlab=.%fios", ylab="datos", main="Modelo diferencial estimado")
xhats <- indiceem - Isfit(umats, indiceem, int=F')$residual

matplot(tiempo, xhats, type="1",col=5, lty=1)
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Apéndice B

Funciones de Splus

En cada uno de los programas ejecutados en Splus que se presentan en este trabajo
y que fueron necesarios para generar resultados y conclusiones se utilizan varias funciones
predeterminadas en Splus para ser usadas cuantas veces sea necesario. Para que no sonara
repetitivo las explicaciones de estas y fuera de contexto (por el amplio contenido matemdtico
que tiene cada una de ellas), a continuacién se enumeran las més importantes y algunas

observaciones de estas funciones.

1. apply(X, MARGIN, FUN, ...

Descripcidn: aplica una funcién determinada a secciones de una matriz o
a un vector.

2 approx(x, y, xout=<<see below>>, method="linear", n=50, rule=1, f=0)

Descripcidn: efectia una interpolacién lineal entre un conjunto de puntos
cuyas coordenadas son X,y.

Esta funcién regresa una lista de valores y(t), correspondientes a valores y
los cuales son una interpolacién del conjunto de datos de entrada.

3 contour(x, y, 2, nlevels=5, levels=pretty(z,nlevels), add=F, labex=1, save=F,
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plotit=save, triangles=F)

Descripcién: grafica contornos

Esta funcién hace una gréfica de contornos y posiblemente regresa las co-
ordenadas de las lfneas de contorno. El argumento x es un vector conteniendo
las coordenadas y;(t) de la malla sobre la cual z es evaluada, y es el vector que
contiene las coordenadas y;, 2 es la matriz de de tamafio X por y es decir z[i,j]
es evaluada en (x[ij,y[j])-

cbind(...,)

Descripcién: construye una matriz de renglones.
Esta funcién regresa una matriz integrada por varios vectores o matrices.

create.bspline.basis(rangeval, nbasis,norder=4, breaks}

Descripcién: crea una base del tipo spline

Cuando las funciones base ¢;, son del tipo spline la funcién create.bspline.basis
las genera del grado que se quiera. También genera los coeficientes ¢; para definir
una combinacién lineal de estas funciones base. Las bases spline es un sistema
que se usa cuando la funcién y(t) es no periédica.

create.constant.basis(rangeval=c(0, 1))

Descripcién: crea una base constante
Esta funcién define una funcién cuyo valor en todo un intervalo 7 es el mismo.

data2fd(y, argvals=seq(0, 1, len = n), basisobj, fdnames=defaultnames,

argnames=c("time", reps", "values"))

Descripcién: convierte un conjunto de datos discretos a un Functional Data

Esta funcién convierte un vector de valores y; a valores de una funcién y(t),
es decir y(t;) = y; para todo t; € 7. Los valores y(t;) son obtenidos por medio
el criterioc de minimos cuadrados.

deriv.fd{fdobj, Lfdobj=1)

Descripcion: calcula la derivada de un Functional Data Object

La funcién deriv.fd obtiene la derivada de un ohjeto funcional. Esta funcién
también es usada para aplicar un operador diferencial lineal de la forma L =
Bol + ...+ By D™~ + D™ a un objeto funcional, el orden del operador de se
indica en su argumento Lfdobj.
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9 eval.fd(evalarg, fdobj, Lfdobj=0)

Descripcién: generalmente esta funcién es usada para evaluar a una funcién y(t) en
un intervalo 7 para obtener los valores y(t;) = §;. Esta funcién también puede derivar

a la funcién y(t) o aplicar un operador diferencial lineal a la funcién y(t).

10 eval.basis(evalarg, basisobj, Lfdobj=0)

Descripcién: genera los valores de funciones base o de sus derivadas.

Con esta funcién, se puede evaluar un conjunto de funciones base en un
vector 7. Con esta funcién se puede aplicar un operador diferencial lineal a las
funciones base y luego ser evaluadas.

11 fd(coef=matrix(0, 2, 1), basisobj, fdnames=defaultnames)

Descripcién: define un Functional Data Object. Dado un conjunto de fun-
ciones base ¢, conocidas que son matematicamente independientes una de otra
¥ que tienen la propiedad de aproximar una funcién y(t) al hacer una combi-
nacién lineal de estas funciones. La funcién fd encuentra esta combinacién lineal
de las funciones base ¢, es decir y(t) = 3K, crdy(t).

12 fdPar(fdobj=fd(), Lfdobj=int2Lfd(0), lambda,estimate=T)

Descripcién: define un Functional Parameter Object. Esta funcién también
efectiia una combinacién lineal de funciones base para hacer una estimacién de
la funcién que esta implicita en el conjunto de datos. La funcién fdPar se utiliza
cuando se desea suavizar la funcién estimada y(t).

13 fRegress(yfdPar, xfdlist, betalist)

Descripcién: efectda una regresién.

En el capftulo cuatro observamos que existen tres tipos de modelos, la fun-
cién fRegress ayuda con el primer y tercer tipo de modelo que se mencionan. La
funcién fRegress lleva a cabo un andlisis de regresién funcional del tipo concur-
rente, y estima los pardmetros funcionalesde regresién correspondiente a cada
variable independiente Basicamente en el argumente yfdPar se almacena la
variable dependiente, xfdlist la variable independiente y en betalist se crea el
tipo de coeficiente funcional para la regresién.

14 fRegress.stderr(fRegressList, y2cMap, SigmakE)



15

16

17

18

19

20

Descripcién: calcula los errores estdndar eg,de los pardmetros funcionale-
sobtenidos por la funcién fRegress.

int2Lfd (m)

Descripcién: convierte un entero en un operador diferencial lineal.
Lo que hace esta funcién es especificar ¢l orden del operador diferencial o el
orden de la derivada a ser tomada en cuenta para el andlisis funcional.

list(...)

Descripcién: crea una lista de objetos
Esta funcién regresa un objeto del modo lista, con tantos componentes como
argumentos existan.

Isfit(x, y, wt=<<see below>>, intercept=T, tolerance=1.e-07,

yname=NULL)

Descripcién: ajuste lineal por minimos cuadrados

Esta funcién hace una regresién multivariada por minimos cuadrados. Una
lista de los coeficientes estimados y residuales, asf como también uns descom-
posicién QR de la matriz x es regresada. El argumento x es el vector o matriz de
las variables explicativas y el argumento y es la matriz o vector de las variables
dependientes.

Lfd(nderiv=0, bwtlist=vector("list", 0))
Descripcién: define un operador diferencial lineal de orden m.

Esta funcién sirve para penalizar la rugosidad de alguna funcién y(t).

linmod(xfdobj, yfdobj, wtvec=rep(1,nrep), xLfdobj=int2Lfd(2),

yLfdobj=int2L{d(2),xlambda=0, ylarnbda=0)

Descripcidn: efectda el ajuste de un modelo funcional completo.
Esta funcién hace una regresién funcional lineal, cuando los argumentos xf-
dobj, yfdobj son funciones.

max(...,

152
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Descripcidén: encuentra el valor méximo de un conjunto de escalares
Esta funcién regresa un niimero que es el maximo de un conjunto de datos.

21 min(...,)

Descripcién: encuentra el valor mfnimo de un conjunto de escalares

Ista funcién regresa un nimero que es el minimo de un conjunto de datos.
22 mean(x, trim = 0, narm = F)

Descripcién: calcula la media aritmética de un vector o matriz.

Esta funcién regresa un valor, el cual es la media de un conjunto de datos.
Si tenemos un conjunto de datos yi, ..., ¥n, la media esta dada por

n
—1
=n"' )y
=1

2

23 mean.fd(fdobj)
Descripcién: promedio de un dato funcional

Evalia la media de un conjunto de funciones. Dado el conjunto de funciones
yi(t) i =1,..., N entonces la media funcional, estd definida por

N
7 = Ny 50)
=1

24 odesolv(bwtlist, ystart=diag(rep(1,norder)), hO=width /100, hmin=width*1le-

10,

hmax=width*0.5, EPS=1e-4, MAXSTP=1000)

Descripcion: se obtienen las m soluciones de un sistema de ecuaciones difer-
enciales lineales de orden m, las soluciones son calculadas por el método de
Runge-Kutta .

Esta funcién es usada cuando se hace un ADP. Con odesolv se estima la
funcién z(t) que satisface el sistema de ecuaciones diferenciales.

25 pda.fd(xfdlist, bwtlist)
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Descripcién: Andlisis diferencial principal ADP
Cuando se tiene una funcién y(t), que se ajusta a los datos , la funcién
pda.fd estima una ecuacién diferencial lineal homogénea cuya solucién sea y(t),

es decir:%(nEl + ﬁm_ld;:f R ﬂlgxgl + Boy(t) = 0 de esta manera se
logra obtener un modelo que brinda una mayor interpretacién en la variabilidad
de los datos. La funcién pda.fd trabaja de forma simple: como toda ecuacién
diferencial lineal de orden m puede ser reducida a un sistema de matrices primer
orden con un simple cambio de variable.

Es decir, la ecuacién diferencial de orden m homogénea

Boy(8)+B1Dy()+B2 D2y () 483 D3y()+D*y(t)+.. 41 (1) D™ 1y (t)+D™y(t) = 0
(B.1)
puede expresarse como

¥(t) = A)h(t)
definimos primero m nuevas variables
)] (t)l ?J2(t); y3(t)1 RS ym(t)

tal que

2 3
ws(®) = 8 ) = D, pay = TLY

t) = y(),alt) = 20

estas nuevas variables estas interrelacionadas por las ecuaciones

91(t) = p2(t), G2(8) = p3(t), 53() = wat)s -, ¥m () = Y11 (?) (B.2)

Entonces reescribiendo la ecuacién (B.1) tenemos

Ym(t) = Boy1(t) + Bry2(t) + Boys(t) + Baya(t) + .. + B 1ym(?) (B.3)

las ecuaciones (B.2) y (B.3) forman un sistema de ecuaciones diferenciales lin-
eales de primer orden en ¥;(t), y2(t), ¥3(t),...,ym(t), entonces este sistema es
equivalente a la ecuacién matricial tnica ¥(t) = A(t)y(t), donde la el vector

¥(t) es

n(t) 1 [ »® ]
y2(?) y3(t)

so| | =

 m1® | L ym®
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la matriz A(t) es

0 1 0 0 0 7
0 0 1 0 0
0O 0 0 1 0
A.(t):
00 0 0 ... 1
LBy B1 B2 Bs - - o By |
y y(t) es igual a
[ w(t)
Y2 (2)
y(t) = '
i ym-(t) 1

Como ya mencionamos en la expresién y(t) = A(t)y(t) conocemos y(t) y
a ¥(t) y lo que se desea es estimar a los coeficientes §; donde I = 0,...,m —
1. La funcién pda.fd resuelve este sistema de ecuaciones diferenciales lineales
obteniendo asf una estimacién de los coeficientes By, 81 B2, s Bm—1-

26 plot.fd(fdobj, Lfdobj=0, xlab=xlabel,ylab=ylabel, xlim=rangex,

ylim=rangey)

Descripcion: grafica datos funciones.

27 plotfit.fd(y, argvals, fdobj, rng = rangeval, index = 1l:nrep, nfine = 101,
residual = F, sortwrd = F, titles=NULL, ...)
Descripcion: grafica la funcién y;(t) vs los datos i1, ..., ¥%in donde i =1, ..., N,
donde y(t) = 2,1;1 cxde(t). La funcién plotfit.fd sirve para evaluar el ajuste
de la funcién y;(t) para los datos w1, ..., Yin

28 rbind(..., )

Descripcién: construye una matriz de columnas.
Esta funcién regresa una matriz integrada por varios vectores o matrices.



29

30

31

32

33
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round(x, digits=0)

Descripcién: redondea funciones
Esta funcién regresa un objeto del mismo tipo que x, pero con los mimeros
redondeados. El redondeo se especifica con el argumento digits.

solve(a, b, ...)

Descripcién: resuelve ecuaciones lineales e invierte matrices
Esta funcién calcula la matriz inversa de una matriz dada o resuelve sistemas
de ecuaciones lineales si tenemos dos matrices de datos.

sum(...,)

Descripcién: calcula la suma de un conjunto de datos.
Esta funcién regresa un nimero que es la suma de todos los elementos de un
vector,

smooth.basis(argvals, y, fdParobj, wtvec=rep(1,n), dffactor=1,

fdnames=list{NULL, dimnames(y)[2], NULL))

Descripcién: suaviza la funcién y(t) por medio del pargmetro A.

Esta funcién se auxilia de la funcién fdPar, donde se define el operador
diferencial que va a ser utilizado para penalizar la rugosidad de los datos y el
valor del pardmetro lambda.

var(X, y, na.method="fail", unbiased=T, SumSquares=F)

Descripcién: calcula la varianza de un conjunto de datos

Esta funcién regresa la varianza de un vector, la matriz de varianza-covarianza
de una matriz de datos, o las covarianzas entre matrices o vectores. El argumento
x es una matriz o vector de escalares, si x es una matriz entonces las columnas
representan las variables y los renglones las observaciones.
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