
Universidad Autónoma de Querétaro
Facultad de Ingenieŕıa
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Me gustaŕıa empezar por agradecer a mi director de tesis todo el apoyo,
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Caṕıtulo 1

Introducción

Las enfermedades cardiovasculares son la principal causa de muerte en to-
do el mundo, llegando a 17.3 millones de muertes por año, un número que
se espera crezca a más de 23.6 millones para 2030. En el 2008, éstas repre-
sentaban el 30 por ciento de las muertes globales, con 80 por ciento de esas
muertes tomando lugar en páıses de bajos y medios recursos (Moza↵arian
et al., 2015). Esto convierte en una labor imprescindible el dedicar una gran
cantidad de tiempo y esfuerzo para estudiar cómo se comporta y cómo fun-
ciona el sistema cardiovascular, a fin de tener un mejor entendimiento de
éste y desarrollar mejores tratamientos y técnicas de prevención para sus
padecimientos.

Los matemáticos, en lugar de encontrarse lejos del campo de batalla, for-
man una parte muy importante de éste. Desde finales del siglo XX, con el
desarrollo de renovados métodos numéricos que aprovecharon el nuevo y po-
tente poder de cómputo, los matemáticos han podido proponer e investigar
una gran cantidad de modelos y esquemas numéricos útiles para modelar
el flujo sangúıneo. Dichos modelos, cuyo carácter puede ser unidimensio-
nal, bidimensional o tridimensional, se ajustan a leyes de conservación de
la naturaleza, como la conservación de masa y el balance de momento, y
presentan una ecuación de estado que relaciona el área seccional de la ar-
teria con la presión asociada. En consecuencia, normalmente resultan ser
de naturaleza hiperbólica, lo cual coincide con el tipo de solución que se
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

espera para estos problemas (Quarteroni et al., 2017; Čanić et al., 2017;
Formaggia et al., 2000). Estos modelos han probado ser bastante precisos a
la hora de intentar predecir y entender la forma en que circula la sangre en
el cuerpo humano, y han ayudado eficazmente a la comunidad médica en
el diagnóstico y tratamiento de enfermedades cardiovasculares desde que
empezó su desarrollo.

Dentro de la gama de modelos existente, es bien sabido que los formulados
en 3 dimensiones permiten tener una idea bastante certera de la mayoŕıa
de los detalles de la distribución del flujo local de sangre, incluyendo los
patrones de flujo local y las tensiones de corte de los vasos sangúıneos. Sin
embargo, son sumamente costosos computacionalmente, del orden de horas,
d́ıas o semanas dependiendo de la potencia del equipo de cómputo en el
que se realice la simulación (Krafczyk et al., 1998), por lo que en muchas
ocasiones se vuelven inviables por el tiempo requerido para implementarlos.

A la par, múltiples estudios han comprobado que los modelos y las simu-
laciones en una dimensión aproximan suficientemente bien el movimiento
del flujo sangúıneo, si se toma en cuenta su bajo costo computacional (del
orden de minutos en una simple laptop de uso diario), su simplicidad y la
precisión e información que nos ofrecen (Grinberg et al., 2011; Xiao et al.,
2014).

Es claro que no es posible obtener toda la información que se obtendŕıa
utilizando un modelo en 3 dimensiones; sin embargo, los modelos unidi-
mensionales brindan información relevante para poder determinar varias
caracteŕısticas del flujo sangúıneo. Entre estas caracteŕısticas están, por
ejemplo, la propagación de ondas de presión a través de las arterias, aśı
como los efectos de las variaciones en las propiedades mecánicas de las
mismas, como lo son su taponamiento o ruptura (Formaggia et al., 2003;
Willemet y Alastruey, 2015).

Estas variaciones pueden ser causadas, por ejemplo, por una estenosis, es
decir, un estrechamiento de la arteria, que se puede derivar de una acumula-
ción de depósitos de calcio y otras condiciones fisiológicas; o un aneurisma,
i.e., una dilatación de las paredes de la arteria, causada por su debilita-
miento. Dicha información, de capital importancia a la hora de evaluar la
salud de una persona, cuando se empata con el reducido tiempo que se
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3

necesita para obtener resultados (i.e. su viabilidad y practicidad), hace que
los modelos unidimensionales se vuelvan una mejor opción que su contra-
parte en 3 dimensiones al momento de realizar simulaciones de las cuales
se necesita una respuesta rápida y precisa para conocer el estado de salud
de una persona.

En este trabajo, se utilizará un modelo en una dimensión basado en un
esquema cinético. Este esquema tiene la particularidad de que considera
los movimientos de las part́ıculas a nivel microscópico y sus efectos en las
variables macroscópicas; es decir, los incorpora al movimiento resultante
del flujo. El esquema cinético es ampliamente utilizado en la actualidad
para modelar una vasta variedad de problemas, entre ellos modelación de
aguas someras (Perthame y Simeoni, 2001), fluidos de gases enrarecidos
(Zhu et al., 2017), fluidos viscosos incompresibles con transferencia de ca-
lor (Inamuro, 2002), etc., y existe una comunidad matemática grande que
lo implementa. Sin embargo, nunca se ha usado para modelar el flujo san-
gúıneo en arterias; esta tesis pretende ser el primer trabajo en donde esto
se realice, y busca crear un antecedente que pueda ser utilizado como refe-
rencia por la gran comunidad que lo emplea en la actualidad.

Entrando ya un poco en materia, es sabido que la sangre está compues-
ta por 4 componentes principales: plasma, plaquetas, glóbulos blancos y
glóbulos rojos. Debido a esta composición, se comporta como un fluido
no-newtoniano en vasos sangúıneos cortos, y como un fluido newtoniano
incompresible en vasos sangúıneos largos (Alastruey et al., 2012). Toman-
do esto en consideración, en el presente trabajo se modelará el flujo san-
gúıneo en arterias (vasos sangúıneos largos) con propiedades elásticas en
sus paredes (compliancia).

Las dos variables que se calcularán en el modelo corresponden al área sec-
cional transversal A y a la descarga de flujo Au, donde u es la velocidad
del flujo. Para calcular el área transversal, se necesita dar un aproximado
del radio de la arteria, R, y por simplificación se asumirá que la sección
transversal de la arteria tiene forma circular. Además, A depende directa-
mente del tiempo t y de la posición por longitud de arco s. De esta forma,
una primera versión del modelo queda en forma de una ley de conservación
de masa At + (Au)s = 0 y de una ecuación para el balance de momento
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

(Au)t+(↵Au2)s+
A
⇢ ps = �2⇡ ↵⌫

↵�1u� gA sin ✓(s), un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales donde p es la presión transmural, ⇢ es la densidad
constante, ⌫ es la viscosidad, ↵ es el coeficiente de Coriolis para la distribu-
ción de la velocidad en cada sección transversal, g es la aceleración debida
a la gravedad y ✓(s) es el ángulo que forma la arteria con respecto a la
horizontal en la posición por longitud de arco s (Čanić y Kim, 2003).

Este solamente es el modelo macroscópico en su forma primitiva; todav́ıa
falta considerar la formulación microscópica (esquema cinético) que ponde-
rará los movimientos microscópicos de las células, aśı como dejar al modelo
macroscópico en su forma conservativa más desarrollada. Se darán más de-
talles acerca de las ecuaciones en los caṕıtulos 2 y 3. Cabe notar que este
modelo es de tipo hiperbólico, y por lo tanto podŕıa presentarse la forma-
ción de ondas de choque. De hecho, este es un criterio que se ha utilizado
para determinar a pacientes sanos (Čanić y Kim, 2003), pues se encontró
que en estos pacientes, la formación de ondas de choque en arterias se pro-
dućıa hasta una zona que no es f́ısicamente relevante, del orden de metros,
mientras que para pacientes no sanos, en los que exist́ıa un debilitamiento
en las paredes de la arteria, esto pod́ıa provocar la formación de ondas
de choque presenciables en una zona f́ısicamente relevante. Se darán más
detalles acerca de la formación de ondas de choque en la próxima sección.

De igual forma, por los rasgos f́ısicos del modelo, este problema también
podŕıa pensarse como un problema de dos capas. En este caso, se modela
la dinámica existente entre una capa formada mayormente de plasma, libre
de glóbulos rojos, y otra capa formada por el resto de los componentes del
flujo sangúıneo, que se comportará más bien como un fluido no Newtoniano
(Haldar y Andersson, 1996; Armi, 1986). Sin embargo, ese enfoque no se
abordará en la presente tesis.

Una parte fundamental en la implementación de los modelos en una di-
mensión, aśı como en la implementación de cualquier modelo matemático,
es contar con un método numérico eficiente, estable y preciso, que permita
obtener una buena aproximación en un tiempo razonable. En este trabajo
se utilizará un esquema cinético para resolver el modelo descrito anterior-
mente, que tiene la ventaja de ser estable ante perturbaciones y de no
tener problemas de violación de entroṕıa. Asimismo, las simulaciones aqúı
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5

obtenidas con éste no presentan problemas de no preservación de positivi-
dad, pues no se trabaja con radios casi nulos, que pudieran presentar esta
complicación.

En definitiva, en la actualidad sigue siendo de capital importancia contri-
buir a construir y aplicar modelos y métodos numéricos eficaces para el
modelamiento del comportamiento del sistema circulatorio. Como se sa-
be, las enfermedades de este sistema son la principal causa de defunciones
en el mundo, y son un factor importante que reduce la calidad de vida
(Mensah et al., 2019). Y es que, aunque se ha estudiado el movimiento
del flujo sangúıneo en arterias con cierta profundidad, y se tienen modelos
definidos para su estudio, no hay duda de que hoy sigue siendo imprescin-
dible estudiar el problema desde nuevos enfoques. Esto, con la finalidad
de lograr modelos más eficientes, con implementaciones numéricas que re-
quieran tiempos de cómputo menores, y que al mismo tiempo mejoren las
aproximaciones.

Esta es la razón por la que se vuelve imperioso para los matemáticos con-
tribuir con su conocimiento a la resolución de este problema, derivando e
implementando modelos y métodos numéricos que permitan comprender
y predecir el funcionamiento del sistema cardiovascular, en general y bajo
ciertas condiciones; en particular, como se realiza en este trabajo, buscando
tener una mejor aproximación del comportamiento del flujo sangúıneo en
arterias, e intentando predecir y entender cómo se comporta ante ciertos
padecimientos, como aneurismas, estrechamientos de las paredes de la ar-
teria, o algún otro problema. Aśı pues, el presente estudio cobra relevancia
pues en él se realiza la aplicación de un esquema numérico importante que
no ha sido utilizado antes para abordar este problema, y por lo tanto, ge-
nerará una referencia y antecedente para la gran comunidad que trabaja
con el esquema numérico en cuestión, es decir, el esquema cinético.
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6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN
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7

Caṕıtulo 2

El modelo macroscópico y
sus propiedades

El flujo sangúıneo en arterias del sistema circulatorio mayor se comporta
básicamente como el paso de un fluido newtoniano a través de un tubo, en el
cual se consideran propiedades elásticas de sus paredes (compliancia). Estas
propiedades elásticas se pueden modelar a través de una relación entre la
presión transmural del ducto y el área seccional del mismo. Sin embargo,
esta relación no es puramente mecánica, pues intervienen otros factores
como la contracción de músculos circundantes, patoloǵıas como aneurismas,
caracteŕısticas fisiológicas (autorregulación) y otras cualidades (Bessonov
et al., 2016). Dicho de otra manera, en el modelo presentado, la presión
es una función expĺıcita de la sección transversal. Este fenómeno puede
ser modelado utilizando un sistema de Ecuaciones Diferenciales Parciales
(EDP) (Čanić y Kim, 2003).

Para resolver el sistema con el planteamiento cinético, será necesario for-
mular el modelo tanto a nivel macroscópico como a nivel microscópico. A
nivel macroscópico, las ecuaciones de movimiento en su forma conservativa,

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



8CAPÍTULO 2. ELMODELOMACROSCÓPICO Y SUS PROPIEDADES

son

@tA + @s(Au) = 0,

@t(Au) + @s
⇣
↵Au2 + K

2⇢A
2
⌘

= �µQ+ G0
o(s)
⇢ A� gA sin(✓(s)),

(2.1)
donde u es la velocidad del fluido, Q = Au es la descarga, p es la presión
transmural, ⇢ es la densidad, ⌫ la viscosidad, ↵ el coeficiente de Coriolis
para la distribución de la velocidad en cada sección transversal, g la ace-
leración debida a la gravedad, ✓ el ángulo de la arteria con respecto al eje
horizontal, t el tiempo y s la posición por longitud de arco. La primera
ecuación corresponde a la conservación de masa, mientras que la segunda
al balance de momento. La presión transmural, definida como la diferencia
entre la presión interna y la externa en las paredes de la arteria, está dada
por

p = Go(s)

✓
A

Ao(s)
� 1

◆
,

donde Ao(s) es un área seccional en reposo, y Go = Go(s) es un parámetro
de elasticidad de la arteria y que es proporcional al módulo de Young. Los
parámetros Ao, Go dependen de la longitud de arco s y su variación se debe
a propiedades elásticas de la arteria no uniformes, debido a caracteŕısticas
fisiológicas de ésta o enfermedades tales como aneurismas. Por simplicidad,
se supone que K = Go(s)/Ao(s) es constante. Además, el coeficiente µ está
dado por µ = 2⇡ ↵⌫

(↵�1)A y se toma como una constante. Aunque la presión
transmural no aparece de forma expĺıcita en las ecuaciones macroscópicas
en su forma conservativa, está presente de manera impĺıcita en dos términos
de la ecuación del balance de momento.

2.1. Derivación del modelo macroscópico

Existe un modelo unidimensional para el flujo sangúıneo en arterias con si-
metŕıa axial y con propiedades elásticas en las paredes, ampliamente difun-
dido y utilizado para atacar problemas concernientes al sistema cardiovas-
cular. Por su simplicidad, ofrece resultados computacionalmente asequibles,
y brinda una buena aproximación para el movimiento del flujo sangúıneo
en arterias donde se cumplen las caracteŕısticas del modelo, es decir, ser
largos (de longitud L � Rp, donde Rp representa el radio promedio de la
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2.1. DERIVACIÓN DEL MODELO MACROSCÓPICO 9

arteria) con simetŕıa axial aproximada y con propiedades elásticas en las
paredes (compliancia). Verbigracia, la aorta completa, que va desde la aor-
ta ascendente hasta el final de la aorta abdominal, sin patoloǵıas, cumple
con estas caracteŕısticas y las simulaciones con este modelo pueden presen-
tar buenos resultados. En el caso contrario, como ocurre con las venas del
sistema circulatorio menor, el fluido se comporta de forma no Newtoniana;
esto es, fluidos que no tienen un valor de viscosidad definido y constante,
pues vaŕıa con la temperatura y presión que se le aplique. Son fluidos que
tienen resistencia a fluir, y que estando en reposo se comportan como ĺıqui-
dos, pero cuando son sometidos a alguna fuerza aumentan su viscosidad y
se comportan más bien como sólidos.

Tomando en cuenta las condiciones de arriba, se realiza una derivación
de un modelo unidimensional en (Čanić y Kim, 2003). Para ello, se hace
uso de un análisis asintótico partiendo de las ecuaciones incompresibles de
Navier-Stokes en ductos largos y estrechos con simetŕıa axial. Las ecuacio-
nes se escriben en coordenadas ciĺındricas, se eliminan términos que no son
dominantes y se procede con un promedio transeccional. Además, se con-
sidera un perfil Hagen-Poiseuille de la velocidad en la sección transversal
Vx, esto con el objetivo de que las ecuaciones queden escritas en términos
de las cantidades promediadas. Dicho perfil, adicionado a un parámetro de
viscosidad en la sangre de ⌫ = 0.0000026 m2s�1, que es un valor t́ıpico para
la viscosidad en la sangre a 37 C (Eckmann et al., 2000), lleva a considerar
↵ = 1.1, el término de Coriolis. Como resultado, se llega las ecuaciones que
determinan la evolución de tales cantidades promediadas en cada sección
transversal.

En el modelo unidimensional en (Čanić y Kim, 2003) no se considera el
efecto de la gravedad. Esto corresponde al caso en donde la arteria se
extiende a lo largo de la dirección horizontal. En el modelo aqúı expuesto,
se consideran también arterias inclinadas o verticales, en donde el efecto
de la gravedad es importante. El modelo final se escribe como

@tA + @s(Au) = 0
@t(Au) + @s

�
↵Au2

�
+ A

⇢ @s(p) = �µQ� gA sin(✓(s)),
(2.2)

en donde ✓(s) es el ángulo que forma la arteria con respecto a la horizontal
en la posición por longitud de arco s. Las demás variables ya se definieron
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10CAPÍTULO 2. ELMODELOMACROSCÓPICO Y SUS PROPIEDADES

al principio del caṕıtulo.

Ahora bien, para incluir el efecto de la presión transmural (por módulo
de Young) en el modelo, se parte de la forma obtenida en (Čanić y Kim,
2003) para ésta, basada en el “independent ring model”, donde se consi-
dera el hecho de que el radio del vaso cambia más lentamente a presiones
sangúıneas mayores, introduciendo el parámetro �:

p = Go(s)

 ✓
A

Ao(s)

◆�
2

� 1

!
,

donde � > 1 indica la respuesta no lineal de las paredes a la tensión-
deformación. Un � mayor (� ! 1) corresponde a paredes ŕıgidas de las
arterias. Se ha reportado (Čanić y Kim, 2003) que � = 2 provee una “buena
aproximaciónçon datos experimentales. Aśı, utilizando este valor para �,
se tiene que

@s(p) = @s
⇣⇣

Go(s)
Ao(s)

⌘
A�Go(s)

⌘
= K@s(A)�G0

o(s), (2.3)

donde K = Go(s)/Ao(s) se supone constante. Luego,

A
⇢ @s(p) = K

⇢ A@s(A) � G0
o(s)
⇢ A = @s

⇣
K
⇢

A2

2

⌘
� G0

o(s)
⇢ A. (2.4)

Aśı, el modelo macroscópico para el problema presentado queda, en forma
conservativa, como:

@tA + @s(Au) = 0

@t(Au) + @s
⇣
↵Au2 + K

2⇢A
2
⌘

= �µQ+ G0
o(s)
⇢ A� gA sin(✓(s)).

(2.5)
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2.2. FORMA CUASI-LINEAL 11

2.2. Forma cuasi-lineal

Las propiedades hiperbólicas del modelo se pueden encontrar escribiendo
el sistema en forma cuasi-lineal, como lo indica la siguiente proposición.

Proposición 1. El sistema (2.5) se puede escribir en forma cuasi-lineal
como

@t

✓
A
Au

◆
+

✓
0 1

c2 � u2 2↵u

◆✓
A
Au

◆

s

=

 
0

�µQ+ G0
o(s)
⇢ A� gA sin(✓(s))

!
,

(2.6)
donde

c =

s
K

⇢
A. (2.7)

Además, los eigenvalores y eigenvectores están dados por

�1 = ↵u�
p
↵(↵� 1)u2 + c2, �2 = ↵u+

p
↵(↵� 1)u2 + c2,

y

~r1 =

✓
1
�1

◆
, y ~r2 =

✓
1
�2

◆
,

respectivamente.

Demostración. Primero, se escribe la parte izquierda del sistema en térmi-
nos de las variables conservadas A y Q = Au. Aśı, se tiene que

@tA + @s(Au) = @tA + @sQ

@t(Au) + @s
⇣
↵Au2 + K

2⇢A
2
⌘

= @t(Q) + @s

✓
↵
Q2

A
+ K

2⇢A
2

◆
.

(2.8)

Ahora, nótese que @sQ = 0 · @sA+ 1 · @sQ. Por otro lado, se tiene que
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12CAPÍTULO 2. ELMODELOMACROSCÓPICO Y SUS PROPIEDADES

@s

✓
↵
Q2

A
+ K

2⇢A
2

◆
= @s(↵

Q2

A
) +

K

2⇢
2A@sA

= ↵
2QAQs �Q2As

A2
+

K

⇢
AAs

= ↵(2uQs � u2As) +
K

⇢
AAs

= 2↵uQs + (
K

⇢
A� ↵u2)As

= (c2 � ↵u2)As + 2↵uQs,

(2.9)

donde c2 =
K

⇢
A. Luego,

✓
0 1

c2 � ↵u2 2↵u

◆
= J, (2.10)

es la matriz jacobiana del sistema. Por lo tanto, el sistema (2.5) se puede
escribir en forma cuasi-lineal como

@t

✓
A
Au

◆
+

✓
0 1

c2 � ↵u2 2↵u

◆✓
A
Au

◆

s

=

 
0

�µQ+ G0
o(s)
⇢ A� gA sin(✓(s))

!
,

(2.11)
donde

c =

s
K

⇢
A.

Ahora, se calculan los eigenvalores y eigenvectores del sistema, es decir, se
necesitan obtener los eigenvalores y eigenvectores de la matriz jacobiana J .

Se tiene entonces que el polinomio caracteŕıstico de la matriz J es:
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2.2. FORMA CUASI-LINEAL 13

det(J � �I) =

����
�� 1

c2 � ↵u2 2↵u� �

����

= �2 � 2↵u�+ ↵u2 � c2.
(2.12)

Resolviendo, se obtiene que los eigenvalores están dados por

�1 = ↵u�
p
↵(↵� 1)u2 + c2,�2 = ↵u+

p
↵(↵� 1)u2 + c2. (2.13)

Luego, solucionando J · ~r1 = �1 ~r1, resulta:

✓
0 1

c2 � ↵u2 2↵u

◆✓
x1
y1

◆
= �1

✓
x1
y1

◆

✓
0 y1

(c2 � ↵u2)x1 2↵uy1

◆
=

✓
�1x1
�1y1

◆

.

(2.14)

El cual es un sistema de ecuaciones con infinitas soluciones de la forma
~r1 = ( 1

�1
). Análogamente, las soluciones del sistema J · ~r2 = �2 ~r2, son de

la forma ~r2 = ( 1
�2

). Aśı, los eigenvectores son ~r1 = ( 1
�1

) y ~r2 = ( 1
�2

).

Nótese entonces que los eigenvalores del sistema (2.6) siempre son reales,
ya que ↵ � 1. Además, los eigenvectores forman siempre una base pues
son linealmente independientes, salvo cuando

p
↵(↵� 1)u2 + c2 = 0, i.e.,

cuando ↵(↵ � 1)u2 = 0 y c2 = K
⇢ A = 0, o sea, es necesario que ↵ =

1 o u = 0, y al mismo tiempo A = 0. Por tanto, para que los vectores no
formen una base, es necesario que A = 0, es decir, que la arteria colapse,
lo cual no pasa en el presente estudio. Aśı, se concluye que las propiedades
hiperbólicas del sistema solamente se pierden cuando la arteria colapsa,
algo que no es posible en este trabajo.
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14CAPÍTULO 2. ELMODELOMACROSCÓPICO Y SUS PROPIEDADES

2.3. Estados estacionarios

Un estado estacionario se refiere a una solución que es independiente del
tiempo. Por un lado, las simulaciones de la hemodinámica de estados en
movimiento proveen de información muy acertada en cuanto al movimiento
del flujo sangúıneo en arterias, y pueden ser utilizadas para el diagnóstico
apropiado de personas con aneurismas intracraneales. Sin embargo, los es-
tados estacionarios, que simulan movimiento de flujo sangúıneo en arterias
que no depende del tiempo, también pueden llegar a ser de ayuda para cier-
tos problemas en condiciones espećıficas, con la gran ventaja de un costo
computacional menor (Geers et al., 2010).

Proposición 2. Las soluciones de clase C1 estacionarias del sistema (2.5)
están dadas por las siguientes condiciones

Q = Au = const., @sE = �µ
Q

A
, (2.15)

donde Q es la descarga , E = ↵
2u

2 + p
⇢ + gz es la enerǵıa del sistema,

z =
R s
so
sin(✓(s))ds es la elevación a partir de una altura referencial, y

so = 0 corresponde al extremo izquierdo de la arteria. En particular, la
enerǵıa del sistema es constante cuando µ = 0.

Demostración. Para la prueba se utilizará la forma primitiva del sistema,
es decir, como se muestra en (2.2). Dado que se están buscando soluciones
estacionarias, éstas no dependen del tiempo, y entonces @tA = @t(Au) = 0.
Aśı, de la primera ecuación del sistema (2.2), se deduce

@s(Au) = 0 ) Au = Q = const.

Además, de la segunda ecuación se tiene que
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2.3. ESTADOS ESTACIONARIOS 15

@s
�
↵Au2

�
+ A

⇢ @s(p) = �µQ� gA sin(✓(s))

↵Au@su+ A
⇢ @sp+ µQ+ gA sin(✓(s)) = 0

A@s
⇣
↵u2

2 + p
⇢ + g

R s
s0
sin(✓(s0))ds0

⌘
+ µQ = 0

@s
⇣
↵u2

2 + p
⇢ + g

R s
s0
sin(✓(s0))ds0

⌘
= �µ

Q

A
.

(2.16)

Como E = ↵u2

2 + p
⇢+g

R s
s0
sin(✓(s0))ds0, se concluye que las soluciones suaves

estacionarias del sistema (2.5) están dadas por

Q = Au = const., @sE = �µ
Q

A
. (2.17)

Además, si el término de fricción µ es igual a 0, entonces @sE = 0 y por lo
tanto la enerǵıa del sistema, E, es constante.

Nótese que de la igualdad @sE = �µQ
A , se deduce que cuando µ > 0,

es decir, cuando se tiene fricción, en los estados estacionarios suaves la
enerǵıa del sistema está en función de s. Esto implica que va creciendo
en aquellos puntos en donde u < 0, i.e. donde la velocidad es negativa, y
decreciendo en aquellos puntos en donde u > 0, cuando se tiene velocidad
positiva. Además, estados estacionarios discontinuos se pueden dar si las
condiciones iniciales tienen un salto, en cuyo caso los estados estacionarios
estarán conectados en los puntos donde se satisfagan las condiciones de
Rankine-Hugoniot, las cuales se explican en la próxima sección.

Se dice que un estado estacionario está en reposo si su velocidad axial se
anula (u = 0). Matemáticamente, de (2.16) se puede ver que cuando µ = 0,
el estado estacionario en reposo del sistema satisface:

u = 0, Go(s)

✓
A

Ao
� 1

◆
+ g⇢z(s) = const. (2.18)
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16CAPÍTULO 2. ELMODELOMACROSCÓPICO Y SUS PROPIEDADES

En particular, un estado estado estacionario en reposo para arterias hori-
zontales (✓ = 0) está dado por las condiciones:

u = 0, A = Ao(s). (2.19)

Corolario 3. Supóngase que µ > 0 y ✓ = 0. Si los parametros Ao y Go

son constantes (independientes de s), entonces las soluciones estacionarias
suaves satisfacen

Q = Const. , ↵Au2 +A
Go

2⇢

A

Ao
+ µQ s = Const. (2.20)

Demostración. Es posible retomar la prueba de la proposición (2) hasta
una de las ecuaciones de donde se deduce (2.16). De ah́ı, se tiene:

0 = ↵Au@su+ A
⇢ @sp+ µQ+ gA sin(✓(s))

= �↵uuAs +
A
⇢ @sp+ µQ+ gA sin(✓(s))

= �↵
Q2

A2
As +

A

⇢

Go

Ao
As + µQ

= @s

✓
�↵Q2A�1

�1 + Go
⇢Ao

A2

2
+ µQs

◆

= @s

✓
↵Au2 +AGo

2⇢

A

Ao
+ µQs

◆

.

(2.21)

Luego, se concluye que en este caso, las soluciones suaves estacionarias
satisfacen

Q = Const. , ↵Au2 +A
Go

2⇢

A

Ao
+ µQ s = Const. (2.22)
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2.4. SOLUCIÓN AL PROBLEMA DE RIEMANN 17

2.4. Solución al Problema de Riemann

El estudio de una ley de conservación en conjunto con una condición inicial
constante a trozos, con una sola discontinuidad, se conoce como problema
de Riemann (LeVeque, 1992). Para el caso general, el problema de Riemann
asociado a la ley de conservación hiperbólica escalar ut + (f(u))x = 0, está
dado por:

8
>>>><

>>>>:

ut + f 0(u)ux = 0, t � 0, �1 < 0 < 1

u(x, 0) =

8
<

:

ul, x < 0

ur, x � 0.

2.4.1. Soluciones débiles a leyes de conservación escalares

En este problema, la forma de las soluciones u(x, t) que son constantes e
independientes del tiempo, depende de la relación entre f 0(ul) y f 0(ur).

Caso 1: f 0(ul) > f 0(ur):

En este caso, aplicando el método de las caracteŕısticas para el espacio fase
xt, se tiene que éstas son de la forma: x(t) = f 0(u0(x0))t+ x0. Luego, por
estabilidad, una onda de choque aparece en la solución, pues las curvas
caracteŕısticas convergen. Existe además una relación entre la velocidad
de choque y los estados ul y ur, llamada Condición de salto de Rankine-
Hugoniot : f(ul) � f(ur) = s(ul � ur), donde s representa la velocidad de
choque para pasar de ul a ur, i.e., la pendiente de la curva en el espacio fase
xt para pasar de ul a ur. Se dice que la onda de choque que se propaga a

velocidad s satisface la condición de entroṕıa si: f 0(ul) �
f(ul)� f(ur)

ul � ur
=

s � f 0(ur), lo cual ocurre cuando f es convexa. Para este caso, dicha
condición siempre se cumple. Por lo tanto, la solución u en este caso es de
la forma:
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18CAPÍTULO 2. ELMODELOMACROSCÓPICO Y SUS PROPIEDADES

u(x(t), t) =

8
<

:

ul, x < st

ur, x � st.

Caso 2: f 0(ul) < f 0(ur):

En este caso, la discontinuidad que se propaga en el tiempo no forma
una onda de choque, ya que de aśı hacerlo, no satisfaceŕıa la condición
de entroṕıa. Siguiendo la idea de “suavizar un poco” la condición ini-
cial (perturbarla), se necesita construir una solución en la zona intermedia
f 0(ul) < x

t < f 0(ur), de tal forma que la solución sea constante en cada
ĺınea x/t = ⇠ (donde ⇠ es constante) de rarefacción. Esto implica que la solu-
ción es función de x/t en esa zona: u(x/t) = !

�
x
t

�
para f 0(ul) <

x
t < f 0(ur).

Luego, sustituyendo en la ecuación, se tiene:

!(x/t)t + f 0(!(x/t))!(x/t)x = 0

�x!0(x/t)

t2
+

!0(x/t)f 0(!(x/t))

t
= 0

�(x/t)!0(x/t) + !0(x/t)f 0(!(x/t)) = 0

f 0(!(⇠))!0(⇠) = ⇠!0(⇠).

(2.23)

Se supone que !0(⇠) 6= 0, pues de no ser aśı la solución seŕıa constante; aśı

f 0(!(⇠)) = ⇠.

Ahora, si se supone que f es cóncava o convexa, entonces f 0 es creciente o
decreciente, y por lo tanto es invertible, entonces

!(⇠) = (f 0)�1(⇠).

Luego, la solución u para este caso queda de la forma:
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2.4. SOLUCIÓN AL PROBLEMA DE RIEMANN 19

u(x(t), t) =

8
>>>>><

>>>>>:

ul, x < f 0(ul)t

(f 0)�1
⇣x
t

⌘
, f 0(ul)t  x < f 0(ur)t

ur, x � f 0(ur)t,

en donde se tiene continuidad en la solución ya que (f 0)�1
�
x
t

�
= ul cuando

x = f 0(ul)t, y de manera similar, (f 0)�1
�
x
t

�
= ur cuando x = f 0(ur)t.

2.4.2. Caso 2-D para las arterias

Las soluciones para el sistema (2.5) no siempre se pueden calcular de forma
general. Sin embargo, es posible calcular las soluciones para el problema
de Riemann utilizando los valores ↵ = 1, Go = cte, ✓ = 0 y µ = 0. Esto
elimina los términos fuente del sistema y lo deja en forma de una ley de
conservación. Aśı, el sistema (2.5) queda como:

@tA + @s(Au) = 0

@t(Au) + @s
⇣
Au2 + K

2⇢A
2
⌘

= 0.
(2.24)

Cabe resaltar que el problema de Riemann realmente no tiene un signi-
ficado f́ısico directo en la hemodinámica de las arterias. Sin embargo, las
soluciones exactas a este problema permiten comparar la precisión del es-
quema expuesto. Los siguientes resultados ya se conocen, pero se explicarán
para el caso del sistema trabajado aqúı.

Ondas de choque

Para este problema, las condiciones de salto de Rankine-Hugoniot impli-
caŕıan que:

�(Au) = s̃�A

�
⇣
Au2 + K

2⇢A
2
⌘

= s̃�(Au),
(2.25)
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20CAPÍTULO 2. ELMODELOMACROSCÓPICO Y SUS PROPIEDADES

en donde �W = Wr�Wl implica una diferencia entre dos estados iniciales.
Luego, dos estados Wl = (Al, Alul) y Wr = (Ar, Arur) estarán conectados
por una onda de choque si existe s̃ tal que se satisfagan las condiciones
(2.25). La pregunta es, entonces, dado un estado inicial Wr, cómo determi-
nar estados Wl que estén conectados con él mediante una onda de choque.

Primero, nótese que �(Au) se puede ver como

�(Au) = A⌘�u+ u⌘�A,

donde q⌘ = ⌘ql + (1 � ⌘)qr y q⌘ = (1 � ⌘)ql + ⌘qr denotan promedios
ponderados (sumas convexas), para ⌘ un parámetro que está entre 0 y 1.
A saber,

A⌘�u+ u⌘�A = (⌘Al + (1� ⌘)Ar) (ur � ul)

+ ((1� ⌘)ul + ⌘ur) (Ar �Al)

= ⌘Alur � ⌘Alul +Arur �Arul � ⌘Arur + ⌘Arul

+ulAr � ulAl � ⌘ulAr + ⌘ulAl + ⌘urAr � ⌘urAl

= Arur �Alul

= �(Au).
(2.26)

Luego, A⌘�u + u⌘�A = s̃�A (por Rankine-Hugoniot). Por otro lado,
nótese que

@s(Au2) = @s

✓
Q2

A

◆
=

2QQsA�Q2As

A2
= 2uQs � u2As.

(2.27)

Discretizando:

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



2.4. SOLUCIÓN AL PROBLEMA DE RIEMANN 21

�(Au2) = 2ũ�(Au)� ũ2�A

) �Aũ2 � 2�(Au)ũ+�(Au2) = 0.
(2.28)

Aśı,

ũ =
2�(Au)±

p
4(�(Au))2 � 4(�A)�(Au2)

2�A

=
�(Au)±

p
(�(Au))2 � (�A)�(Au2)

�A
.

(2.29)

Pero

(�(Au))2 � (�A)�(Au2) = (Arur �Alul)
2 � (Ar �Al)

�
Aru2r �Alu2l

�

= A2
ru

2
r � 2ArAlurul +A2

l u
2
l

�A2
ru

2
r +ArAlu2l +AlAru2r �A2

l u
2
l

= ArAl(ur � ul)2.
(2.30)

Por tanto,

ũ =
�(Au)±

p
ArAl(ur � ul)

�A

=
Arur �Alul ±

p
ArAl(ur � ul)

Ar �Al

=

p
Arur(

p
Ar ±

p
Al)�

p
Alul(

p
Al ±

p
Ar)

(
p
Ar �

p
Al)(

p
Ar +

p
Al)

.

(2.31)

Tomando el signo � (para tener una verdadera aproximación), ũ queda
como:
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22CAPÍTULO 2. ELMODELOMACROSCÓPICO Y SUS PROPIEDADES

ũ =

p
Arur +

p
Alulp

Ar +
p
Al

=

p
Alp

Ar +
p
Al

ul +

✓
1�

p
Alp

Ar +
p
Al

◆
ur

= u⌘̃,

(2.32)

donde ⌘̃ =

p
Alp

Ar +
p
Al

. Luego,

�
⇣
Au2 + K

2⇢A
2
⌘

= 2ũ�(Au)� ũ2�A+
K

⇢
Ā�A = s̃�(Au),

(2.33)

en donde Ā = Al+Ar
2 , y la segunda igualdad viene de las condiciones de

salto de Rankine-Hugoniot. Pero, también por Rankine-Hugoniot, se tiene
que �(Au) = s̃�A, entonces, sustituyendo:

2ũs̃�A� ũ2�A+
K

⇢
Ā�A = s̃2�A

) s̃2 � 2ũs̃+ ũ2 � K
⇢ Ā = 0

) (s̃� ũ)2 = K
⇢ Ā,

(2.34)

en donde se ha podido dividir por �A ya que si �A = 0, entonces �(Au) =
0 y por lo tanto se tiene un estado sin saltos, es decir, no podŕıa formarse

una onda de choque. Por tanto, s̃ = ũ±
q

K
⇢ Ā. Por otro lado, la matriz de

coeficientes (2.10) en este caso en particular (↵ = 1), está dada por:

M =

✓
0 1

c2 � u2 2u

◆
, (2.35)
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2.4. SOLUCIÓN AL PROBLEMA DE RIEMANN 23

en donde c2 = K
⇢ A, y los eigenvalores del sistema vienen dados por las

expresiones (2.13), que en este caso en particular se reducen a �1 = u �
c,�2 = u + c. Entonces, nótese que s̃ = ũ ±

q
K
⇢ Ā es una aproximación a

los eigenvalores del sistema, ya que ũ es una aproximación de u y
q

K
⇢ Ā es

una aproximación de c. Aśı, cada posible valor para la velocidad de la onda
de choque s̃, se corresponde con un eigenvalor. Entonces, se tiene a una
primera familia para las ondas de choque (por la izquierda), asociadas a
la condición de Rankine-Hugoniot que a su vez está asociada al eigenvalor
�1, y a una segunda familia para las ondas de choque (por la derecha),
asociadas a la condición de Rankine-Hugoniot que a su vez está asociada
al eigenvalor �2.

Ahora, nótese que, en particular, para ⌘̃ =

p
Alp

Ar +
p
Al

,

�(Au) = A⌘̃�u+ u⌘̃�A

= (⌘̃Al + (1� ⌘̃)Ar)(ur � ul)

+((1� ⌘̃)ul + ⌘̃ur)(Ar �Al)

= ((1� ⌘̃)Al + ⌘̃Ar)(ur � ul)

+(⌘̃ul + (1� ⌘̃)ur)(Ar �Al)

= A⌘̃�u+ u⌘̃�A,

(2.36)

en donde la tercera igualdad se sigue del hecho de que la igualdad �(Au) =
A⌘�u+ u⌘�A se satisface 8⌘ 2 (0, 1). Entonces,

1� ⌘̃ =

p
Arp

Ar +
p
Al

, u⌘̃ =

p
Alul +

p
Arurp

Ar +
p
Al

,

A⌘̃ =

p
ArAl +

p
AlArp

Ar +
p
Al

=
p
AlAr.

(2.37)
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24CAPÍTULO 2. ELMODELOMACROSCÓPICO Y SUS PROPIEDADES

Luego,

�(Au) = ũ�A+
p
AlAr�u

) s̃�A = ũ�A+
p
AlAr�u

)
p
AlAr�u = s̃�A� ũ�A

= (s̃� ũ)�A

= ±
r

K

⇢
Ā�A

) �u = ±

r
K

⇢
Ā

p
AlAr

�A.

(2.38)

Entonces, dado un estado inicial (Ar, Arur), solamente se necesita espećıfi-
car Al para aśı poder calcular Ā,

p
AlAr,�A, y con esta información ob-

tener �u con la expresión que se obtuvo en (2.38). Una vez obtenido �u,
dado que ya se tiene ur, es posible despejar para encontrar ul, y de esta
forma ya se encontró un estado (Al, Alul) que se conecta con el estado
inicial (Ar, Arur) mediante una onda de choque.

Además, para que la onda de choque sea estable, se necesita asimismo la
convergencia de las curvas caracteŕısticas para ese eigenvalor, ya sea la pri-
mera o la segunda familia. Por tanto, para que las curvas caracteŕısticas
converjan, se requiere que ul ± cl > ur ± cr, es decir, que el eigenvalor en
el estado de la izquierda (que es la velocidad de las curvas caracteŕısti-
cas en ese estado), sea mayor al eigenvalor en el estado de la derecha; de
esta forma, las curvas caracteŕısticas a la izquierda de la onda de choque
“alcanzan.a las curvas caracteŕısticas de la derecha.

También, mediante manipulaciones algebraicas se puede ver que en este
caso, es necesario para que las condiciones de entroṕıa se satisfagan, las
siguientes condiciones:
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2.4. SOLUCIÓN AL PROBLEMA DE RIEMANN 25

Al < Ar, para la primera familia (�1),

Al > Ar, para la segunda familia (�2).
(2.39)

De esta forma, a modo de resumen, dado un estado inicial (Ar, Arur),
solamente se necesita espećıficar Al utilizando las desigualdades (2.39),
dependiendo de si se quiere generar una onda de choque para la primera
familia (a la izquierda) o para la segunda (a la derecha). Una vez hecho
esto, se calcula �u con la expresión que se obtuvo en (2.38), en donde
se utilizará el signo � para una onda de choque de la primera familia,
o el signo + para una onda de choque de la segunda familia. Se despeja
ul de �u, y de esta forma se obtiene un estado (Al, Alul) que se conecta
con el estado inicial (Ar, Arur) mediante una onda de choque. Además, la

velocidad de dicha onda de choque está dada por s̃ = ũ±
q

K
⇢ Ā, en donde

el signo va a depender de si se está tratando con una onda de choque para
la primera familia (a la izquierda, se utiliza el signo �), o con la segunda
(a la derecha, se utiliza el signo +).

Ondas de rarefacción

Nuevamente en este caso, se tiene el propósito de, dado un estado inicial
Wr = (Ar, Arur), construir un estado inicial Wl = (Ar, Arur) conectado
con Wr mediante una onda de rarefacción, y calcular la solución en esa
zona. Al igual que con el caso unidimensional de rarefacción, para este

problema se supondrá que la solución W =

✓
A
Au

◆
es una función de s

t = ⇠

sobre la zona de rarefacción, i.e., W = ~!( st ) = ~!(⇠). En general, se está
resolviendo el sistema

@tW + @s(F (W )) = 0. (2.40)

Luego,
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26CAPÍTULO 2. ELMODELOMACROSCÓPICO Y SUS PROPIEDADES

@tW = ~!0(⇠)
⇣
� s

t2

⌘
,

@s(F (W )) = M(W )~!0(⇠)

✓
1

t

◆
.

(2.41)

Sumando las dos igualdades anteriores y utilizando (2.40), se llega a

M(W )~!0(⇠) =
⇣s
t

⌘
~!0(⇠) = ⇠~!0(⇠). (2.42)

Por lo tanto,

M(~!0(⇠))~!0(⇠) = ⇠~!0(⇠),

de donde se concluye que ⇠ es eigenvalor de M(W ), y ~!0(⇠) es eigenvector

de M(W ). Luego, ⇠ = u(⇠)± c(⇠), y, denotando ~!0(⇠) =

✓
�(A)
�(Au)

◆
, se tiene

que ~!0(⇠) =

✓
�(A)
�(Au)

◆
⇠
✓

1
u(⇠)± c(⇠)

◆
, donde ⇠ significa que los vectores

son proporcionales. Aśı,
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2.4. SOLUCIÓN AL PROBLEMA DE RIEMANN 27

�(Au)

�(A)
=

u(⇠)± c(⇠)

1

) �(Au) = (u(⇠)± c(⇠))�(A)

) u�(A) +A�(u) = u�(A)± c�(A)

) �(u) = ± c

A
�(A)

) �(u) = ±
r

K

⇢
A(� 1

2 )�(A)

= ±
r

K

⇢
�

 
A(� 1

2 )

1/2

!

= ±�

✓
2

r
K

⇢
A

◆

= ±� (2c)

) �(u⌥ 2c) = 0.

(2.43)

Por lo tanto, para la primera familia (�1 = u � c), u + 2c es invariante, y
para la segunda familia (�2 = u+c), u�2c es invariante. Además, mediante
manipulaciones algebraicas, se puede ver que en este caso se necesita para
la estabilidad que:

Al > Ar, para la primera familia (�1),

Al < Ar, para la segunda familia (�2).
(2.44)

Aśı, el procedimiento para encontrar un estado Wl conectado con Wr me-
diante una onda de rarefacción seŕıa el siguiente: dados (Ar, Arur), se puede
espećıficar Al de tal forma que se satisfagan las desigualdades (2.44) depen-
diendo de para qué familia se está encontrando una onda de rarefacción.
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28CAPÍTULO 2. ELMODELOMACROSCÓPICO Y SUS PROPIEDADES

Posteriormente, se obtiene cl mediante el cálculo cl =

r
K

⇢
Al, y se utiliza

la invariante encontrada u+ 2c o u� 2c según sea el caso, para calcular ul
como sigue:

ul + 2cl = ur + 2cr, para la primera familia (�1),

ul � 2cl = ur � 2cr, para la segunda familia (�2).
(2.45)

En donde ha sido posible usar la invariante en la frontera de la zona de
rarefacción por continuidad. Con esto, ya se tiene una técnica para encon-
trar estados Wl conectados mediante una onda de rarefacción a un estado
inicial Wr dado. Ahora, la interrogante es, qué sucede dentro de la onda de
rarefacción, es decir, cuál es la solución en esa zona. Para encontrarla, pri-
mero se usan las invariantes u+2c y u�2c dentro de esta zona según sea el
caso para cada familia, obteniéndose aśı la ecuación u(⇠)⌥2c(⇠) = ur⌥2cr.
Además, recuérdese que ⇠ = u(⇠)± c(⇠) ) �⇠ = �u(⇠)⌥ c(⇠). Aśı,

⌥3c(⇠) = �⇠ + ur ⌥ 2cr

) c(⇠) = ⌥1

3
(�⇠ + ur ⌥ 2cr)

= ±1

3
(⇠ � ur ± 2cr).

(2.46)

Y, por otro lado, c(⇠) =

r
K

⇢
A(⇠). Igualando y despejando A(⇠), se tiene:

A(⇠) =
⇢

K

1

9
(⇠ � ur ± 2cr)2, (2.47)

es el valor de A(⇠) para ⇠l  ⇠  ⇠r, donde ⇠l = ul ± cl, ⇠r = ur ± cr. Para
obtener u(⇠), se hace uso de:
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2.4. SOLUCIÓN AL PROBLEMA DE RIEMANN 29

u(⇠) = ⇠ ⌥ c(⇠) = ⇠ +
1

3
(�⇠ + ur ⌥ 2cr)

=
2

3
⇠ +

1

3
(ur ⌥ 2cr).

(2.48)

) La solución de rarefacción para las familias �1,2 = u± c, es:

A(s, t) =

8
><

>:

Al si s/t  ⇠l = (ul ± cl),
⇢

K

1

9

⇣s
t
� ur ± 2cr

⌘2
si ⇠l  s/t  ⇠r,

Ar si s/t � ⇠r = (ur ± cr),

u(s, t) =

8
><

>:

ul si s/t  ⇠l = (ul ± cl),
2

3

s

t
+

1

3
(ur ⌥ 2cr) si ⇠l  s/t  ⇠r,

ur si s/t � ⇠r = (ur ± cr).

Se debe notar que, dados cualesquiera estados iniciales Wl y Wr, la solución
al problema de Riemann consiste en dos ondas propagándose, con una
región asterisco (A⇤, A⇤u⇤) conectando ambas ondas. En el caso de una
onda por la izquierda, (Ar, Arur) es reemplazado por (A⇤, A⇤u⇤), mientras
que en el caso de una onda por la derecha, (Al, Alul) es reemplazado por
(A⇤, A⇤u⇤).
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30CAPÍTULO 2. ELMODELOMACROSCÓPICO Y SUS PROPIEDADES
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Caṕıtulo 3

Formulación microscópica
del modelo

En la presente sección se hará uso del modelo macroscópico descrito en la
sección anterior, y se construirá además una ecuación cinética (formulación
microscópica). Ésta estará basada en el trabajo de (Perthame y Simeoni,
2001), en donde se aplicó el esquema cinético al problema del modelamiento
del flujo de agua en ŕıos con un término fuente. Esto permitirá agregar al
modelo macroscópico los movimientos a nivel microscópico.

Asimismo, se procederá a construir un método numérico que sirva pa-
ra adaptar el esquema cinético al modelo del flujo sangúıneo, para des-
pués aplicarse al modelo macroscópico y obtener simulaciones numéricas.
En éstas, se analizarán la estabilidad, precisión y consistencia del método
numérico. Para la resolución propia del esquema, se hará uso del software
MATLAB, realizando el código del esquema numérico en dicho software.

Hablando de la formulación microscópica, se debe definir una densidad de
la distribución de part́ıculas M(s, t, ⇠) en el espacio fase (s, ⇠). Se supondrá
que existe equilibrio de Gibbs. Es decir, la densidad está dada por

M(s, t, ⇠) = M(A, ⇠ � u) =
p

A(s, t)�

 
⇠ � u(s, t)p

A(s, t)

!
,
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32 CAPÍTULO 3. FORMULACIÓN MICROSCÓPICA DEL MODELO

donde ⇠ representa la variable de momento. Siguiendo (Perthame y Simeoni,
2001), se define a � como

�(!) =
1

⇡
q

K
2⇢↵

 
1� 1

4

!2

K
2⇢↵

! 1
2

+

,

la cual satisface

�(!) = �(�!) � 0,

Z

R
�(!)d! = 1,

Z

R
!2�(!)d! =

K

2⇢↵
.

Las variables (A,Au) se conocen como las variables macroscópicas, mien-
tras que la densidad de part́ıculasM es la microscópica. Se puede demostrar
que las relaciones entre las cantidades microscópicas y macroscópicas están
dadas por

A =
R
RM(A, ⇠ � u)d⇠,

Au =
R
R ⇠M(A, ⇠ � u)d⇠,

Au2 + K
2⇢↵A

2 =
R
R ⇠2M(A, ⇠ � u)d⇠.

Se tiene entonces que la ecuación cinética se escribe como

@tM + ⇠ · @sM � (↵� 1) · @s@⇠(M⇠2)

�
⇣
g sin(✓(s))� G0

o(s)
⇢

⌘
@M
@⇠ � µ · @⇠(M⇠) = C(s, t, ⇠),

(3.1)

donde C(s, t, ⇠) es un término de colisión que satisface que para casi todo
(s, t),

Z

R
Cd⇠ = 0,

Z

R
⇠Cd⇠ = 0. (3.2)

Este término de colisión se ignora en cada paso de tiempo, después del cual
se vuelve a equilibrio de Gibbs.
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3.1. DERIVACIÓN DE LA ECUACIÓN DEL MODELO CINÉTICO 33

Es posible verificar que la ecuación cinética es correcta al integrar en el es-
pacio fase (s, ⇠) y obtener como resultado las ecuaciones de movimiento a
nivel macroscópico en su forma conservativa. Para la ecuación de la conser-
vación de masa, es necesario integrar la ecuación cinética respecto a ⇠ para
recuperarla, y en cuanto a la de balance de momento, se recupera multipli-
cando la ecuación cinética por ⇠ e integrando posteriormente respecto a ⇠.
Un hecho fundamental para que sea posible recuperar las ecuaciones a nivel
macroscópico integrando la ecuación cinética, es que la función M(s, t, ⇠),
al ser una distribución de velocidades de las part́ıculas en el espacio fase
(s, ⇠), se anula en 1 y �1.

3.1. Derivación de la ecuación del modelo cinético

La idea detrás del esquema cinético es considerar una formulación mi-
croscópica del modelo, que permita tomar en consideración los movimientos
a nivel microscópico de las part́ıculas. En (Perthame y Simeoni, 2001), se
construye una formulación microscópica de las ecuaciones de Saint-Venant
(un caso particular de las ecuaciones de aguas someras), utilizadas para
modelar el flujo de agua en ŕıos rectangulares ideales con un término fuen-
te.

Tomando como base entonces a (Perthame y Simeoni, 2001), en este trabajo
se realizó una formulación microscópica del modelo macroscópico (2.5). A
continuación se muestra una derivación de la ecuación cinética a la cual se
llegó (3.1).

Para considerar los efectos del movimiento de las part́ıculas a nivel mi-
croscópico, una primera idea es construir una ecuación, la ecuación cinéti-
ca, tal que al momento de integrarla con respecto a la variable de momento
⇠ sobre todo el dominio, se recuperen las ecuaciones macroscópicas. Nótese
que pensar en integrar la ecuación cinética tiene sentido, pues integrar so-
bre todo el dominio se puede entender como el efecto de considerar la suma
de todas las velocidades de las part́ıculas a nivel microscópico. En concre-
to, seŕıa útil que al momento de integrar la ecuación cinética respecto a ⇠,
se recuperara la primera ecuación del modelo macroscópico (2.5), es decir,
la conservación de masa, y que al multiplicar por ⇠ la ecuación cinética e
integrar posteriormente respecto a ⇠, se obtuviera la segunda ecuación, o
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34 CAPÍTULO 3. FORMULACIÓN MICROSCÓPICA DEL MODELO

sea, la ecuación del balance de momento.

Recuérdese ahora que las relaciones entre las cantidades microscópicas (M)
y macroscópicas (A,Au), obtenidas del equilibrio microscópico, están dadas
por

A =
R
RM(A, ⇠ � u)d⇠,

Au =
R
R ⇠M(A, ⇠ � u)d⇠,

Au2 + K
2⇢↵A

2 =
R
R ⇠2M(A, ⇠ � u)d⇠.

(3.3)

Siguiendo a (Perthame y Simeoni, 2001), una primera versión de la ecuación
cinética para el modelo presentado es:

@tM + ⇠ ·@sM �
✓
g sin(✓(s))� G0

o(s)

⇢

◆
@M

@⇠
�µ@⇠(⇠M) = C(s, t, ⇠), (3.4)

donde C(s, t, ⇠) es un término de colisión que satisface que para casi todo
(s, t), Z

R
Cd⇠ = 0,

Z

R
⇠Cd⇠ = 0.

Este término de colisión se ignora en cada paso de tiempo, después del cual
se vuelve a equilibrio de Gibbs.

Nótese que si se integra (3.4) respecto a ⇠, se recupera la ecuación de
conservación de masa. En efecto,

Z

R
@tMd⇠ = @t

Z

R
Md⇠ = @tA,

Z

R
⇠@sMd⇠ = @s

Z

R
⇠Md⇠ = @s(Au).

Además,
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3.1. DERIVACIÓN DE LA ECUACIÓN DEL MODELO CINÉTICO 35

R
R�

⇣
g sin(✓(s))� G0

o(s)
⇢

⌘
@M
@⇠ d⇠ = �

⇣
g sin(✓(s))� G0

o(s)
⇢

⌘ R
R

@M
@⇠ d⇠

= �
⇣
g sin(✓(s))� G0

o(s)
⇢

⌘
M |1�1

= 0,

R
R�µ@⇠(⇠M)d⇠ = �µ

R
R @⇠(⇠M)d⇠

= �µ(⇠M |1�1)

= 0.

Y al integrar el lado derecho de la ecuación, éste se anula por las propieda-
des del término de colisión C(s, t, ⇠) mencionadas en (3.2). Análogamente,
si se analiza el caso ↵ = 1, al multiplicar la ecuación (3.4) por ⇠ e integrar
respecto a ⇠, se obtiene la ecuación del balance de momento, es decir, la
segunda ecuación del modelo macroscópico.

Obsérvese que los cálculos anteriores son puramente consecuencia de las
relaciones (3.3), y de que la función M(s, t, ⇠), al ser una distribución de
velocidades de las part́ıculas en el espacio fase (s, ⇠), se anula en 1 y �1.

Sin embargo, seŕıa conveniente generalizar el valor de ↵ a un valor mayor o
igual a uno, en vez de un valor idénticamente uno. De esa forma, se estaŕıa
considerando una posible variabilidad en la distribución de la velocidad de
las part́ıculas en cada sección transversal. Esto es algo que no se realiza
en (Perthame y Simeoni, 2001), pues en las ecuaciones de Saint-Venant el
valor de ↵ se considera igual a 1, i.e., se estima que no hay variabilidad en
las velocidades de las part́ıculas en cada sección transversal del ŕıo.

Nótese que para lograr recuperar el coeficiente ↵ presente en la segunda
ecuación de (2.5), el término de interés en la ecuación cinética (3.4) es
⇠ · @sM , pues es de ese término de donde se recupera el término @s(Au2)
en el caso ↵ = 1. Luego, se intentará sumar otro término al término de
interés para lograr recuperar el coeficiente ↵ en la ecuación de balance de
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36 CAPÍTULO 3. FORMULACIÓN MICROSCÓPICA DEL MODELO

momento. Obsérvese que como M(s, t, ⇠) se anula en 1 y �1, entonces
H = k ·M donde k es una función de ⇠, también se anulará en 1 y �1.
Entonces,

Z

R
@⇠(H)d⇠ = 0,

Z

R
⇠@⇠(H)d⇠ = 0�

Z

R
Hd⇠.

De esta forma, sumando @⇠H al término de interés ⇠ · @sM , se mantiene
la ecuación de conservación de masa. Por tanto, para lograr recuperar el
coeficiente ↵ del término @s(↵Au2) presente en la ecuación de balance de
momento, seŕıa beneficioso que �

R
RHd⇠ fuera igual a @s((↵�1)Au2), pues

ya se tiene un término @s(Au) que se recupera del término ⇠ · @sM . Esto
último motiva a considerar k = ⇠2�, con � constante, un coeficiente de
ajuste que se calculará después. Además, como el término @s(↵Au2) en la
ecuación de balance de momento involucra una derivada con respecto a s,
esto sugiere considerar @s@⇠H en lugar de sólo @⇠H.

Aśı, el nuevo término de interés es ⇠ · @sM � @s@⇠(⇠2M�) = T , con las
relaciones

R
RM(A, ⇠ � u)d⇠ = A,

R
R ⇠M(A, ⇠ � u)d⇠ = Au,

R
R ⇠2M(A, ⇠ � u)d⇠ = Au2 + �A2,

(3.5)

con los coeficientes � y � por determinar. De esta forma,

Z

R
Td⇠ =

Z

R
⇠@s(M)d⇠ �

Z

R
@s@⇠(⇠

2M�)d⇠ = @s(Au)� 0 = @s(Au),

por lo que se mantiene la ecuación de conservación de masa. Por otro lado,
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3.2. ESTADOS ESTACIONARIOS A NIVEL MICROSCÓPICO 37

R
R ⇠Td⇠ =

R
R ⇠2@s(M)d⇠ � @s

R
R ⇠@⇠(⇠2M�)d⇠

= @s(Au2 + �A2)� @s(0�
R
R(⇠

2M�)d⇠)

= @s(Au2 + �A2 + �(Au2 + �A2))

= @s((1 + �)Au2 + �(1 + �)A2),

comparando coeficientes con el término que se quiere obtener, es decir,

@s
⇣
↵Au2 + K

2⇢A
2
⌘
, se tiene que 1+� = ↵ ) � = ↵�1, de donde �(1+�) =

�↵ = K
2⇢ ) � = K

2⇢↵ . Luego, sustituyendo el término ⇠ ·@sM de la ecuación

(3.4) por el término ⇠ · @sM � @s@⇠(⇠2M(↵ � 1)), es posible generalizar el
modelo macroscópico para un valor de ↵ � 1. Aśı, la ecuación cinética para
el modelo de interés queda como:

@tM + ⇠ · @sM � (↵� 1) · @s@⇠(M⇠2)

�
⇣
g sin(✓(s))� G0

o(s)
⇢

⌘
@M
@⇠ � µ · @⇠(M⇠) = C(s, t, ⇠).

(3.6)

3.2. Estados estacionarios a nivel microscópico

En esta sección se dará una demostración de que la formulación microscópi-
ca reconoce estados estacionarios del modelo macroscópico, como los que
se analizaron en el caṕıtulo anterior. Durante esta sección, se restringirá el
estudio al caso especial ↵ = 1 y µ = 0.

Primero, considérese la ecuación (3.6) en ausencia del término de Coriolis
y del término de fricción. Se tiene entonces la ecuación cinética:

@tM + ⇠ · @sM �
✓
g sin(✓(s))� G0

o(s)

⇢

◆
@M

@⇠
= C(s, t, ⇠), (3.7)
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38 CAPÍTULO 3. FORMULACIÓN MICROSCÓPICA DEL MODELO

en donde se ignora el término C(s, t, ⇠) en cada paso en el tiempo del méto-
do numérico, por el equilibrio de Gibbs. Nótese entonces que la ecuación
anterior se puede escribir como

@tM +

⇢
M ,

1

2
⇠2 +

Z ✓
g sin(✓(s))� G0

o(s)

⇢

◆
ds

�
= 0, (3.8)

en donde {f, g} denota el paréntesis de Poisson de f y g, y está dado por:

{f, g} = @sf@⇠g � @⇠f@sg. A la cantidad
1

2
⇠2 +

R ⇣
g sin(✓(s))� G0

o(s)
⇢

⌘
ds

se le conoce como la enerǵıa, E, del sistema, y está formada por la suma
de la enerǵıa cinética y la enerǵıa potencial. Entonces, se tiene que

@tM + {M,E} = 0. (3.9)

Para que la formulación microscópica reconozca estados estacionarios, seŕıa
útil que @tM = 0, es decir, que la densidad de part́ıculas M(s, t, ⇠) no cam-
bie con el tiempo. Luego, se busca que el paréntesis de Poisson entre M y
E se anule. Para esto se tiene la siguiente proposición:

Proposición 4. El paréntesis de Poisson {M,E} se anula si M = M(E),
i.e., M es función de E.

Demostración.

{M,E} = @sM@⇠E � @⇠M@sE

= M 0(E)@sE@⇠E �M 0(E)@⇠E@sE

= 0.

(3.10)

Ahora, se verá queM es función de E en presencia de un estado estacionario
en reposo.
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3.2. ESTADOS ESTACIONARIOS A NIVEL MICROSCÓPICO 39

Proposición 5. Si u = 0 y A = Ao(s), es decir, u y A están dados por las
condiciones de un estado estacionario en reposo para arterias horizontales
(y por tanto, ✓ = 0), entonces M es función de E .

Demostración. Se tiene que

M =
p
Ao�

⇣
⇠p
Ao

⌘

= 1

⇡
q

K
2⇢

p
Ao

✓
1� 1

4
1
K
2⇢

⇣
⇠p
Ao

⌘2◆ 1
2

+

= 1

⇡
q

K
2⇢

✓
Ao � 1

4
1
K
2⇢

⇠2
◆ 1

2

+

= M

✓
Ao � 1

4
1
K
2⇢

⇠2
◆

.

(3.11)

Y, por otro lado,
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40 CAPÍTULO 3. FORMULACIÓN MICROSCÓPICA DEL MODELO

E =
1

2
⇠2 +

R ⇣
g sin(✓(s))� G0

o(s)
⇢

⌘
ds

=
1

2
⇠2 � Go(s)

⇢ + Eo

=
1

2
⇠2 � K

⇢ Ao + Eo

=

 
1

4

1
K
2⇢

4
K

2⇢

!
1

2
⇠2 � K

⇢ Ao + Eo

=
K

⇢

 
1

4

1
K
2⇢

⇠2 �Ao

!
+ Eo

= �K

⇢

 
Ao �

1

4

1
K
2⇢

⇠2

!
+ Eo.

(3.12)

Tomando Eo = 0, se concluye que M es función de E.

Aśı, la formulación microscópica respeta el balance de los estados estacio-
narios en reposo del modelo macroscópico en arterias horizontales.
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Caṕıtulo 4

Método numérico: esquema
cinético

En este caṕıtulo se discutirá la obtención de un método numérico con for-
mulación microscópica, junto con su código, para su aplicación en el modelo
del flujo sangúıneo en arterias. Este trabajo servirá además como la primera
referencia que hace uso de un esquema cinético para estudiar el movimiento
del flujo sangúıneo en arterias, algo que por śı mismo resulta de gran valor.

4.1. Método Lax-Wendro↵ en 1D

Los métodos de diferencias finitas son útiles para producir aproximaciones
Un
j 2 Rm a la solución u(xj , tn) evaluada en una malla discreta de una

ecuación diferencial (LeVeque, 1992). Existen una gran cantidad de estos
métodos, los cuales se pueden clasificar en métodos expĺıcitos y métodos
impĺıcitos, métodos de un paso y métodos multi-paso, métodos de primer
orden, de segundo orden, de tercer orden, etc. Para el modelo presenta-
do, el método que resulta de mayor ayuda será el aśı llamado método de
Lax-Wendro↵, del cual se utilizará una variante, el método upwind de alta
resolución, que permitirá escapar de oscilaciones cerca de discontinuidades
durante simulaciones numéricas. En esta primera sección se analizará la
construcción y propiedades del método de Lax-Wendro↵ en una dimen-
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42 CAPÍTULO 4. MÉTODO NUMÉRICO: ESQUEMA CINÉTICO

sión, para posteriormente pasar al análisis del método en dos dimensiones
en la próxima sección, el cual será el que será útil en las simulaciones.

El método de Lax-Wendro↵ está basado en la expansión por series de Taylor
de la solución u(x, t) de la ecuación de advección ut + aux = 0 en el punto
(x, t+ k):

u(x, t+ k) = u(x, t) + k@tu(x, t) +
1

2
k2@2

t u(x, t) + ... (4.1)

ahora, observando que de la ecuación de advección se tiene que ut = �aux,
entonces

utt = �auxt

= �autx

= �a(�aux)x

= a2uxx,

(4.2)

por lo que (4.1) se transforma en

u(x, t+ k) = u(x, t)� ka@xu(x, t) +
1

2
k2a2@2

xu(x, t) + ... (4.3)

El método de Lax-Wendro↵ en una dimensión resulta de considerar sólo
los primeros tres términos de la ecuación anterior y de utilizar diferencias
finitas centradas para las derivadas que aparecen en ellos:

Un+1
j = Un

j � ⌫

2
(Un

j+1 � Un
j�1) +

⌫2

2
(Un

j�1 � 2Un
j + Un

j+1), (4.4)

donde ⌫ =
a�t

�x
. Se puede demostrar que este método tiene un error de

truncamiento ⌧n de segundo orden en el tiempo y en el espacio, a saber:
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4.1. MÉTODO LAX-WENDROFF EN 1D 43

Un+1
j � Un

j

�t
+ a

Un
j+1 � Un

j�1

2�x
� 1

2
a2�t

Un
j�1 � 2Un

j + Un
j+1

�x2
= 0. (4.5)

Reemplazando cada Un
j por la solución exacta correspondiente en ese punto,

y expandiendo por Serie de Taylor, se sigue que ⌧n es igual a:

⌧n =
1

�t


u(xj , tn) +�tut(xj , tn) +

�t2

2
utt(xj , tn)...� u(xj , tn)

�

+
a

2�x

h
u(xj , tn) +�xux(xj , tn) +

�x2

2 uxx(xj , tn) + ...

�u(xj , tn) +�xux(xj , tn)� �x2

2 uxx(xj , tn) + ...
i

� a2�t

2�x2

h
u(xj , tn)��xux(xj , tn) +

�x2

2 uxx(xj , tn)� ...

�2u(xj , tn) + u(xj , tn) +�xux(xj , tn) +
�x2

2 uxx(xj , tn) + ...
i

= ut(xj , tn) +
�t

2
utt(xj , tn) +O(�t2)

+aux(xj , tn) +O(�x2)

�a2�t

2
uxx(xj , tn) +O(�x2)

=
�t

2
(utt(xj , tn)� a2uxx(xj , tn)) +O(�t2) +O(�x2) +O(�x2)

= O(�t2) +O(�x2).
(4.6)

Para ver la estabilidad del método, se considerarán soluciones exponencia-
les, periódicas en x: Un

j = �neikxj , donde k es el número de onda. Luego,
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44 CAPÍTULO 4. MÉTODO NUMÉRICO: ESQUEMA CINÉTICO

�n+1eikxj = �neikxj � ⌫

2
(�neikxj+1 � �neikxj�1)

+
1

2
⌫2(�neikxj�1 � 2�neikxj + �neikxj+1),

(4.7)

dividiendo entre �neikxj , se obtiene

� = 1� ⌫

2
(eik�x � e�ik�x +

1

2
⌫2(e�ik�x � 2 + eik�x)

= 1� ⌫

2
(2i sin(k�x)) +

1

2
⌫2(2 cos(k�x)� 2)

= 1� ⌫2(1� cos(k�x))� i⌫ sin(k�x),

(4.8)

entonces, dado que kUn
j k = k�kn, para garantizar estabilidad es preciso

saber cuándo k�k  1, de tal suerte que la norma de la solución aproxima-
da no explote con el tiempo. Equivalentemente, se puede calcular cuándo
k�k2  1. Luego,

k�k2 � 1 =
⇥
(1� ⌫2(1� cos(k�x)))2 + ⌫2 sin2(k�x)

⇤
� 1

= 4⌫2(⌫2 � 1) sin(
k�x

2
)4.

(4.9)

Nótese que la expresión anterior es negativa o igual a cero si y sólo si ⌫2  1,
i.e., si y sólo si |⌫|  1. Por lo tanto, el método de Lax-Wendro↵ en una
dimensión es estable si |⌫|  1.

4.2. Método Lax-Wendro↵ en 2D

Se derivará ahora el método de Lax-Wendro↵ en dos dimensiones, de la mis-
ma forma que se derivó el de una dimensión. Se tiene entonces la ecuación
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4.2. MÉTODO LAX-WENDROFF EN 2D 45

de advección en dos dimensiones ut + aux + buy = 0. Luego,

utt = @t(�aux � buy)

= �a@xut � b@yut

= �a@x(�aux � buy)� b@y(�aux � buy)

= a2uxx + 2abuxy + b2uyy.

(4.10)

Haciendo k = �t, hx = �x, hy = �y en la expansión de la solución
u(x, y, t+�t) en serie de Taylor alrededor del punto (x, y, t), se sigue que:

u(x, y, t+ k) = u(x, y, t) + kut +
k2

2
utt +O(k3)

= u(x, y, t) + k(�aux � buy)

+
k2

2
(a2uxx + 2abuxy + b2uyy) +O(k3).

(4.11)

Entonces, en base a la expansión anterior, utilizando diferencias finitas de
segundo orden para aproximar las derivadas, se tiene:

Un+1
j,k = Un

j,k �
ak

2hx
(Un

j+1,k � Un
j�1,k)�

bk

2hy
(Un

j,k+1 � Un
j,k�1)

+
a2k2

2h2x
(Un

j+1,k � 2Un
j,k + Un

j�1,k)

+
abk2

4hxhy
(Un

j+1,k+1 � Un
j�1,k+1 � Un

j+1,k�1 + Un
j�1,k�1)

+
b2k2

2h2y
(Un

j,k+1 � 2Un
j,k + Un

j,k�1).
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46 CAPÍTULO 4. MÉTODO NUMÉRICO: ESQUEMA CINÉTICO

Luego, si ⌫x =
ak

hx
, ⌫y =

bk

hy
, se obtiene

Un+1
j,k = Un

j,k �
⌫x
2
(Un

j+1,k � Un
j�1,k)�

⌫y
2
(Un

j,k+1 � Un
j,k�1)

+
⌫2x
2
(Un

j+1,k � 2Un
j,k + Un

j�1,k)

+
⌫2y
2
(Un

j,k+1 � 2Un
j,k + Un

j,k�1)

+
⌫x⌫y
4

(Un
j+1,k+1 � Un

j�1,k+1 � Un
j+1,k�1 + Un

j�1,k�1).

(4.13)

Para ver la estabilidad del método, se considerarán nuevamente soluciones
exponenciales, periódicas en x e y: Un

j,k = �neikxxjeikyyk , donde kx y ky son
los números de onda. Luego,

�n+1eikxxjeikyyk = �neikxxjeikyyk � ⌫x
2
�neikxxjeikyyk(eikxhx � e�ikxhx)

�⌫y
2
�neikxxjeikyyk(eikyhy � e�ikyhy)

+
⌫2x
2
�neikxxjeikyyk(eikxhx � 2 + e�ikxhx)

+
⌫2y
2
�neikxxjeikyyk(eikyhy � 2 + e�ikyhy)

+
⌫x⌫y
4

�neikxxjeikyyk(eikxhxeikyhy � e�ikxhxeikyhy

�eikxhxe�ikyhy + e�ikxhxe�ikyhy).
(4.14)

Dividiendo entre �neikxxjeikyyk ,
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4.2. MÉTODO LAX-WENDROFF EN 2D 47

� = 1� ⌫x
2
2i sin(kxhx)�

⌫y
2
2i sin(kyhy)

+
⌫2x
2
2(cos(kxhx)� 1) +

⌫2y
2
2(cos(kyhy)� 1)

+
⌫x⌫y
4

(eikyhy(2i sin(kxhx))� e�ikyhy(2i sin(kxhx))).

(4.15)

Aśı,

� = 1� ⌫xi sin(kxhx)� ⌫yi sin(kyhy)

+⌫2x(cos(kxhx)� 1) + ⌫2y(cos(kyhy)� 1)

�⌫x⌫y(sin(kxhx) sin(kyhy)).

(4.16)

A diferencia del caso unidimensional, en este punto se vuelve complica-
do encontrar una expresión anaĺıtica para la estabilidad, que dependa del
valor de ⌫x y ⌫y. Sin embargo, numéricamente es posible encontrar la re-
gión de estabilidad del método, en función de ⌫x y ⌫y, como se muestra a
continuación:

Asimismo, es posible encontrar una condición CFL algebraica suficiente,
que describa una región que caiga dentro de la región de estabilidad y
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48 CAPÍTULO 4. MÉTODO NUMÉRICO: ESQUEMA CINÉTICO

sea similar a ésta, de tal forma que si se restringe a esta condición, se
obtiene un método estable. Dicha condición está dada por la ecuación
|⌫x|0.65 + |⌫y|0.65  1, y esta es la condición de estabilidad que se estará
usando en el presente trabajo. Esto también está representado en las gráfi-
cas anteriores, en la segunda figura, en donde se ha superpuesto la región de
estabilidad y la región delimitada por la condición CFL considerada. Como
se puede observar, dicha región está contenida en la región de estabilidad,
y además hace un muy buen trabajo en imitar su comportamiento “desde
dentro”; esto es importante, pues si se considerara una región demasiado pe-
queña, i.e., con mucho menor área que la región de estabilidad, aunque ésta
estuviera también contenida dentro de la región de estabilidad, derivaŕıa en
un tamaño de paso en el tiempo muy pequeño, y computacionalmente no
óptimo. Adicionalmente, aumentaŕıa significativamente la viscosidad, algo
que no es deseable. En este sentido, la condición CFL presentada no sólo
es suficiente, sino óptima.

4.3. Método upwind de alta resolución para la for-
mulación microscópica del modelo

Se ha visto ya que Lax-Wendro↵ es un método estable y de segundo orden,
y por lo tanto un buen candidato para utilizarlo al resolver numéricamen-
te la ecuación cinética. Sin embargo, los métodos de segundo orden (y de
orden mayor) tienen la desventaja de generar oscilaciones cerca de discon-
tinuidades. Por tal motivo, para resolver la ecuación cinética se utilizará el
llamado método upwind de alta resolución. Este es un método equivalente
al de Lax-Wendro↵ en regiones suaves, y por lo tanto también de segundo
orden en ellas, pero se reduce al método upwind de primer orden cerca de
discontinuidades, librándose aśı de las oscilaciones. La forma en que se con-
sigue esto es escribiendo al método de Lax-Wendro↵ como una suma entre
el método upwind de primer orden y una corrección de segundo orden, la
cual se anulará cerca de discontinuidades. Para lograr esto último, se utiliza
un limitador de flujo �(x), el cual es una función que va a multiplicar a
la corrección de segundo orden. Este limitador va a tener un valor de 1 en
regiones suaves, dejando aśı intacto el método de Lax-Wendro↵, pero muy
cercano a 0 en regiones cerca de discontinuidades, logrando aśı anular el
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efecto de la corrección de segundo orden y por lo tanto reduciéndose aśı al
método upwind de primer orden.

Existen muchos posibles limitadores de flujo en la literatura, sin embargo
en este trabajo se estará utilizando el limitador Superbee (LeVeque, 1992),
definido como �(✓) = máx[0,máx(mı́n(2✓, 1),mı́n(✓, 2))]. La forma en la
que se aplicará en el código es la siguiente: se partirá de la ecuación cinética
(3.6), la cual, en el caso cuando µ = 0 y ↵ = 1 (es decir, cuando no hay
fricción y el coeficiente de Coriolis es igual a 1, lo cual implica que la sangre
se desplaza a la misma velocidad en cada sección transversal) se reduce
a la ecuación de advección en dos dimensiones con coeficientes variables
@tM + a@sM + b@⇠M = 0, donde a = ⇠ y b = �

⇣
g sin(✓(s))� G0

o(s)
⇢

⌘
. Tal

como en la sección anterior, se considerará ⌫s =
a�t

�s
, ⌫⇠ =

b�t

�⇠
, donde

�t se calcula utilizando la condición CFL descrita en la sección anterior;
entonces,

�t =
0.9

h⇣
máx|a|
�s

⌘r
+
⇣
máx|b|
�⇠

⌘ri1/r ,

donde r = 0.65, el máximo de |a| se calcula sobre todos los ⇠ en cada paso
del tiempo, y el máximo de |b| se calcula sobre todos los s en cada paso
del tiempo. Luego, la manera de proceder para aplicar el método upwind
de alta resolución con el limitador superbee para actualizar la ecuación
cinética, es la siguiente.

Fórmula de actualización:
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50 CAPÍTULO 4. MÉTODO NUMÉRICO: ESQUEMA CINÉTICO

Mn+1
j,k = Mn

j,k � sign(a)⌫s
⇣
Mn

j,k �Mn
j�sign(a)1,k

⌘

�1

2
sign(a)⌫s (1� sign(a)⌫s)⇥

⇥
h⇣

Mn
j+1,k �Mn

j,k

⌘
�s,j,k �

⇣
Mn

j,k �Mn
j�1,k

⌘
�s,j�1,k

i

� sign(b)⌫⇠
⇣
Mn

j,k �Mn
j,k�sign(b)1

⌘

�1

2
sign(b)⌫⇠ (1� sign(b)⌫⇠)⇥

⇥
h⇣

Mn
j,k+1 �Mn

j,k

⌘
�⇠,k,j �

⇣
Mn

j,k �Mn
j,k�1

⌘
�⇠,k�1,j

i

+(DC)nj,k

en donde (DC)nj,k es un término que incorpora la contribución de los térmi-
nos con derivadas cruzadas, y está dado por:

(DC)nj,k =
⌫s⌫⇠
4

⇥�
Mn

j+1,k+1 �Mn
j,k+1

�
�s,j,k+1

�
�
Mn

j+1,k �Mn
j,k

�
�s,j,k

⇤
�⇠,k,j+ 1

2

+
⌫s⌫⇠
4

⇥�
Mn

j,k+1 �Mn
j�1,k+1

�
�s,j�1,k+1

�
�
Mn

j,k �Mn
j�1,k

�
�s,j�1,k

⇤
�⇠,k,j� 1

2

+
⌫s⌫⇠
4

⇥�
Mn

j+1,k �Mn
j,k

�
�s,j,k

�
�
Mn

j+1,k�1 �Mn
j,k�1

�
�s,j,k�1

⇤
�⇠,k�1,j+ 1

2

+
⌫s⌫⇠
4

⇥�
Mn

j,k �Mn
j�1,k

�
�s,j�1,k

�
�
Mn

j,k�1 �Mn
j�1,k�1

�
�s,j�1,k�1

⇤
�⇠,k�1,j� 1

2
.

(4.17)
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Los términos de la fórmula de actualización distintos de (DC)nj,k, corres-
ponden a los términos con derivadas de primer orden y derivadas cuadradas
en la ecuación (4.13). En ellos, está presente la función sign, pues recuérde-
se que a y b pueden cambiar de signo, dado que son variables dependientes

de ⇠ y s respectivamente, ya que a = ⇠ y b = �
⇣
g sin(✓(s))� G0

o(s)
⇢

⌘
.

Más aún, nótese que la función sign está bien definida, pues si a o b son
cero, entonces en la ecuación (4.13), los términos con a o b desaparecen
respectivamente.

En general, �⇤ = SuperBee(�⇤), donde:

Si a > 0:

�s,j,k =
Mn

j,k �Mn
j�1,k

Mn
j+1,k �Mn

j,k

, �s,j�1,k =
Mn

j�1,k �Mn
j�2,k

Mn
j,k �Mn

j�1,k

. (4.18)

Si a  0:

�s,j,k =
Mn

j+2,k �Mn
j+1,k

Mn
j+1,k �Mn

j,k

, �s,j�1,k =
Mn

j+1,k �Mn
j,k

Mn
j,k �Mn

j�1,k

. (4.19)

Si b > 0:

�⇠,k,j =
Mn

j,k �Mn
j,k�1

Mn
j,k+1 �Mn

j,k

, �⇠,k�1,j =
Mn

j,k�1 �Mn
j,k�2

Mn
j,k �Mn

j,k�1

. (4.20)

Si b  0:

�⇠,k,j =
Mn

j,k+2 �Mn
j,k+1

Mn
j,k+1 �Mn

j,k

, �⇠,k�1,j =
Mn

j,k+1 �Mn
j,k

Mn
j,k �Mn

j,k�1

. (4.21)

Si a > 0:
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�s,j,k+1 =
Mn

j,k+1 �Mn
j�1,k+1

Mn
j+1,k+1 �Mn

j,k+1

, �s,j�1,k+1 =
Mn

j�1,k+1 �Mn
j�2,k+1

Mn
j,k+1 �Mn

j�1,k+1

,

(4.22)

�s,j,k�1 =
Mn

j,k�1 �Mn
j�1,k�1

Mn
j+1,k�1 �Mn

j,k�1

, �s,j�1,k�1 =
Mn

j�1,k�1 �Mn
j�2,k�1

Mn
j,k�1 �Mn

j�1,k�1

.

(4.23)

Si a  0:

�s,j,k+1 =
Mn

j+2,k+1 �Mn
j+1,k+1

Mn
j+1,k+1 �Mn

j,k+1

, �s,j�1,k+1 =
Mn

j+1,k+1 �Mn
j,k+1

Mn
j,k+1 �Mn

j�1,k+1

,

(4.24)

�s,j,k�1 =
Mn

j+2,k�1 �Mn
j+1,k�1

Mn
j+1,k�1 �Mn

j,k�1

, �s,j�1,k�1 =
Mn

j+1,k�1 �Mn
j,k�1

Mn
j,k�1 �Mn

j�1,k�1

.

(4.25)

Si b > 0:

Wj+ 1
2 ,k

=
Mn

j+1,k �Mn
j,k

�s
, Wj+ 1

2 ,k�1 =
Mn

j+1,k�1 �Mn
j,k�1

�s
,

Wj+ 1
2 ,k+1 =

Mn
j+1,k+1 �Mn

j,k+1

�s
, Wj+ 1

2 ,k�2 =
Mn

j+1,k�2 �Mn
j,k�2

�s
,

(4.26)

�⇠,k,j+ 1
2
=

Wj+ 1
2 ,k

�Wj+ 1
2 ,k�1

Wj+ 1
2 ,k+1 �Wj+ 1

2 ,k

, �⇠,k�1,j+ 1
2
=

Wj+ 1
2 ,k�1 �Wj+ 1

2 ,k�2

Wj+ 1
2 ,k

�Wj+ 1
2 ,k�1

,

(4.27)
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Wj� 1
2 ,k

=
Mn

j,k �Mn
j�1,k

�s
, Wj� 1

2 ,k�1 =
Mn

j,k�1 �Mn
j�1,k�1

�s
,

Wj� 1
2 ,k+1 =

Mn
j,k+1 �Mn

j�1,k+1

�s
, Wj� 1

2 ,k�2 =
Mn

j,k�2 �Mn
j�1,k�2

�s
,

(4.28)

�⇠,k,j� 1
2
=

Wj� 1
2 ,k

�Wj� 1
2 ,k�1

Wj� 1
2 ,k+1 �Wj� 1

2 ,k

, �⇠,k�1,j� 1
2
=

Wj� 1
2 ,k�1 �Wj� 1

2 ,k�2

Wj� 1
2 ,k

�Wj� 1
2 ,k�1

.

(4.29)

Si b  0:

Wj+ 1
2 ,k

=
Mn

j+1,k �Mn
j,k

�s
, Wj+ 1

2 ,k+1 =
Mn

j+1,k+1 �Mn
j,k+1

�s
,

Wj+ 1
2 ,k�1 =

Mn
j+1,k�1 �Mn

j,k�1

�s
, Wj+ 1

2 ,k+2 =
Mn

j+1,k+2 �Mn
j,k+2

�s
,

(4.30)

�⇠,k,j+ 1
2
=

Wj+ 1
2 ,k+2 �Wj+ 1

2 ,k+1

Wj+ 1
2 ,k+1 �Wj+ 1

2 ,k

, �⇠,k�1,j+ 1
2
=

Wj+ 1
2 ,k+1 �Wj+ 1

2 ,k

Wj+ 1
2 ,k

�Wj+ 1
2 ,k�1

,

(4.31)

Wj� 1
2 ,k

=
Mn

j,k �Mn
j�1,k

�s
, Wj� 1

2 ,k+1 =
Mn

j,k+1 �Mn
j�1,k+1

�s
,

Wj� 1
2 ,k�1 =

Mn
j,k�1 �Mn

j�1,k�1

�s
, Wj� 1

2 ,k+2 =
Mn

j,k+2 �Mn
j�1,k+2

�s
,

(4.32)
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�⇠,k,j� 1
2
=

Wj� 1
2 ,k+2 �Wj� 1

2 ,k+1

Wj� 1
2 ,k+1 �Wj� 1

2 ,k

, �⇠,k�1,j� 1
2
=

Wj� 1
2 ,k+1 �Wj� 1

2 ,k

Wj� 1
2 ,k

�Wj� 1
2 ,k�1

.

(4.33)

Tanto en las ecuaciones anteriores como en las fórmulas de actualización,
los sub́ındices para � y � representan: el primero, la dirección en la que
se está calculando, el segundo, el nivel de la diferencia espećıfica que se
está calculando en esa dirección, y el tercero, el nivel en la otra dirección.
Además, Wj+ 1

2 ,k
representa una aproximación a @sM en el nivel j, en el

nivel k en la dirección ⇠.

Asimismo, en cada paso del tiempo, después de recuperar las variables
macroscópicas A y Q integrando respectivamente M y ⇠M en la dirección
⇠, va a ser necesario volver a calcular el equilibrio de Gibbs. De igual
manera, aunque en principio el dominio de M en la dirección ⇠, al ser una
distribución de probabilidad, es infinito, se aprovechará el hecho de que
tiene soporte compacto (como se mostrará a continuación) para eliminar
este problema, y se restringirá su dominio en cada paso del tiempo a un
rectángulo que contenga a su soporte. Aśı, se debe calcular el soporte de M
(y por lo tanto también el de �), en cada paso del tiempo, antes de aplicar el
método upwind de alta resolución para actualizar M(s, t, ⇠). Para calcular

el soporte de �, es necesario calcular cuándo 1� 1
4

!2

k/2⇢↵
� 0. Luego,

1� 1

4

!2

k/2⇢↵
� 0 , !2  2k

⇢↵
. (4.34)

Recordando que en M(s, t, ⇠), ! está definido como ⇠�u(s,t)p
A(s,t)

, se tiene que

para encontrar el soporte de M , es preciso calcular cuándo se cumple la
siguiente desigualdad:

 
⇠ � u(s, t)p

A(s, t)

!2

 2k

⇢↵
, |⇠�u| 

s
2k

⇢↵
A , u�

s
2k

⇢↵
A  ⇠  u+

s
2k

⇢↵
A.

(4.35)
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Por tanto, para un t fijo, viendo la función M como función de s y de ⇠, el
soporte de M(s, ⇠) está contenido en el rectángulo:

Sop M ⇢ [s0, s1]⇥
"
mı́n
s

 
u�

s
2k

⇢↵
A

!
,máx

s

 
u+

s
2k

⇢↵
A

!#
, (4.36)

donde [s0, s1] es el dominio de M en la dirección s.
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Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



57

Caṕıtulo 5

Resultados numéricos

5.1. Problema de Riemann
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Figura 5.1: Gráficas del radio (panel izquierdo) y velocidad (panel dere-
cho) a tiempo t = 0.07 s. Las condiciones iniciales están dadas por (5.1).
La solución exacta se muestra en ĺınea sólida azul y la numérica en ĺınea
punteada roja.

Considérese un problema de Riemann con condiciones iniciales:

A(x, t = 0) =

⇢
1.25 cm2 si 0 m  x < 0.5 m,
1 cm2 si 0.5 m  x  1 m,

(5.1)

u(x, t = 0) =

⇢
0.9 ms�1 si 0 m  x < 0.5 m,
1.5 ms�1 si 0.5 m  x  1 m.
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58 CAPÍTULO 5. RESULTADOS NUMÉRICOS

Para la resolución de este problema, se consideró un dominio en el eje hori-
zontal x de 1 m. Como es un problema de Riemann, se consideraron además
los valores de los parámetros ↵ = 1, Go = 40000 Pa, ✓ = 0 y µ = 0, como
se explica en la sección (2.4). En la figura (5.1), se muestran las solucio-
nes exacta (ĺınea sólida azul) y numérica (ĺınea punteada roja) a tiempo
t = 0.7 s. Las condiciones iniciales corresponden a un problema de Riemann
en donde se puede observar el desplazamiento de dos ondas en la solución,
una de rarefacción a la izquierda (para la primera familia de eigenvalores)
y una de choque a la derecha (para la segunda familia de eigenvalores). La
solución exacta fue calculada con el procedimiento mostrado en la sección
(2.4), y para la solución numérica se utilizó el esquema cinético descrito en
el caṕıtulo anterior, con una malla de 1000 puntos en s y 1000 puntos en ⇠,
y con condiciones de frontera libres, que en este caso se corresponden con
condiciones de frontera Neumann. Como se puede apreciar en las dos gráfi-
cas de la figura (5.1), existe un buen empate entre ambas soluciones tanto
para el radio como para la velocidad, lo cual es un buen indicador tanto
de la consistencia como de la precisión de este esquema. No se observan
oscilaciones en la solución numérica, lo cual también es un rasgo positivo
para este método.
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Figura 5.2: Gráficas del radio (panel izquierdo) y velocidad (panel derecho)
a tiempo t = 0.08 s. Las condiciones iniciales están dadas por la ecuación
(5.2). A diferencia del caso anterior, la rarefacción en este caso involucra
cambios de signo en los eigenvalores. La solución exacta se muestra en ĺınea
sólida azul y la numérica en ĺınea punteada roja.

Considérese ahora un problema de Riemann con condiciones iniciales:

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



5.1. PROBLEMA DE RIEMANN 59

A(x, t = 0) =

⇢
0.48 cm2 si 0 m  x < 0.5 m,
0.2 cm2 si 0.5 m  x  1 m,

(5.2)

u(x, t = 0) =

⇢
1.09 ms�1 si 0 m  x < 0.5 m,
3 ms�1 si 0.5 m  x  1 m.

De igual manera que para el caso anterior, se consideró un dominio en
el eje horizontal x de 1 m. Asimismo, se consideraron además los valores
de los parámetros ↵ = 1, Go = 40000 Pa, ✓ = 0 y µ = 0. En la figura
(5.2), se muestran las soluciones exacta (ĺınea sólida azul) y numérica (ĺınea
punteada roja) a tiempo t = 0.8 s. Tal como para el ejemplo anterior, las
condiciones iniciales corresponden a un problema de Riemann en donde
se puede observar el desplazamiento de dos ondas en la solución, una de
rarefacción a la izquierda (para la primera familia de eigenvalores) y una
de choque a la derecha (para la segunda familia de eigenvalores).

La solución exacta fue calculada con el procedimiento mostrado en la sec-
ción (2.4), y para la solución numérica se utilizó el esquema cinético descrito
en el caṕıtulo anterior, con una malla de 1000 puntos en s y 1000 puntos
en ⇠, y con condiciones de frontera libres, que en este caso son equivalentes
a condiciones de frontera Neumann. A diferencia del ejemplo anterior, en
este caso la rarefacción involucra cambios de signo en las velocidades de
las curvas caracteŕısticas (los eigenvalores) dentro del abanico. Esto puede
representar un problema de violación de entroṕıa para algunos esquemas
numéricos como el upwind de tipo Roe. Sin embargo, este algoritmo no
presenta dicho problema, pues no conduce a soluciones débiles que no son
f́ısicamente relevantes, lo cual es una ventaja para este método. Existe una
buena concordancia entre ambas soluciones, tanto para el radio como para
la velocidad, lo cual es nuevamente un buen indicador de la precisión de
este esquema y de su correcto funcionamiento para resolver este problema.
Además, tampoco se observan oscilaciones en la solución numérica, lo cual
es un aspecto positivo para este método.Dire
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60 CAPÍTULO 5. RESULTADOS NUMÉRICOS

5.2. Perturbación µ > 0,↵ > 1
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Figura 5.3: Soluciones numéricas para una perturbación en una arteria
horizontal con efecto de fricción y del término de Coriolis, utilizando los
esquemas central-upwind y el esquema cinético para el radio (páneles iz-
quierdos) y velocidad (páneles derechos) a tiempos t = 0, 0.02, 0.04, 0.2
y 0.5 s, en orden descendente. Las condiciones iniciales están dadas por
la ecuación (5.3). Las soluciones utilizando el esquema central-upwind se
muestran en ĺınea sólida azul y las que utilizan el esquema cinético en ĺınea
punteada roja.
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5.2. PERTURBACIÓN µ > 0,↵ > 1 61

Considérese una perturbación en una arteria horizontal en donde se toman
en cuenta los efectos de la fricción y del término de Coriolis, con condiciones
iniciales:

A(x, t = 0) =

8
<

:

2.11 cm2 si 0 m  x < 0.4 m,
3.17 cm2 si 0.4 m m  x  0.6 m,
2.11 cm2 si 0.6 m < x  1 m,

(5.3)

u(x, t = 0) = 0 ms�1.

Aqúı, se consideró un dominio en el eje horizontal x de 1 m, con los valores
de los parámetros ↵ = 1.1, Go = 40000 Pa, ✓ = 0, µ = 2⇡ ↵⌫

(↵�1)⇡(0.0082)2

s�1 y ⌫ = 0.0000026 m2s�1. En la figura (5.3), se graficaron las solucio-
nes numéricas obtenidas mediante el esquema central-upwind estudiado
en (Hernández-Dueñas y Ramirez-Santiago, 2021) (ĺınea sólida azul) y el
esquema cinético discutido en este trabajo (ĺınea punteada roja), a tiem-
pos t = 0, 0.02, 0.04, 0.2 y 0.5 s. Las condiciones iniciales corresponden a
una arteria horizontal en estado estacionario que ha sufrido una perturba-
ción en el centro, y los sucesivos páneles tanto del radio como la velocidad
muestran una dinámica del movimiento de tipo outflow, es decir, flujo (la
perturbación) que se desplaza a ambos extremos de la arteria.

Para las soluciones numéricas se utilizaron, como ya se mencionó, los es-
quemas central-upwind y cinético, con una malla de 200 puntos para el
primero, y de 200 puntos en s y 5000 puntos en ⇠ para el segundo, y con
condiciones de frontera que respetan la dinámica del fluido dada por la
velocidad de las curvas caracteŕısticas. Se considera el flujo natural de la
sangre de izquierda a derecha, por lo que en la frontera izquierda siempre
se considera movimiento tipo inflow y en la frontera derecha tipo outflow,
a menos que sean alcanzadas por el movimiento de una perturbación, en
cuyo caso, de ser una perturbación que provenga del centro de la arteria, la
frontera izquierda recibirá fluido, es decir, la dinámica ah́ı en ese momento
será de tipo outflow, mientras que si es una perturbación que proviene de
más allá de la frontera derecha, ésta recibirá fluido, por lo que la dinámica
en ella en ese momento será de tipo inflow. Dichas condiciones de frontera
están dadas por:
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62 CAPÍTULO 5. RESULTADOS NUMÉRICOS

En la izquierda:

A(x, t = 0), u(x, t = 0) =

⇢ ⇥
@A
@x ,

@u
@x

⇤
= [0, 0] si �2 < 0,

2.11 cm2, 0 ms�1 si �2 � 0.
(5.4)

En la derecha:

A(x, t = 0), u(x, t = 0) =

⇢ ⇥
@A
@x ,

@u
@x

⇤
= [0, 0] si �1 > 0,

2.11 cm2, 0 ms�1 si �1  0.
(5.5)

Donde �1 y �2 son los eigenvalores del sistema, y están dados por (2.13).

Como se puede apreciar en las gráficas de la figura (5.3), existe un buen
empate entre ambas soluciones tanto para el radio como para la velocidad
en los diferentes tiempos, y además, se observa que conforme pasa el tiempo,
se recupera la información del estado en reposo de la arteria, es decir, la
perturbación se desplaza fuera del dominio. Esto es un buen indicador tanto
de la consistencia como de la precisión de este esquema.

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



63

5.3. Perturbación µ > 0,↵ > 1, con estrechamien-
to de la arteria
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Figura 5.4: Soluciones numéricas para una perturbación en una arteria ho-
rizontal con estrechamiento, con efecto de fricción y del término de Coriolis,
utilizando los esquemas central-upwind y el esquema cinético para el radio
(páneles izquierdos) y velocidad (páneles derechos) a tiempos t = 0, 0.02,
0.04, 0.2 y 0.5 s, en orden descendente. Las condiciones iniciales están dadas
por la ecuación (5.6). Las soluciones utilizando el esquema central-upwind
se muestran en ĺınea sólida azul y las que utilizan el esquema cinético en
ĺınea punteada roja.
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Considérese ahora una perturbación en una arteria horizontal con efecto de
estrechamiento que va del extremo izquierdo al extremo derecho, en donde
se toman en cuenta los efectos de la fricción y del término de Coriolis, con
condiciones iniciales:

A(x, t = 0) = (1� Tx)⇡(0.82)2 cm2, u(x, t = 0) = 0 ms�1, (5.6)

en donde T = 0.1 corresponde a un factor de tapering, es decir, a un
factor de estrechamiento de la arteria, y el escalar 0.82 corresponde a un
radio inicial de la arteria en reposo, R0 = 0.82 cm. El estrechamiento de
la arteria, o tapering, consiste en la disminución del radio de la arteria
en alguna zona espećıfica de la misma, lo cual puede deberse a diferentes
factores, como por ejemplo el colesterol en la sangre. El perfil de tapering
utilizado fue obtenido de (Čanić y Kim, 2003), en donde se usa un perfil
en donde el área inicial A0(x) es vista como función lineal y decreciente de
x, para estudiar la formación de ondas de choque.

Para este caso, se consideró también un dominio en el eje horizontal x de
1 m, con los valores de los parámetros ↵ = 1.1, Go = 40000 Pa, ✓ = 0,
µ = 2⇡ ↵⌫

(↵�1)⇡(0.0082)2 s�1 y ⌫ = 0.0000026 m2s�1. En la figura (5.4), se

graficaron las soluciones numéricas obtenidas mediante el esquema central-
upwind al cual se hace referencia en la sección anterior (ĺınea sólida azul)
y el esquema cinético discutido en este trabajo (ĺınea punteada roja), a
tiempos t = 0, 0.02, 0.04, 0.2 y 0.5 s. Las condiciones iniciales correspon-
den a una arteria horizontal con estrechamiento en el extremo derecho en
estado estacionario, que ha sufrido una perturbación en el centro, y los
sucesivos páneles tanto del radio como la velocidad muestran nuevamente
una dinámica del movimiento de tipo outflow, similar a la que se observa
en la sección anterior; flujo (la perturbación) que se desplaza a la frontera
de la arteria y se va.

Para las soluciones numéricas fueron utilizados los esquemas descritos an-
teriormente, central-upwind y cinético, con una malla de 200 puntos para
el primero, y de 200 puntos en s y 5000 puntos en ⇠ para el segundo, y con
condiciones de frontera equivalentes a las utilizadas en la sección anterior,
las cuales respetan la dinámica del fluido, a saber:
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En la izquierda:

A(x, t = 0), u(x, t = 0) =

⇢ ⇥
@A
@x ,

@u
@x

⇤
= [0, 0] si �2 < 0,

2.11 cm2, 0 ms�1 si �2 � 0.
(5.7)

En la derecha:

A(x, t = 0), u(x, t = 0) =

⇢ ⇥
@A
@x ,

@u
@x

⇤
= [0, 0] si �1 > 0,

1.90 cm2, 0 ms�1 si �1  0.
(5.8)

Donde �1 y �2 son los eigenvalores del sistema, y están dados por (2.13).

De las gráficas de la figura (5.4), se observa que existe una buena concor-
dancia entre ambas soluciones, tanto para el radio como para la velocidad
en los diferentes tiempos. Asimismo, se aprecia que conforme pasa el tiem-
po, también se recupera la información del estado en reposo de la arteria,
es decir, la perturbación se desplaza fuera del dominio hasta desaparecer.
Este es un rasgo positivo para este método, pues se observa que es robusto
ante el efecto del tapering en arterias horizontales.
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5.4. Simulación de flujo sangúıneo en la aorta
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Figura 5.5: Soluciones numéricas en ĺınea punteada roja para el radio
(páneles izquierdos) y la velocidad (páneles derechos) en una simulación
de flujo sangúıneo en la aorta, utilizando el esquema cinético a tiempos
t = 0.01, 0.02, 0.1 y 0.5 s, en orden descendente. Las condiciones iniciales
están dadas por la ecuación (5.9).

Como problema final, se considerará la simulación del paso del flujo san-
gúıneo durante un ciclo card́ıaco en la aorta, con condiciones iniciales co-
rrespondientes a un estado estacionario en reposo de una arteria inclinada,
dadas por:

A(s, t = 0) = Ao(s)

✓
1 +

⇢o � g⇢z(s)

Go(s)

◆
, u(s, t = 0) = 0 ms�1, (5.9)
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en donde Ao, Go, y ⇢o corresponden a parámetros de la aorta durante la
presión diastólica, es decir, cuando los ventŕıculos del corazón están re-
lajados y no se encuentran bombeando sangre. Dichos parámetros fueron
calculados a partir de los valores proporcionados en (Xiao et al., 2014).
Cabe resaltar que el valor de Ao es constante a trozos y decreciente li-
nealmente con respecto a s, esto como consecuencia de que el propio va-
lor de Ro presenta este comportamiento. Esto genera un perfil inicial de
tapering similar al que presenta la aorta completa en la vida real, des-
de el arco aórtico hasta el final de la aorta abdominal. Además, se está
simulando flujo sangúıneo a través de la aorta completa, pero sin tomar
en cuenta sus ramificaciones; el dominio en el eje horizontal s es [so, s1],
con so = 0, s1 = 42.21 cm., lo cual corresponde a la longitud promedio
de la aorta. Los valores de los otros parámetros utilizados fueron ↵ = 1.1,

✓(s) = ⇡
2


1� 2mı́n

✓
s

0.3(s1)
, 1

◆�
, µ = 2⇡ ↵⌫

(↵�1)⇡(0.0082)2 s�1 y el paráme-

tro de viscosidad ⌫ = 0.0000026 m2s�1. El valor de ✓(s) usado brinda una
aproximación a la curvatura real de la aorta, empezando con un ángulo de
�⇡
2 en el extremo izquierdo de la misma y terminando con un ángulo de ⇡

2
en el extremo derecho, empezando a tener este valor a partir de s = 12.67
cm.

En la figura (5.5), se graficaron las soluciones numéricas para el radio y
la velocidad obtenidas mediante el esquema cinético estudiado, a tiempos
t = 0.01, 0.02, 0.1 y 0.5 s. Las condiciones iniciales corresponden a las de
una arteria inclinada en estado estacionario en reposo, y los sucesivos páne-
les de la velocidad muestran una dinámica del movimiento de tipo outflow,
es decir, flujo (el que está entrando a la aorta por las condiciones de fronte-
ra impuestas por la izquierda, las cuales corresponden a un ciclo card́ıaco)
que se desplaza al extremo derecho de la aorta. Además, se nota el efecto
de la gravedad en el extremo derecho de la aorta, pues es posible apreciar
una velocidad positiva que se va incrementando más y más en este extremo
conforme pasa el tiempo, incluso antes de que el flujo inicial de la frontera
izquierda alcance a la frontera derecha. Asimismo, se puede observar que la
dinámica de movimiento del radio es más bien poco perceptible, solamente
expandiéndose y contrayéndose un poco para algunos tiempos.
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Para las soluciones numéricas se utilizó una malla de 500 puntos en s y
5000 puntos en ⇠, y con condiciones de frontera que respetan la dinámica
del fluido dada por un ciclo card́ıaco en la aorta; en ésta el flujo natural de
la sangre es del corazón al resto de los órganos. En las simulaciones presen-
tadas, el corazón se encuentra cerca del extremo izquierdo de la idealización
de la aorta utilizada (la cual por simplicidad, ignora las bifurcaciones que
se presentan a lo largo de la misma), por lo que en la frontera izquierda
siempre se considera movimiento de tipo inflow y se imponen condiciones
de frontera Dirichlet, dadas por:

A(so, t = 0) = Ao(so)

✓
1 +

⇢o � g⇢z(so)

Go(so)

◆
. (5.10)
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Figura 5.6: Gráfica de la velocidad impuesta en la frontera izquierda de
la aorta en función del tiempo. Este perfil de la velocidad corresponde a
un ciclo card́ıaco t́ıpico. Los datos para su realización fueron tomados de
(Čanić y Kim, 2003).

Por otro lado, en la frontera derecha el movimiento que siempre se considera
es de tipo outflow, y las condiciones de frontera que se están considerando
son de tipo Neumann, dadas por:


@A

@s
,
@u

@s

�
= [0, 0] . (5.11)
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Figura 5.7: Simulación del campo de velocidades en la aorta durante un
ciclo card́ıaco, utilizando el esquema cinético a tiempos t = 0.01, 0.02, 0.1
y 0.5 s, en orden descendente. Las condiciones iniciales están dadas por la
ecuación (5.9).

En la figura (5.7), se graficaron el radio en la posición axial y el campo
de velocidades en la aorta a tiempos t = 0.01, 0.02, 0.1 y 0.5 s. Se puede
apreciar en las gráficas que la aorta no sufre un ensanchamiento significativo
durante el ciclo card́ıaco, y más bien donde se puede notar el paso del fluido
es a través del campo de velocidades, para el cual se ha graficado la escala
respectiva para cada pánel. Para los primeros dos, t = 0.01 y 0.02 s, es
posible utilizar la misma escala, y se aprecia claramente el desplazamiento
del fluido, del extremo izquierdo de la aorta, cerca de donde se encuentra
el corazón, a través de la misma y hacia el extremo derecho. Asimismo, se
puede observar el efecto de la gravedad en este último extremo, en donde
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70 CAPÍTULO 5. RESULTADOS NUMÉRICOS

el color del campo de velocidades indica que ya se empieza a generar una
velocidad positiva del fluido, debida al efecto de la gravedad en el sistema.

Los sucesivos páneles de la figura (5.7), para t = 0.1 y 0.5 s, muestran un
incremento en la velocidad significativo, en donde ya se notan los efectos de
la dinámica interna del fluido. Para t = 0.1 s, se puede notar que todav́ıa la
dinámica del movimiento se encuentra dominada por la velocidad impuesta
en la frontera izquierda de la aorta, es decir, el ciclo card́ıaco que bombea el
corazón, sin embargo ya para t = 0.5 s es posible observar que la dinámica
interna del flujo en la aorta ya no está dominada por la aśı llamada ve-
locidad de entrada, sino que la gravedad y otros factores han intervenido.
Es aśı que se encuentra una velocidad en la frontera izquierda de la aorta
de cerca de 1 ms�1, cuando, si se examina la figura (5.6), la velocidad del
flujo inyectado por el corazón en ese momento es de aproximadamente 0.2
ms�1.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

Este trabajo corresponde a un primer acercamiento a resolver este tipo de
problemas en donde se presentan consideraciones mayores en cuanto a la
dinámica del flujo, utilizando el esquema cinético. Se probó la eficacia del
presente método para resolver este problema complejo, aún a sabiendas de
las posibles dificultades que se pudieran presentar, y se comprobó aśı el po-
tencial del método. Entre estas dificultades están el efecto de la gravedad
y el perfil de tapering inicial, que parecen ser en parte los responsables de
las oscilaciones que se alcanzan a percibir para la gráfica de la velocidad
a tiempos cortos. Aún con este obstáculo en cuanto a la precisión del es-
quema en este caso, como se puede apreciar, los resultados numéricos son
consistentes con la dinámica que se esperaŕıa para este problema.

Otra dificultad que pudiera estar afectando la precisión del método, es el
hecho de que al considerar valores de ↵ > 1, el término con derivadas
cruzadas de segundo orden de la ecuación cinética (3.6) no se anula, por
lo que al resolver el sistema con el método cinético, en principio podŕıan
generarse problemas, ya que esto ocasiona que la ecuación microscópica
ya no sea completamente de transporte. Sin embargo, parece ser que este
hecho por śı mismo no afecta en gran medida la precisión del método, pues
en las simulaciones mostradas en las figuras (5.3) y (5.4) también se utilizó
un valor de ↵ > 1 y no se observaron estas oscilaciones. La conclusión es
que debe ser una combinación entre este hecho, el efecto de la gravedad y
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el perfil de tapering particular de la aorta.

Por otro lado, como ya se mencionó, se utilizó una resolución en ⇠ de
5000 puntos en la malla, esto para lograr una precisión adecuada en las
simulaciones en este caso, lo cual ocasionó un costo computacional del
orden de horas (en una laptop de uso diario) al momento de correr las
simulaciones para t = 0.1 y 0.5 s. De cualquier manera, el hecho de que
se tenga consistencia en las soluciones numéricas y se pueda recuperar la
dinámica esperada del fluido en este problema complejo, corresponde a un
esperanzador primer acercamiento y una buena señal para el futuro.

En futuros trabajos se puede entonces, tratar de solventar las dificultades
encontradas en este estudio (por ejemplo, tomando como gúıa técnicas
utilizadas en el trabajo de (Perthame y Simeoni, 2001), con vistas a reducir
el costo computacional) y de explotar las bondades de este método. Entre
éstas, la principal, la de considerar la dinámica de las part́ıculas a nivel
microscópico, para, por ejemplo, el estudio de flujos granulares, en donde
hay interacciones a nivel microscópico entre los sólidos flotantes en el fluido
y el fluido mismo, por lo que puede resultar de interés considerar esta
dinámica.
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