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RESUMEN 

 

Los cosechadores de energía han surgido como una solución tecnológica ante la 

creciente necesidad de explorar fuentes alternativas de energía aprovechando la 

energía existente en el medio ambiente, en estructuras civiles y en ambientes 

industriales. Estos dispositivos se han miniaturizado con la finalidad de generar 

cantidades de energía a pequeña escala para alimentar dispositivos portátiles. Ante 

los elevados costos y tiempos de fabricación de estos dispositivos, en años 

recientes se ha explorado la posibilidad de utilizar materiales alternativos a los 

tradicionales como el papel. Sin embargo, las propiedades mecánicas del papel no 

han sido ampliamente estudiadas o determinadas, especialmente bajo cargas 

mecánicas dinámicas. Este proyecto de investigación propone en primer lugar 

determinar la causa del comportamiento no lineal del papel bajo una excitación 

dinámica y utilizar un método basado en la frecuencia de resonancia de vigas en 

voladizo de papel para describir este comportamiento a través del uso de 

parámetros elásticos. Se utilizó un modelo discreto con rigidez cuadrática no lineal 

para describir el comportamiento en frecuencia del papel. Se desarrolló también un 

modelo paramétrico tridimensional basado en elemento finito que permite estudiar 

el comportamiento dinámico del papel cuando interactúa con un líquido. Este 

modelo fue validado experimentalmente con una buena precisión considerando la 

complejidad del modelo. Finalmente, se implementó un prototipo de un sensor 

enfocado a la cosecha de energía electromagnético a través de un proceso de 

fabricación simple y de bajo costo, y se estudió experimentalmente su respuesta en 

frecuencia. 

 

(Palabras clave: papel, higro-mecánica, frecuencia de resonancia, cosecha de 

energía, modelo). 
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SUMMARY 

 

Energy harvesters have emerged as a technological solution from exploring 

alternative energy sources, collecting energy from diverse sources such as the 

environment, civil structures or rotating machinery. These devices have been 

miniaturized to generate small amounts energy to power portable devices. In recent 

years, several attempts have been done to reduce the manufacturing costs y time. 

For this reason, paper has emerged as an interesting alternative due to its 

advantageous properties over traditional materials. However, the mechanical 

properties of paper have not been widely explored regarding the behavior of the 

material under dynamic forces. This research project proposes to determine the 

cause of non-linear dynamic behavior of paper y use an experimental method based 

on resonance frequency analysis to describe such behavior. The nonlinear elasticity 

of paper is described with nonlinear elastic parameters obtained from the frequency 

response. A lumped model with quadratic stiffness is used to describe the frequency 

response of paper. A parametric three-dimensional model is also developed using 

finite element modeling in order to study the frequency response of paper when 

interacting with a liquid. An experimental validation of this model was performed, 

obtaining a good accuracy considering the complexity of the phenomena. Finally, a 

prototype of an energy harvesting-oriented sensor was developed y tested 

experimentally. 

 

(Keywords: paper-based hygro-mechanical, resonance frequency, energy 

harvesting, model). 

  

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



DEDICATORIAS 

 

 A Yahweh, mi padre celestial por haberme sostenido en todo momento 

durante la realización de mis estudios y por haber diseñado cada uno de mis días 

(Sal 139:16). Todo lo que tengo y lo que soy es gracias a ti. 

 

 A mi abuelito Ángel, gracias por ser una gran inspiración, por tu inventiva, tus 

consejos, tu creatividad y sobre todo tu actitud ante la vida, por enseñarme que aun 

en los momentos más difíciles siempre se debe ser agradecido, a ver los problemas 

como una oportunidad y también por impulsarme siempre a ser el mejor. 

 

 A mis papás Everardo y Silvia por apoyarme en todo momento, este logro 

también es de ustedes. A mi hermana Dulce por enseñarme a que siempre se puede 

encontrar la alegría y el gozo aún en los momentos más complicados. 

  A mis tías Alicia, Mati, Carmen y María Concepción y a toda mi familia porque 

desde la distancia también están apoyándome. 

 A todos mis amigos del posgrado SJR en especial a mis amigos del cubículo 

F5, gracias por su amistad, sus consejos, su apoyo y por todos los momentos 

divertidos que pasamos. 

 A mis amigos Susy, Ely, Clau, Amando, Migue, Andrea Domínguez, Marco, 

Andrea Díaz, Mike, Dianis y Kary por haber formado parte de mi apoyo vital durante 

mis estudios, por alentarme y animarme en los momentos donde las cosas parecían 

no ir bien. 

 A todos mis amigos de la prepa UAQ SJR en especial a Goyo, Manuel, Alan, 

Braulio, Ciro, Ricardo, Emmanuel González, Ximena y Ana Karen gracias por 

alentarme a ser el mejor siempre, por creer en mi capacidad y por impulsarme a dar 

lo mejor de mí en todo momento. 

 A Sofi y Omar, gracias por su amistad sincera, sus consejos y por enseñarme 

a creer en lo imposible. 

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



 A mis amigas Ana Belén y Jessica Alejandra, gracias por ayudarme a crecer, 

por los momentos que me han regalado y por acompañarme en el camino siempre. 

 A mis amigos de Montreal: Jesarela, Navi, Isaí, Wendy, Mike y Alain; gracias 

por impulsarme a crecer, a mostrarme otras posibilidades y por haberme hecho 

sentir como en casa durante mi estancia en Canadá.  

 A mis amigos de la Universidad de Concordia: Mohsen, Peyman, Paula, 

Rubén, Ixchel y Farnaz. Gracias por compartir conmigo su tiempo, por las risas, por 

los consejos, por toda su ayuda, por compartir su cultura conmigo y enseñarme a 

ver al mundo con una perspectiva completamente nueva. 

 A mis alumnos de los cursos propedéuticos y semestre cero, gracias por que 

también enseñando se aprende mucho y yo aprendí mucho de ustedes. 

 A todo el personal administrativo de la Facultad de Ingeniería SJR en 

especial a Rosy, a Male, a Jocelyn, a la Mtra. Maria Luisa, a Hilario, a Don Julian, a 

Raul (Chino) y a Doña Mara por todo su apoyo y porque sin ustedes nuestra facultad 

no sería la misma. 

 A ti que pusiste tu granito de arena en este proyecto, que me diste palabras 

de aliento o una sonrisa en los momentos más complicados o que en alguna forma 

me ayudaste a crecer como persona, gracias totales.  

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



AGRADECIMIENTOS 

 

  A mi Alma Mater la Universidad Autónoma de Querétaro, mi segunda casa, 

por brindarme un espacio donde desarrollarme profesional, académica y 

personalmente, de la cual estoy orgulloso de pertenecer desde mis estudios de 

bachillerato. 

 

 A mi director de tesis el Dr. Roque Alfredo Osornio Ríos por dirigir este 

proyecto, por su paciencia, sus consejos, su apoyo incondicional, por alentarme a 

trabajar en excelencia en todo momento y por ser parte fundamental de mi 

formación como investigador.  

 

 Al Dr. Ángel Pérez Cruz por haber sido parte fundamental del desarrollo 

teórico y práctico del proyecto, por su tiempo, su dedicación, por proveer de los 

recursos necesarios para la realización de este y por haberme dado la oportunidad 

de trabajar con él. 

 

 Al Dr. Miguel Trejo Hernández por apoyarme en las revisiones de los 

artículos, por sus observaciones, su consejo y su ayuda oportuna en los momentos 

clave del proyecto. 

 

 Al Dr. Aurelio Domínguez González por su apoyo en las revisiones de los 

artículos, por su aporte financiero y de recursos técnicos al proyecto y por su apoyo 

durante la ponencia del congreso ICAST 2019 y durante mi estancia en Concordia. 

 

Al Dr. Luis Morales Velázquez y al grupo HSP Digital por el apoyo con 

recursos tecnológicos para la construcción de los equipos de medición utilizados en 

este proyecto de investigación. 

 

 Al Dr. Ion Stiharu por su tiempo, su amistad, sus consejos y sus 

observaciones durante las revisiones de los artículos y en general en todo el 

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



desarrollo de este proyecto y a la Universidad de Concordia (Concordia University), 

por haberme abierto las puertas de colaboración en investigación; por las facilidades 

para la realización de mi estancia de investigación y por las facilidades otorgadas 

para la utilización de la licencia de COMSOL Multiphysics. 

 

 A todos mis profesores del posgrado FI SJR en especial al Dr. René de J. 

Romero Troncoso y al Dr. Juan Primo Benítez Rangel por su tiempo y sus consejos 

durante las clases de Seminario de Investigación. 

 

 Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnología por el convenio de beca 

nacional 591667/304869 y por la Beca Mixta otorgada para la realización de mi 

estancia en la Universidad de Concordia. 

 

 A los proyectos SEP-CONACYT (convenio No. 222453-2013) y FOFIUAQ-

2018 (convenio No. FIN201903) por el soporte financiero para la realización de este 

proyecto de investigación. 

 

 A la Coordinación de Becas SJR y a la Dirección de Movilidad Académica en 

especial a Itze Maureen Guzmán Velasco por su apoyo con los trámites ante 

CONACyT y por su apoyo con recurso económico para la realización de mi estancia 

en Montreal. 

  

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



ÍNDICE GENERAL 

Lista de símbolos .................................................................................................. 1 

Capítulo 1. Introducción ..................................................................................... 5 

1.1 Antecedentes .......................................................................................... 5 

1.1.1 De microsistemas convencionales hacia microsistemas basados en 

papel 6 

1.1.2 Sistemas mecánicos basados en papel ................................................ 8 

1.1.3 Cosechadores de energía ................................................................... 10 

1.2 Descripción del problema .................................................................... 13 

1.3 Justificación .......................................................................................... 14 

1.4 Hipótesis ................................................................................................ 15 

1.5 Objetivos ................................................................................................ 15 

1.5.1 Objetivo general .................................................................................. 15 

1.5.2 Objetivos particulares .......................................................................... 16 

1.6 Planteamiento general .......................................................................... 16 

Capítulo 2. Fundamentación teórica ............................................................... 19 

2.1 Modelos constitutivos .......................................................................... 19 

2.1.1 Vibración de una viga en voladizo con elasticidad lineal ..................... 19 

2.1.2 Modelo discreto ................................................................................... 25 

2.1.3 Respuesta dinámica no lineal .............................................................. 27 

2.1.4 Modelo de transporte de líquido .......................................................... 31 

2.1.5 Formulación Lagrangiana total ............................................................ 33 

2.1.6 Inducción electromagnética ................................................................. 35 

2.2 Cosecha de energía mecánica ............................................................. 36 

2.2.1 Cosechadores piezoeléctricos ............................................................. 37 

2.2.2 Cosechadores electrostáticos ............................................................. 38 

2.2.3 Cosechadores electromagnéticos ....................................................... 38 

2.2.4 Comparativa entre los tipos de VEHs .................................................. 40 

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



Capítulo 3. Metodología .................................................................................... 41 

3.1 Estudio de respuesta dinámica no lineal ............................................ 42 

3.1.1 Fabricación de muestras ..................................................................... 43 

3.1.2 Test de vibración y medición ............................................................... 45 

3.1.3 Parámetros elásticos no lineales ......................................................... 47 

3.2 Respuesta en frecuencia en el transporte de fluidos ........................ 49 

3.2.1 Solución numérica ............................................................................... 53 

3.2.2 Análisis paramétrico ............................................................................ 54 

3.2.3 Validación experimental ...................................................................... 55 

3.3 Cosecha de energía de vibraciones .................................................... 58 

3.3.1 Fabricación .......................................................................................... 58 

3.3.2 Medición de energía cosechada .......................................................... 59 

Capítulo 4. Resultados...................................................................................... 60 

4.1 Estudio de respuesta dinámica no lineal ............................................ 60 

4.1.1 Causa del comportamiento no lineal ................................................... 60 

4.1.2 Estimación de los parámetros no lineales ........................................... 64 

4.2 Respuesta en frecuencia en el transporte de fluidos ........................ 67 

4.2.1 Análisis paramétrico ............................................................................ 67 

4.2.2 Validación experimental ...................................................................... 73 

4.3 Cosecha de energía .............................................................................. 76 

Capítulo 5. Conclusiones y prospectivas ....................................................... 80 

5.1 Prospectivas .......................................................................................... 82 

Referencias bibliográficas .................................................................................. 83 

Apéndice A ........................................................................................................... 90 

Apéndice B ........................................................................................................... 98 

Apéndice C ......................................................................................................... 108 

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



Apéndice D – Manual del usuario del sistema de medición de frecuencia de 

resonancia ......................................................................................................... 110 

 

ÍNDICE DE FIGURAS 

Figura 1. Diagrama de bloques del planteamiento general. ............................... 17 

Figura 2. a) Un elemento viga en flexión y b) diagrama de cuerpo libre de un  

elemento infinitesimal de la viga (Rao, 2010). ................................................ 20 

Figura 3. Viga en voladizo genérica con una masa mb, longitud L, ancho b y 

grosor h. ......................................................................................................... 25 

Figura 4. Modelo de parámetros concentrados para describir el comportamiento 

dinámico de una viga de papel en voladizo (a) Sistema masa-resorte-

amortiguador bajo una excitación armónica y (b) Diagrama de cuerpo libre del 

sistema. .......................................................................................................... 26 

Figura 5. Respuesta en frecuencia del sistema mecánico basado en papel 

(Perez-Cruz et al., 2017b) a diferentes niveles de excitación y curva 

backbone. ....................................................................................................... 29 

Figura 6. Sistema de medición de la frecuencia de resonancia y sus 

componentes. (a) Vista isométrica del sistema, (b) vista frontal del 

vástago.vibratorio y sensor CCD. 1- Generador de vibraciones; 2- Vástago 

vibratorio; 3- Sensor CCD; 4- Muestra; 5- Mecanismo de sujeción. ............... 46 

Figura 7. Estimación de la frecuencia de resonancia lineal 𝑓0 de una muestra de 

papel cromatográfico. ..................................................................................... 48 

Figura 8. Estimación del parámetro no lineal de histéresis 𝛼𝑝 de una muestra de 

papel de cromatografía. ................................................................................. 49 

Figura 9. Configuración de las vigas cantiléver basadas en papel. (a) Vista 

superior, (b) Vista lateral. ............................................................................... 56 

Figura 10. Representación esquemática del prototipo de cosechador de energía 

basado en papel. ............................................................................................ 58 

Figura 11. Configuración experimental para la medición del voltaje generado por 

el sensor orientado a la cosecha de energía. ................................................. 59 

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



Figura 12. Frecuencias de resonancia relativas para muestras de papel de 

cromatografía (𝛼𝑝 = 0.0158), papel de cromatografía tratado con cera (𝛼𝑝 =

0.0081) y acero inoxidable 316L (𝛼𝑝 = 0). ..................................................... 61 

Figura 13. Frecuencias de resonancia relativas para papel de oficina de 

diferentes marcas y gramajes. HP® Office Ultra White (𝛼𝑝 = 0.0104), HP® 

Color Ink & Laser (𝛼𝑝 = 0.0158) y Xerox® Digital Paper (𝛼𝑝 = 0.0126). ....... 63 

Figura 14. Frecuencias de resonancia relativas para traza de la misma marca, 

pero con diferente densidad y gramaje. Canson tracing paper #1 (𝛼𝑝 =

0.0067), Canson tracing paper #2 (𝛼𝑝 = 0.0113) y Canson tracing paper #3 

(𝛼𝑝 = 0.0135). ................................................................................................ 63 

Figura 15. Frecuencia de resonancia normalizada para una viga en voladizo de 

papel, caso 𝛽 = 1. (a) 𝑠 = −10, (b) 𝑠 = −0.1 y (a) 𝑠 = −0.001. ...................... 68 

Figura 16. Frecuencia de resonancia normalizada para una viga en voladizo de 

papel, caso 𝛽 = 8. (a) 𝑠 = −10, (b) 𝑠 = −0.1 y (a) 𝑠 = −0.001. ...................... 70 

Figura 17. Gráfica a escala logarítmica base 10 para la función que relaciona el 

tiempo de secado 𝑇𝑠 y la magnitud de 𝑠. ....................................................... 72 

Figura 18. Resultados experimentales y aproximación numérica para cada 

solución binaria, (a) Etanol al 0 %, (b) Etanol al 25 % y (c) Etanol al 50 %. .. 74 

Figura 19. Error absoluto para las soluciones (a) Etanol al 0 %, (b) Etanol al 25 

% y (c) Etanol al 50 %. ................................................................................... 76 

Figura 20. Cosechador de energía fabricado con papel Canson® y tinta de 

plata…… ........................................................................................................ 77 

Figura 21. Montaje experimental para el estudio del nivel de cosecha de energía 

de un cosechador electromagnético basado en papel. .................................. 78 

Figura 22. Resultados del análisis de espectro en frecuencia en una de las 

vigas a) Sin excitación y b) Con excitación. ................................................... 78 

 

  
Dire

cc
ión

 G
en

era
l d

e B
ibl

iot
ec

as
 U

AQ



ÍNDICE DE TABLAS 

Tabla 3-1 Grosor, densidad y porosidad de los diferentes tipos de papel........ 44 

Tabla 3-2 Valores para el estudio paramétrico. ............................................... 54 

Tabla 4-1 Resultados de la estimación de la frecuencia de resonancia lineal 𝑓0, 

el módulo de elasticidad lineal 𝐸0 y el parámetro de no-linealidad tipo 

histéresis 𝛼𝑝. .................................................................................................. 64 

Tabla 4-2 Valores de 𝑇𝑠 para cada magnitud de 𝑠. .......................................... 71 

Tabla 4-3 Parámetros sintonizados para las soluciones agua destilada-

etanol…. ......................................................................................................... 74 

  

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



 
 

1 
 
 

Lista de símbolos 

 

𝐴  Area de sección transversal 

𝑏  Ancho de la viga 

𝑐𝑒𝑞  Amortiguamiento equivalente 

𝐷(𝜑)  Difusividad 

𝐷0  Constante de difusividad 

𝑑  Distancia 

𝐸  Módulo de Young de un material 

𝐸0  Módulo de elasticidad lineal 

𝐸𝑑𝑟𝑦  Módulo de elasticidad del papel en seco 

𝑒𝑎  Error absoluto 

𝑒𝑅𝑀𝑆  Error RMS 

𝐹  Parámetro sink/source normalizado 

𝐹0  Amplitud de excitación 

𝐹𝑐  Fuerza ejercida en un amortiguador 

𝐹𝑒  Fuerza externa p/unidad de longitud de una viga 

𝐹𝑘  Fuerza ejercida en un resorte 

𝑓  Frecuencia de resonancia 

𝑓𝑛  Frecuencia de resonancia normalizada 

𝑓𝑠𝑠  Frecuencia de resonancia de la viga en estado estable 

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



 
 

2 
 
 

𝑓𝑒𝑚  Fuerza electromotriz 

ℎ  Grosor del material 

𝐼  Momento de inercia de una viga alrededor del eje cartesiano 𝑦 

𝐽  Tensor de elasticidad de cuarto orden 

𝑘𝑒𝑞  Rigidez equivalente 

𝑙  Longitud de la viga 

𝑀  Momento flexionante 

𝑚  Proporción entre el módulo de elasticidad en saturación y en seco 

𝑚𝑑  Masa de un material en seco 

𝑚𝑒𝑞  Masa equivalente 

𝑚𝑠𝑎𝑡  Masa de un material saturado de líquido 

𝑁  Repeticiones de un experimento 

𝑃  Porosidad de un material 

𝑟𝑒𝑥  Frecuencia de resonancia experimental normalizada 

𝑺  Tensor de esfuerzo 

𝑠  Termino sink/source 

𝑇  Constante de tiempo del fenómeno 

𝑇𝑠  Constante de tiempo de estabilidad 

𝑡  Tiempo 

𝒖  Vector de desplazamiento 

𝒖𝑇  Vector de desplazamiento traspuesto 

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



 
 

3 
 
 

𝑢𝑔  Coordenada cartesiana global en la dirección x 

𝑉  Fuerza cortante 

𝑉𝑎  Volumen aparente de una muestra 

𝑉𝑠𝑜𝑙  Volumen del liquido 

𝑣𝑔  Coordenada cartesiana global en la dirección y 

𝑊(𝑥)  Función característica de una viga 

𝑤  Desplazamiento de la viga en dirección vertical 

𝑤0  Desplazamiento inicial en la dirección vertical 

𝑤𝑔  Coordenada cartesiana global en la dirección z 

𝑤0̇  Velocidad inicial en la dirección vertical 

𝑿  Coordenadas del material 

𝒙  Vector de coordenadas espaciales 

𝑥  Coordenada cartesiana 

𝑦  Coordenada cartesiana 

𝑧  Coordenada cartesiana 

�̇�  Velocidad en la dirección z 

�̈�  Aceleración en la dirección z 

Z  Amplitud de vibración de una viga en voladizo 

 

 

 

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



 
 

4 
 
 

Símbolos griegos 

𝛼ℎ  Parámetro no lineal de histéresis 

𝛼𝑝  Parámetro no lineal de histéresis del papel 

𝛽  Constante de relajación del papel 

𝛽n  Parámetro cuadrático no lineal 

Δ휀  Amplitud de la deformación unitaria 

𝛿  Parámetro cúbico no lineal 

γ  Ángulo de fase 

휀  Deformación unitaria 

휀̇  Velocidad de deformación 

휁  Factor de amortiguamiento 

𝜌  Densidad 

𝜌𝑠𝑜𝑙  Densidad de un líquido 

𝜏  Constante de tiempo del fenómeno de secado 

𝜙  Contenido de humedad normalizado 

𝜙𝐵  Flujo magnético 

𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) Contenido de humedad 

𝜑𝑠  Contenido de humedad en saturación 

𝜔  Frecuencia angular 

𝜔e  Eigenfrecuencias de un elemento mecánico 

  

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



 
 

5 
 
 

Capítulo 1. Introducción 

 

En años recientes, la tendencia hacia la miniaturización de dispositivos ha 

incrementado considerablemente. Esta tendencia ha surgido como respuesta a la 

necesidad de construir dispositivos con bajo consumo energético, ligeros y 

portables. A estos dispositivos de dimensiones reducidas se les conoce como 

microsistemas. Entre las subcategorías existentes de estos dispositivos se 

encuentran los MEMS (del inglés Micro Electro Mechanical Systems, Sistemas 

Microelectromecánicos), los dispositivos microelectrónicos y los dispositivos 

microfluídicos. Diversos autores han desarrollado microdispositivos como micro-

sensores, micro-actuadores, micro-antenas y dispositivos lab-on-a-chip (laboratorio 

en un chip). La tecnología de microsistemas se ha consolidado en una gran variedad 

de segmentos del mercado como la telefonía móvil, infraestructuras de 

comunicación y la industria automotriz (Iannacci, 2015). Recientemente también se 

ha explorado el uso de estos sistemas en áreas de desarrollo como los dispositivos 

de radio-frecuencia (Chang et al., 2018; Iannacci et al., 2017; Khaira et al., 2019; 

Saleem et al., 2017; Zeng y Jiang, 2011), cosechadores de energía (Cao et al., 

2019; Nabavi y Zhang, 2019; Podder et al., 2017; Rivadeneyra et al., 2016; Saleem 

et al., 2017)  y dispositivos con aplicaciones médicas (Jeong et al., 2018; Rotake et 

al., 2019; Wolynski et al., 2019). 

 

1.1 Antecedentes 

 

En esta sección se presentan los trabajos que se han realizado en relación 

con esta investigación. En primer lugar, se presenta una revisión de la evolución de 

los sensores MEMS tradicionales basados en silicio hacia los sensores MEMS 

basados en papel de manera general. En segundo lugar, se presentan algunos 

ejemplos encontrados en la literatura sobre sistemas mecánicos basados en papel 

como sensores y actuadores. En último lugar, se presenta una revisión de 
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cosechadores de energía fabricados con tecnología convencional y también sobre 

cosechadores basados en papel. 

 

1.1.1 De microsistemas convencionales hacia microsistemas basados en 

papel 

 

Los microsistemas tradicionales están definidos como dispositivos en los 

cuales alguna de sus dimensiones está en el rango de micrómetros. En los años 80 

la fabricación de MEMS estaba basada en procesos y materiales como el silicio, 

estos fueron heredados de la fabricación de circuitos integrados. Esta tendencia fue 

modificada en los años 90 cuando comenzaron a utilizarse materiales diferentes a 

los tradicionales para extender las aplicaciones de estos dispositivos a los campos 

de la medicina y bioquímica (Mamilla y Chakradhar, 2014). En los años recientes 

las aplicaciones de estos dispositivos han crecido hacia otras áreas como lo son la 

electrónica de consumo, automotriz, aeroespacial, médica y telecomunicaciones 

entre otras. 

 El silicio es el material más utilizado en la industria del consumo electrónico. 

A pesar de ser un excelente material para la producción de microsistemas, el silicio 

es un material complejo y relativamente caro de producir. Debido a esto, otros 

materiales metálicos también han sido utilizados como el oro, níquel, cobre, titanio, 

aluminio, plata y otros más (Mamilla y Chakradhar, 2014). Sin embargo, estos 

materiales involucran procesos de fabricación que requieren de equipo costoso y de 

instalaciones especiales para su producción. En contraste con estos materiales, los 

polímeros pueden ser producidos a gran escala, con una gran variedad de 

polímeros existentes que proveen de características novedosas a los microsistemas 

que no se pueden obtener con materiales convencionales.  

 El papel ha sido utilizado en años recientes como uno de estos materiales 

tipo polímero en la fabricación de microsistemas. El papel está hecho principalmente 
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de celulosa, que es un bio-polímero que está compuesto de moléculas de β-glucosa; 

la cual es la bio-molécula más abundante en el mundo (Bartetzko y  Pfrengle, 2019). 

Es un material ligero y bio-degradable, con un bajo costo de fabricación y altamente 

disponible comercialmente. Estas propiedades, en conjunto con la capilaridad y 

absorbencia que proporciona dicho material, lo hacen altamente atractivo para la 

fabricación de microsistemas.  

 A continuación, se hace una revisión de diversos microsistemas basados en 

papel. Wang et al., (2019) fabricaron una celda microfluídica para aplicaciones de 

muy baja energía. Los autores utilizaron una lámina de aluminio dentro del papel 

para generar hidrógeno. Los electrodos y los colectores de corriente de la celda 

fueron depositados directamente en la superficie del papel. Esta celda es altamente 

flexible ya que puede ser operada en ángulos de flexión entre 45 y 135 grados sin 

pérdidas significativas de potencia. En otro ejemplo, Wignes et al., (2017) 

implementaron una antena monopolar WLAN (del inglés Wireless Local Area 

Network, red de área local inalámbrica) de 2 elementos. Dicha antena fue fabricada 

utilizando una impresora comercial, así como nanopartículas de tinta conductiva. 

Diversos tipos de papel fueron utilizados como sustratos, entre ellos papel 

fotográfico comercial de la marca Kodak ®, cuya conductividad eléctrica resultó 

mayor a los otros tipos de papel.  

 

 Vena et al., (2018) reportaron la fabricación de un sensor de humedad RFID 

(del inglés Radio Frequency Identification, identificación por radiofrecuencia) 

basado en papel y en gluten de trigo; el cual es un bio-polímero con propiedades 

eléctricas correlacionadas con el nivel de humedad relativa. Se imprimió un 

capacitor interdigitado utilizando tinta conductiva de plata y se recubrió con el bio-

polímero. Se obtuvo una buena sensibilidad, además de que el costo de fabricación 

fue asequible en comparación a los RFID convencionales. Zhang et al., (2019) 

construyeron un dispositivo microfluídico analítico basado en papel (µPAD, micro 

Paper-based Analytical Device) para detección de glucosa. El sustrato de este 

dispositivo fue construido con papel de cromatografía Whatman ® y un proceso de 
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fabricación que involucra el uso de una impresora comercial de cera, software 

comercial de dibujo y horneado en un plato caliente. El funcionamiento de este 

sistema se basó en colorimetría y el uso de una aplicación en un teléfono inteligente. 

 

 De esta revisión es importante concluir sobre algunos aspectos de estos 

sistemas. El uso de materiales novedosos en la fabricación de MEMS ha permitido 

que esos sistemas tengan nuevas capacidades que no se pueden lograr con un 

método de fabricación convencional heredado de la fabricación de circuitos 

integrados. El uso de materiales poliméricos como el papel ha permitido reducir los 

costos y los tiempos de fabricación de estos dispositivos. Sin embargo, es 

importante señalar también que algunos de estos sistemas tienen dimensiones que, 

si bien son reducidas para incrementar la portabilidad, son aún grandes para ser 

considerados MEMS. Otro aspecto importante del uso del papel es que, sin bien 

provee de ciertas características físicas muy diferentes a las de los materiales 

tradicionales en los MEMS, algunas de sus características físicas como su 

resistencia mecánica no son conocidas del todo. 

   

1.1.2 Sistemas mecánicos basados en papel 

 

Hasta el día de hoy, pocos estudios han sido realizados con relación al 

desarrollo de dispositivos mecánicos basados en papel.  Uno de ellos es el de Liu 

et al., (2011a), quienes fabricaron un sensor inercial usando papel como sustrato. 

Se imprimieron resistores de carbono sobre una viga cantiléver mediante serigrafía. 

Este sensor MEMS fue construido con un enfoque monolítico que integra un puente 

de Wheatstone fabricado mediante serigrafía. A pesar de que los autores utilizan el 

término MEMS para nombrar su dispositivo debido a las afinidades con los sensores 

micro-cantilever, el tamaño es aún considerable al compararlos con los dispositivos 

a micro-escala. Ren et al., (2012) realizaron una extensión de este trabajo utilizando 

papel A4 como sustrato, simplificando el proceso de fabricación mediante el 

grabado de resistores de grafito utilizando un lápiz común.  
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Algunos sistemas mecánicos basados en papel han sido utilizados para 

detectar sustancias o determinar concentraciones. Por ejemplo, Fraiwan et al., 

(2016) desarrollaron un sensor detector de sustancias VOC (del inglés Volatile 

Organic Compounds, compuestos orgánicos volátiles) basado en papel. Este 

sensor está construido mediante un arreglo de vigas cantiléver en un marco de 

papel que incluye un transportador para medir la deflexión de las vigas a simple 

vista. En otro trabajo, Perez-Cruz et al., (2017a) construyeron un PB-HMS (del 

inglés, Paper-based Hygro-Mechanical Systems, sistemas higro-mecánicos 

basados en papel). Este sistema fue desarrollado para caracterizar soluciones 

binarias de líquidos mediante el estudio de la respuesta mecánica de una viga 

cantiléver. Adicionalmente, se han fabricado dispositivos de actuación utilizando 

papel como sustrato. Por ejemplo, algunos autores como Li et al., (2013) y Ding et 

al., (2011) han desarrollado actuadores magnéticos basados en papel. Estos 

dispositivos fueron construidos mediante la funcionalización del sustrato de papel 

utilizando un ferrofluido. Chen et al., (2014) desarrollaron un actuador de cierre 

basado en papel utilizando un proceso de impresión de tinta de carbono.  

 

Estos dispositivos mecánicos basados en papel han demostrado ser una 

excelente alternativa para diferentes campos de aplicación. Es importante señalar 

que la estructura de estos dispositivos está basada en vigas cantiléver. Con 

excepción del dispositivo desarrollado por Chen et al., (2014), estos dispositivos 

trabajan en el dominio estático o cuasi-estático. Otro punto importante que se debe 

observar es que las propiedades intrínsecas del papel permiten ciertas ventajas 

respecto a otros materiales, al proveer de un sustrato que puede ser sometido a 

deflexiones grandes que pueden ser detectadas incluso a simple vista. 

 

En años recientes se ha explorado la posibilidad de utilizar el papel en 

dispositivos que trabajan de manera dinámica. Perez-Cruz et al., (2017b) 

desarrollaron sistema electromecánico basado en papel con una actuación basada 

en el principio de fuerza de Lorentz. Este sistema consistió en una viga cantiléver 
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de papel convencional, electrónica imprimible y herramientas de corte 

convencionales. En este trabajo se analizó la influencia de la corriente de actuación 

en la respuesta dinámica del sistema. Se observó un efecto no lineal en la respuesta 

dinámica llamado softening, el cual fue evaluado utilizando un modelo de 

parámetros concentrados. Con este desarrollo se comenzó a explorar la posibilidad 

de construir sistemas basados en papel sintonizables. Wang et al., (2018a) 

construyeron un acelerómetro piezoeléctrico de un eje. Este sistema fue construido 

utilizando dos tipos diferentes de papel en un arreglo de dos vigas cantiléver en 

paralelo. El elemento piezoeléctrico de sensado fue construido mediante 

crecimiento hidro-térmico de nanocables de ZnO (Óxido de Zinc) en el papel. 

 

De esta revisión es importante señalar algunos puntos interesantes. En 

primer lugar, se puede observar que el papel tiene propiedades mecánicas que 

pueden ser de gran utilidad para desarrollar diversos sistemas como sensores y 

actuadores. En segundo lugar, es importante resaltar la capacidad de cambiar las 

propiedades mecánicas y eléctricas del papel mediante la adición de diversos 

materiales en la matriz dicho material. Sin embargo, es importante también resaltar 

algunos huecos en estos trabajos. La mayor parte de estos desarrollos están 

relacionados con una respuesta estática o cuasi-estática del papel. A pesar de que 

ya se ha estudiado la respuesta dinámica del papel en (Perez-Cruz et al., 2017b), 

no se ha determinado la causa de la respuesta no lineal de este. Por lo cual es 

importante determinar la causa de esta no linealidad para poder predecir de mejor 

manera el comportamiento dinámico de este material. 

 

1.1.3 Cosechadores de energía 

 

El uso de papel ha permitido también explorar nuevos enfoques de desarrollo 

y fabricación de cosechadores de energía. Los cosechadores surgieron en parte 

como una respuesta a la necesidad de generar fuentes de energía para los 
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microsistemas. Los cosechadores de energía son dispositivos cuya función es 

captar la energía del medio circundante y convertirla en energía eléctrica mediante 

un determinado mecanismo de transducción Safaei et al., (2019). Este concepto de 

cosecha de energía ha permitido extender el rango de aplicaciones de los 

microsistemas e implementarlos en lugares remotos o de difícil acceso. 

Adicionalmente, los cosechadores de energía disminuyen los costos inherentes al 

mantenimiento y recarga de una batería convencional. 

 

Los cosechadores de energía pueden captar la energía mecánica, térmica o 

solar. La energía mecánica es altamente disponible en comparación a las otras, por 

lo que se pueden encontrar una gran cantidad de desarrollos de cosechadores de 

energía que captan la energía mecánica. Este tipo de energía puede ser captada 

de la vibración que existe en las estructuras civiles, el medio ambiente y en la 

maquinaria rotatoria Tian et al., (2018). A los cosechadores que captan energía de 

las vibraciones se les conoce como VEH (del inglés Vibration Energy Harvester, 

cosechador de energía de vibraciones). De manera general estos cosechadores se 

clasifican en 3 tipos: electromagnéticos, electrostáticos y piezoeléctricos.  

 

En un cosechador electromagnético la energía mecánica es convertida 

mediante un mecanismo de movimiento relativo entre una bobina y objeto 

magnetizado, el cual puede ser un imán permanente o un electroimán Mohanty et 

al., (2019). Entre los materiales magnéticos más utilizados están los cerámicos, el 

neodimio, el alnico y el samario-cobalto. Estos cosechadores exhiben un rango 

amplio de frecuencias de operación, además, pueden captar más energía de 

vibraciones de baja frecuencia. Este tipo de cosechadores funcionan mejor cuando 

el tamaño del dispositivo es más grande y con excitación periódica. Sin embargo, 

funciona de manera pobre en el caso de vibraciones aleatorias. Además, la 

fabricación de las bobinas a micro-escala conlleva un desafío enorme debido al 

tamaño compacto del cosechador. 
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Un cosechador electrostático está basado en la energía producida por el 

movimiento entre dos superficies de un capacitor cargado, resultando en un cambio 

en el potencial de dicho capacitor que genera electricidad estática. Algunos de los 

materiales más utilizados en este tipo de cosechadores son el Teflón, el Dióxido de 

silicio (SiO2) y el CYTOP (del inglés, Cyclized Transparent Optical Polymer, 

polímero óptico transparente ciclado) Mohanty et al., (2019). Una de las mayores 

ventajas de estos dispositivos es que pueden generar un voltaje relativamente 

grande debido a su alta impedancia interna en comparación a los cosechadores 

piezoeléctricos. Además, el tiempo de vida útil de los transductores electrostáticos 

es relativamente grande debido a la naturaleza de los materiales usados. Sin 

embargo, para estos cosechadores es requerida una fuente externa de voltaje, lo 

cual genera una baja densidad de energía.  

 

Un cosechador piezoeléctrico está basado en el principio del mismo nombre, 

en el cual un material genera cargas eléctricas cuando es sometido a deformaciones 

Mohanty et al., (2019). Generalmente consisten en una capa de sustrato y una o 

más capas de material piezoeléctrico. Entre los materiales piezoeléctricos más 

utilizados se encuentran los distintos tipos de PZT (Titanato Zirconato de Plomo), 

PVDF (Polifluoruro de Vinilideno), cuarzo, entre otros. Los cosechadores 

piezoeléctricos por lo general son más compactos y su arquitectura es más simple 

que los otros tipos de cosechadores. A pequeña escala, un transductor 

piezoeléctrico es más eficiente que uno electromagnético Mohanty et al., (2019). Sin 

embargo, uno de los problemas más significativos en este tipo de cosechadores 

radica en el alcance de máxima eficiencia de generación de energía. Para 

maximizar la eficiencia, la frecuencia debe modificarse mediante la expansión del 

ancho de banda del dispositivo. 

 

De esta revisión sobre los cosechadores de energía se pueden resaltar 

algunos puntos interesantes como conclusión. Los cosechadores de energía a partir 

de las vibraciones mecánicas son ampliamente utilizados debido a que este tipo de 
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energía es altamente disponible ya que puede ser captada de diversas fuentes. El 

desarrollo de este tipo de cosechadores involucra procesos de fabricación 

complejos que requieren de instalaciones especiales de costoso mantenimiento. La 

introducción del papel como sustrato en estos dispositivos podría proporcionar una 

alternativa atractiva a los materiales tradicionales como los metales y los cerámicos 

desde el punto de vista del tiempo y costo de producción. Adicionalmente, se 

podrían integrar otros materiales que no son compatibles con los procesos de 

fabricación tradicionales que permitan cambiar las propiedades del papel como 

sustrato. 

 

1.2 Descripción del problema 

 

Debido a la reciente introducción de los sistemas mecánicos basados en 

papel, existen algunos aspectos en su comportamiento dinámico en los cuales no 

se ha hecho énfasis. La gran mayoría de estos dispositivos trabajan en el dominio 

estático o cuasi-estático. El papel ha sido utilizado en microsistemas mecánicos que 

trabajan en el dominio dinámico. En el dispositivo construido por Perez-Cruz et al., 

(2017b), los autores reportaron el comportamiento no-lineal del papel cuando es 

utilizado en modo dinámico. Sin embargo, la causa de este comportamiento no fue 

determinada, por lo que debe estudiarse si dicho comportamiento fue causado por 

el principio de actuación electromagnético o es debido a la propia naturaleza del 

material. 

 

A pesar de que existen estándares para caracterización de materiales tipo 

papel, estos estándares no toman en cuenta este comportamiento dinámico no-

lineal, por lo cual se debe analizar si estos estándares pueden ser utilizados para 

describir las propiedades elásticas del papel.  
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De la revisión de la literatura se pueden encontrar 2 problemas relativos a los 

dispositivos basados en papel. En primer lugar, a pesar algunos de estos 

dispositivos se llaman MEMS, el tamaño de estos es aún considerable para 

considerarlos como microsistemas. Debido a esto, debe explorarse la posibilidad de 

fabricar microsistemas con un menor tamaño. En (Perez-Cruz et al., 2017b), las 

frecuencias de resonancia encontradas fueron de hasta aproximadamente 180 Hz. 

Por lo cual, uno de los retos para la fabricación de un sensor MEMS enfocado a la 

cosecha de energía es incrementar la frecuencia de resonancia para incrementar el 

rango de aplicaciones de los microsistemas basados en papel. 

 

Debido a la estructura de los sensores MEMS tradicionales, y a los materiales 

utilizados en la construcción de estos, es complicado realizar algún ajuste de 

sintonización para alguna aplicación en específico. Por lo cual es importante 

explorar la posibilidad de implementar un método de fabricación y sintonización 

simple y de bajo costo, que permita modificar la frecuencia de resonancia del 

dispositivo para alguna aplicación en específico.  

 

1.3 Justificación 

 

Determinar la causa del comportamiento no lineal del papel, y encontrar un 

modelo de elasticidad que pueda ser utilizado para describir esta no linealidad es 

importante para poder desarrollar sensores MEMS enfocados a la cosecha de 

energía, ya que de este modo se puede predecir y determinar el desempeño de este 

tipo de sensores en determinadas condiciones de operación. Adicionalmente, la 

implementación de un enfoque de fabricación con materiales basados en papel 

permite explorar una gama mayor de aplicaciones para los sensores MEMS 

basados en papel, al tener la posibilidad de sintonizar dichos dispositivos mediante 

el uso de materiales no convencionales. 
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La finalidad de este proyecto de tesis es contribuir con métodos que permitan 

describir el comportamiento elástico del papel bajo una excitación dinámica 

mediante parámetros elásticos. Se espera aportar también un modelo discreto 

masa-resorte-amortiguador que describa el comportamiento no lineal del papel 

reportado en trabajos anteriores. Adicionalmente, se espera contribuir con un 

modelo tridimensional paramétrico que permita acoplar el modelo mecánico del 

papel con un modelo de transporte de un líquido en papel. Esto con la finalidad de 

predecir el comportamiento dinámico del papel cuando existe una interacción entre 

dicho material y un líquido. 

 

1.4 Hipótesis 

 

Mediante diversas metodologías que incluyan métodos de fabricación 

simples y de bajo costo, estudios experimentales de fenómenos mecánicos de los 

microsistemas basados en papel y el modelado matemático de dichos fenómenos 

es posible predecir y modificar el comportamiento dinámico de los sensores MEMS 

basados en papel enfocados a la cosecha de energía. 

 

1.5 Objetivos 

 

1.5.1 Objetivo general 

 

Desarrollar sensores MEMS basados en papel para estudiar el 

comportamiento de dicho material bajo excitaciones armónicas; mediante la 

implementación de prototipos con enfoques de fabricación simples y de bajo costo, 

la realización de estudios experimentales sobre dichos prototipos y la generación 

de modelos matemáticos que describan el comportamiento mecánico de dichos 

sistemas. 
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1.5.2 Objetivos particulares 

 

➢ Determinar la causa de la no linealidad dinámica en los microsistemas 

basados en papel mediante un estudio experimental basado en excitación 

harmónica. 

➢ Encontrar un modelo de elasticidad para describir la no linealidad en el 

comportamiento dinámico del papel. 

➢ Proponer un enfoque de fabricación simple y de bajo costo para 

microsistemas basados en papel que permita realizar una sintonización de la 

frecuencia de resonancia de dichos sistemas. 

➢ Modelar el fenómeno de transporte de líquidos acuosos en un microsistema 

basado en papel sometido a una excitación harmónica. 

➢ Implementar un prototipo experimental de un sensor MEMS basado en papel 

enfocado a la cosecha de energía. 

 

1.6 Planteamiento general 

 

La metodología que se propone para abordar esta investigación se muestra 

en la Figura 1 consta de tres etapas principales: el estudio del fenómeno de la 

respuesta en frecuencia no lineal en el papel, el estudio paramétrico de la respuesta 

en frecuencia en el transporte de fluidos en el papel, y la fabricación del prototipo 

de un sensor enfocado a la cosecha de energía. 
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Figura 1. Diagrama de bloques del planteamiento general. 

 

La metodología se divide en 3 partes: 

 

a) Estudio de respuesta no lineal: Consiste en determinar 

experimentalmente la causa del comportamiento no lineal del papel ante una 

excitación armónica encontrada en (Perez-Cruz et al., 2017b). En este estudio se 

determinará también si los estándares de caracterización del papel son capaces de 

describir adecuadamente el comportamiento del papel bajo cargas dinámicas.  

 

b) Estudio del fenómeno de transporte en papel bajo cargas dinámicas: 

Consiste en generar un modelo paramétrico que acople un modelo elástico del papel 

con un modelo de transporte de un líquido en el papel a través del método de los 
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elementos finitos. Este modelo será validado experimental para determinar la 

exactitud con la que dicho modelo paramétrico es capaz de describir el 

comportamiento dinámico del papel cuando interactúa con un líquido 

 

c) Fabricación de prototipo: Esta etapa de la investigación consiste en 

fabricar un sensor MEMS basado en papel enfocado a la cosecha de energía. Se 

determinará el principio de cosecha de energía de este sensor y se determinará 

experimentalmente la capacidad de cosecha de energía del dispositivo. 
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Capítulo 2. Fundamentación teórica 

 

Este capítulo consta de 2 secciones, en la primera sección se presentan los 

modelos matemáticos utilizados durante el desarrollo de este proyecto de tesis. En 

la segunda sección se presenta una revisión de la teoría sobre los cosechadores de 

energía, en la cual se desarrollan los conceptos más importantes sobre estos 

dispositivos. 

 

2.1 Modelos constitutivos 

 

En esta sección se presentan los tres modelos constitutivos utilizados en el 

desarrollo de este proyecto de tesis. En primer lugar, se presenta un modelo de 

elasticidad basado en tensores utilizado para modelar un elemento elástico lineal. 

En segundo lugar, se presenta un modelo fenomenológico, el cual sirve para 

describir la dinámica de un sistema mecánico sometido a excitación harmónica y 

cuya respuesta en frecuencia es no lineal. En tercer lugar, se presenta un modelo 

matemático que sirve para describir el fenómeno de transporte de un líquido en un 

medio poroso. Finalmente, se presenta un modelo basado en tensores para 

describir la elasticidad de un elemento mecánico, necesario para describir el cambio 

de elasticidad con respecto al transporte de un líquido en un elemento mecánico. 

  

2.1.1 Vibración de una viga en voladizo con elasticidad lineal 

 

Considérese el diagrama de cuerpo libre de una viga mostrado en la Figura 

2, en la cual 𝑀(𝑥, 𝑡) es el momento flexionante, 𝑉(𝑥, 𝑡) es la fuerza cortante, 𝐹𝑒(𝑥, 𝑡) 

es una fuerza externa por unidad de longitud de la viga y 𝑡 es el tiempo. En la Figura 

2(a) se ilustra la viga bajo flexión, el eje 𝑥 representa el eje horizontal y el eje 𝑧 

representa el eje vertical. En la Figura 2(b) se ilustra el diagrama de cuerpo libre de 
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un elemento infinitesimal de la viga. La fuerza de inercia actuando en el elemento 

de la viga es calculada mediante la ecuación 2.1 (Rao, 2010) 

 

𝜌𝐴(𝑥) 𝑑𝑥 
𝜕2𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
       (2.1) 

 

donde 𝜌 es la densidad del material, 𝐴(𝑥) es el area de sección transversal de la 

viga, 𝑤(𝑥, 𝑡) es el desplazamiento de la viga en la dirección vertical y 𝑑𝑥 es un 

elemento diferencial en la viga . Por lo tanto la ecuación de movimiento de la viga 

en la dirección 𝑧 está representada por la ecuacion 2.2 

 

−(𝑉 + 𝑑𝑉) + 𝑓(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 + 𝑉 = 𝜌𝐴(𝑥) 𝑑𝑥
𝜕2𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2    (2.2) 

  

La ecuación de momento alrededor del eje 𝑦 pasando por el punto 𝑂 en la 

Figura 2 está representada por la ecuación 2.3 

 

(𝑀 + 𝑑𝑀) − (𝑉 + 𝑑𝑉) 𝑑𝑥 + 𝐹𝑒(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 
𝑑𝑥

2
− 𝑀 = 0  (2.3) 

 

 

Figura 2. a) Un elemento viga en flexión y b) diagrama de cuerpo libre de un  

elemento infinitesimal de la viga (Rao, 2010). 
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 Si se escribe  

 

 𝑑𝑉 =
𝜕𝑉

𝜕𝑥
𝑑𝑥  y  𝑑𝑀 =

𝜕𝑀

𝜕𝑥
𝑑𝑥 

 

y descartando los términos que envuelven potencias al cuadrado en 𝑑𝑥, las 

ecuaciones 2.2 y 2.3 pueden ser reescritas en las ecuaciones 2.4 y 2.5 

respectivamente 

 

−
𝜕𝑉(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
+ 𝐹𝑒(𝑥, 𝑡) = 𝜌𝐴(𝑥)

𝜕2𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
    (2.4) 

 
𝜕𝑀(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
− 𝑉(𝑥, 𝑡) = 0      (2.5) 

 

 Usando la relación 𝑉 = 𝜕𝑀 𝜕𝑥⁄  derivada de las ecuaciones 2.4 y 2.5, la 

ecuación 2.4 se convierte en la ecuación 2.6 

 

𝜕𝑀2(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝐹𝑒(𝑥, 𝑡) = 𝜌𝐴(𝑥)

𝜕2𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
     (2.6) 

 

 A partir de la teoría clásica de vigas de Euler-Bernoulli, la relación entre el 

momento flexionante y la deflexión puede ser expresada por la ecuación 2.7 (Rao, 

2010) 

 

𝑀(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝐼(𝑥)
𝜕2𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
      (2.7) 

 

Donde 𝐸 representa el módulo de Young del material e 𝐼(𝑥) es el momento de 

inercia de la sección transversal de la viga alrededor del eje 𝑦. Insertando entonces 

la ecuación 2.7 en la ecuación 2.6 se obtiene la ecuación 2.8 

 

𝜕2

𝜕𝑥2
[𝐸𝐼(𝑥)

𝜕2𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
] + 𝜌𝐴(𝑥)

𝜕2𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝐹𝑒(𝑥, 𝑡)  (2.8) 
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Para una viga uniforme, la ecuación 2.8 se reduce en la ecuación 2.9 

 

𝐸𝐼(𝑥)
𝜕4𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥4
+ 𝜌𝐴

𝜕2𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝐹𝑒(𝑥, 𝑡)    (2.9) 

 

 Para vibración libre, se tiene que 𝑓(𝑥, 𝑡) = 0, por lo cual la ecuación de 

movimiento se transforma en la ecuación 2.10 

 

𝑐2 𝜕4𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥4
+

𝜕2𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
= 0      (2.10) 

 

donde c es una constante cuyo valor está dado por 

 

𝑐 = √
𝐸𝐼

𝜌𝐴
  

 

Para obtener una única solución para la ecuación de movimiento es 

necesario establecer las condiciones iniciales y las condiciones de frontera. 

Usualmente los valores iniciales para la velocidad y el desplazamiento son 

especificados como 𝑤0(𝑥) y 𝑤0̇(𝑥) en 𝑡 = 0, así que las condiciones iniciales están 

dadas por la ecuación 2.11 

 

𝑤(𝑥, 𝑡 = 0) = 𝑤0(𝑥)  

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡 = 0) = 𝑤0̇(𝑥)      (2.11) 

 

 La solución para vibraciones libres puede ser obtenida por el método de 

separación de variables mostrada en la ecuación 2.12 

 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑊(𝑥)𝑇(𝑡)       (2.12) 
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 Sustituyendo la ecuación 2.12 en la ecuación 2.10 se obtiene entonces la 

ecuación 2.13 

 

𝑐2

𝑊(𝑥)

𝑑4𝑊(𝑥)

𝑑𝑥4
= −

1

𝑇(𝑡)

𝑑2𝑇(𝑡)

𝑑𝑡2
= 𝑎 = 𝜔2    (2.13) 

 

donde 𝑎 es una constante positiva y 𝜔 es la frecuencia natural de vibración. La 

ecuación 2.13 puede ser reescrita en las ecuaciones 2.14 y 2.15 

 

𝜕4𝑊(𝑥)

𝜕𝑥4
− 𝛽4𝑊(𝑥) = 0      (2.14) 

      
𝜕2𝑇(𝑡)

𝜕𝑡4
+ 𝜔4𝑇(𝑡) = 0      (2.15) 

  

donde 𝐺 es una constante que está determinada por 

 

𝐺4 =
𝜔2

𝑐2
=

𝜌𝐴𝜔

𝐸𝐼
        

 

La solución de la ecuación 2.14 puede ser expresada como 

 

𝑇(𝑡) = 𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡       
 

donde A y B son constantes que pueden ser encontradas mediante las condiciones 

iniciales. Para la solución de la ecuación 2.14 se asume que 

 

𝑊(𝑥) = 𝐶𝑒𝑠𝑥
         

 

donde C y s son constantes, y se deriva la ecuación auxiliar 2.16 

 

𝑠4 − 𝐺4 = 0        (2.16) 
  

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



 
 

24 
 
 

Las raíces de esta ecuación son 

 

𝑠1,2 = ±𝐺,     𝑠3,4 = ±𝑖𝐺        

 

 Entonces, la solución de la ecuación 2.14 es representada por  

 

𝑊(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝐺𝑥 + 𝐶4𝑒

−𝐺𝑥 + 𝐶1𝑒
𝑖𝐺𝑥 + 𝐶1𝑒

−𝑖𝐺𝑥
   (2.17) 

 

donde 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 y 𝐶4 son constantes. La ecuación 2.17 puede ser también 

expresada como  

 

𝑊(𝑥) = 𝐶1 𝑐𝑜𝑠 𝐺𝑥 + 𝐶2 𝑠𝑖𝑛 𝐺𝑥 + 𝐶3 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝐺𝑥 + 𝐶4 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝐺𝑥   
 

 Las constantes 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 y 𝐶4 pueden ser encontradas a partir de las 

condiciones frontera. Las frecuencias naturales de la viga pueden ser encontradas 

a partir de la ecuación 2.18 

 

𝜔 = 𝛽2√
𝐸𝐼

𝜌𝐴
= (𝛽𝑙)2√

𝐸𝐼

𝜌𝐴𝑙4
     (2.18) 

 

 La función 𝑊(𝑥) es conocida como modo normal o función característica de 

la viga. Para cualquier viga, existirá un número infinito de modos normales con una 

frecuencia natural asociada a cada modo. Para encontrar las constantes 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 

y 𝐶4 se deben utilizar las condiciones de frontera, que en el caso de una viga 

cantiléver son representadas mediante la ecuación 2.19 

 

 𝐷𝑒𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖ó𝑛 = 𝑤 = 0,         𝑃𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 = 𝜕𝑤 𝜕𝑥⁄ = 0  (2.19) 

 

 Esta formulación es aplicada en el caso de elementos mecánicos que se 

comportan de manera lineal. Sin embargo, en el caso de materiales no lineales esta 
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formulación no puede ser utilizada y debe ser cambiada por una que describa el 

comportamiento dinámico no lineal.  

 

2.1.2 Modelo discreto 

 

Un modelo discreto es un tipo de modelo que es útil para estudiar la 

respuesta dinámica de un sistema físico, simplificando el análisis de un sistema real 

espacialmente distribuido. Para el estudio de la respuesta dinámica de un sistema 

mecánico, se consideran tres tipos de elementos discretos, masas, resortes y 

amortiguadores. 

 

 Considérese el caso de una viga en voladizo como la que se muestra en la 

Figura 3. Los ejes longitudinales están representados por las coordenadas 𝑥, 𝑦  y 𝑧 

respectivamente. 

 

Figura 3. Viga en voladizo genérica con una masa mb, longitud L, ancho b y 

grosor h. 

 

 Esta viga en voladizo representa un sistema real espacialmente distribuido. 

Para simplificar el análisis de este sistema bajo cargas dinámicas armónicas, este 

sistema puede ser representado con un modelo de parámetros concentrados con 

un grado de libertad. En la Figura 4(a) se muestra el modelo discreto con una masa 
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equivalente 𝑚𝑒𝑞, un resorte con una rigidez 𝑘𝑒𝑞 y un amortiguador 𝑐𝑒𝑞 sometida a 

una excitación armónica 𝐹(𝑡). 

 

 

Figura 4. Modelo de parámetros concentrados para describir el 

comportamiento dinámico de una viga de papel en voladizo (a) Sistema masa-

resorte-amortiguador bajo una excitación armónica y (b) Diagrama de cuerpo libre 

del sistema. 

 

 En este modelo, 𝑧(𝑡) representa el desplazamiento de la viga desde su 

posición de equilibrio estático en el instante 𝑡. De esta manera, la elongación del 

resorte está representada por 𝑧 y la velocidad del amortiguador está denotada por 

�̇�. El diagrama de cuerpo libre del sistema está representado en la Figura 4(b). En 

este diagrama, 𝐹𝑘 y 𝐹𝑐  representan las fuerzas ejercidas en el resorte y en el 

amortiguador respectivamente. La ecuación de movimiento puede ser entonces 

derivada de la siguiente manera en la ecuación 2.20 

 

𝑚𝑒𝑞�̈� + 𝑐𝑒𝑞(�̇�) + 𝑘𝑒𝑞(𝑧) = 𝐹0 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡     (2.20) 

 

donde �̈� representa la aceleración de la masa, 𝐹0 es la amplitud de la excitación 

armónica y 𝜔 representa la frecuencia angular de dicha excitación. Ya que la 
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excitación del sistema mecánico es armónica, se espera que la solución particular 

de la ecuación 2.20 sea también armónica, mostrada en la ecuación 2.21 

 

𝑧𝑝(𝑡) = 𝑍 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 − 𝛾)      (2.21) 

 

donde 𝑍 y γ son constantes que deben ser determinadas. 𝑍 y γ denotan la amplitud 

de la respuesta y el ángulo de fase respectivamente. Sustituyendo la ecuación 2.21 

en la ecuación 2.20 y utilizando identidades trigonométricas se llega a la ecuación 

2.22 

 

Z[(𝑘𝑒𝑞 − 𝑚𝑒𝑞𝜔
2) cos γ + 𝑐𝑒𝑞𝜔 sin γ] = F0  

𝑍[(𝑘𝑒𝑞 − 𝑚𝑒𝑞𝜔
2) 𝑠𝑖𝑛 𝛾 + 𝑐𝑒𝑞𝜔 𝑐𝑜𝑠 𝛾] = 0   (2.22) 

 

Entonces, la solución a la ecuación 2.21 es 

 

𝑍 =
𝐹0

[(𝑘𝑒𝑞−𝑚𝑒𝑞𝜔2)
2
+𝑐𝑒𝑞

2𝜔2]1/2
      

 

y el ángulo de fase está dado por 

 

γ = 𝑡𝑎𝑛−1 (
𝑐𝑒𝑞𝜔

𝑘𝑒𝑞−𝑚𝑒𝑞𝜔2)  

 

2.1.3 Respuesta dinámica no lineal 

 

En un sistema mecánico existen dos tipos de no linealidades que están 

asociadas a su comportamiento dinámico. La primera es llamada no linealidad 

geométrica y es causada por el alto nivel de vibraciones del sistema. La segunda 

es debida a la propia naturaleza y estructura de los materiales utilizados en la 
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construcción del sistema (Leśnicki et al., 2011; Park et al., 2014). Estas no 

linealidades debido al material pueden ser clasificadas de acuerdo con el 

comportamiento de la frecuencia de resonancia del sistema con respecto a la 

amplitud de excitación. Si la frecuencia de resonancia es incrementada con la 

amplitud de excitación, se trata de un fenómeno conocido como endurecimiento 

(hardening) (Balasubramanian et al., 2018; Chitsaz Yazdi y Jalali, 2015). Por el 

contrario, si la frecuencia de resonancia es disminuida con la amplitud de excitación, 

se trata de un efecto conocido como suavizado (softening) (Leadenham y Erturk, 

2014; Leśnicki et al., 2011). 

 

Perez-Cruz et al., (2017b) observaron una respuesta no lineal en el 

dispositivo que desarrollaron. Se observó que la respuesta en frecuencia disminuyó 

con el incremento del nivel de excitación armónica, como se muestra en la Figura 

5. Ya que el nivel de vibraciones no alcanzó el 10 % del valor de la longitud del 

dispositivo, se podría considerar que en este sistema el comportamiento no lineal 

podría ser causado por la naturaleza del papel. En esta figura se muestran las 

curvas de resonancia del sistema electromecánico desarrollado en papel en 

distintos colores. Los picos de resonancia correspondientes a cada nivel de 

excitación están unidos mediante una línea punteada roja. A esta línea que une se 

le conoce como curva backbone (Leadenham y Erturk, 2014). 
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Figura 5. Respuesta en frecuencia del sistema mecánico basado en papel 

(Perez-Cruz et al., 2017b) a diferentes niveles de excitación y curva backbone. 

 

La pendiente negativa de esta recta demuestra que existe un efecto de 

softening, el cual puede ser modelado utilizando un modelo fenomenológico. Estos 

modelos correlacionan la respuesta en frecuencia no lineal con el tipo de rigidez no 

lineal presente en un sistema mecánico (Leadenham y Erturk, 2014). En las 

investigaciones de sistemas mecánicos no lineales se han observado dos tipos de 

comportamiento no lineal asociados a una rigidez no lineal cuadrática o cúbica 

(Leadenham y Erturk, 2014) 

 

El modelo de rigidez cuadrática predice una respuesta en frecuencia 

caracterizada por una curva backbone lineal como la mostrada en la Figura 5. Este 

modelo es descrito por la ecuación 2.23 (Leadenham y Erturk, 2014) 

 

�̈� + 2휁�̇� + 𝑧 − 𝑧2𝑠𝑔𝑛(𝑧) = 𝐹(𝑡)      (2.23) 
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donde 𝑧 representa la posición de un punto en el sistema, �̇� representa la velocidad, 

�̈� es la aceleración, 𝐹(𝑡) es la función de excitación, 휁 es el factor de 

amortiguamiento y 𝑠𝑔𝑛(𝑧) es la función signo que está definida de la siguiente 

manera: si 𝑧 > 0, 𝑠𝑔𝑛(𝑧) = 1; por el contrario, si 𝑧 < 0 entonces 𝑠𝑔𝑛(𝑧) = −1. 

 

 La respuesta dinámica no lineal ha sido utilizada para investigar el 

comportamiento mecánico de ciertos tipos de materiales. Diversos autores han 

utilizado métodos basados en la respuesta no lineal de dichos materiales para 

caracterizar su respuesta dinámica mediante la extracción de parámetros 

característicos. Estos parámetros han sido utilizados en algunos estudios para 

correlacionar los valores de estos parámetros con la homogeneidad, nivel de daño 

o concentración de un agregado en ciertos materiales (Balasubramanian et al., 

2018; Leśnicki et al., 2011; Park et al., 2014).  

 

 En estos estudios, se ha asociado la respuesta dinámica dependiente de la 

amplitud a no-linealidades del tipo histéresis en la relación esfuerzo-deformación 

del material (Leśnicki et al., 2011). Un parámetro no lineal de histéresis es 

correlacionado con el cambio de frecuencia que está definido por la ecuación 2.24 

 

(𝑓0 − 𝑓)/𝑓        (2.24) 

 

donde 𝑓0 es la frecuencia de resonancia lineal y 𝑓 es la frecuencia de resonancia a 

una determinada amplitud de excitación. Utilizando el modelo fenomenológico para 

histéresis y ecuaciones clásicas no lineales se obtiene la siguiente relación para el 

módulo de elasticidad, definida por la ecuación 2.25 (Park et al., 2014) 

 

𝐸 = 𝐸0[1 + 𝛽𝑛휀 + 𝛿휀2 + 𝛼(𝛥휀 + 휀 𝑠𝑔𝑛(휀̇))]   (2.25) 
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donde 𝐸0 es el módulo de elasticidad lineal, 𝛽n es el parámetro cuadrático no lineal, 

𝛿 es el parámetro cúbico no lineal, 휀 es la deformación unitaria, 𝛼 es una medida de 

la no-linealidad del tipo histéresis, Δ휀 es la amplitud de la deformación unitaria, 휀̇ es 

la variación de la deformación con respecto al tiempo, 𝑠𝑔𝑛(휀̇) es la función signo; si 

휀̇ > 0, entonces 𝑠𝑔𝑛(휀̇) = 1; por el contrario, si 휀̇ < 0, entonces 𝑠𝑔𝑛(휀̇) = −1. 

  

Entonces, la frecuencia de resonancia relativa (ecuación 2.24) puede ser 

relacionada con la amplitud de deformación con la ecuación 2.26 

 

𝑓0−𝑓

𝑓0
= 𝛼ℎ𝛥휀       (2.26) 

 

donde 𝛼ℎ es el parámetro no lineal de histéresis, que es proporcional a 𝛼. De esta 

ecuación se puede observar que un parámetro de histéresis no lineal positivo resulta 

en una disminución de la frecuencia de resonancia con la amplitud de excitación. El 

parámetro 𝛼ℎ es entonces obtenido mediante el cambio de la frecuencia de 

resonancia con la amplitud y utilizado como un valor característico para describir el 

comportamiento elástico de materiales no lineales (Leśnicki et al., 2011; Park et al., 

2014).  

 

2.1.4 Modelo de transporte de líquido 

 

Los modelos de suelos basados en la ecuación de Richards han sido 

extensamente utilizados para modelar el transporte de un líquido en un medio 

poroso saturado o no saturado (Askar, 1998; Camporese et al., 2006; Kalinka y 

Ahrens, 2011; Kumar, 2004). Estos modelos están basados en ecuaciones 

diferenciales parciales no lineales, por lo cual deben ser resueltas mediante 

métodos numéricos como FEM (del inglés Finite Element Model, Modelo de 

elemento finito) o el método de las diferencias finitas (Chen y Dai, 2016; Naula Reina 
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et al., 2016; Zhang et al., 2016). Perez-Cruz et al., (2017d) desarrollaron un modelo 

en dos dimensiones para describir el fenómeno de transporte de un líquido acuoso 

en materiales basados en papel. Sin embargo, es necesario un modelo 

tridimensional que permita modelar el transporte de un líquido en un sistema 

mecánico basado en papel.  

 

Es importante señalar que este modelo es aplicado bajo las siguientes 

suposiciones: (i) El fluido es incompresible, (ii) El flujo es laminar, (iii) Los efectos 

de hinchazón/contracción de fibras son ignorados y (iv) El proceso de transporte es 

asumido como isotérmico. Para un medio no saturado, la ecuación de Richards que 

para modelar el transporte de un líquido en tres dimensiones es representada en la 

ecuación 2.27 

 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
−

𝜕

𝜕𝑥
(𝐷(𝜑)𝛻𝜑) −

𝜕

𝜕𝑦
(𝐷(𝜑)𝛻𝜑) −

𝜕

𝜕𝑧
(𝐷(𝜑)𝛻𝜑) = 𝑠  (2.27) 

 

donde 𝐷(𝜑) representa la difusividad, 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) es el contenido de humedad en la 

posición (𝑥, 𝑦, 𝑧) en el instante 𝑡, ∇ representa el operador de gradiente y 𝑠 es el 

termino sink/source que representa el transporte de entrada o de salida de un 

líquido.  

 

El término 𝐷(𝜑) puede ser descrito en el marco del modelo de Richards 

mediante la ecuación 2.28 

 

𝐷(𝜑) = 𝐷0𝜑
𝑛        (2.28) 

 

donde 𝐷0 es una constante de difusividad. El orden 𝑛 está relacionado con la 

distribución del tamaño de poro en el medio y dicta la dinámica del proceso 

transporte del líquido Perez-Cruz et al., (2017c). 
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2.1.5 Formulación Lagrangiana total 

 

Para acoplar el fenómeno de transporte de líquido con el cambio de 

elasticidad en los sistemas basados de papel es necesario utilizar un modelo 

computacional de elasticidad para calcular los esfuerzos y los estados de 

deformación de manera numérica con respecto al tiempo y a las coordenadas del 

material. A este tipo de formulación se le conoce como formulación total 

Lagrangiana.  

 

En esta formulación, se asume que cuando un cuerpo es deformado, las 

coordenadas materiales 𝑿 de un cuerpo permanecen constantes. Las coordenadas 

espaciales 𝒙, las cuales cambian con respecto a las fuerzas aplicadas y con 

respecto al tiempo son presentadas en la ecuación 2.29 

 

𝒙 = 𝑿 + 𝒖(𝑿, 𝑡)       (2.29) 
 

donde 𝒖 representa el vector de desplazamiento. Las componentes cartesianas 

globales en las direcciones 𝑥, 𝑦 y 𝑧 están definidas como 𝑢𝑔, 𝑣𝑔 y 𝑤𝑔 

respectivamente. Por lo tanto, el gradiente de desplazamiento está definido por la 

ecuación 2.30 

 

𝛻𝒖 =

[
 
 
 
 
𝜕𝑢𝑔

𝜕𝑋

𝜕𝑢𝑔

𝜕𝑌

𝜕𝑢𝑔

𝜕𝑍
𝜕𝑣𝑔

𝜕𝑋

𝜕𝑣𝑔

𝜕𝑌

𝜕𝑣𝑔

𝜕𝑍
𝜕𝑤𝑔

𝜕𝑋

𝜕𝑤𝑔

𝜕𝑌

𝜕𝑤𝑔

𝜕𝑍 ]
 
 
 
 

      (2.30) 
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Para el caso de deformaciones pequeñas, el tensor de deformación total 휀 

puede ser escrito en términos del gradiente de desplazamiento 𝒖 utilizando la 

ecuación 2.31 

 

휀 =
1

2
(𝛻𝒖 + 𝛻𝒖𝑇)       (2.31) 

 

 Por lo tanto, el tensor de esfuerzo 𝑺 para un material elástico lineal puede ser 

expresado con la ecuación 2.32 

 

𝑺 = 𝐽 ∶  휀        (2.32) 

 

donde 𝐽 representa el tensor de elasticidad de cuarto orden, y el operador dos 

puntos ‘:’ representa el doble producto tensorial. En el contexto de esta formulación, 

el comportamiento dinámico de un elemento puede ser entonces descrito con la 

ecuación 2.33 

 

−𝜌𝜔𝑒
2𝒖 =

𝜕𝑺

𝜕𝑥
+

𝜕𝑺

𝜕𝑦
+

𝜕𝑺

𝜕𝑧
      (2.33) 

 

donde 𝜌 representa la densidad del material y 𝜔e representa las eigenfrecuencias 

del elemento. 
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2.1.6 Inducción electromagnética 

 

En 1820, el científico danés Hans Christian Oersted demostró que una 

corriente eléctrica circulando a través de un conductor genera un campo magnético. 

El inglés Michael Faraday expresó que, si una corriente eléctrica puede producir un 

campo eléctrico, entonces un campo magnético puede producir una corriente 

(Sadiku y Akujuobi, 2004). 

 

 Faraday experimentó con 2 bobinas separadas en un toroide de hierro y 

demostró que un campo magnético cambiante puede producir una corriente 

circulando a través de un conductor. Este cambio en el campo magnético puede ser 

producido por movimiento relativo entre un conductor y un imán. 

  

 Por lo tanto, un campo magnético variable produce una fuerza electromotriz 

(𝑓𝑒𝑚) que puede establecer una corriente en un circuito cerrado. Una fuerza 

electromotriz es una tensión que surge como consecuencia de un conductor 

moviéndose en un campo magnético o de un campo magnético variable. 

 

 La ley de Faraday es expresada en la ecuación 2.34 

 

 𝑓𝑒𝑚 = −
𝑑𝜙𝐵

𝑑𝑡
       (2.34) 

 

 Donde 𝜙B representa el flujo magnético y 𝑡 es el tiempo. Esta ecuación 

puede ser aplicada no solo a un camino conductivo cerrado, sino también puede 

representar una línea imaginaria en el espacio. El flujo magnético es aquel flujo que 

pasa a través de todas y cada una de las superficies cuyo perímetro esté encerrado 

en esa trayectoria cerrada. 
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 Un valor diferente de cero en  𝜙B 𝑑𝑡⁄  puede resultar de aplicar cualquiera de 

las siguientes situaciones: 

 

1. Un flujo magnético cambiante que circula a través de una trayectoria cerrada 

2. Movimiento relativo entre un campo estacionario y una trayectoria cerrada 

3. Una combinación de ambos 

 

El signo negativo en la ley de Faraday indica que la emf generada tiene una 

dirección tal que produce un flujo de corriente que, a su vez, genera un flujo 

magnético opuesto al flujo original. Este enunciado acerca del voltaje inducido que 

produce un flujo que se opone se conoce como ley de Lenz. 

 

Este principio de inducción sirve como principio de operación en las máquinas 

eléctricas que se utilizan actualmente, y también ha sido utilizado para desarrollar 

sensores y cosechadores de energía a partir de las vibraciones mecánicas.  

 

2.2 Cosecha de energía mecánica 

 

Los cosechadores VEH (del inglés Vibration Energy Harvester) convierten las 

vibraciones mecánicas en energía eléctrica. La mayor parte de los VEHs son 

diseñados de tal manera que producen la máxima salida de potencia cuando son 

operados en su frecuencia de resonancia (Khan y Ahmad, 2016). La respuesta de 

los VEHs depende completamente de la naturaleza de las vibraciones a las que está 

sometido. Bajo una excitación harmónica sinusoidal, los VEHs tienen un 

comportamiento completamente diferente que cuando están sometidos a 

vibraciones aleatorias. Varios tipos de VEHs han sido desarrollados y reportados en 

la literatura. Basándose en el mecanismo de transducción, los VEHs pueden ser 

clasificados en piezoeléctricos, electrostáticos y electromagnéticos (Sue y Tsai, 

2012).  
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2.2.1 Cosechadores piezoeléctricos 

 

En los cosechadores de energía piezoeléctricos (PE-VEH), un material 

piezoeléctrico es depositado sobre una estructura que puede ser una viga o una 

membrana. Debido a las vibraciones, el material piezoeléctrico es sometido a 

deformación. Como resultado de esta deformación, se produce una polarización a 

lo largo del material piezoeléctrico y se produce un voltaje (Siddique et al., 2015). 

Usualmente, este tipo de cosechador cuenta con electrodos que sirven para 

trasportar la electricidad cosechada a una carga eléctrica. Estos electrodos son en 

mayor parte fabricados de oro o de cobre (Sue y Tsai, 2012). 

 

La selección del material piezoeléctrico depende de varios criterios al 

momento de diseñar y construir un VEH. Para aplicaciones de vibraciones de gran 

amplitud se prefieren materiales con un alto módulo de elasticidad como el óxido de 

aluminio y el titanato de plomo (Khan y Ahmad, 2016). Sin embargo, para 

aplicaciones donde la variación de temperatura es crítica se prefiere el óxido de 

aluminio. En aplicaciones de vibraciones a bajo nivel, el PZT es seleccionado 

usualmente debido a su alta constante dieléctrica (Wong et al., 2015). 

 

Dependiendo de la arquitectura, los PE-VEHs pueden ser clasificados en 3 

tipos, los cuales son: (i) cantiléver unimorfo, (ii) cantiléver bimorfo y (iii) membrana 

(Khan y Ahmad, 2016). En el tipo unimorfo, la arquitectura consiste en una viga 

cantiléver compuesta de un sustrato y un material piezoeléctrico depositado en la 

capa superior. En el tipo bimorfo, la arquitectura consiste en una capa sustrato y 

dos capas de material piezoeléctrico, una capa depositada en la parte superior del 

sustrato y otra capa depositada en la parte inferior. En el tipo membrana el 

dispositivo consiste en una membrana colocada en un marco soporte y un material 

piezoeléctrico que es adherido en la parte superior o inferior de la membrana. En 

ocasiones, una masa de prueba es colocada en el cosechador para ajustar la 

frecuencia de resonancia de este. 
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2.2.2 Cosechadores electrostáticos 

 

Los cosechadores electrostáticos (ES-VEHs) están basadas en el cambio de 

capacitancia entre una placa metálica fija y otra móvil (Khan y Ahmad, 2016). En 

estos cosechadores, las placas metálicas están cargas opuestamente y son 

separadas por la vibración, de esta manera la energía mecánica es transformada 

en energía eléctrica. Estas placas están inicialmente cargadas con una fuente de 

voltaje y, dependiendo de la separación o traslape entre los platos, el cambio de 

capacitancia produce un incremento en el voltaje entre las placas. 

 

Existen 2 tipos de ES-VEHs, los de tipo separación variable y los de tipo 

peineta (Siddique et al., 2015). Los de separación variable pueden ser de 2 clases, 

los de clase out-of-plane y los de clase in-plane. Los de clase out-of-plane consisten 

en una placa fija depositada en un sustrato, y una placa móvil, suspendida en la 

parte superior de la palca fija con ayuda de una estructura basada en vigas y 

elementos de anclaje. Usualmente los de esta clase operan a partir de una 

excitación base en la cual la placa móvil se mueve de manera perpendicular al plato 

fijo, por lo que la capacitancia entre las placas cambia. En los de clase in-plane, la 

placa móvil puede moverse solo en el plano del cosechador de manera paralela a 

la placa fija, por lo que la capacitancia cambia al cambiar el área de traslape entre 

las placas. En los ES-VEHs de tipo peineta existe un cierto número de “placas” 

interdigitadas. Las placas estáticas son fabricadas en un sustrato y unas placas 

móviles suspendidas en estructuras basadas en vigas (Khan y Ahmad, 2016) 

 

2.2.3 Cosechadores electromagnéticos 

 

Los cosechadores electromagnéticos (EM-VEHs) operan bajo el principio de 

inducción de la ley de inducción electromagnética de Faraday (Siddique et al., 
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2015). Una 𝑓𝑒𝑚 (fuerza electro-motriz) es inducida en una bobina cuando la 

densidad de flujo magnético en el área de la bobina es variada (Sue y Tsai, 2012). 

 

Generalmente un EM-VEH está compuesto de un imán permanente, una 

bobina y un sistema de suspensión (Khan y Ahmad, 2016). Debido a las vibraciones, 

una e.m.f. es producida debido al movimiento relativo entre el imán y la bobina. 

Múltiples arquitecturas para este tipo de cosechadores han sido exploradas por los 

investigadores, entre las cuales se encuentras las siguientes: (i) Bobina fija e imán 

móvil, (ii) Bobina móvil e imán fijo, (iii) Bobina enrollada, (iv) Bobina plana, (v) Viga 

cantiléver y (vi) Tipo membrana (Khan y Ahmad, 2016). 

 

En los EM-VEHs, la bobina normalmente está fabricada de un material 

diamagnético que ofrece una fuerza de repleción muy débil con respecto al imán y 

un amortiguamiento muy bajo (Sue y Tsai, 2012). La bobina enroscada 

normalmente es fabricada de cobreo. Sin embargo, existen algunos materiales 

diamagnéticos que son utilizado para los cosechadores de bobina plana. La plata 

es el material más adecuado en este caso debido a su baja resistividad eléctrica. 

Sin embargo, debido a problemas de compatibilidad de este material con los 

procesos de fabricación, se prefieren otros materiales como el aluminio y el oro en 

las bobinas planas (Khan y Ahmad, 2016). 

 

 En los EM-VEHs, los imanes permanentes que producen un gran flujo 

magnético forman una parte esencial de la transducción de energía (Khan y Ahmad, 

2016). Diversos materiales que cumplen con esta característica han sido utilizados 

como imanes en los EM-VEHs. Debido a su alto flujo magnético, los imanes 

permanentes de neodimio (NdFeB) son los más reportados en el desarrollo de los 

EM-VEHs (Khan y Ahmad, 2016). Sin embargo, la alta temperatura de Curie de la 

fundición de Alnico (AlNiCo), del Samario-Cobalto (SmCo), y del Alnico sinterizado 

(AlNiCo) hacen a estos materiales más adecuados para aplicaciones de altas 

temperaturas.   
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2.2.4 Comparativa entre los tipos de VEHs 

 

Los PE-VEHs y los ES-VEHs son capaces de mayores niveles de voltaje que 

los EM-VEHs. La generación de voltaje en los EM-VEHs está en el orden de los 

miliVolts, provocando que el proceso de rectificación de voltaje sea complicado. 

Como consecuencia, la etapa de rectificación de voltaje de este tipo de 

cosechadores requiere de diodos de voltaje ultra-bajo (Khan y Ahmad, 2016). En 

contraste con los EM-VEHs, la impedancia interna de los PE-VEHs y los ES-VEHs 

es muy alta. Por lo cual los niveles de corriente producidos en estos cosechadores 

son bajos. Además, los ES-VEHs requieren de una batería para la continua carga 

de las placas de los cosechadores y un circuito de extracción de energía para 

recolectar la energía cosechada del ES-VEH. 
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Capítulo 3. Metodología 

 

La metodología de este proyecto de tesis consta de tres pasos. El primero de 

ellos consiste en el estudio de la respuesta en frecuencia de vigas en voladizo de 

papel con la finalidad de determinar la causa del comportamiento no lineal que se 

observó en (Perez-Cruz et al., 2017b). En este estudio se estudió el comportamiento 

de la frecuencia de resonancia con respecto a la amplitud de excitación de las vigas 

de papel. Se propone un método para describir este comportamiento elástico no 

lineal mediante el uso de 2 parámetros.  

 

 El segundo paso consiste en el estudio de la respuesta en frecuencia de 

vigas de papel que interactúan con un líquido acuoso. Se propone un modelo 

tridimensional que utiliza 3 parámetros para describir el tipo de respuesta que 

produce una determinada solución. Este modelo es validado experimentalmente 

con tres soluciones acuosas. Se determinó la respuesta en frecuencia del papel con 

cada una de las soluciones y se determinaron los 3 parámetros para cada una de 

las soluciones. 

 

 El tercer paso consiste en la fabricación de un prototipo de un sensor MEMS 

de papel enfocado a la cosecha de energía. Se propone un método de fabricación 

sencillo y que requiere materiales de bajo costo. Se utiliza un método experimental 

basado en pruebas de frecuencia de resonancia para estudiar la factibilidad de un 

cosechador MEMS de energía basado en un principio de inducción 

electromagnética.  

  

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



 
 

42 
 
 

3.1 Estudio de respuesta dinámica no lineal 

 

Debido a la introducción materiales novedosos en la fabricación de sensores 

MEMS como el papel, es importante determinar sus propiedades mecánicas para 

predecir su comportamiento. En la literatura pueden encontrarse algunos 

estándares provistos por asociaciones como la ISO (del inglés International 

Standard Organization, Organización Internacional de Estandarización) y la TAPPI 

(Technical Association of the Pulp y Paper Industry) para determinar las 

propiedades mecánicas del papel. Estos estándares están basados en la aplicación 

de cargas dinámicas o estáticas sobre muestras de papel a manera de viga. El 

estándar ISO 5628 está basado en la aplicación de cargas estáticas en muestras 

de papel simplemente apoyadas en 2, 3 o 4 puntos (ISO - The International 

Organization for Standardization, 2012). En contraste, el estándar TAPPI om-96 

especifica un método basado en pruebas de longitud de resonancia de tiras de papel 

(Technical Association of the Pulp y Paper Industry, 1996). Estos métodos tratan de 

describir el comportamiento elástico del papel, asumiendo un comportamiento lineal 

y un uso del papel en aplicaciones estáticas. Sin embargo, no se conoce si estos 

métodos son adecuados para describir el comportamiento mecánico del papel bajo 

condiciones dinámicas a las que se someten los sensores o cosechadores de 

energía de las vibraciones mecánicas. 

 

Se pone especial énfasis en el estándar T535 om-96 debido a que los 

resultados experimentales encontrados en (Perez-Cruz et al., 2017b) muestran que 

el papel podría presentar un comportamiento tal que la frecuencia de resonancia es 

dependiente de la amplitud de excitación en una configuración de viga en voladizo. 

En (Perez-Cruz et al., 2017b), la causa de este efecto no lineal no es claramente 

identificable, debido a que la circulación de la corriente podría inducir variaciones 

locales de humedad en el papel. Por lo tanto, si la causa del comportamiento 

dinámico no lineal es debida a la naturaleza inherente del papel, el uso del estándar 
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T535 om-96 al tratar de describir el comportamiento mecánico del papel podría 

llevar a resultados inexactos.  

 

Para estudiar el comportamiento elástico del papel y brindar una mejor 

descripción de dicho comportamiento, un método basado en el análisis del 

comportamiento de la frecuencia de resonancia es descrito en esta sección. Se 

utilizaron diferentes niveles de excitación mecánica pura para determinar si el 

comportamiento no lineal del papel es dependiente de la naturaleza intrínseca del 

material y descartar los efectos higrotérmicos que podrían ser la causa del 

comportamiento no lineal exhibido en (Perez-Cruz et al., 2017b). Una estimación de 

dos parámetros no lineales, la frecuencia de resonancia lineal 𝑓0, el módulo de 

elasticidad lineal 𝐸0 y el parámetro no lineal de histéresis 𝛼ℎ para diferentes tipos de 

papel es realizada para describir el comportamiento elástico del papel cuando está 

sometido a vibraciones forzadas. 

 

3.1.1 Fabricación de muestras 

 

Para examinar el comportamiento no lineal del papel, ocho tipos diferentes de 

papel son seleccionados. Estos materiales han sido utilizados previamente en el 

desarrollo de sistemas mecánicos basados en papel (Liu et al., 2011a; Ren et al., 

2012; Wang et al., 2018b). Después de esto, nueve muestras de cada tipo de papel 

son fabricadas. Las muestras son diseñadas con una configuración de viga 

cantiléver de sección transversal rectangular con una longitud 𝑙 =10 mm y un ancho 

𝑏 = 2 mm. La forma de las muestras y las dimensiones son dibujadas con un 

software comercial de dibujo vectorial.  

 

Un conjunto adicional de nueve muestras de papel de cromatografía es 

fabricado para estudiar si existe una dependencia entre la porosidad del papel y el 

comportamiento no lineal del mismo. Estas muestras son fabricadas imprimiendo 
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una capa de cera que cubre toda la longitud de la viga utilizando una impresora 

comercial de cera (Xerox® ColorQube 8570). Posteriormente las muestras son 

calentadas en un horno eléctrico convencional a una temperatura de 115 °C por 8 

minutos para derretir la cera y permitir que penetre a través del grosor del papel. 

 

Para determinar el efecto de la porosidad en el comportamiento elástico del 

papel sometido a vibraciones, una serie de estimaciones de porosidad basados en 

el método de restauración del solvente son realizadas (Unosson et al., 2015). 

Muestras de papel de 40 mm de largo por 40 mm de ancho de cada tipo de papel 

son fabricadas. Estas muestras son sumergidas en agua destilada para detectar el 

cambio de masa cuando las muestras están saturadas. La porosidad 𝑃 es entonces 

estimada con la ecuación 3.1 (Unosson et al., 2015) 

 

𝑃(%) = (
[𝑚𝑠𝑎𝑡−𝑚𝑑]/𝜌𝑠𝑜𝑙

𝑉𝑎
) ∗ 100     (3.1) 

 

donde 𝑚𝑠𝑎𝑡 es la masa de la muestra saturada de agua destilada, 𝑚𝑑 es la masa de 

la muestra en seco, 𝜌𝑠𝑜𝑙 es la densidad del agua destilada, y 𝑉𝑎 es el volumen 

aparente de la muestra calculada con las dimensiones exteriores de la muestra. Un 

sumario del grosor y densidad de cada tipo de papel se muestra en la Tabla 3-1. 

 

Tabla 3-1 Grosor, densidad y porosidad de los diferentes tipos de papel. 

Tipo de papel Grosor (µm) ρ (kg m-3) Φ (%) 

Whatman® 3MM CHR  340 544.1 68.48 

Whatman® 3MM CHR con cera 340 588.4 21.03 

HP® Office Ultra White 100 750.0 48.05 

HP® Color Inkjet & Laser 110 818.2 52.71 

Xerox® Digital Paper 100 750.0 45.54 

Canson® Tracing Paper #1 60 1200.0 49.39 

Canson® Tracing Paper #2 70 1285.7 52.00 

Canson® Tracing Paper #3 90 1244.4 47.92 
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3.1.2 Test de vibración y medición 

 

Para obtener un contenido de humedad uniforme en el papel durante los 

experimentos, todas las muestras son almacenadas en un ambiente controlado con 

una humedad relativa del 60 % a una temperatura de 25 °C por 24 horas. En la 

Figura 6a se ilustra la configuración experimental para realizar las pruebas de 

resonancia. Un generador de vibraciones mecánicas (3B Scientific ® 1000701) es 

utilizado para someter las muestras a una excitación armónica en el primer modo 

de vibración en flexión. Ondas sinusoidales son inyectadas en el generador para 

producir estas vibraciones armónicas. El nivel de excitación es determinado por la 

amplitud de las señales senoidales de entrada. Esta excitación es puramente 

mecánica con la finalidad de evitar efectos higrotérmicos considerables que 

pudieran ser producidos por medio de un mecanismo de actuación electromagnético 

como en (Perez-Cruz et al., 2017b). Las muestras son montadas y fijadas al 

generador de vibraciones mediante un mecanismo de sujeción como se muestra en 

la Figura 6b. Esta configuración es utilizada para introducir una excitación base a 

las vigas en voladizo. 

 

 Un sensor CCD (del inglés, Charge-Coupled Device, dispositivo de carga 

acoplada) de la marca Toshiba ®, modelo TCD1304 es alineado y colocado cerca 

del extremo libre de las muestras como se ilustra en la Figura 6b. Para detectar las 

vibraciones forzadas de las muestras, un arreglo de LEDs (del inglés Light-Emitting 

Diode, diodo emisor de luz) es usado para proyectar la sombra de la viga en el 

sensor CCD. El arreglo de LEDs está alineado con el sensor y colocado a una 

distancia d = 340 mm para garantizar una buena resolución en la medición de la 

amplitud de las vibraciones (0.2 mm). La señal del sensor CCD es acondicionada 

mediante un circuito con un amplificador operacional LM324 de la marca Texas 

Instruments ®. Este circuito acondicionador convierte la señal analógica del sensor 
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en una señal digital. Esta señal acondicionada es utilizada para determinar la 

amplitud de vibración de la muestra. 

 

 

Figura 6. Sistema de medición de la frecuencia de resonancia y sus 

componentes. (a) Vista isométrica del sistema, (b) vista frontal del 

vástago.vibratorio y sensor CCD. 1- Generador de vibraciones; 2- Vástago 

vibratorio; 3- Sensor CCD; 4- Muestra; 5- Mecanismo de sujeción. 

 

 Cinco diferentes niveles de excitación mecánica son producidos para medir 

las frecuencias de resonancia de las nueve muestras de cada tipo de papel. Señales 

senoidales de entre 4 V y 8 V con incrementos de 1 V son generadas para alimentar 

el generador de vibraciones. Se utilizan niveles de vibración a partir de 4 V debido 

a que las amplitudes de vibración producidas por debajo de este nivel son difíciles 

de detectar por el sistema de medición. Por otra parte, se evitan niveles de 

excitación mayores a 8 V debido a que se podrían generar amplitudes de excitación 

grandes que podrían inducir no linealidades geométricas. 

 

 La respuesta mecánica del generador de vibraciones es caracterizada para 

reportar los resultados de este estudio en términos de variables mecánicas. La 

aceleración del vástago vibrante es obtenida para un rango de frecuencias de entre 

200 Hz a 1000 Hz para las amplitudes de entrada de entre 4 V y 8 V. Un algoritmo 

de búsqueda basado en el método de la sección dorada es implementado para 
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determinar la frecuencia de resonancia de las muestras. Un periodo de 5 segundos 

entre cada frecuencia de prueba es añadido para evitar efectos debidos a efectos 

transitorios. Las mediciones son realizadas una tras otra sin remover la muestra del 

mecanismo de sujeción. 

 

 Con la finalidad de demostrar la linealidad de la configuración del equipo de 

medición, se realizaron un conjunto de mediciones para determinar la frecuencia de 

resonancia de un material con elasticidad lineal. Por lo cual, una muestra de acero 

inoxidable 316L de 35 mm de longitud libre y un ancho de 3 mm es utilizada con 

esta finalidad. 

 

3.1.3 Parámetros elásticos no lineales 

 

Para describir el comportamiento no lineal del papel, se propone el uso de 

dos parámetros no lineales, los cuales son la frecuencia de resonancia lineal 𝑓0 y el 

módulo de elasticidad lineal 𝐸0. Para extraer el parámetro 𝑓0, se utiliza en primer 

lugar un análisis de regresión lineal como el utilizado en (Park et al., 2014). En este 

análisis, 𝑓0 se determina mediante el cruce con el eje 𝑦 en la relación entre la 

frecuencia de resonancia y la amplitud de la aceleración de entrada. El análisis de 

regresión lineal es utilizado debido a que es difícil obtener experimentalmente el 

valor de 𝑓0 (Leśnicki et al., 2011). 

 

Un ejemplo ilustrativo de la estimación de 𝑓0 con las frecuencias de 

resonancia de una muestra de papel cromatográfico se muestra en la Figura 7. En 

esta figura se puede observar un cambio en la frecuencia de resonancia con el 

incremento de la vibración en el vástago vibratorio (línea sólida). Este mismo 

enfoque es utilizado para encontrar el valor de 𝑓0 en las muestras de diferentes tipos 

de papel. Este procedimiento es repetido para obtener 𝑓0 en cada muestra de un 

tipo de papel. 
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Figura 7. Estimación de la frecuencia de resonancia lineal 𝑓0 de una muestra 

de papel cromatográfico. 

 

El cómputo de la frecuencia de resonancia relativa (Ecuación 2.26) es 

realizado entonces para muestra. En la Figura 8 se muestra la relación entre la 

frecuencia de resonancia relativa y la amplitud de la aceleración del vástago para la 

misma muestra de papel cromatográfico utilizado en el ejemplo ilustrativo. A partir 

de esta figura, es posible observar una variación lineal de la frecuencia de 

resonancia relativa como la observada en (Park et al., 2014). Posteriormente, el 

parámetro no lineal de histéresis para papel 𝛼𝑝 es estimado a partir de la pendiente 

de la regresión lineal (línea sólida) en la Figura 8. Este procedimiento es realizado 

una vez para cada muestra en cada tipo de papel para garantizar la reproducibilidad 

en la estimación del valor de 𝛼𝑝. 

 

Posteriormente, la frecuencia de resonancia 𝑓0 es entonces utilizada para 

estimar el módulo de elasticidad lineal 𝐸0 del papel con la ecuación 3.2, la cual es 

derivada de la ecuación 2.23. 
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Figura 8. Estimación del parámetro no lineal de histéresis 𝛼𝑝 de una muestra 

de papel de cromatografía. 

 

𝐸0 = (2𝜋𝑓0) [
𝜌𝐴(𝑥)

𝐼
] [

𝑙

𝐵𝑐
]
4
      (3.2) 

 

donde Bc es una constante que depende del modo de vibración flexural. Para el 

primero modo de vibración 𝐵1 = 1.875. 

 

3.2 Respuesta en frecuencia en el transporte de fluidos 

 

La estructura interna del papel provee de un medio excelente para el 

transporte de fluidos sin la necesidad de una fuerza externa. Esto se debe a las 

propiedades higroscópicas de las fibras de celulosa, como la capilaridad y la 

absorbencia (Perez-Cruz et al., 2017a). Esto ha permitido el desarrollo de 

dispositivos con la capacidad de transportar líquidos y de almacenarlos en el papel. 

Los dispositivos microfluídicos de papel hacen uso de estas propiedades para 
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aplicaciones como detección de sustancias, bio-ensayos, análisis colorimétrico, 

diagnóstico médico y pruebas de calidad en alimentos (Carrell et al., 2019).  

 

Diversos autores han estudiado el cambio en las propiedades mecánicas del 

papel debido a su interacción con líquidos. Por ejemplo, Douezan et al (Douezan et 

al., 2011a) propusieron un modelo paramétrico para estudiar la deformación higro-

mecánica del papel de trazo. En este trabajo los autores determinaron el módulo de 

elasticidad del papel seco y saturado de líquido. En otro trabajo, Reyssat et al. 

(Reyssat y Mahadevan, 2011) estudiaron la respuesta mecánica del papel de trazo 

debido a fenómenos relacionados con la interacción entre dicho papel y el agua. 

Los autores determinaron la relación entre la deformación del papel y los cambios 

en grosor y módulo de elasticidad de este. En otro ejemplo, Lee et al. (Reyssat y 

Mahadevan, 2011) cuantificaron los cambios en la geometría del papel cuando 

absorbe agua proveniente de un pequeño tubo capilar. Se determinó la relación 

entre el módulo de elasticidad del papel y su nivel de humedad local. Pérez et al. 

han estudiado el fenómeno de transporte en el papel de manera bidimensional y la 

deflexión en el papel debida a la absorción de agua (Perez-Cruz et al., 2017c, 

2017d). En estos trabajos, el papel y su interacción con el agua fueron estudiados 

desde un punto de vista estático o cuasi-estático. 

 

Sin embargo, la creciente gama de aplicaciones de los dispositivos 

mecánicos basados en papel demanda un mayor nivel de conocimiento del 

comportamiento del papel y su interacción con líquidos en condiciones dinámicas. 

De un análisis del estado del arte en cuanto al comportamiento mecánico del papel 

mojado, se puede llegar a la conclusión de que dicho comportamiento mecánico 

puede ser considerado como un fenómeno lineal. Por lo cual, es necesario proponer 

un modelo paramétrico tridimensional que permita relacionar las propiedades 

mecánicas del papel con el fenómeno higroscópico del transporte de líquido.  
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Por lo cual, los autores proponen realizar un estudio paramétrico de la 

respuesta dinámica de los sistemas basados en papel debido a la interacción local 

de un líquido con dicho material. En este estudio se propone el uso de un modelo 

tridimensional resuelto de manera numérica en un software de análisis por elemento 

finito (COMSOL ®). Dicho modelo acopla la física del comportamiento mecánico del 

papel en condiciones dinámicas con el problema de transporte del líquido en el 

papel. Este modelo de transporte de líquido está basado en el modelo no-lineal de 

transporte de Richards de medios porosos para determinar la concentración de 

líquido en el papel.  

 

Cuatro parámetros son considerados inicialmente para describir la respuesta 

dinámica del papel en conjunto con el fenómeno de transporte de líquido en tres 

dimensiones. (i) Dos parámetros que gobiernan el transporte del líquido; la 

constante de difusividad equivalente 𝐷0 y el termino sink/source 𝑠, y (ii) dos 

parámetros que definen el comportamiento del módulo de elasticidad, la constante 

de relajación 𝛽 y la proporción entre el módulo de elasticidad en saturación y el 

módulo de elasticidad en seco 𝑚. 

 

Para simplificar el análisis en este estudio, los siguientes parámetros 

normalizados son introducidos en la ecuación 3.3 

 

𝜙 =
𝜑

𝜑𝑠
        (3.3) 

𝑇 =
𝑡

𝜏
         (3.4) 

 

donde 𝜏 representa la constante de tiempo del fenómeno, y 𝜑𝑠 representa el 

contenido de humedad en saturación. Utilizando un enfoque similar al de (Perez-

Cruz et al., 2017c), la constante de tiempo es representada por la ecuación 3.4 
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𝜏 =
ℎ2

𝐷0𝜑𝑠
        (3.5)  

 

 De esta manera, el parámetro 𝐷0 está ahora implícito en el parámetro τ. El 

parámetro sink/source 𝑠 puede ser descrito en términos de la constante de tiempo 

τ por la ecuación 3.5 

 

 𝐹 = (𝑠)(τ)        (3.6) 

 

 Para poder obtener una solución al problema de transporte, es necesario 

establecer las condiciones iniciales y las condiciones frontera para la viga cantiléver. 

La condición inicial de concentración es representada como 

 

𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) = 1       (3.7) 

 

y las condiciones de frontera son representadas como 

 

𝜙(𝑥, 𝑦, 0, 𝑇) = 0       (3.8) 

 

𝜙(𝑥, 𝑦, 0, 𝑇) = 0       (3.9) 

 

 Un enfoque numérico es utilizado para obtener la respuesta dinámica del 

modelo multifísico 3D que acopla el fenómeno de transporte con el de elasticidad 

de la viga cantiléver basada en papel. Un análisis paramétrico es llevado a cabo 

para determinar la influencia individual de los parámetros 𝐹, 𝛽 y 𝑚 en la respuesta 

dinámica de la viga. Finalmente se presenta también la validación experimental de 

este estudio paramétrico. 
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3.2.1 Solución numérica 

 

El modelo multifisico (transporte de líquido y elasticidad) es implementado y 

resuelto en COMSOL Multiphysics para determinar la respuesta dinámica de la viga. 

Un modelo numérico es utilizado debido a la complejidad implícita del fenómeno 

involucrado en este problema, tales como la dependencia de las propiedades 

mecánicas en la distribución espacial y la variación temporal de la concentración del 

líquido. Un modelo de ecuación diferencial parcial basado en coeficientes (Ecuación 

2.29) que incluye el parámetro normalizado 𝑠 es implementado en COMSOL para 

describir el fenómeno de transporte de líquido en la viga cantiléver de papel.  

 

Por otra parte, un modelo de mecánica de sólidos es utilizado para describir 

el comportamiento elástico de la viga cantiléver utilizando la proporción entre el 

módulo de elasticidad en saturación y en seco 𝑚 y la constante de relajación 𝛽. Una 

función empírica basada en los resultados experimentales encontrados en (Lee et 

al., 2016) es utilizada para describir el módulo de elasticidad en función de estos 

parámetros y de la concentración del líquido. La función es representada en la 

ecuación 3.10 

 

𝐸(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜙) =
𝐸𝑑𝑟𝑦

𝑚−1+(1−𝑚−1)𝑒−𝛽𝜙(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡)
    (3.10) 

 

donde 𝐸𝑑𝑟𝑦 es el módulo de elasticidad del papel en seco y 𝛽 es la constante de 

relajación que determina la dinámica de la transición entre el estado saturado y el 

seco. En este modelo mecánico se añadió una condición frontera de fijación en 𝑥 =

0. Además, también se añadió una masa por unidad de volumen uniformemente 

distribuida en el elemento viga. Esta masa es dependiente de la concentración 𝜙 y 

fue añadida para representar la masa del líquido en la viga. 

 

Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



 
 

54 
 
 

 La solución del problema es obtenida en dos pasos. Primero, se realiza un 

estudio de un fenómeno dependiente del tiempo en COMSOL para determinar la 

concentración 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) en el instante 𝑡. Después, un estudio de eigenfrecuencia 

para el primer modo de vibración en flexión es realizado para obtener la frecuencia 

de resonancia 𝑓 en un instante 𝑡. Para simplificar el análisis, la frecuencia de 

resonancia es normalizada mediante la ecuación 3.11 

 

𝑓𝑛 =
𝑓

𝑓𝑠𝑠
         (3.11) 

donde 𝑓𝑠𝑠 representa la frecuencia de resonancia de la viga en estado estable. Este 

estado estable es referido de ahora en adelante como equivalente al estado en que 

la viga está completamente seca, es decir, un estado en el cual la concentración 𝜙 

ha regresado a su estado inicial antes de cualquier interacción con un líquido. 

 

3.2.2 Análisis paramétrico 

 

La solución del problema de transporte de líquido acoplado con el de 

elasticidad puede ser descrita en términos de tres parámetros: (i) el término 

normalizado sink/source 𝐹, (ii) la constante de relajación (𝛽) y (iii) la relación entre 

el módulo de elasticidad en saturación y en seco (𝑚). Sin embargo, es necesario 

investigar la influencia de cada parámetro en la respuesta dinámica del problema. 

Para estudiar esta influencia, se proponen tres valores para el parámetro 𝐹, dos 

valores para el parámetro 𝛽 y cuatro valores para el parámetro 𝑚. Estos valores son 

presentados en la Tabla 3-2. 

 

Tabla 3-2 Valores para el estudio paramétrico. 

Parámetro Valores utilizados 

𝐹(1/𝑠)  −1 × 10−3, −1 × 10−1, −10 

𝛽  1, 8 

𝑚  1 × 10−3, 1 × 10−2, 1 × 10−1, 1 
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 Los valores para 𝛽 y 𝑚 son seleccionados a partir de un análisis de la 

ecuación 3.10. De este análisis se puede observar que el incremento en el valor de 

𝛽 podría llevar a un cambio del estado en saturación a seco cuasi-instantaneo. Por 

lo tanto, los valores mayores a 𝛽 = 8 son evitados. Los valores para 𝑚 son 

seleccionados de acuerdo con los valores del módulo de elasticidad del papel en 

saturación obtenidos en (Douezan et al., 2011a; Lee et al., 2016). 

 

3.2.3 Validación experimental 

 

La validación del estudio paramétrico es descrita en esta sección. El 

procedimiento experimental puede ser resumido en los siguientes pasos: 

 

1) Fabricación de vigas cantiléver basadas en papel 

2) Medición de la frecuencia de resonancia de las muestras 

3) Comparación entre la respuesta del modelo y la respuesta experimental 

 

3.2.3.1 Fabricación de las muestras 

 

Para estudiar la respuesta dinámica de una viga cantiléver de papel después 

de ser saturada con un líquido, un conjunto de muestras de papel cromatográfico 

Whatman® 3MM son fabricadas. Este papel es utilizado debido a que varios 

desarrollos de sistemas basados en papel lo han utilizado (Liu et al., 2011b; Wang 

et al., 2018a). Además, el transporte de líquido en este papel ya ha sido estudiado 

en (Perez-Cruz et al., 2017d). La configuración de las muestras es mostrada en la 

Figura 9  
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Figura 9. Configuración de las vigas cantiléver basadas en papel. (a) Vista 

superior, (b) Vista lateral. 

 Las vigas consisten en dos dominios, los cuales son mostrados en la Figura 

9, el dominio fijo (1) y el dominio flexionante (2). Las muestras tienen una longitud 

𝑙 = 10 mm y 𝑏 = 2 mm. Una región hidrofóbica es creada en el dominio (1), mientras 

que la porción libre de la viga es hidrofílica, por lo que permite el transporte de 

líquido. Estas regiones hidrofóbicas son creadas con el proceso de fabricación 

basado en impresión de cera descrito en la sección 3.2. 

 

3.2.3.2 Medición de la respuesta en frecuencia de la viga en voladizo 

 

Las vigas de papel son almacenadas en un ambiente controlado a 60 % de 

humedad relativa a 25 °C por 24 horas para garantizar un contenido de humedad 

uniforme en el papel. Un conjunto de tres soluciones de etanol-agua destilada al 0 

%, 25 % y 50 % (v/v) de etanol son preparadas para validar el modelo. El volumen 

de saturación 𝑉𝑠 para la porción libre de las muestras es calculada para determinar 

el volumen de solución requerido para los experimentos con la ecuación 3.1. Esta 

ecuación puede ser reescrita de la siguiente manera 

 

𝑉𝑠𝑜𝑙 = 𝑉𝑎𝑃        (3.12) 

 

para obtener el volumen de solución a partir de la porosidad P del papel utilizado y 

del volumen aparente de la viga 𝑉𝑎. 
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 Un valor de porosidad del 68.48 % para el papel de cromatografía Whatman® 

3MM (Cueva-Perez et al., 2019). Por lo tanto, un valor de 𝑉𝑠𝑜𝑙 = 4.7 𝑢𝐿 es utilizado 

para saturar el dominio (2) de las vigas en todos los experimentos. Una serie de 

experimentos preliminares fue realizada para determinar el tiempo necesario para 

cada prueba que comprende desde el estado en saturación hasta el seco. A partir 

de estos experimentos se determinó que se necesita un periodo de 4800 segundos 

para poder captar la evolución completa del estado en saturación al seco. 

 

 El procedimiento para obtener la frecuencia de resonancia de las muestras 

durante el fenómeno de transición del estado en saturación a seco puede ser 

resumido en los siguientes pasos: 

 

1) La viga cantiléver de papel es colocada y fijada en el equipo de medición de 

la frecuencia de resonancia. 

2) Una gota de solución de volumen 𝑉𝑠𝑜𝑙 es colocada en el punto central del 

dominio (1) de la viga cantiléver utilizando una micropipeta. 

3) La viga cantiléver es sometida a una excitación armónica puramente 

mecánica en el primer modo de vibración en flexión. La frecuencia de 

resonancia es monitoreada durante 4800 segundos. 

 

 

3.2.3.3 Aproximación de los resultados experimentales 

 

La frecuencia de resonancia experimental obtenida es también normalizada 

a partir de la frecuencia de resonancia en seco de la muestra utilizando la ecuación 

3.11. Un ajuste de curvas con un software matemático comercial es utilizado para 

obtener un modelo aproximado de los tres resultados experimentales, obteniendo 

los valores para los parámetros 𝐹, 𝛽 y 𝑚. Un enfoque de minimización de error RMS 
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es utilizado para sintonizar los parámetros que describen mejor los resultados 

experimentales. 

 

3.3 Cosecha de energía de vibraciones 

 

Se propone la fabricación y un estudio experimental de un prototipo de sensor 

basado en papel para determinar la factibilidad de la cosecha de energía a través 

de un sensor basado en papel. 

 

3.3.1 Fabricación 

 

Para estudiar la posibilidad de un sensor de papel enfocado a la cosecha de 

energía a través de un principio electromagnético, se propone la fabricación de una 

viga en voladizo de papel con un camino conductivo. En la Figura 10 se muestra 

una representación esquemática de esta viga. Las dimensiones de la viga son las 

siguientes: la longitud (𝑙) es de 30 mm y el ancho (𝑏) es de 8 mm. 

 

 

Figura 10. Representación esquemática del prototipo de cosechador de energía 

basado en papel. 
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 La fabricación del prototipo de sensor enfocado a la cosecha de energía 

consiste en tres pasos simples: el dibujo de la forma del sensor, trazado del camino 

conductivo y corte. El camino conductivo fue trazado en la capa superior de la viga 

como se muestra en la Figura 10, este camino fue trazado manualmente utilizando 

un pincel fino y tinta de plata. El camino conductivo tiene un ancho de 1 mm. El corte 

de las vigas fue realizado a través de un cortador manual de precisión. 

 

3.3.2 Medición de energía cosechada 

 

Con la finalidad de probar la cosecha de energía, se fabricaron 3 prototipos 

diferentes de sensores enfocados a la cosecha de energía con 3 tipos de papel 

distintos, los cuales fueron papel de traza marca Canson®, papel de oficina HP® 

Office y papel de cromatografía Whatman® Grado 1. 

 

En la Figura 11 se muestra la configuración experimental utilizada para realizar 

la medición del voltaje producido por la vibración del sensor. En la Figura 11(a) se 

muestra el montaje experimental desde una vista superior. La viga es montada en 

un vástago que se encuentra en una base inmóvil. Un imán de neodimio es colocado 

de manera frontal a la muestra. Para producir una excitación en la viga se colocó un 

ventilador de computadora a una distancia d = 10 cm de la viga. 

 

 

Figura 11. Configuración experimental para la medición del voltaje generado por 

el sensor orientado a la cosecha de energía. 
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Capítulo 4. Resultados 

 

En la primera sección de este capítulo se presentan los resultados del estudio 

de respuesta dinámica no lineal, en el cual se reporta la causa del comportamiento 

no lineal, así como los resultados para los parámetros elásticos no lineales (𝛼𝑝 y 𝐸0) 

y la frecuencia lineal 𝑓0 de cada tipo de papel estudiado. En la segunda sección se 

presentan los resultados del estudio paramétrico de análisis de respuesta en 

frecuencia del papel que interactúa con un líquido. Se presentan también los 

resultados del estudio experimental con las 3 soluciones binarias de agua destilada 

y etanol, así como un análisis del tiempo de secado del papel para cada caso y un 

análisis de error para validar la precisión del modelo paramétrico propuesto. 

 

4.1 Estudio de respuesta dinámica no lineal 

 

En esta sección se presentan los resultados de las estimaciones del 

parámetro no lineal 𝛼𝑝 para diferentes tipos de papel. Se presenta también una 

discusión sobre la causa del comportamiento no lineal en el papel, así como también 

una discusión sobre los resultados obtenidos y la relación entre la porosidad y el 

comportamiento no lineal del papel.  

 

4.1.1 Causa del comportamiento no lineal 

 

Para determinar la causa del comportamiento no lineal del papel, se 

realizaron las mediciones de la frecuencia de resonancia para las muestras y se 

calcularon las frecuencias de resonancia relativas para cada nivel de excitación. Las 

frecuencias de resonancia relativas son calculadas con la ecuación 2.26. En la 

Figura 12, las frecuencias de resonancia relativas para las muestras de papel de 
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cromatografía y para la muestra de acero son mostradas. En esta figura se puede 

observar que la frecuencia de resonancia relativa para la muestra de acero 

inoxidable es de cero (marcadores negros cuadrados). Esto indica que la frecuencia 

de resonancia no es dependiente de la amplitud de excitación y se demuestra que 

el equipo de medición no introduce no linealidades en la medición. Asumiendo una 

excitación mecánica pura y un contenido uniforme de humedad en el papel durante 

las mediciones, se puede concluir entonces que el comportamiento no lineal del 

papel es causado por las características inherentes al material como la porosidad, 

el tipo de filler utilizado durante la fabricación y el tipo de fibras en el material. 

 

 

Figura 12. Frecuencias de resonancia relativas para muestras de papel de 

cromatografía (𝛼𝑝 = 0.0158), papel de cromatografía tratado con cera (𝛼𝑝 =

0.0081) y acero inoxidable 316L (𝛼𝑝 = 0). 

 

 Se debe notar también que existe un incremento lineal de la frecuencia de 

resonancia relativa para ambos casos de papel cromatográfico (marcadores 
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circulares azules y rojos). Sin embargo, las muestras de papel cromatográfico que 

no fueron tratadas con cera exhibieron un valor más alto de 𝛼𝑝 que en el caso de 

las muestras que fueron tratadas con cera. De esta manera es evidenciado que 

existe una dependencia entre la porosidad y el material de relleno en el papel 

cromatográfico. 

 

 En la Figura 13 se ilustra una comparación entre las frecuencias de 

resonancia relativas obtenidas para los tres tipos de papel de oficina utilizados. 

Como primer punto, debe notarse que los papeles de la marca HP® exhiben un 

comportamiento similar. En este caso los valores de 𝛼𝑝 son muy similares, por lo 

que no se detectó una diferencia notable entre papeles de oficina de la misma 

marca, pero de diferente gramaje. Como segundo punto, se puede notar una 

pequeña diferencia entre los papeles con el mismo gramaje (Xerox® Digital Paper 

y HP® Office Ultra White). Esta diferencia puede ser atribuida a diferentes factores 

envueltos en la fabricación del papel como el tamaño de las fibras y su orientación, 

así como el material de relleno utilizado. Estos factores cambian dependiendo del 

fabricante del papel y pueden tener una influencia significativa en el comportamiento 

dinámico del papel. 

 

Una tercera comparativa es presentada con la finalidad de analizar el 

comportamiento del parámetro 𝛼𝑝 en los tres papeles de traza utilizados. Estos tipos 

de papel son del mismo fabricante, sin embargo poseen un gramaje diferente, tales 

como los utilizados en Douezan et al., (2011b). Esta comparativa es presentada en 

la Figura 14. En esta figura se puede observar que el valor de 𝛼𝑝 es incrementado 

con el espesor de las muestras. Este efecto podría ser causado por diferentes 

factores tales como el incremento del número de fibras con el espesor de las hojas. 
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Figura 13. Frecuencias de resonancia relativas para papel de oficina de 

diferentes marcas y gramajes. HP® Office Ultra White (𝛼𝑝 = 0.0104), HP® Color 

Ink & Laser (𝛼𝑝 = 0.0158) y Xerox® Digital Paper (𝛼𝑝 = 0.0126). 

 

 

Figura 14. Frecuencias de resonancia relativas para traza de la misma marca, 

pero con diferente densidad y gramaje. Canson tracing paper #1 (𝛼𝑝 = 0.0067), 

Canson tracing paper #2 (𝛼𝑝 = 0.0113) y Canson tracing paper #3 (𝛼𝑝 = 0.0135).  
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4.1.2 Estimación de los parámetros no lineales 

 

Para obtener una descripción del comportamiento elástico del papel que está 

sujeto a vibraciones, los autores proponen la estimación de dos parámetros no 

lineales característicos. La estimación de estos parámetros para cada tipo de papel 

es presentada en la Tabla 4-1. 

Tabla 4-1 Resultados de la estimación de la frecuencia de resonancia lineal 𝑓0, 

el módulo de elasticidad lineal 𝐸0 y el parámetro de no-linealidad tipo histéresis 𝛼𝑝. 

Tipo de papel 𝑓0 (𝐻𝑧)  𝐸0 (𝐺𝑃𝑎)  𝛼𝑝  

Whatman® 3MM CHR  680.4 ± 55.3 0.84 ± 0.13 0.0158 

Whatman® 3MM CHR con cera 848.0 ± 65.4 1.30 ± 0.20 0.0081 

HP® Office Ultra White 269.9 ± 14.3 2.10 ± 0.22 0.0104 

HP® Color Inkjet & Laser 267.6 ± 26.6 1.87 ± 0.36 0.0110 

Xerox® Digital Paper 217.8 ± 16.8 1.37 ± 0.21 0.0126 

Canson® Tracing Paper #1 221.8 ± 21.7 6.34 ± 1.33 0.0067 

Canson® Tracing Paper #2 286.6 ± 32.7 8.36 ± 1.88 0.0113 

Canson® Tracing Paper #3 330.8 ± 37.5 6.52 ± 1.44 0.0135 

 

 Debido a que existe una variación de la frecuencia de resonancia con la 

amplitud de excitación, no es posible obtener un único valor para el módulo de 

elasticidad del papel. En la literatura se pueden encontrar algunos ejemplos donde 

se ha intentado caracterizar la elasticidad del papel a partir de la aplicación de 

fuerzas estáticas. Por ejemplo, en (Liu et al., 2011a) se utilizó un método de 

deflexión para determinar el valor del módulo de elasticidad para el papel de 

cromatografía Whatman® 3MM. En este método, se utiliza la correlación entre la 

fuerza aplicada y la deflexión de la viga para obtener este valor. Un método similar 

fue utilizado en (Ren et al., 2012) para obtener el módulo de elasticidad de papel de 

oficina. Sin embargo, estos valores no pueden representar completamente el 

comportamiento elástico del papel, ya que la estimación del módulo de elasticidad 

es dependiente del nivel de deformación en el material. Por esta misma razón, se 
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puede afirmar que los valores provistos por los estándares de caracterización tales 

como ISO 5628 y TAPPI T535 om96 no proveen la suficiente información acerca 

del comportamiento elástico del material. Para solventar este inconveniente, se 

propone el uso del parámetro 𝛼𝑝 en conjunto con el módulo de elasticidad lineal 𝐸0 

para obtener una mejor descripción del comportamiento elástico del papel. 

  

 La relación entre el nivel de porosidad del papel y los valores obtenidos para 

𝛼𝑝 fue estudiada también. Se realizó un análisis de regresión lineal para determinar 

si dicha relación existe; sin embargo, no se encontró ninguna relación aparente 

entre la porosidad y el valor de 𝛼𝑝. Es posible que el tipo de material de relleno 

utilizado en la fabricación del papel pueden tener una mayor influencia en 𝛼𝑝. Son 

necesarios estudios más detallados sobre la influencia individual de ciertas 

características del papel en 𝛼𝑝. Los valores de 𝑓0 y de 𝐸0 son ahora utilizados para 

comparar tipos de papel con características similares. Una primera comparación 

utilizando el papel cromatográfico puede ser hecha utilizando estos parámetros. De 

esta comparativa es evidente que existe un incremento de 𝑓0 y de 𝐸0 en el papel 

cromatográfico tratado con cera. A partir de los valores de porosidad del papel 

cromatográfico sin cera y el papel cromatográfico con cera se puede concluir que 

una reducción de la porosidad con un tratamiento para rellenar los espacios vacíos 

en este papel puede ser utilizado para influir en su comportamiento dinámico. 

 

 Se debe notar también que los valores de 𝑓0 y de 𝐸0 son muy similares para 

los papeles de la marca HP®. De esta manera se confirma que estos papeles 

provenientes del mismo fabricante presentan un comportamiento similar. Para el 

papel de traza, se observa que los valores para 𝑓0 son similares. Sin embargo, existe 

una diferencia significativa en el valor de 𝐸0 en el papel de Canson® #2. Esta 

diferencia podría ser atribuida a una mayor densidad y un menor nivel de porosidad 

con respecto a los papeles Canson® #1 y Canson® #3.  
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El módulo de elasticidad lineal de los diversos tipos de papel utilizados es 

comparado también con los valores obtenidos para papel similar utilizado en la 

literatura. Por ejemplo, un módulo de elasticidad de 2.0 ± 0.17 GPa fue determinado 

para el papel de cromatografía Whatman® 3MM utilizado en (Liu et al., 2011b). En 

otro ejemplo, un valor de 0.03 GPa fue calculado para papel de oficina en (Ren et 

al., 2012). La diferencia entre los valores obtenidos en estos trabajos puede ser 

atribuida al método de deflexión utilizado para caracterizar estos materiales, el cual 

no es adecuado para describir su comportamiento elástico bajo cargas dinámicas. 

Es interesante notar también que, aunque el estándar T535 om96 utiliza un método 

dinámico para realizar esta caracterización elástica, no toma en cuenta que el nivel 

de excitación influye en la respuesta en frecuencia del papel. Además, este estándar 

fue realizado con la finalidad de caracterizar materiales tipo papel utilizados en 

aplicaciones de embalaje. Por lo cual, es necesario proponer en un futuro, un 

método que tome en cuenta estos factores para proveer de una descripción más 

completa del comportamiento elástico del papel en aplicaciones con cargas 

dinámicas.  

 

 Como último punto, se analizaron las causas de los niveles de error en las 

mediciones de la frecuencia de resonancia, los cuales han sido identificados como: 

(i) Sistema de medición, (ii) sujeción de la muestra y (iii) homogeneidad del material. 

Para identificar la contribución de cada una, un conjunto de tres experimentos fue 

realizado. El primer experimento consistió en una serie de mediciones secuenciales 

sin remover la muestra del vástago vibratorio (N=11). Un coeficiente de variación 

(CV) de 0.12 % fue obtenido, lo cual muestra que la contribución del sistema de 

medición al error es muy pequeña. El segundo experimento consistió en una serie 

de mediciones montando y desmontando la misma muestra (N=11), obteniendo un 

CV de 5.74 %. Aquí se puede observar que el error incrementa debido a factores 

relacionados con la sujeción de la muestra como la fuerza de sujeción o la longitud 

efectiva de la muestra. Finalmente, se realizó un experimento que consistió en una 

serie de mediciones montando y desmontando diferentes muestras (N=11), 
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obteniendo un CV de 9.41 %. Por lo cual se concluye que la homogeneidad de las 

muestras incrementa el nivel de error en las mediciones. Estos niveles de error 

pueden ser disminuidos mejorando los factores relacionados a la sujeción de la 

muestra y a la homogeneidad en la fabricación de las muestras. 

 

4.2 Respuesta en frecuencia en el transporte de fluidos 

 

En esta sección se presentan los resultados del análisis paramétrico y se 

discute la influencia de cada parámetro propuesto en la respuesta dinámica del 

problema de variación de elasticidad con el transporte del líquido en una viga 

cantiléver de papel. Posteriormente, los resultados de la validación experimental 

son presentados, y la precisión del modelo es discutida mediante un análisis del 

error entre la respuesta obtenida de manera numérica y entre los resultados 

experimentales para cada una de las tres soluciones de agua destilada – etanol.  

 

4.2.1 Análisis paramétrico 

 

En las figuras 15 y 16 se presentan los resultados numéricos de la respuesta 

dinámica de la viga en voladizo de papel. Para este análisis se consideraron los dos 

parámetros relacionados con la relajación del módulo de elasticidad 𝛽 y 𝑚 y el 

parámetro relacionado con el transporte de líquido 𝑠.  

 

En la Figura 15 se muestra el análisis paramétrico correspondiente a las 

combinaciones de parámetros para 𝛽 = 1. En esta figura se muestran tres gráficas, 

las cuales corresponden a cada uno de los tres diferentes valores para el parámetro 

𝐹. Cada una de estas graficas muestran la variación de la frecuencia de resonancia 

normalizada 𝑓𝑛 con respecto al tiempo. En cada gráfica se muestran los resultados 

para los cuatro valores distintos de 𝑚. En estas graficas se puede observar que 

cuando el valor de 𝑚 es disminuido, el valor inicial de 𝑓𝑛 es disminuido también. Sin 
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embargo, como se muestra en la figura 15a, que el tiempo de estado estable 𝑇𝑠 no 

es afectado cuando el valor de 𝑚 es cambiado. Esta conclusión puede ser también 

aplicada a los resultados mostrados en la Figura 15b y 15c, correspondientes a los 

valores de 𝐹 = −0.1 y 𝑠 = −0.001  ya que este tiempo 𝑇𝑠 tampoco es cambiado con 

el valor de 𝑚. De esta figura también puede ser notado que las familias de curvas 

son muy similares para los tres valores de 𝐹 

 

 

Figura 15. Frecuencia de resonancia normalizada para una viga en voladizo de 

papel, caso 𝛽 = 1. (a) 𝑠 = −10, (b) 𝑠 = −0.1 y (a) 𝑠 = −0.001. 
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En la Figura 16 los resultados del análisis paramétrico para las 

combinaciones que incluyen el valor de 𝛽 = 8 son mostrados. A partir del análisis 

de estos resultados se pueden observar algunos puntos interesantes. Por ejemplo, 

el valor de 𝑚 no afecta al tiempo 𝑇𝑠 cuando el valor de 𝑠 es constante. De manera 

similar a los resultados mostrados en la Figura 15, cuando el valor de 𝑚 es 

incrementado, el valor inicial de 𝑓𝑛 es también disminuido. Sin embargo, debe 

también observarse que en el caso de 𝛽 = 8 el decaimiento en este valor inicial es 

mayor que en el caso de 𝛽 = 1. Este fenómeno puede ser observado a partir de una 

comparación entre las gráficas de la Figura 15 y las gráficas de la Figura 16. Otro 

punto para destacar es que las familias de curvas también son muy similares entre 

sí para este valor de 𝛽. Al igual que en el caso de 𝛽 = 8 se muestra también una 

dependencia entre los valores de 𝑠 y del tiempo 𝑇𝑠.  

 

Una comparación adicional puede ser realizada a partir del a observación del 

comportamiento de 𝑇𝑠 para ambos casos de 𝛽. Por ejemplo, se puede notar que los 

valores de 𝑇𝑠 son iguales en las gráficas de las figuras 15a y 16a, en las cuales el 

valor de 𝑠 = −10. Este argumento puede ser también aplicado a los pares de 

gráficas correspondientes a los valores de 𝐹 = −0.1 y 𝑠 = −0.001. Por lo tanto, se 

puede concluir que el valor de 𝐹 cambia la escala de tiempo de la respuesta 

dinámica. 

 

Desde un punto de vista físico del problema, las gráficas de las figuras 15 y 

16 pueden ser vistas como una representación de un proceso de secado en una 

viga en voladizo basada en papel, desde el estado de saturación hasta el estado 

completamente seco. El tiempo 𝑇𝑠 puede ser utilizado en este contexto para 

caracterizar el tiempo de secado de un líquido acuoso. Es importante señalar que 

este tiempo de secado es disminuido cuando la magnitud de 𝐹 es incrementada. 

Esta magnitud puede interpretarse como la velocidad a la cual un líquido es 

transportado hacia el medio externo que rodea a la viga. Por lo tanto, una mayor 

magnitud de 𝑠 está asociada a una salida del líquido más rápida desde la viga. 
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Figura 16. Frecuencia de resonancia normalizada para una viga en voladizo de 

papel, caso 𝛽 = 8. (a) 𝑠 = −10, (b) 𝑠 = −0.1 y (a) 𝑠 = −0.001. 

 

El decremento en los valores de 𝑚 puede ser interpretado físicamente como 

un líquido que tiene un mayor efecto de reblandecimiento inicial en el papel. Este 

efecto es evidenciado por el valor inicial de la frecuencia 𝑓𝑛, ya que este valor es 

proporcional a la rigidez del material. Se debe poner especial atención en el caso 

en el que 𝑚 = 1, ya que, desde un punto de vista físico, este valor de 𝑚 

representaría un líquido que no genera ningún efecto de reblandecimiento en el 

módulo de elasticidad. En el caso donde 𝑚 = 1 × 10−3 se representaría una 
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situación donde el líquido causa una disminución del módulo de elasticidad en tres 

órdenes de magnitud cuando el material está saturado. 

 

Varios autores han determinado experimentalmente los valores de 𝑚 para 

diferentes tipos de papel. Por ejemplo, Douezan et al. obtuvieron un valor de 𝑚 =

2.4 × 10−1 para papel de trazo (Douezan et al., 2011a), mientras que Lee et al. 

obtuvieron un valor de 2.9 × 10−2 para papel filtro Whatman® (Lee et al., 2016). Por 

lo cual, el rango de valores para 𝑚 queda cubierto por el rango de valores 

seleccionados en este estudio.  

 

Para determinar el tipo de relación existente entre la magnitud de 𝑠 y el 

tiempo 𝑇𝑠 se realizó un análisis donde ahora se incluyeron 6 valores diferentes para 

𝐹. Los valores de 𝑠 son mostrados en la tabla junto con sus valores 

correspondientes de 𝑇𝑠 en la Tabla 4-2. Es importante señalar que, en este análisis 

paramétrico, el valor de 𝑇𝑠 es considerado como el primer instante de tiempo en el 

cual la frecuencia de resonancia ha alcanza su valor de estabilidad en la solución 

numérica 𝑓𝑛 = 1.  

 

Tabla 4-2 Valores de 𝑇𝑠 para cada magnitud de 𝑠. 

|𝐹|  𝑇𝑠  

0.001  453.52  

0.01  56.05  

0.1  7.94  

1  1.05  

10  0.12  

100  0.013  

 

De los resultados mostrados en la Tabla 4-2, se puede observar un 

decremento en el valor de 𝑇𝑠 con el incremento en la magnitud del parámetro 

sink/source 𝐹. Este resultado valida la observación de que la velocidad de transporte 
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de un líquido hacia el exterior de la viga de papel acelera el proceso de secado. A 

partir de un ajuste de curvas de la relación entre 𝐹 y 𝑇𝑠, se observó que estos dos 

parámetros guardan una relación no lineal entre ellos. En la figura 17 se presenta 

una gráfica en escala logarítmica base 10 donde se muestra la relación entre la 

magnitud de 𝐹 y el tiempo de estabilidad 𝑇𝑠. En esta figura se puede observar que 

existe un comportamiento lineal cuando estas variables son relacionadas en una 

escala logarítmica (𝑅2 = 0.9993). De este análisis se puede concluir que se pueden 

utilizar magnitudes más grandes de 𝐹 para modelar un proceso de secado más 

rápido en el papel. 

 

 

Figura 17. Gráfica a escala logarítmica base 10 para la función que relaciona el 

tiempo de secado 𝑇𝑠 y la magnitud de 𝑠. 
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4.2.2 Validación experimental 

 

En la Figura 18 se muestra la comparación entre los resultados 

experimentales y los resultados numéricos para las soluciones binarias. La línea 

continua naranja representa la solución numérica del problema, mientras que la 

línea punteada azul representa los resultados experimentales. El tiempo de secado 

𝑇𝑠 es determinado para cada solución binaria y está indicado por una línea roja. Se 

obtuvieron valores para 𝑇𝑠 de 1.7 × 105, 1.21 × 105 y 1.07 × 105 para las soluciones 

con una concentración de etanol de 0 %, 25 % y 50 % respectivamente. Estos 

resultados indican que una mayor concentración de etanol produce un proceso de 

secado más rápido en la viga de papel. Este resultado concuerda con el hecho de 

que el etanol es una sustancia que posee una mayor volatilidad que el agua. Esta 

volatilidad es dependiente de los enlaces intermoleculares en el líquido. Las 

moléculas de agua poseen unos enlaces intermoleculares más fuertes en 

comparación con los del etanol. Por lo tanto, es más sencillo que el etanol rompa la 

interfaz entre líquido y gas cuando se añade energía cinética al líquido. Entonces, 

se puede concluir que las soluciones con una mayor concentración de etanol se 

produce un proceso de secado más rápido.  

 

 Los parámetros resultantes para cada solución binaria son 

representados en la Tabla 4-3. De un análisis de estos resultados, se puede notar 

que los valores de  

𝛽 parecen no guardar una relación con el contenido de etanol en la solución. Es 

interesante señalar también que la magnitud de  

𝑠 es incrementada con el contenido de etanol, lo cual indica que la velocidad del 

transporte del líquido hacia el exterior es mayor cuando el contenido de etanol es 

más incrementado. A partir de los valores de  

𝑚 es importante notar que este parámetro también es incrementado con el 

contenido de etanol en la solución. Ya que  
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𝑚 está relacionado la disminución del módulo de elasticidad en saturación, se puede 

concluir que el agua destilada causa un efecto de reblandecimiento mayor en el 

papel que el etanol. 

 

 

Figura 18. Resultados experimentales y aproximación numérica para cada 

solución binaria, (a) Etanol al 0 %, (b) Etanol al 25 % y (c) Etanol al 50 %. 

 

Tabla 4-3 Parámetros sintonizados para las soluciones agua destilada-etanol. 

 Parámetros 

 𝛽 𝑚 𝐹 

Etanol 0 % 1.1 1.3 × 10−2 −9.0 × 10−7 

Etanol 25 % 1.0 1.7 × 10−2 −1.3 × 10−6 

Etanol 50 % 1.0 3.0 × 10−2 −1.2 × 10−5 
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La precisión del modelo aproximado a los resultados experimentales es 

evaluada mediante un análisis de error para cada solución binaria. Los resultados 

numéricos y experimentales son comparados punto a punto mediante una función 

de error representa en la ecuación 4.1 

 

𝑒𝑎(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑡) − 𝑟𝑒𝑥(𝑡)      (4.1) 
 

Donde 𝑒𝑎 es el error absoluto en el instante 𝑡 y 𝑟𝑒𝑥 es la frecuencia de resonancia 

experimental normalizada. 

 

 Las funciones de error para cada una de soluciones son mostradas en las 

figuras 19(a) a 19(c). En esta figura se puede observar que en ningún caso la 

magnitud del error absoluto es mayor al 6 % en cada caso. La magnitud máxima del 

error absoluto para cada solución binaria es de 4.0 %, 3.6 % y 5.2 % 

respectivamente. El error RMS es calculado mediante la ecuación 4.2 

 

𝑒𝑅𝑀𝑆√
∑ (𝑓𝑛−𝑟𝑒𝑥)2𝑛

𝑖=1

𝑛𝑑
       (4.2) 

 

 Donde 𝑛𝑑 representa el número de muestras de la función. Los valores del 

error RMS calculado para cada solución son de 1.8 %, 1.5 % y 2.1 % 

respectivamente, validando así la precisión de este estudio. 

 

 Es importante señalar que, para este estudio paramétrico, la higroexpansión 

del papel es despreciada para modelar este fenómeno de elasticidad dependiente 

de la concentración de un líquido. De acuerdo con las observaciones realizadas en 

(Douezan et al., 2011a; Reyssat y Mahadevan, 2011), la higroexpansión máxima 

del papel obtenida está entre 3.5 % y 10 %. Por lo tanto, se realizó un análisis teórico 

para determinar el efecto que pudiera generar la expansión del papel. Considerando 
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un incremento del 10 % del grosor del papel, se obtuvo un incremento en la 

frecuencia de resonancia del 15 %. Sin embargo, debe tomarse en cuenta que el 

grosor de la viga de papel no permanece constante durante el proceso de secado, 

ya que este grosor depende de la concentración del líquido. Por lo cual, la precisión 

del modelado de este problema puede ser mejorada en un futuro si este factor de 

higroexpansión es tomado en cuenta. 

 

 

Figura 19. Error absoluto para las soluciones (a) Etanol al 0 %, (b) Etanol al 25 

% y (c) Etanol al 50 %. 

4.3 Cosecha de energía 

 

En esta sección se presentan los resultados de cosecha de energía 

obtenidos experimentalmente con los 3 prototipos fabricados. Se reportan el voltaje 
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RMS obtenido y la frecuencia fundamental de la onda de voltaje producida en cada 

casa.  

 

En la Figura 20 se muestra un cosechador de energía fabricado con papel 

marca Canson® con un camino conductivo de tinta de plata. El proceso de 

fabricación tomó aproximadamente 10 minutos por cada muestra. Se realizó 

también una estimación del costo de fabricación de cada cosechador, obteniendo 

un precio aproximado de 15 pesos en materias primas. Es importante resaltar estos 

costos debido a que la fabricación de un MEMS convencional de silicio requiere de 

instalaciones que pueden rondar desde cientos de miles hasta millones de dólares 

sin tomar en cuenta los costos de mantenimiento de dichas instalaciones y los 

componentes de los equipos dentro de las mismas. 

 

 

Figura 20. Cosechador de energía fabricado con papel Canson® y tinta de 
plata. 

 

En la Figura 21 se ilustra el montaje experimental para el estudio del nivel de 

cosecha de energía de las muestras fabricadas. La viga fue montada sobre un 

vástago y fijada al mismo mediante un mecanismo de holder.  
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Figura 21. Montaje experimental para el estudio del nivel de cosecha de energía 

de un cosechador electromagnético basado en papel. 

 

Para descartar que la medición de voltaje sea debida al ruido se realizó un 

análisis mediante FFT en una de las vigas sin excitación y posteriormente con 

excitación. En la Figura 22 se muestra una comparativa entre el análisis del espectro 

en frecuencia sin y con excitación producida por el ventilador.  

 

 

Figura 22. Resultados del análisis de espectro en frecuencia en una de las 

vigas a) Sin excitación y b) Con excitación. 

 

 De una comparativa entre ambas figuras se puede apreciar que en la Figura 

20(b) existe una componente fundamental de aproximadamente 38 Hz que no es 
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apreciable en la Figura 20(a). De este resultado se puede concluir que la forma de 

onda de voltaje obtenida posee componentes en frecuencia que no son debidas al 

ruido sino a la excitación del ventilador. 

 

 Para el cosechador hecho de papel Canson ® se obtuvo un voltaje RMS de 

1.5 mV, con una frecuencia fundamental de 36.7 Hz. En el caso del sensor de papel 

de cromatografía Whatman® grado 1 se obtuvo un voltaje RMS de 1.05 mV y una 

frecuencia fundamental de 32.1 Hz. Finalmente, en el caso del sensor de papel HP® 

Office se obtuvo un voltaje RMS de 1.02 mV, con una frecuencia fundamental de 

37.9 Hz.  

 

De los resultados obtenidos en esta sección se puede concluir que es posible 

implementar un sensor basado en papel enfocado a la cosecha de energía de 

manera sencilla, rápida y con un bajo costo de fabricación y de equipo utilizado en 

comparación a los sensores MEMS tradicionales de silicio/metal. 
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Capítulo 5. Conclusiones y prospectivas 

 

Se estudió experimentalmente la respuesta en frecuencia de vigas en 

voladizo basadas en papel. Se utilizó un método basado en la excitación armónica 

de muestras de papel para determinar la causa del comportamiento no lineal del 

papel, y se encontró que la fuente de este comportamiento lineal está asociada a 

las propiedades intrínsecas del papel, y que no es dependiente de variaciones higro-

térmicas. 

 

El comportamiento no lineal de las vigas en voladizo de papel es consistente 

con el comportamiento de un sistema de parámetros concentrados no lineal con una 

rigidez cuadrática. Este hallazgo puede ser utilizado para modelar el 

comportamiento no lineal de distintos tipos de papel utilizando un modelo no lineal 

de parámetros concentrados. El comportamiento elástico no lineal del papel puede 

ser descrito mediante el uso de dos parámetros: el parámetro no lineal de histéresis 

y el módulo de elasticidad lineal. Estos parámetros fueron utilizados para comparar 

tres grupos de papel con características similares.  

 

Se determinó experimentalmente la porosidad de estos materiales para 

determinar si esta porosidad tiene una relación con el comportamiento no lineal. Sin 

embargo, los resultados no mostraron una dependencia entre la porosidad y los dos 

parámetros no lineales. Esto indica que otros factores asociados a las fibras y al 

filler utilizado en la fabricación del papel podrían tener una mayor influencia. En el 

futuro se podrían realizar estudios experimentales y modelos que permitan 

determinar la influencia del tipo de fibras de celulosa y del filler utilizado en la 

fabricación del material basado en papel. 

 

Se realizó también un estudio paramétrico para describir la respuesta 

dinámica del papel cuando interactúa con soluciones acuosas. Se propuso un 
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modelo numérico tridimensional que acopla un modelo tridimensional de transporte 

en el papel con el cambio de elasticidad en el mismo. El comportamiento elástico 

del papel fue modelado considerando los efectos no lineales en el papel los cuales 

incluyen la dinámica del cambio de elasticidad del papel de un estado saturado a no 

saturado y la relajación inicial del módulo de elasticidad en saturación. Se utilizaron 

3 parámetros para describir el cambio en la respuesta en frecuencia del papel de un 

estado saturado a no saturado, los cuales son: el término 𝑠 (término sink/source), el 

cuál está asociado al tiempo de secado en el papel, el termino 𝑚 determina la 

frecuencia de resonancia inicial en estado de saturación y el termino 𝛽, que 

determina la dinámica de la transición del estado saturado al seco. 

 

Se utilizó este modelo paramétrico para estudiar el proceso de secado de 

vigas en voladizo de papel de manera experimental con 3 soluciones binarias 

diferentes. Se determinó que el modelo presenta una buena precisión para estudiar 

dicho fenómeno mediante un análisis de error. El error obtenido es relativamente 

pequeño dada la complejidad y las no linealidades del fenómeno estudiado. Este 

modelo puede ser utilizado en el futuro para producir dispositivos de bajo costo 

como sensores para la caracterización de líquidos y tecnología vestible. 

 

Se construyeron 3 prototipos de sensores enfocados a la cosecha de 

energía. La geometría de estos sensores consta de una viga en voladizo de papel 

y un imán permanente de neodimio. Estos sensores funcionan bajo el principio 

electromagnético de la ley de Faraday. Se fabricaron 3 prototipos con materiales 

diferentes y se determinó el nivel de cosecha de energía experimentalmente para 

cada uno de ellos. Se demostró que es posible implementar un sensor basado en 

papel enfocado a la cosecha de energía con materiales de bajo costo y procesos de 

fabricación simples. 
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5.1 Prospectivas 

 

Existe un área de oportunidad al mejorar el sistema de medición de la 

frecuencia de resonancia debido a las limitaciones actuales del sistema, las cuales 

son la frecuencia de muestreo del sensor CCD y la reducción del tamaño de los 

componentes utilizados en dicho sistema. Es posible estudiar muestras cuya 

frecuencia de resonancia sea mayor a las obtenidas en este trabajo de investigación 

si se cambia el sensor CCD por uno de mayor velocidad de muestreo. Se 

recomienda también automatizar el proceso de fabricación de las muestras para 

disminuir este factor de error al momento de realizar las mediciones de frecuencia 

de resonancia.  

 

A pesar de la disminución de las dimensiones de las muestras con respecto a 

otras encontradas en la literatura, el tamaño de la muestra es relativamente grande 

para ser considerado dentro de la categoría de los MEMS. Por lo tanto, se sugiere 

estudiar en trabajos futuros la implementación de procesos de fabricación más finos 

y precisos. Esta disminución en las dimensiones puede generar dispositivos cuya 

frecuencia de resonancia sea más elevada, por lo cual se podría incrementar el 

campo de aplicación de los sistemas mecánicos basados en papel. 

 

 Aunque se descartó que la causa del comportamiento no lineal en frecuencia 

del papel sea debido a variaciones higrotérmicas, la causa primordial de dicho 

comportamiento no ha sido determinada con precisión. Se sugiere que en trabajos 

futuros se estudie la microestructura del papel para determinar la causa exacta de 

la no linealidad y su influencia en el comportamiento dinámico del mismo, lo cual 

incluye aspectos como la distribución espacial, tamaño y características mecánicas 

de las fibras de celulosa. 
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Apéndice B 
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Apéndice C 
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Apéndice D – Manual del usuario del sistema de 

medición de frecuencia de resonancia 

 

Descripción general 

 El equipo de medición de la frecuencia de resonancia fue diseñado con el 

objetivo de determinar la frecuencia de resonancia de vigas en voladizo mediante 

un principio de medición óptico. Este equipo determina la frecuencia de resonancia 

y amplitud de vibración de vigas en voladizo mediante el uso de un sensor CCD en 

combinación con un generador de vibraciones. 

 

En la Figura D-1 se muestran las partes que componen el sistema de 

medición, los cuales son 1) Generador de vibraciones mecánicas (3B Scientific ® 

1000701), 2) Vástago vibratorio, 3) Sensor CCD y 5) Mecanismo de sujeción. El 

componente número 4 es la muestra cuya respuesta en frecuencia se desea 

analizar, en la Figura D-1(a) se puede observar una laina de acero inoxidable 316L 

y en la Figura D-1(b) se muestra una viga de papel de cromatografía de 20 mm de 

largo por 2 mm de ancho.  
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Figura D-1. Sistema de medición de la frecuencia de resonancia y sus 

componentes. (a) Vista isométrica del sistema, (b) vista frontal del vástago 

vibratorio y sensor CCD. 1- Generador de vibraciones; 2- Vástago vibratorio; 3- 

Sensor CCD; 4- Muestra; 5- Mecanismo de sujeción. 

Principio de operación 

 

El generador de vibraciones es utilizado para someter las muestras a una 

excitación armónica en el primer modo de vibración mediante excitación base. El 

usuario puede determinar el nivel de vibración al que es sometida la viga mediante 

software. El sensor CCD tiene como salida una señal analógica, que es convertida 

en una señal digital mediante acondicionamiento de señales. Esta señal es 

producida por la sombra de la viga proyectada sobre el sensor CCD, la cual es 

generada mediante un conjunto de LEDs ultrabrillantes. Esta señal digital es 

utilizada para determinar la posición de la viga en una muestra en un instante de 

tiempo t.  

 

 En la Figura D-2 se muestran tres posiciones posibles en los que se puede 

encontrar la viga con respecto al sensor CCD cuando ésta es sometida a 
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Figura D-2. Vista frontal del vástago vibratorio y del sensor CCD. 

 

 Las posiciones 𝑦0, 𝑦𝑚𝑎𝑥 y 𝑦𝑚𝑖𝑛 corresponden a las posiciones inicial, 

deflexión máxima positiva y deflexión máxima negativa. En la figura D-3 se muestran 

las señales digitales cuando la viga se encuentra cada una de estas posiciones.  

 

 La señal digital es procesada por el software del sistema para obtener la 

amplitud de vibración de la viga cuando está sometida a una determinada frecuencia 

de excitación. 
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Figura D-3. Señal acondicionada del sensor en a) Posición inicial 𝑦0, b) Máxima 

deflexión positiva 𝑦𝑚𝑎𝑥 y c) Máxima deflexión negativa 𝑦𝑚𝑖𝑛. 
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Componentes requeridos para el funcionamiento del sistema 

Fuentes de alimentación 

a) Fuente de voltaje de ±12 V (alimentación de la etapa de potencia) 

b) Fuente analógica @4.3 V (para etapa de acondicionamiento) 

c) Fuente de 5 V (alimentación de LEDs ultrabrillantes) 

 

Electrónica 

a) Etapa de potencia (ver Figura D-4) 

b) Etapa de acondicionamiento (ver Figura D-5) 

c) Tarjeta de desarrollo ST Núcleo-F401R (ver Figura D-6) 

d) Tarjeta FPGA (ver Figura D-7) 

e) Sensor CCD (ver Figura D-8) 

f) LEDs ultrabrillantes 

 

Mecánica 

a) Generador de vibraciones 

 

Ambiente controlado 

a) Humidificador 

b) Caja de ambiente controlado 
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Asignación de pines en tarjetas 

Etapa de potencia 

PIN 
COLOR DEL 

CABLE 
DESCRIPCION 

OUT Caimán rojo Salida de etapa de potencia 

GND Caimán negro Tierra señal salida de etapa de potencia 

 

 

Figura D-4. Etapa de potencia. 
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Etapa de acondicionamiento 

PIN 
COLOR DEL 

CABLE 
DESCRIPCION 

VCC Rojo Alimentación de 4.3 V 

GND Azul Tierra de fuente de alimentación 

SO Rojo Señal acondicionada (hacia tarjeta FPGA) 

GND Azul 
Tierra de señal de salida del sensor (hacia 

FPGA) 

SI Amarillo Señal de salida del sensor CCD  

GND Blanco c/café Tierra de salida del sensor CCD 

 

 

Figura D-5. Etapa de acondicionamiento de señal del sensor CCD. 
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Tarjeta ST Núcleo-F401R 

 

PIN 
COLOR DEL 

CABLE 
DESCRIPCION 

SCK/D13 Azul 
Señal del driver sensor (hacia pin I de la 

tarjeta sensor) 

PWM/D5 Naranja 
Señal del driver sensor (hacia pin C de la 

tarjeta sensor) 

A0 Blanco c/azul 
Señal del driver sensor (hacia pin S de la 

tarjeta sensor) 

3V3 Verde Alimentación del sensor CCD (3.3 V) 

GND Blanco c/verde Tierra de alimentación de sensor CCD 

 

 

Figura D-6. Conexiones en la tarjeta ST Núcleo F401R. a) Conexiones de pines 

en la sección derecha y b) conexiones de pines en la sección izquierda. 
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Tarjeta FPGA 

 

PIN 
COLOR DEL 

CABLE 
DESCRIPCION 

GND Gris 
Tierra FPGA (conectar la tierra de la salida de 

etapa de acondicionamiento) 

4 Café 
Señal del sensor (desde pin SO de etapa de 

acondicionamiento) 

DAC1 Rojo 
Salida positiva del DAC (hacia etapa de 

potencia) 

DAC2 Verde Tierra DAC (hacia tierra de etapa de potencia) 

 

 

Figura D-7. Tarjeta FPGA. 
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Tarjeta con sensor CCD 

 

PIN 
COLOR DEL 

CABLE 
DESCRIPCION 

VCC Rojo 
Alimentación tarjeta (3.3 V, desde tarjeta ST 

Núcleo F401R) 

GND Negro 
Tierra alimentación (desde tarjeta ST Núcleo 

F401R) 

ICG Verde 
Driver sensor (desde pin SCK/D13 de la tarjeta 

ST Núcleo F401R) 

CLK Naranja 
Driver sensor (desde pin PWM/D5 de la tarjeta 

ST Núcleo F401R) 

SH Amarillo 
Driver sensor (desde pin A0 de la tarjeta ST 

Núcleo F401R) 

SO_CCD Verde 
Salida del sensor (hacia pin SI de etapa de 

acondicionamiento) 

GND Negro 
Tierra salida sensor (hacia tierra de 

acondicionamiento) 

 

 

Figura D-8. Tarjeta con sensor CCD. 
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Uso del sistema 

 

Preparación previa del sistema 

 

 En el caso de realizar mediciones con muestras (vigas) de papel dentro de la 

caja de ambiente controlado. Posteriormente, se deber configurar el humidificador 

que se muestra en la Figura D-9. Utilice los botones (señalados en amarillo) para 

configurar la humedad relativa que desee. 

 

 

Figura D-9. Botones para configurar el nivel de humedad. 

 

 Una vez que el humidificador esté configurado con el nivel de humedad 

deseado, deje pasar por lo menos 24 horas antes de realizar los experimentos. Este 

tiempo es necesario para que las muestras tengan un contenido de humedad 

uniforme antes de realizar las mediciones. 

 

 El humidificador cuenta con un indicador LED que se enciende cuando hay 

un bajo nivel de agua en el cartucho. Si esto ocurre, retire el humidificador del 

ambiente controlado, desconectándolo de la toma de corriente y rellene de nuevo el 

cartucho con agua destilada hasta que la esponja quede saturada. Esto puede 

comprobarse volteando hacia abajo el cartucho después de haberlo llenado, para 

quitar un excedente de agua que pudiera haber quedado. Posteriormente coloque 
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de nuevo el humidificador en el ambiente controlado y configure de nuevo a la 

humedad deseada. 

 

Montaje de una muestra 

 

 El mecanismo de sujeción de muestras consiste en un tornillo, un holder de 

aluminio que consiste en 2 pequeñas placas y el vástago del generador de 

vibraciones. A continuación, se muestra el procedimiento para montar una viga en 

el equipo de medición. 

 

1. Coloque una de las piezas del holder en el tornillo como se muestra en la 

Figura D-10. 

 

 

Figura D-10. Vista lateral del mecanismo de montaje. 1) Tornillo de sujeción y 2) 

Holder de aluminio 
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2. Coloque una muestra de papel sobre el holder de aluminio como se muestra 

en la Figura D-11. 

 

 

Figura D-11. Vista superior del montaje de una muestra de papel. 2) Holder y 3) 

Muestra de papel. 

 

3. Coloque la segunda pieza del holder para sujetar la muestra a manera de 

sándwich como se muestra en la Figura D-12. En la Figura D-13 se muestra 

la alineación correcta que debe tener la muestra con respecto al mecanismo 

de sujeción. 
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Figura D-12. Vista lateral del mecanismo de montaje. 1) Tornillo de sujeción; 2) 

Holder de aluminio. 

 

Figura D-13. Alineación de la muestra con respecto al mecanismo de sujeción. 

 

4. Inserte el mecanismo de sujeción atornillándolo en el vástago del generador 

de vibraciones como se muestra en la figura D-14. Cuide que la alineación 

de la muestra con respecto al holder se mantenga como en la Figura 13. 

 

 

Figura D-14. Montaje del mecanismo en el vástago del shaker. 4)Vástago 
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5. Inserte el vástago en el generador de vibraciones. Cuide la alineación de la 

muestra con respecto al sensor CCD. En la figura 15 se muestra la alineación 

correcta de la muestra. 

 

 

Figura D-15. Alineación de la muestra con respecto al sensor CCD (Vista 

superior). 

 

Software 

 

 El software del sistema de medición de la frecuencia de resonancia consiste 

en diversos ejecutables con los que se pueden realizar distintos tipos de 

mediciones. Este software corre bajo el sistema operativo Ubuntu y requiere de la 

instalación previa de la biblioteca de Boost para C++ para un correcto 

funcionamiento. A continuación, se detallan los archivos que componen el software 

del sistema de medición. 
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Archivos del sistema de medición 

 

Nota: Todos los archivos que se muestran a continuación deben estar ubicados en 

una misma carpeta 

 

Nombre del 

archivo 
Descripción 

FIR_LUT.bit Archivo .bit para programar la tarjeta FPGA 

program 
Archivo de comandos Bash que realiza la programación del 

FPGA (mediante el archivo FIR_LUT.bit) 

dorada 

Archivo de comandos Bash que ejecuta la medición de la 

frecuencia de resonancia con algoritmo de sección dorada 

(medidor_v5) 

barrido_inc 

Archivos de comandos Bash que ejecuta la medición de la 

frecuencia de resonancia con un algoritmo de búsqueda 

incremental (medbarr_inc) 

barrido_dec 

Archivos de comandos Bash que ejecuta la medición de la 

frecuencia de resonancia con un algoritmo de búsqueda 

incremental (medbarr_dec) 

parametros.txt 
Configuración txt con los parámetros deseados para ejecutar 

la prueba 

voltajes.txt Archivo que contiene las amplitudes p/señal senoidal 
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Configuración del archivo parametros.txt 

 

 Para configurar una prueba es necesario editar el archivo “parametros.txt” y 

posteriormente guardarlo. A continuación, se explica el contenido de este archivo 

línea por línea. 

 

Línea Descripción Tipo de dato 

1 Tipo de papel o material Cadena 

2 Dirección de corte del papel Entero positivo 

3 Longitud de la muestra en mm Float 

4 Ancho de la muestra en mm Float 

5 
Número de repeticiones de la prueba (obsoleto 

en la versión actual del sistema) 
Entero positivo 

6 Ejecutar prueba sustituyendo la muestra Carácter (‘n’ o ‘s’) 

7 
Frecuencia inferior del rango de búsqueda de la 

frecuencia 
Flotante (>= 250 Hz) 

8 
Frecuencia superior del rango de búsqueda de 

la frecuencia 
Flotante (<1000 Hz) 

9 
Tipo de líquido (en caso de hacer una prueba 

con líquidos) 

Entero positivo (entre 0 y 5, 

que son los valores preset, 

aunque se pueden configurar 

más de ser necesario) 

10 
Concentración de una sustancia (en caso de 

hacer prueba con líquidos) 
Flotante (entre 0 y 100) 

11 Configuración de muestras con cera Entero positivo (entre 0 y 3) 

12 Duración de la prueba en segundos Flotante (50 hacia arriba)  

 

 Para una mejor referencia de la configuración de la prueba se puede 

consultar el archivo “guia.txt” que está dentro la carpeta con los archivos del 

software del sistema. 

  Dire
cc

ión
 G

en
era

l d
e B

ibl
iot

ec
as

 U
AQ



 
 

127 
 

Como ejecutar una prueba 

 

Una vez que se ha montado la muestra y se ha configurado la prueba en el 

archivo parametros.txt se debe realizar lo siguiente 

 

1. Conecte el cable de alimentación de la tarjeta FPGA a su computadora. 

2. Conecte el cable JTAG de la tarjeta FPGA hacia la computadora. 

3. En consola de comandos de Ubuntu diríjase a la carpeta donde se 

encuentren ubicados los archivos del software del sistema de medición y 

ejecute el comando ./program. No desconecte ni toque la tarjeta FPGA 

mientras es programada. (Figura D-16). 

 

 

Figura D-16. Programación de la tarjeta FPGA con consola de comandos en el 

sistema operativo Ubuntu 

 

4. Una vez que la tarjeta FPGA esté programada encienda las fuentes de 

alimentación del sistema y conecte la tarjeta Núcleo F401-R a un adaptador 

de corriente mediante su respectivo cable USB. 
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5. Coloque la muestra que desea analizar tal y como se describe en la 

subsección “Montaje de una muestra”. 

6. Presione el botón de reset de la tarjeta FPGA antes de comenzar la prueba 

(Figura D-17). 

 

 

Figura D-18. Botón reset de la tarjeta FPGA. 

 

7. Posteriormente ejecute una de las siguientes opciones en la consola 

dependiendo de la prueba que desee realizar: 

 

a. ./dorada 

b. ./barrido_inc 

c. ./barrido_dec 

 

Prueba con algoritmo de búsqueda de la sección dorada (./dorada) 

 

 Esta prueba permite encontrar la primera frecuencia de resonancia de una 

viga mediante el algoritmo de búsqueda de la sección dorada. Este archivo 

(./dorada) ejecuta una prueba que hace mediciones y comparaciones en ciertos 

puntos de la curva. 
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 Esta prueba comienza con un rango de búsqueda inicial que va desde 𝑓𝑙 

hasta 𝑓ℎ. Este rango es especificado en las líneas 7 y 8 del archivo “parámetros.txt”. 

Este rango es elegido mediante la experiencia del usuario, que podría tener un 

conocimiento previo de la frecuencia de resonancia aproximada de acuerdo con el 

material utilizado. Si se desconoce completamente cual podría ser esta frecuencia 

de resonancia se recomienda configurar el rango entre 250 Hz y 1000 Hz. 

 

 Si se desea realizar solo una medición, se debe dejar un tiempo de 50 (línea 

12 de “parámetros.txt”). Si se desea observar la evolución del valor de la frecuencia 

de resonancia con respecto al tiempo (como en un proceso de secado, por ejemplo), 

entonces se debe especificar un valor más alto, dependiendo del tiempo estimado 

de secado, que puede ser conocido por la experiencia previa del usuario.  Al final 

la prueba se genera un archivo con los resultados de la medición cuya extensión es 

.csv (Archivo de valores separados por comas). 

 

 

Figura D-19. Curva de resonancia de una muestra. 1) Frecuencia inferior del 

rango de búsqueda inicial, 2) Frecuencia de resonancia y 3) Frecuencia superior 

del rango de búsqueda inicial. 
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Prueba de barrido incremental o decremental 

 

 Este tipo de prueba consiste en realizar un barrido incremental (./barrido_inc) 

o un barrido decremental (./barrido_dec), dependiendo del ejecutable que se escoja. 

La prueba es ejecutada probando de 2 en 2 Hz desde la frecuencia inicial del rango 

hasta la frecuencia final. Este rango es especificado desde las líneas 7 y 8 del 

archivo “parametros.txt”. Antes de ejecutar este análisis se recomienda ejecutar una 

medición previa con ./dorada. Al final la prueba se genera un archivo con los 

resultados de la medición cuya extensión es .csv (Archivo de valores separados por 

comas).  

 

Figura D-20. Curva de resonancia con la frecuencia resonancia y el rango de 

búsqueda que abarca un ancho de banda de 200 Hz. 
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Troubleshooting (Solución de problemas comunes) 

 

1. Cannot open device 

Solución: Resetee el FPGA con el botón amarillo, verifique que la tarjeta 

FPGA esté correctamente conectada a la computadora. 

2. ‘core’ generado 

Solución: 

• Verifique que todas las fuentes estén encendidas y que la tarjeta 

Núcleo F401-R esté conectada al adaptador de corriente 

• Verifique que haya una muestra montada en el sistema de medición y 

que esté colocada correctamente 

• Verifique que haya 12 líneas en el archivo “parametros.txt” y que todos 

los parámetros estén correctamente escritos 

 

Recomendaciones generales 

 

1. Mantener cerrada la tapa del equipo de medición (ambiente controlado) 

cuando se realicen mediciones para evitar interferencias de fuentes de luz 

externas. 

2. Mantener las muestras de papel clasificadas y organizadas de manera 

adecuada para poder identificarlas correctamente antes y después de las 

mediciones. 

3. No golpear la caja de ambiente controlado ni colocarla sobre una superficie 

a desnivel o con vibraciones para no generar interferencia. 

4. Calibrar la salida del generador de señales del sistema midiendo el voltaje 

que entra al generador de vibraciones. 
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